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Анотація 

В статті проведено огляд підходів до пошуку діофантових наборів цілих та раціональних чисел. На 

основі проведеного аналізу сформульовано методику отримання формул для знаходження елементів діо-

фантових наборів. Базуючись на результатах числових експериментів пошуку діофантових наборів раціо-

нальних чисел, отримано формули знаходження таких наборів. 

Abstract 

The paper reviews approaches to finding of the Diophantine integers and rational numbers sets . The meth-

odology of formulas for finding the elements of the Diophantine sets is formulated and based on the research 

analysis. The numerical experiments based of the described methodology were carried out. The formulas of the 

elements of the Diophantine rational numbers sets is obtained. 
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Постановка проблеми. Аналіз останніх пуб-

лікацій. 
Одна із відомих задач цілочислової арифме-

тики, теорії чисел є задача пошуку наборів 

(a1, a2,   . . .   , am) додатних чисел (цілих або раціо-

нальних) таких, що для всіх 1 ≤ i ≤ j ≤ m число ai ∙
aj + 1 є «ідеальним» повним квадратом. 

До цієї задачі звертались в різні часи матема-

тики всього світу, зокрема Діофант Олександрійсь-

кий, П’єр Ферма, Франсуа Вієт, Леонард Ейлер, 

Юрій Матіясевич, Ігор Шафаревич. І в наш час за-

цікавленість розв’язанням описаної проблеми не 

зникла, що знайшло відображення в цілій низці ро-

біт останніх десятирічь сучасних математиків, на-

приклад, в роботах A. Dujella [1-4], M. Stoll [9], P. 

Gibbs [10], A. Bérczes, L. Hajdu, Sz. Tengely [5], M. 

Kazalicki, M. Mikic, M. Szikszai [7], К. Д. Жуков 

[11]. Це свідчить про актуальність досліджень в да-

ному напрямку. 

Діофант Олександрійський першим дослідив 

проблему знаходження, чотирьох чисел, таких що 

добуток будь-яких двох з них, збільшений на оди-

ницю, є «ідеальним» (повним) квадратом. Він знай-

шов набір із чотирьох раціональних додатних чисел 

із цією властивістю [1]. 

  

https://context.reverso.net/%D0%BF%D0%B5%D1%80%D0%B5%D0%B2%D0%BE%D0%B4/%D0%B0%D0%BD%D0%B3%D0%BB%D0%B8%D0%B9%D1%81%D0%BA%D0%B8%D0%B9-%D1%83%D0%BA%D1%80%D0%B0%D0%B8%D0%BD%D1%81%D0%BA%D0%B8%D0%B9/about+finding
https://context.reverso.net/%D0%BF%D0%B5%D1%80%D0%B5%D0%B2%D0%BE%D0%B4/%D0%B0%D0%BD%D0%B3%D0%BB%D0%B8%D0%B9%D1%81%D0%BA%D0%B8%D0%B9-%D1%83%D0%BA%D1%80%D0%B0%D0%B8%D0%BD%D1%81%D0%BA%D0%B8%D0%B9/Diophantine
https://context.reverso.net/%D0%BF%D0%B5%D1%80%D0%B5%D0%B2%D0%BE%D0%B4/%D0%B0%D0%BD%D0%B3%D0%BB%D0%B8%D0%B9%D1%81%D0%BA%D0%B8%D0%B9-%D1%80%D1%83%D1%81%D1%81%D0%BA%D0%B8%D0%B9/PhD+in+Physics+and+Mathematics
https://context.reverso.net/%D0%BF%D0%B5%D1%80%D0%B5%D0%B2%D0%BE%D0%B4/%D0%B0%D0%BD%D0%B3%D0%BB%D0%B8%D0%B9%D1%81%D0%BA%D0%B8%D0%B9-%D1%80%D1%83%D1%81%D1%81%D0%BA%D0%B8%D0%B9/PhD+in+Physics+and+Mathematics
https://context.reverso.net/%D0%BF%D0%B5%D1%80%D0%B5%D0%B2%D0%BE%D0%B4/%D0%B0%D0%BD%D0%B3%D0%BB%D0%B8%D0%B9%D1%81%D0%BA%D0%B8%D0%B9-%D1%83%D0%BA%D1%80%D0%B0%D0%B8%D0%BD%D1%81%D0%BA%D0%B8%D0%B9/about+finding
https://context.reverso.net/%D0%BF%D0%B5%D1%80%D0%B5%D0%B2%D0%BE%D0%B4/%D0%B0%D0%BD%D0%B3%D0%BB%D0%B8%D0%B9%D1%81%D0%BA%D0%B8%D0%B9-%D1%80%D1%83%D1%81%D1%81%D0%BA%D0%B8%D0%B9/based+on+the+analysis
https://context.reverso.net/%D0%BF%D0%B5%D1%80%D0%B5%D0%B2%D0%BE%D0%B4/%D0%B0%D0%BD%D0%B3%D0%BB%D0%B8%D0%B9%D1%81%D0%BA%D0%B8%D0%B9-%D1%80%D1%83%D1%81%D1%81%D0%BA%D0%B8%D0%B9/based+on+the+analysis
https://context.reverso.net/%D0%BF%D0%B5%D1%80%D0%B5%D0%B2%D0%BE%D0%B4/%D0%B0%D0%BD%D0%B3%D0%BB%D0%B8%D0%B9%D1%81%D0%BA%D0%B8%D0%B9-%D1%80%D1%83%D1%81%D1%81%D0%BA%D0%B8%D0%B9/formula
https://context.reverso.net/%D0%BF%D0%B5%D1%80%D0%B5%D0%B2%D0%BE%D0%B4/%D0%B0%D0%BD%D0%B3%D0%BB%D0%B8%D0%B9%D1%81%D0%BA%D0%B8%D0%B9-%D1%80%D1%83%D1%81%D1%81%D0%BA%D0%B8%D0%B9/is+obtained


14 Slovak international scientific journal # 66, (2022) 

{ 1/16, 33/16, 17/4, 105/16 } , 

1

16
⋅

33

16
+ 1 = (

17

16
)

2

,
1

16
⋅

105

16
+ 1 = (

19

16
)

2

,
105

16
⋅

33

16
+ 1 = (

61

16
)

2

,

1

16
⋅

17

4
+ 1 = (

9

8
)

2

,
17

4
⋅

33

16
+ 1 = (

25

8
)

2

,
105

16
⋅

17

4
+ 1 = (

43

8
)

2

.

 

 

Перший набір чотирьох натуральних чисел { 1, 3, 8, 120 }, що задовольняють сформульованим умо-

вам, був знайдений П. Ферма.

 

Трохи пізніше Л. Ейлер знайшов нескінченну кількість наборів такого типу і виразив їх параметрич-

ними формулами 

{𝑎, 𝑏, 𝑎 + 𝑏 + 2𝑟, 4𝑟(𝑟 + 𝑎)(𝑟 + 𝑏)}. 
Також він зумів додати п’ятий раціональний елемент 777480/8288641 до набору Ферма. У 2017 році 

M. Stoll [9] довів, що продовження набору Ферма до раціональної четвірки з тим же складом унікальне. У 

1999 році перший приклад набору шести раціональних чисел зі збереженням умов за Діофантом і Ферма 

знайшов P. Gibbs [10]: 

{11 192⁄ , 35 192⁄ , 155 27⁄ , 512 27⁄ , 1235 48⁄ , 180873 16⁄ }. 
В результаті постановка зазначеної вище задачі набула нових формулювань, які умовно можна поділити на 

два основні напрямки: перший – пошук наборів розмірності більше чотирьох та обґрунтування існування таких 

наборів, та  

другий – пошук аналітичних формул елементів таких наборів. Саме дослідженню задачі другого напрямку й прис-

вячена дана робота. 
Мета досліджень. В дослідженні була поставлена наступна комплексна мета: проаналізувати дослі-

дження A. Dujella та P. Gibbs; сформулювати гіпотезу про можливий вигляд формул пошуку діофантових 
наборів розмірності 6; сформулювати алгоритм пошуку та оцінити його чисельну складність. 

Матеріали і методи. Означення: Набір цілих додатних чисел (𝑎1,  𝑎2,   . . .   , 𝑎𝑚) будемо називати Діо-
фантовим набором, якщо 𝑎𝑖 ⋅ 𝑎𝑗 + 1 є повним квадратом для всіх 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚. 

Аналогічно для раціональних чисел. 
Означення: Набір ненульових раціональних чисел (𝑝1,  𝑝2,   . . .   , 𝑝𝑚) називають Діофантовим набором, 

якщо 𝑝𝑖 ⋅ 𝑝𝑗 + 1 є повним квадратом деякого раціонального числа для всіх 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚. 

У 1979 році J. Arkin, V. E. Hoggatt, E. G. Strauss [8] довели, що кожна Діофантова трійка {𝑎, 𝑏, 𝑐} може 
бути розширена до Діофантової четвірки {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑}, де 𝑑 = 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 2𝑎𝑏𝑐 + ((𝑎𝑏 + 1)(𝑎𝑐 + 1)(𝑏𝑐 +
1))2. 

У 2004 році хорватський математик показав, о може існувати лише скінченне число діофантових п’яті-
рок. 

Нехай {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑} – діофантова четвірка, причому 

𝑎𝑏 + 1 = 𝑟1
2, 𝑎𝑐 + 1 = 𝑟2

2, 𝑎𝑑 + 1 = 𝑟3
2, 

𝑏𝑐 + 1 = 𝑟4
2, 𝑏𝑑 + 1 = 𝑟5

2, 𝑐𝑑 + 1 = 𝑟6
2 

тоді 

𝑒 = ((𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑)(𝑎𝑏𝑐𝑑 + 1) + 2𝑎𝑏𝑐 + 2𝑎𝑏𝑑 + 2𝑎𝑐𝑑 + 2𝑏𝑐𝑑 ± 

±2𝑟1𝑟2𝑟3𝑟4𝑟5𝑟6) (𝑎𝑏𝑐𝑑– 1)2.⁄  
Хоча Ейлеру було вже відомо, що існує нескінченна кількість діофантових п’ятірок, до недавнього 

часу не було відомо, чи існують набори з шести елементів? P. Gibbs знайшов 45 прикладів таких раціона-
льних наборів. 

У 2015 році A. Dujella, M. Kazalicki, M. Mikic, M. Szikszai
 
[7] довели що існує нескінченна множина 

діофантових шестірок, параметризованих за допомогою параметра t, які у 2016 році були спрощені T. 

Piezas [6]: 

𝑎 = (𝑡2– 2𝑡– 1)(𝑡2 + 2𝑡 + 3)(3𝑡2– 2𝑡 + 1) (4𝑡(𝑡2– 1)(𝑡2 + 2𝑡– 1)),⁄  

𝑏 = 4𝑡(𝑡2– 1)(𝑡2– 2𝑡– 1) (𝑡2 + 2𝑡– 1)3,⁄  
𝑐 = 4𝑡(𝑡2– 1)(𝑡2 + 2𝑡– 1) (𝑡2– 2𝑡– 1)3,⁄  

𝑑 = (𝑡2 + 2𝑡– 1)(𝑡2– 2𝑡 + 3)(3𝑡2 + 2𝑡 + 1) (4𝑡(𝑡2– 1)(𝑡2– 2𝑡– 1)),⁄  

𝑒 = (– 𝑡5 + 14𝑡3– 𝑡) (𝑡6– 7𝑡4 + 7𝑡2– 1),⁄  

𝑓 = (3𝑡6– 13𝑡4 + 13𝑡2– 3) (4𝑡(𝑡4– 6𝑡2 + 1)).⁄  

Аналіз робіт A. Dujella та P. Gibbs, на наш погляд, дозволяє зробити припущення, що шукані раціона-
льні числа можна представити параметричними формулами (параметр t), чисельники й знаменники яких є 
поліномами степеня не вище шостого, а саме: 

P6(t) = a0t6 + a1t5 + a2t4 + a3t3 + a4t2 + a5t + a6. 
Тобто пошук формул елементів діофантових наборів здійснюється у вигляді 

a =
a0t6 + a1t5 + a2t4 + a3t3 + a4t2 + a5t + a6

b0t6 + b1t5 + b2t4 + b3t3 + b4t2 + b5t + b6

 , 

або у вигляді розкладів поліномів на добуток квадратних тричленів: 

a =
(t2 + a5t + a6)(t2 + a3t + a4)(a0t2 + a1t + a2)

(t2 + b5t + b6)(t2 + b3t + b4)(b0t2 + b1t + b2)
. 
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Як бачимо, для формування чисельника і знаменника можемо використовувати один базовий набір 
квадратних многочленів at2 + bt + cd, коефіцієнти якого є цілими й належать деякій множині 
a, b, c, d ∈ {– m, – (m– 1), . . . , – 1, 0, 1, 2, . . . , m– 1, m}. 

Спираючись на аналіз отриманих раніше A. Dujella, P. Gibbs формул, вважаємо за доцільне розглянути 
два випадки a, b, c, d ∈ {– 2, – 1, 0, 1, 2} та a, b, c, d ∈ {– 3, – 2, – 1, 0, 1, 2, 3}. 

Умова, якій повинні задовольняти шукані числа 

a(i) =
(t2 + a5t + a6)(t2 + a3t + a4)(a0t2 + a1t + a2)

(t2 + b5t + b6)(t2 + b3t + b4)(b0t2 + b1t + b2)
=

P6
(i)

Q6
(i)

=
pi

qi

, 

приймається наступною 

a(i) ∙ a(j) + 1 = r2  ⇒  
pi

qi

∙
pj

qj

+ 1 =
pipj + qiqj

qiqj

= r2. 

Як легко побачити, доданки чисельника та зна-
менник є виразами з одного набору (множини) по-
парних добутків базових поліномів. 

Сформулюємо алгоритм пошуку діофантових 
наборів раціональних чисел. 

Алгоритм пошуку діофантових наборів раціо-
нальних чисел 

1. Сформувати базовий набір поліномів fi =
at2 + bt + cd, де a, b, c, d ∈ {– 2, – 1, 0, 1, 2} або 
a, b, c, d ∈ {– 3, – 2, – 1, 0, 1, 2, 3}. 

2. Сформувати повний набір виразів pr = fi ∙
fj ∙ fk. 

3. Сформувати повний набір виразив prs =
pr ∙ ps (доданки чисельників і знаменники). 

4. Обчислити числових значення поліномів 
prs = pr ∙ ps при t = 2, t = 3, t = 5 (якщо умова ви-
конується в параметричному вигляді, то й викону-
ється при конкретних значеннях параметра). 

5. Виключити повтори (з метою зменшення 
варіантів перебору). 

6. Здійснити пошук числових наборів, що за-
довольняють умові ab + 1 = r2. 

7. Для знайдених числових наборів відновити 
вирази, що їм відповідають. 

8. Провести перевірку виконання умови ab +
1 = r2 в аналітичному вигляді та відібрати ті, що 
задовольнять умові, а відповідно й числа, які зада-
ються такими параметричними формулами. 

Оцінимо тепер об’єм можливих обчислень (чи-
сельну складність). 

Базовий набір квадратних многочленів at2 +
bt + cd, коефіцієнти якого є цілими й належать 
множині a, b, c, d ∈ {– 3, – 2, – 1, 0, 1, 2, 3} 
({– 2, – 1, 0, 1, 2}) складається з 6 ∙ 72 (4 ∙ 52) много-
членів (в цей набір входять многочлени з коефіціє-
нтом 1 при старшому степені). В загальному ви-
гляді можливі конфігурації знаменника дають 63 ∙
76 або 6 ∙ 77, якщо в двох квадратних многочленах 
брати за старший коефіцієнт одиницю. Аналогічно 
для чисельника. 

Результати досліджень. Для пошуку наборів, 
що підходять (задовольняють умовам наведеним 
вище), з метою зменшення варіантів перебору роз-
глядались числові значення цих поліномів при кон-
кретних значеннях t = 2, t = 3, t = 5. Із отриманих 
числових значень вибирались ті, ля яких виконува-
лась умова ab + 1 = r2, де a, b, r – раціональні чи-
сла (звичайні дроби). На основі відібраних значень 
будуються розрахункові формули. В якості окре-
мого випадку можливих комбінацій отримано фор-
мули, які співпадають із окремими формулами A. 
Dujella, T. Piezas, P. Gibbs в межах прийнятих для 
вихідних формул обмежень: 

a =
(2t– 1)(t2 + 3t + 1)(t3 + 3t2 + t + 1)

2(t– 2)(t– 1)(t + 1)(t2 + t + 1)
, 

b =
2(t– 1)(t + 1)(t2 + 2)(t2 + t + 1)

(2t– 1)(t2 + 3t + 1)(t3 + 3t2 + t + 1)
, 

c =
(2t– 1)(t2 + 3t + 1)(t3 + 3t2 + t + 1)

2(t– 2)(t– 1)t2(t2 + t + 1)
. 

Висновки. Таким чином, в роботі проведено 
огляд підходів до пошуку діофантових наборів ра-
ціональних чисел. На основі проведеного аналізу 
сформульовано методику отримання формул для 
знаходження елементів діофантових наборів. 
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