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PREDGOVOR

Proglo je deset godina od kako nije sa nama dr MIRKO MILIC (1932-1993),
redovni profesor Elektrotehnickog fakulteta Univerziteta u Beogradu i dopisni
¢lan Srpske akademije nauka i umetnosti.

Izuzetan naucnik, istrazivac i svetski priznat struénjak iz blasti Teorije elek-
tricnih kola i sistema, imao je dve, ili tri, velike preokupacije u zivotu: strast
za naukom, strast za putovanjima i veliku ljubav za umetnoséu. Igrom sud-
bine, upravo poslednje dane svoga zivota proveo je bas ispunjavanjem tih svojih
zelja: uprkos narusenom zdravlju, daleko od svog doma u Beogradu, boravio
je u Davosu (Svajcarska), gde je delio svoje iskustvo i znanje sa stru¢njacima
iz celog sveta na konferenciji ECCTD ( European Conference on Circuit The-
ory and Design). Posle konferencije obilazio je neka mesta u Svajcarskoj, ali je
potom iznenada napustio ovaj svet, 9. septembra 1993.

MIRKO MILIC je roden 21. aprila 1932. u Galace-u, Rumunija, malom
mestu u delti Dunava, gde je njegov otac, rodom iz Dubrovnika, sluzbovao kao
brodski pilot. Njegova majka, austrijskog i italijanskog porekla, znatno je uticala
na njegov interes za umetnost, Sto je ostavilo traga u celom njegovom zivotu.
Posebno je voleo filozofiju i muziku, narociti dzez.

Nakon zavrSene srednje §kole u Beogradu, 1950. godine, MIRKO MILIC je
studirao na Elektrotehnickom fakultetu (ETF) Univerziteta u Beogradu, gde
je diplomirao 1956. godine sa izvanrednim uspehom. Nakon toga je zaposlen
na ETF-u u Beogradu u svim zvanjima: od asistenta, preko docenta (1963),
vanrednog profesora (1973), do redovnog profesora (1980). Od 1985. je ¢lan
Srpskog nau¢nog drustva, a 1988. godine je izabran za dopisnog ¢lana Srpske
akademije nauka i umetnosti. Bio je ¢lan velikog broja nau¢nih komiteta, dru-
Stava i konferencija Sirom sveta i Stariji ¢lan (Senior Member) najveéeg medu-
narodnog udruzenja elektrotehnickih i elektronskih inzinjera (IEEE).

Tesko je pisati predgovor knjige koja je trebalo da se pojavi pre deset godi-
na. JoS§ teze je pisati predgovor umesto autora koji nije stigao da objavi svoju
knjigu. Rukopis knjige Elektricno modelovanje fizickih procesa je bio gotovo
spreman za Stampu leta 1993. godine. NaZalost, prerana smrt profesora MILICA
(9. septembra 1993.) sprecila je njen zavr3etak i Stampanje. Tek nedavno,
igrom slucaja, profesor MIROSLAV LUTOVAC je saznao da je rukopis jos uvek
sacuvan. Nesebitnom pomoci vise kolega, elektroinzinjera, pre svega daka pro-
fesora MILICA, ovaj rukopis je kompletiran i pripremljen za $tampu. Izdavanje
knjige, koja je aktuelna i pored jedne decenije zakasnjenja u publikovanju, a
Stampana je u znak se¢anja na profesora MILICa, pomogli su Institut IRITEL,
Stamparija Bit InZenjering, i Elektrotehnicki fakultet u Beogradu.

Knjiga FElektricno modelovange fizickih procesa je nastala kao rezultat dugo-
godisnjeg rada profesora MILICA u ovoj oblasti. Pored osnovnog predmeta,
Teorije elektriénih kola, profesor MILIC je oformio i organizovao predmet Elek-
triéno modelovanje fizickih procesa koji se predavao na IX semestru studentima
Odseka za tehnicku fiziku Elektrotehnickog fakulteta u Beogradu. Razni prob-
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iv Mirko Mili¢: Elektri¢no modelovanje fizickih procesa

lemi u nauci i tehnici mogu se predstaviti odgovarajué¢im elektriénim ekvivalen-
tima (modelima), a zatim se mogu resavati metodama koje su izuzetno razvi-
jene u analizi elektri¢nih kola i sistema. Profesor MILIC je svoje veliko znanje
i iskustvo sistematizovao upravo u ovoj knjizi. Prva skripta iz ove oblasti pro-
fesor MILIC je objavio jo§ 1976. godine, pri ¢emu su mu, u tehni¢koj pripremi
rukopisa, znatno pomogli ZORAN AVRAMOVIC, tadasnji student-saradnik pri
Katedri za teorijsku elektrotehniku a sada redovni profesor na Saobrac¢ajnom
fakultetu u Beogradu, i DURPE MILANOVIC, tadasnji student IIT godine. Ta
skripta su analizirala modele sa koncentrisanim parametrima. Kasnije su ova
skripta korigovana i prilagodavana progresu nauke, i dodata je cela nova oblast-
modelovanje raspodeljenih fizickih procesa. Prilikom sredivanja ovog novog
obimnog materijala profesor MILIC je imao veliku pomoé svojih daka, elek-
troinZinjera, pre svega mr DANKA DURICA, sa kojim je imao i vise naucnih
radova, mr SPIRE MATICA, i VLADIMIRA JANKOVICA, vlasnika $tamparije Bit
InzZenjering, iz Beograda. Prilikom zavrsne obrade teksta, §to je u¢injeno ne-
davno, posebno treba istaé¢i nesebiénu pomoé dr DOBRILA T0SI1¢A, redovnog
profesora ETF-a u Beogradu, ispisnika, kolege i prijatelja MIRKA MILICA, koji
je svojim radom omogucio da ovaj rukopis bude kompletiran i estetski oblikovan
za Stampu.

Knjiga Elektri¢no modelovanje fizickih procesa obraduje siroku lepezu raznih
ne-elektri¢nih problema koji se, veoma uspesno, mogu analizirati i reSavati na os-
novu analogija sa elektricnim ekvivalentima. Materija knjige je podeljena u dva
osnovna dela: Analogne mreze prostorno-diskretnih fizickih sistema i Analogne
mreze raspodeljenih fizickih sistema.

U prvom delu se uvode pojam i principi modelovanja fizickih pojava i navode
neki najcesée koriséeni fizicki sistemi koji se uspesno mogu modelovati elek-
tricnim ekvivalentnim mrezama: mehanicki sistemi, fluidni sistemi, termicki
sistemi i energetski pretvaraci. Takode, daju se osnovne metode reSavanja elek-
triénih kola, kojima su modelovani fizicki procesi.

Drugi deo se bavi analognim mrezama sa raspodeljenim parametrima. Dis-
kretizacijom polaznih diferencijalnih jednacina, tj. prelaskom na diferencne
jednacine, omogucava se elektricno modelovanje raspodeljenih fizickih procesa
pomocu diskretnih mreza u vidu prostorne resetke i to pomocu: rezistivnih (R)
mreza (u sluéaju stacioniranog stanja, odnosno, statickog procesa), ili pomoéu
rezistivno-kapacitivnih (RC), rezistivno-induktivnih (RL) ili (RLC) mreza (u
slu¢aju modelovanja dinamickih procesa). Pogodnim izborom topologije i vred-
nosti parametara ekvivalentnih elektri¢nih mreza mogu se uspe$no modelovati
linearni i nelinearni problemi i raznovrsni grani¢ni uslovi fizickih procesa.

Beograd, juna 2003. profesor Branimir D. Reljin
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PREDGOVOR AUTORA PRVOM DELU KNJIGE

Ova skripta predstavljaju prvi deo gradiva koje se predaje studentima IX
semestra Odseka za tehnicku fiziku Elektrotehnickog fakulteta u Beogradu u
okviru predmeta Elektri¢no modelovanje fizickih procesa. Izdavanjem ovih skri-
pata nastojalo se da se donekle nadoknadi nedostatak domacih udzbenika iz ove
oblasti i time olakSa uvodenje studenata u osnovne metode gradnje i analize
elektricnih modela za diskretne fizicke sisteme.

Elektri¢ni modeli u obliku analognih elektri¢nih mreza su vrlo pogodno sred-
stvo za predstavljanje sistema i procesa najrazli¢itije fizicke prirode. Mnogi
osnovni pojmovi i metode koji se koriste u Teoriji elektricnih mreza nagli su
giroku primenu u modelovanju i analizi fizickih sistema i procesa. Iz ovog ra-
zloga materija ovih skripata je u neku ruku neposredna ilustracija primene ana-
lize elektri¢nih mreza na sisteme druge fizicke prirode, te se u tom smislu moze
koristiti i kao dopuna redovnom kursu iz Teorije elektri¢nih kola.

Pored toga sto omogucavaju tretiranje Sirokog kruga fizicko-tehnickih prob-
lema sa jedinstvenog stanovista, elektriéni modeli imaju i niz prakti¢nih pred-
nosti nad modelima druge prirode (relativno jednostavna gradnja, brza i pouz-
dana merenja koja se mogu vrsiti na njima, male dimenzije, niska cena, i dr.)
koje ih ¢ine vrlo prikladnim sredstvom za eksperimentalni rad.

Buduéi da je klasi¢na analogija bila tradicionalno Sire zastupljena od novije,
tzv. mobilne analogije, posebna paznja je posvecena rasvetljavanju ovog dualnog
aspekta elektricnog modelovanja. Gde god se pokazalo korisnim, prednost je
data elektricnim mrezama gradenim na bazi mobilne analogije.

Mada najveéi deo materije obuhvata obrazovanje analognih mreza za dis-
kretne sisteme, dovoljno paznje je posveéeno i analizi analognih mreza, posebno
analizi pomoc¢u mesovitog sistema jednacina nezavisnih promenljivih. Izlozen je
takode i jedan koristan algoritam svodenja na sistem jednacina stanja. Metode
resavanja velikih mreza bi¢e obradene u drugom delu skripata.

U tehnickoj pripremi rukopisa dragocenu pomoé¢ su pruzili ZORAN AVRA-
MOVI¢, student saradnik pri Katedri za teorijsku elektrotehniku, (Eitanje rukopisa
i izrada crteza) i DURPE MILANOVIC, student III godine Odseka za tehnicku
fiziku, (pisanje formula).

Beograd, juna 1976. profesor Mirko M. Mili¢
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1. UVOD
1.1. POJAM MODELA

U osnovi svih fizicko-tehnickih nauka leze eksperimenti i merenja. Na os-
novu merenja u nekom eksperimentu na nekom realnom fizickom objektu, is-
traziva¢ pokusava da postulira izvesne zakone na kojima treba da gradi jednu
teoriju. Ova teorija je verodostojna samo ukoliko uspe da predvidi rezultate koji
se mogu potvrditi novim eksperimentima. Na osnovu rezultata ovih eksperime-
nata, istraziva¢ potvrduje svoju teoriju, modifikuje je, ukoliko nije zadovoljan
postignutom saglasnoséu, ili je ¢ak potpuno odbacuje.
tri¢ne, akustiéne, elektromehanicke, i dr.) kao i procese (termicke, fluidne, hemi-
jske, atomske, i dr.).

Prilikom analize ili projektovanja nekog objekta potrebno je najpre iden-
tifikovati wlazne i izlazne veli¢ine. Ulazne veli¢ine su pobudne sile (eksitacije
ili stimulusi) koji deluju na objekt proizvodedi izlazne veli¢ine ili odzive. For-
mulisanje zavisnosti izmedu ulaznih i izlaznih veli¢ina koje nam omoguéava da
se pod izvesnim uslovima iz poznatih ulaznih veli¢ina odrede izlazne velicine,
naziva se opstim imenom modelovanje. Za jedan dati fizicki objekt moguéno je
formulisati razne zavisnosti izmedu ulaznih i izlaznih veli¢ina - razne modele -
zavisno od konkretnog zadatka.

Znacaj modelovanja je veliki jer se o ponasanju stvarnog fizickog objekta sudi
samo posredstvom modela kojim se on predstavlja. Posto predstavljanje mode-
lom neminovno uklju¢uje niz idealizacija osobina objekta, vazno je da model
bude dovoljno tacan, ali u isto vreme i dovoljno prost, kako bi se rezultati njegove
analize mogli dobiti sa relativno jednostavnim matematickim aparatom.

1.2. FIZICKO I MATEMATICKO MODELOVANJE.
ELEKTRICNO MODELOVANJE

Metode modelovanja se mogu podeliti u dve osnovne grupe:
1) Fizi¢ko (sli€no) modelovanje i 2) Matemati¢ko modelovanje.

Fizicko modelovanje polazi od istovetnosti fizicke prirode objekta i modela.
Ulazne i izlazne velicine modela su takode iste fizicke prirode kao i objekta.
Razlika je jedino u tome §to je obitno model manje razmere od originala (za-
jedno sa ulaznim i izlaznim veli¢inama), na primer 10 : 1. Stoga se ovo mode-
lovanje naziva i slicno. Ono se primenjuje, na primer, za ispitivanje brodova
u bazenima, aviona u aerodinamickim tunelima, raznih gradevinskih objekata,
kao i velikih elektriénih magina. Glavne su mu prednosti u tome §to dopusta
pregledno pracenje procesa i $to mu tacnost moze biti prilicno velika. Medutim,
fizicko modelovanje ima osnovni nedostatak sto je strogo namensko, tj. za svaki
novi objekt potrebno je graditi novi model. Pored toga, promene parametara
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objekta zahtevaju preradu (adaptaciju) modela ili ¢ak njegovu zamenu, a isto
tako modeli slozenijih objekata (kotlovi, nuklearni reaktori) su tesko izvodljivi i
vrlo skupi.

Cinjenica §to se pri fizickom modelovanju koristi identicno matematicko kara-
kterisanje objekta i modela koji imaju istu fizicku prirodu upuéuje na pomisao
da bi se objekt mogao predstaviti modelom razlicite fizicke prirode koji ima
identi¢no matematicko karakterisanje kao sam objekt. I zaista, poznato je da
postoji niz razli¢itih fizickih pojava koje su opisane istim matematickim relaci-
jama. Ovo se jasno odrazava i u dijalekticko-materijalistickom gledistu o tome
“da se jedinstvo prirode ispoljava u upadljivoj analogiji diferencijalnih jednacina
koje opisuju razne pojave.”! To zna¢i da mozemo u principu izucavati fizicke
pojave jos nedovoljno proucene, izuc¢avanjem nama dobro poznatih fizickih po-
java koje su rezirane jednac¢inama istog oblika. Na ovoj ideji analogije upravo
i po¢ivaju metode matematickog modelovanja. Za razliku od fizickog mode-
lovanja, ove metode omogucéavaju da se resavanje jedne Siroke klase problema
svede na resavanje odgovarajuc¢eg matematickog modela jedne jedine klase. Kada
su dva ili vise modela opisana jedna¢inama istog matematickog oblika, kazemo
da su ona analogna.

Kao model-analogon koji reprezentuje neki dati fizicki sistem pogodno je
usvojiti onaj ¢ija se struktura moze dekomponovati na prostije podsisteme ¢ije su
osobine u jasnoj uzajamno-jednoznac¢noj korespondenciji sa pojedinim fizickim
osobinama datog sistema. Osim toga, poSto model-analogon treba da sluzi ne
samo dobijanju analitickih i numerickih resenja problema koji se proucava (u tom
smislu on obavlja funkciju racunara), veé treba da sluzi i kao eksperimentalno
sredstvo na kojem se mogu vrsiti merenja pri raznim rezimima rada, pozeljno
je da se on moze konstruisati iz jednostavnih (i jeftinih) komponenata ¢iji se
parametri mogu lako menjati.

Od svih moguénih modela-analogona - elektricne mreZe suvereno zadovo-
ljavaju sve gore pomenute zahteve. One su matematicki modeli elektri¢nih sis-
tema, i najprostiji podsistemi na koji se moze dekomponovati su njeni elements
(R, L,C elementi i drugi). Interakcija izmedu pojedinih elemenata je opisana
grafom mreze i KIRCHHOFFovim zakonima. Videéemo da se veliki broj fizickih
objekata moze svesti na model elektricne mreze. Postupak svodenja nekog ob-
jekta na elektricnu mrezu naziva se elektricno modelovanje.

Kako su osobine i reSavanje elektri¢nih mreza dobro proucene u Teoriji elek-
tricnih mreza, to nam metode ove teorije uspesno koriste za analizu jedne Siroke
klase fizickih objekata.

1.3. KLASIFIKACIJA MODELA

Prema vrsti jedna¢ina kojima su opisani svi matematicki modeli, pa prema
tome i elektri¢ne mreze, mogu se klasifikovati shodno dijagramu na SI.1.1. Os-
novna podela je na prostorno diskretne i raspodeljene modele. Diskretni mode-

1V. I. Lenjin, Poln. sobr. so¢., t.18, str. 306, 1961, Moskva
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li, ili jo§S nazvani modeli sa koncentrisanim parametrima, opisani su ili alge-
barskim jednacinama (staticki modeli) ili obiénim diferencijalno - integralnim
jednac¢inama ¢ije su promenljive funkcije vremena (dinamicki modeli).

Raspodeljeni modeli, ili modeli sa raspodeljenim parametrima, su karakteri-
sani parcijalnim diferencijalnim jednacinama ¢ije su promenljive funkcije od
prostornih koordinata (staticki modeli) ili funkcije od prostornih koordinata i
vremena (dinamicki modeli).

Matematicki modeli

| Diskretni | | Raspodeljeni |

l |

[ | |
| Linearni | | Nelinearni |

| |

| | |
| Staticki | |  Dinamicki |

| |

| |
| Stacionarni | | Nestacionarni

Sl.1.1. Osnovna klasifikacija modela

Svaki model moze biti linearan ili nelinearan prema tome da li su odgo-
varajuce jednacine linearne ili nelinearne. Jedna dalja podela dinamickih mo-
dela - linearnih i nelinearnih - je na stacionarne, ili vremenski nepromenljive i
nestacionarne, ili vremenski promenljive. Kod prvih diferencijalne jednac¢ine ne
sadrze eksplicitno vreme, dok kod drugih one sadrze eksplicitno vreme.

id
_E
Ry + R4 a

+ Iia R, Y S— ¢

Sl. 1.2a. Fizicko kolo sa tunel diodom Sl. 1.2b. Karakteristika tunel diode
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Polazeéi od nekog objekta, moguéno je postaviti razne matematicke modele
zavisno od konkretnog zadatka odnosno cilja istrazivanja. S druge strane, jedan
isti model moze imati vise matematickih predstaviljanja.

Da bismo ovo ilustrovali, posmatrajmo objekt koji obrazuje fizicko kolo na
Sl. 1.2a sastavljeno od konstantnog izvora, otpornika i tunel diode ¢ija je karak-
teristika prikazana na Sl.1.2b.

Recimo da je potrebno odrediti napon

Uy i struju Iy, tj. tzv. radnu tacku i /\g/\ ‘/\g/\

tunel diode. Elektricna mreza-model za d 9

nas objekat - su u ovom slucaju moze Ug = E
predstaviti kao na Sl.1.3. Pored eleme-

nata R, i E, ova mreza sadrzi staticki iq

model tunel diode koji se sastoji od

jednog linearnog i stacionarnog otpornika ia = [f(ua)

otpornosti Ry (otpornost poluprovodnog

materijala) i jednog nelinearnog i sta- Sl. 1.3. Model za odredivanje radne
cionarnog i-otpornika karakteristike iy = tacke tunelne diode sa Sl. 1.2a.

f(uq) (otpornost p-n spoja).
Iz jednacina za ovo kolo

E-Uy _
W) =g @) L= f),

vidimo da je model u ovom slucaju diskretan, staticki i nelinearan.

Ri L R,

* » Y y 4 T
ttd R +
g D ot
Utd Ud == (C
— F E——=
ia = f(uq) |
(a) (b)
Rq L R,
T A, A
C= Augq % Gy ug(t)

(c)

Sl. 1.4 (a) Fizicko kolo na S1.1.2.
(a) sa jednim dodatnim izvorom (b) Nelinearni model pri visokim
ucestanostima (c) Linearni model pri visokim uestanostima
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Polozaj radne tacke se dobija u preseku prave (1), i krive (2) i moze se nalaziti
u jednoj od triju tacaka karakteristike na Sl.1.2b. U tackama a i b nelinearni
~df(ua)
o dud

element ima pozitivhu inkrementalnu provodnost f’(ugq) , dok je u

tacki ¢ diferencijalna provodnost negativna.

Posmatrajmo sada isto kolo koje je pobudeno jos naponskim izvorom pro-
stoperiodi¢nog napona u,(t), Sl. 1.4a. Ako je njegova ucestanost dovoljno visoka,
tada se tunel dioda mora modelovati kao u mrezi na Sl. 1.4b. Dodati kondenza-
tor predstavlja ekvivalentnu kapacitivnost p-n spoja, a kalem induktivnosti Ly
predstavlja induktivnost izvoda. Mada je kondenzator nelinearan (g-tipa), radi
uproséenja smo pretpostavili da je linearan i stacionaran.

Prema nasoj klasifikaciji model na Sl.1.4b. je diskretan, dinamicki, neline-
aran i stacionaran. Ovaj model mozemo predstaviti na vise nacina.

Predstavi¢emo ga u dva oblika:

a) Jednacine stanja

dug 1 1 .

(3) E“Ef(“d”é“
di _ 1 Re+Ry . E+uy(t)
) @ L™ L 't 1

gde je uq(0) = Uy, i(0) = Iy, dobijaju se neposredno.
b) Relacija ulaz-izlaz za napon tunel diode

5) d2uy N Rq+ R, N f'(ua)\ dua s (Ra+ Rg)f(ua) _ E+uy(t)
dt? L C dt LC LC

dobija se iz (3) i (4) eliminisanjem struje 4.

Da bismo odredili priblizno ponasanje nelinearne mreze na Sl. 1.4b, pret-
postavié¢emo da naponi i struje relativno malo odstupaju od njihovih vrednosti
u statickom rezimu koji zadovoljavaju (1) i (2), tj. pisa¢emo

(6) ug = Ug + Auyg, (7) 1q = Ig + Aig, (8) 1=1+ A1 =15+ Al

Razvijanjem karakteristike tunelne diode u TAYLORov red i zadrzavanjem
prva dva ¢lana, tj.

9) ia = f(ua) = f(Us+ Aug) = f(Ua) + f'(Ua)Aug,

a zatim primenom (1), (2), (6), (7), (8), jednacine stanja i relacija ulaz-izlaz se
svode, respektivno, na
dAug Gy dAq 1 _ Rqg+ Ry Ai 4+ Ug (t)

..
(10) at __FAUd—'_BAZ’ F—-zAUd 7 7 y




6 Mirko Milié: Elektriéno modelovanje fizickih procesa

(11) Aud(O) = UO - Ud, AZQ(O) = I(] - Id,

2
(12) d®Auy n (Rd + R, i ﬁ) dAugy n 1+ (Ry —|—Rg)Gd Ay — ug(t)

di? L C dt LC
gde je
(13) Ga = f'(Ua)

tzv. diferencijalna provodnost tunel diode u radnoj tacki.

Jednacine (10), (11) i (13) predstavljaju linearizovani model tunel diode.
One pokazuju da se u okolini staticke radne tacke nelinearna mreza na Sl. 1.4b.
moze zameniti linearnom i stacionarnom mrezom na Sl. 1.4c.

Ukoliko bi ucestanost f izvora bila
vrlo visoka, reda vy /d, gde je d duzina

izvoda tunel diode a vg = 3-10% m/s, iq i ‘/\é\: N ;
tada diskretni model koji smo do sada ug ()
razmatrali ne bi viSe bio adekvatan, pa td VOD

je potrebno zameniti ga raspodeljenim ia = fluq) T E
modelom koji bi bio predstavljen jed- y]

nim vodom, kao S§to je pokazano na r <] =0

Sl 1.5.

Jednacine za ovaj model su
Sl. 1.5. Raspodeljeni model tunel

ou . 01 diode na Sl.1.2a.
— % =17ri:+ f a 5
(14)
oo
or 4T

gde su r, £, g, c poduzni parametri voda, sa grani¢cnim uslovima
(15) Ryi(0,t) +u(0,t) = E+ug(t),  i(d,t)— f(u(d,t)) =0
i pocetnim uslovima

(16) u(z,0) = Up(x), i(x,0) = Ip(x).

Mada su jednac¢ine voda (14) linearne, graniéni uslovi (15) su nelinearni,
tako da je nas dinamicki model u sustini nelinearan. Trazeni napon ug4 se dobija
resavanjem u(d,t) iz gornjih jednacina.

U posmatranom primeru, raspodeljeni nelinearni dimamicki model je naj-
opstiji i najtacniji model za tunel diodu. PoSto ne postavlja ogranicenja na
visinu uCestanosti izvora ni na vrednosti napona i struja on obuhvata sve ranije
modele kao specijalne slucajeve. Medutim, u mnogim situacijama to je suvise
slozen model. Racunanje sa takvim modelom moze biti dugo i skupo cak uz
primenu racunara. Ako je ucestanost f nekoliko puta manja od vy/d, odnosno
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ako je pri radnoj uéestanosti f linijska dimenzija kola d < vo/ f, tada se vod moze
aproksimirati kaskadnom vezom nekoliko T-ili II-mreza za dva para krajeva, ¢ime
dobijamo mrezu sa koncentrisanim parametrima. Isto tako, ako je poznato da
su vrednosti napona i struja male u odnosu na njihove vrednosti u statickom
rezimu, tada se nelinearna mreza moze aproksimirati linearnom mrezom ¢ime
se model jos vise uproséava. Uopste, uproséavanje modela pri datim radnim
uslovima objekta bez znacajnog gubitka tacnosti, predstavlja vazan problem u
modelovanju.



2. ANALOGNE MREZE PROSTORNO
DISKRETNIH FIZICKIH SISTEMA

U ovoj glavi pokazatemo da se neelektricni diskretni fizicki sistemi mogu
tretirati ravnopravno sa elektricnim diskretnim sistemima. Posto se ovi pred-
stavljaju elektricnom mrezom, uveséemo najpre za nekoliko sistema elemente
koji su analogni elementima elektricne mreze, a zatim ¢emo pokazati da mreZa
dobijena medusobnim vezivanjem elemenata zadovoljava zakone koji su analogni
KIRCHHOFFovim zakonima. Najzad, razmotricemo dualni aspekt elektri¢nog
modelovanja i diskutova¢emo problem dimenzionih faktora.

2.1. PRINCIPI OBRAZOVANJA MREZA
DISKRETNIH SISTEMA

Za jedan fizicki sistem kazacemo da ima strukturu mreZe ako se on moze
smatrati medusobnom vezom nekih osnovnih elemenata. Osnovni elementi su
najmanji delovi na koje se sistem moze dekomponovati tako da jedna njihova
odredena osobina bude matematicki opisana sa zadovoljavajuéom tacnoséu.
Svaki element se karakterise nekom funkcionalnom relacijom izmedu jednog
ili vise pari promenljivih ¢iji je proizvod po prirodi energija ili snaga. Ove
promenljive zadovoljavaju dva zakona medusobnog vezivanja (interkonekcije).

Tako, na primer, dolazimo do modela elektricne mreze prilikom razmatranja
jedne posebne klase fizickih sistema, elektri¢nih sistema, koji se sastoje od raznih
elektricnih naprava koje su na izvestan nac¢in medusobno povezane posredstvom
svojih krajeva (terminala). Svaka takva naprava je opisana nekom relacijom
izmedu struja (ili optereéenja) i napona (ili fluksa) na njenim krajevima. Pored
ovih relacija, struje i naponi zadovoljavaju zakone medusobnog vezivanja, tzv.
Kirchhoff-ove zakone. Ovi zakoni su nezavisni od relacija koji opisuju naprave.
Da bismo odredili napone i struje ovih naprava mi postupamo ne sledeé¢i nacin:

1) Definisemo skup osnovnih elemenata E. pomocdu izvesnih relacija izmedu
struja (ili optereéenja) i napona (ili flukseva) tzv. karakteristika elemenata, i
smatramo da je svaka naprava predstavljena ili jednim elementom skupa FE.
ili kombinacijom viSe elemenata, tako da stvarna karakteristika naprave bude
aproksimirana sa zadovoljavaju¢om ta¢noséu u odredenim radnim uslovima, na
primer u zeljenom opsegu napona, struja i u¢estanosti.

2) Povezujemo osnovne elemente pomocu svojih krajeva na vrlo slican nacin
kao §to su same naprave povezane u stvarnom elektricnom sistemu, S,. Ovi ele-
menti su medusobno povezani i obrazuju ono §to nazivamo elektriécnom mreZom
M, koja modeluje nas elektri¢ni sistem S.. Vazno je istaéi da se za elektri¢nu
mrezu M, pretpostavlja da KIRCHHOFFovi zakoni vaze kao i za sam elektri¢ni
sistem S.. Na taj nac¢in matematicki model mreze M., koji se sastoji od karak-
teristika elemenata i KIRCHHOFFovih zakona, aproksimira dati elektri¢ni sistem
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Se u meri u kojoj su karakteristike stvarnih elektri¢nih naprava aproksimirane
karakteristikama osnovnih elemenata mreze. Matematicki model mreze se moze
predstaviti pomoc¢u raznih sistema jednacina kao S$to su, na primer, jednacine
napona Cvorova, jednacine stanja i dr., na razne nacine, Sto zavisi od mnogih
¢inilaca. Bitno je da se svaki od ovih modela izvodi na jedan organizovani (sis-
tematski) nacin.

Postupak koji smo primenili za obrazovanje elektricne mreze M, koja mode-
luje neki elektri¢ni sistem S, mozemo prosiriti na proizvoljne fizicke sisteme.
U tu svrhu, za neki fizicki sistem S, potrebno je najpre definisati promenljive
koje igraju istu ulogu kao struje (ili optereéenja) i naponi (ili fluksevi) u elek-
triénim sistemima. Ove promenljive ¢emo, respektivno, zvati strujne i naponske
promenljive. Drugi nazivi za ove promenljive su, respektivno, radne ili eksten-
zivne i otocne ili intenzivne promenljive. Potom je potrebno definisati skup os-
novnih elemenata E pomoc¢u relacija izmedu strujnih i naponskih promenljivih.
Mreza M koja modeluje sistem S dobija se medusobnim vezivanjem osnovnih
elemenata.

Posto se mreza M za neki fizicki sistem S formira po istim pravilima kao
elektriéna mreza, odmah se postavlja pitanje korespondencije izmedu ove mreze
M 1i elektricne mreze M, koja ima isti matematicki model kao mreza M. Takve
mreze nazvacemo elektricne analogne mreze.

U narednim odeljcima, pozabavi¢emo se formiranjem mreza za neke diskretne
fizicke sisteme koji se najceSce sre¢u. Slicno diskretnim elektri¢nim mrezama
(mrezama sa koncentrisanim parametrima u kojima postoje tri vrste energije
koje se smatraju usredsredene, odnosno nezavisno od prostornih koordinata ko-
jima odgovaraju tri osnovna elementa: kalem, kondenzator i otpornik) i za druge
diskretne fizicke sisteme koji imaju strukturu mreze, moZzemo uvesti elemente
koji u sustini odgovaraju osnovnim elementima elektri¢ne mreze. Svaki od ovih
elemenata biée srediste samo jedne vrste energije: kineticke ili potencijalne ili
energije disipacije. Medusobno vezivanje osnovnih elemenata daje odgovarajuéu
prostorno diskretnu mrezu. Medusobno vezivanje se analiticki izrazava linearnim
zavisnostima izmedu strujnih promenljivih i naponskih promenljivih ponaosob.
Ove zavisnosti su analogne KIRCHHOFFovim zakonima.

Radi jednostavnosti, posmatra¢emo samo linearne i stacionarne mreze obra-
zovane uglavnom od elemenata sa jednim parom krajeva.

2.2. MEHANICKI SISTEMI

Ovde ¢emo posmatrati samo najjednostavnije mehanicke sisteme koji vrse
pravolinijsko (translatorno) kretanje i obrtno (rotaciono) kretanje oko jedne oso-
vine. Poznato je da se svako kretanje u jednoj ravni moze razloziti na ova dva
vida kretanja. Za svako od ova dva kretanja uves¢emo najjednostavnije osnovne
elemente.
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2.2.1 OSNOVNI ELEMENTI

a) Inercioni elementi

Za neku koncentrisanu materiju mase M koja se kreée pravolinijski brzi-
nom v u odnosu na neki koordinatni sistem koji miruje ili se kreée jednoliko i
pravolinijski (inercioni koordinatni sistem), Sl. 2.1a, drugi NEWTONov zakon

d 1 1 t
(la) f= Md—: = MDuv, v(0) =1y, ili (1b) v = wn ! = bef(z)dz—l—vo,
koji povezuje silu inercije f i ubrzanje a = Dv = D?z (x = pomeranje), moze
se shvatiti kao definiciona karakteristika jednog elementa sa dva kraja. Ovaj
element se naziva element - masa.
Relacija (1) za element - masu pokazuje

da je ona analogna karakteristici jednog elek-
triénog linearnog (i stacionarnog) kondenzatora /™ M —>v
(S1.2.1b i c) ako se uspostavi slede¢a korespo-
ndencija:
0
sila f «— strujai 4
brzina v «— mnapon u (a)

masa M «— Kkapacitivnost C'

A=

+
A~
+

(b) () (d) ()

Sl.2.1. Element masa
a) Fizicko predstavljanje b) Simbolicko M-predstavljanje
¢) M-analogni elektri¢ni element d) Simbolicko K-predstavljanje
e) K-analogni elektri¢ni element

Relacija (1) se, takode, moze interpretirati kao karakterisanje jednog line-
arnog (i stacionarnog) kalema (Sl.2.1d i e) ako se uspostavi slede¢a korespon-
dencija:
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sila f «— napon u
brzina v «— struja ¢

masa M +— induktivnost L

Prva analogija se naziva mobilna analogija ili M-analogija (prema F. A.
FIRESTONEU)!, a druga, uvedena jo§ od MAXWELLa, naziva se klasicna ili K-
analogija.?

U daljem radu najvise ¢emo koristiti M-analogiju.

Kraj oznacen sa 0 na Sl. 2.1b oznacava inercijalnu referencu u odnosu na koju
je definisana masa. Na Sl. 2.1a inercijalna referenca je predstavljena kao zemlja.
Vazno je napomenuti da ako bismo imali vise masa koje bi se kretale u istom
pravcu i u odnosu na isti inercijalni koordinatni sistem, tada bi svaki element
- masa imao svoj kraj 0 vezan za jedan zajednicki ¢vor, ako bi se posmatralo
M -predstavljanje.

Pozitivni smerovi za silu f i brzinu v na Sl. 2.1bi 1d 2 odgovaraju u potpunosti
fizickoj predstavi na Sl.2.1a i promena smera neke od veli¢ina na jednoj slici
povlaci za sobom promenu smera iste veli¢ine na drugoj slici.

Kod obrtanja oko jedne osovine zamajca polarnog momenta inercije J,
Sl. 2.2a, sa ugaonom brzinom w, NEWTONov zakon glasi

dw

(2a) T= JE = JDuw; w(0) = wp,

ili

(2 = 5T=7 [T+
w—JDT—JOTZ Z T Wo,

gde je 7 obrtni moment.
Veli¢ina a = Dw = D?@ (§ = ugao obrtanja) predstavlja ugaono ubrzanje.

Relacija (2) definise element - moment inercije Ciji je simbol isti kao za
element - masu, s tom razlikom $to je f zamenjeno sa 7 a v sa w.
Iz relacije (2) se vidi da mozemo ostvariti ove 2 analogije:

obrtni moment 7 «— struja i
ugaona brzina w «— napon u

moment inercije J «— kapacitivnost C'

(K =analogija) (Sl.2.2d i e) i

IF. A. FIRESTONE: A new analogy between mechanical and electrical systems, J. Acoust,
Soc. America, 4, 249-267, 1933.

2J. C. MAXWELL: Treatise on Electricity and Magnetism, vol. 1, 1, Oxford, 1873.

3Pozitivni smer za pomeranje x i ubrzanje a se uzima isti kao i za brzinu
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obrtni moment 7 «— napon u

ugaona brzina w <«— struja i

moment inercije J <«— induktivnost L _(g'_"_'_F

(M-analogija) (S1.2.2b i c).

A
+
AE
+

+
As.
+

(b) (c) (d) (e)

Sl. 2.2. Element - moment inercije
a) Fizicko predstavljanje b) Simbolicko M-predstavljanje
¢) M-analogni elektri¢ni element d) Simbolicko K-predstavljanje
e) K-analogni elektri¢ni element

Kraj oznacen sa 0 na Sl. 2.2b predstavlja inercionu referencu, tj. nepomic¢nu
osu obrtanja na Sl. 2.2a. Ako se posmatra M-predstavljanje, tada svi elementi -
moment inercije moraju imati jedan zajednicki ¢vor.

b) Elementi naprezanja

Elementi naprezanja sluze za modelovanje elasticnih osobina opruga. Na
Sl. 2.3a prikazana je jedna translaciona opruga. Ako sa z1 i x9 oznacimo rasto-
janje kraja 1 i kraja 2 od neke utvrdene tacke 0, tada je, prema HOOKEovom
zakonu, mala deformacija (istezanje ili sabijanje) opruge odredena jednakoSéu

(3) T = th7
gde je
(4) r =1 — T2

promena duzine opruge, f sila u opruzi, a C; je koeficijent elasticnosti (= kom-
pliansa).
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Ako se krajevi 1 i 2 pomeraju brzi-
nama v i ve, tada je razlika brzina kra-

jeva V2 v1
Emm— Emm—
5 V=1 — v Ky f
( ) 1 2 " AT _
2 1

izrazena kao

(5a) U:Ct% =(CDf, f(0) = fo.

A=
-

+
AT
+
A
+
A
+

Kt I'==— C’tzi

(b) (c) (d) (e)

Sl. 2.3 Element - translaciona opruga
a) Fizicko predstavljanje b) Simbolicko M-predstavljanje
¢) M-analogni elektri¢ni element d) Simbolicko K-predstavljanje
e) K-analogni elektri¢ni element

Relacija (5a) se moze pisati u obliku

t
(50) F = %v:thv(z)derfO,
0
gde je
1
6 K= —.
© -

Relacije (5) su definiciona karakteristika elementa - translaciona opruga. Ako
uspostavimo M-analogiju:
sila f «— strujai

translaciona brzina v «— napon u

koeficijent krutosti Ky = 1/C reciproéna induktivnost I' = 1/L
(Ct = translaciona kompliansa) (L = induktivnost)

vidimo da je opruga analogna kalemu (S1.2.3b i ¢).
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Promenljiva v izmedu krajeva 1 i 2 oznacava da je to relativna brzina kraja
1 u odnosu na kraj 2. Stoga, za razliku od elementa - masa, koja se uvek
definiSe u odnosu na neki inercijalni koordinatni sistem koji je i u fizickoj i u
simbolickoj predstavi uvek jasno oznacen sa O, u definiciji elementa - opruga
inerciona referenca je ireleventna pa u fizickoj i u simbolickoj predstavi opruge
dovoljno je oznaciti samo krajeve izmedu kojih je vezana opruga.

Medutim, u K-analogiji:
sila f «— mnapon u
translaciona brzina v «— struja i
koeficijent krutosti Ky = 1/C} elastansa S =1/C
(Cy = kompliansa) (C = kapacitivnost)
opruga je analogna kondenzatoru (S1.2.3d i e).
Torziona (rotaciona) opruga je element koji je fizicki predstavljen na Sl. 2.4a.

T{{UA KT {wg
(G [ ( ( | 0
\ N\ \
1 2
(a)
T 1 7 w 7
- |- ¢ -+ ¢ -4 - |-
1 1

000
S
000
h
IS
000,
=
\]
I
||<?
|
@l ~
IS

(b) (c) (d) (e)

Sl. 2.4. Element - torziona opruga
a) Fizicko predstavljanje b) Simbolicko M-predstavljanje
¢) M-analogni elektri¢ni element d) Simbolicko K-predstavljanje
e) K-analogni elektri¢ni element

Ako se popreéni preseci 1 i 2 uvréu za uglove 61 i 83 u odnosu na neki pocetni
ugao, tada je prema HOOKEovom zakonu za mala uvrtanja

(7) 0:01—02:CTT,
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gde je C, koeficijent torzione elasticnosti (= torziona kompliansa), a 7 obrtni
moment uvrtanja. Vazi jednakost

d

(8a) w=w; —ws =C, d—:; = C,.Dr; 7(0) = 79,
ili

K t
(8b) =" w=K, [w(z)dz+ 0,

D 0
gde je w relativna ugaona brzina, a
(9) K,.=1/C,

koeficijent torzione krutosti (= torziona elastansa).

Definiciona karakteristika elementa - torziona opruga moze se shvatiti kao
karakteristika jednog linearnog (i stacionarnog) kalema, ako se uspostavi ana-
logija:

obrtni moment 7 «— struja i

ugaona brzina w <«— napon u

koef. torzione krutosti K, = 1/C, reciprocna induktivnost
(C, = torziona kompliansa) I' = 1/L (L = induktivnost)

(M-analogija) (Sl.2.4b i c).
Medutim u K-analogiji (S1.2.4d i e):

obrtni moment 7 «— napon u

ugaona brzina w <«— struja ¢

koeficijent torzione krutosti K, = 1/C, elastansa S =1/C
(C, = torziona kompliansa) (C = kapacitivnost)

torziona opruga je analogna kondenzatoru.
¢) Elementi trenja

Ovi elementi se uvode za modelovanje pojave trenja koje zavisi od brzine
(kinetickog ili viskoznog trenja) izmedu kliznih povrsina koje su odvojene nekom
viskoznom te¢noséu (na primer, trenja izmedu klipa i cilindra motora) ili izmedu
nekog tela koje se krece kroz neki fluid (na primer, raketa koja se kreée kroz guste
slojeve atmosfere, brodski propeler, itd.).

Pojava viskoznog trenja pri pravolinijskom kretanju predstavlja se slikovito
kao jedan cilindar napunjen uljem u kojem se krece jedan klip sa malim otvorima
Sl. 2.5a, tzv. prigusivac.
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Pomeranje klipa u cilindru
pokreée ulje iz jedne komore u
drugu. Ako sa v = v — vg
oznacimo relativnu brzinu klipa
u odnosu na cilindar, tada, pri
malim brzinama, veza izmedu
sile viskoznog trenja f koja se
prenosi kroz klip i brzine je

(10a) f=Bw
ili
| (a)
(101)) v = Ef7
f 1 7 v 1
~ + — + - + ~ +
==IB, v % G u ==IB, ! %R u
2
(b) (c) (d) (e)

S1.2.5. Element - translatorno trenje a) Fizicko predstavljanje
b) Simbolicko M-predstavljanje c) M-analogni elektriéni element
d) Simbolicko K-predstavljanje e) K-analogni elektri¢ni element

gde je By konstanta prigusenja (za pravolinijsko kretanje).

Element - translatorno trenje ija je karakteristika data jedna¢inom (10) sim-
bolicki je predstavljen na Sl. 2.5b i d. Znak plus na kraju 1 znaci i ovde da je v
brzina kraja 1 u odnosu na kraj 2.

Na slican nacin, torziono trenje kod obrtnog kretanja se fizicki predstavlja,
na primer, kao na Sl.2.6a. Manji cilindar vezan za osovinu 1 okrece se unutar
veceg cilindra koji je vezan za osovinu 2. Prostor izmedu cilindara ispunjen je
nekim viskoznim fluidom, na primer uljem. Obrtanje manjeg cilindra se prenosi
posredstvom sile torzionog trenja na veéi cilindar. Ako se ograni¢imo na male
relativne brzine obrtanja w = w; — wq, tada je relacija izmedu w i torzionog
momenta 7 koji deluje na osovinu 1

(1la) 7=Bw ili (11b) w=17/By,

gde je B, konstanta prigusenja (za rotaciono kretanje).
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S1.2.6b i d prikazuje simbol za element - torziono trenje, gde oznake imaju
isti smisao kao one za element - translatorno trenje.

+
A

At

+

(b)

(c) (d) (e)

Sl.2.6. Element torziono trenje a) Fizicko predstavljanje
b) Simbolicko M-predstavljanje c) M-analogni elektriéni element
d) Simbolicko K-predstavljanje e) K-analogni elektri¢ni element

Iz karakteristika elemenata - trenje zakljucuje se da su svi elementi analogni
linearnim otpornicima za obe analogije. Medutim, dok je u M-analogiji

. ... B
konstanta prigusenja !

B } +—— provodnost G
u K-analogiji je

. . B
konstanta prigusenja Bt } «—— otpornost R
T

d) Nezavisni mehanicki izvori

Kada je neka sila f ili moment 7 poznata funkcija vremena koja ne zavisi
od brzina ili koordinata kretanja, kazemo da imamo model izvora sile ili izvora
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momenta. Ovi izvori su predstavljeni na sli-

kama 2.7a,b. f=—=1()

Isto tako, ako linijska ili ugaona brzina ne
zavise od sila, momenata ili koordinata kre-
tanja, kazemo da imamo model izvora linijske
b.rzme .111 izvora ugaone brzine. Ovi izvori su £4(t) QD
simboli¢no predstavljeni na Sl. 2.7¢,d.

+

v = proizvoljno

PRIMEDBA. Primeéujemo da su simboli za izvor sile
iizvor momenta isti kao za strujni izvor a simboli za

izvor linijske brzine i izvor ugaone brzine su isti kao

naponski izvori. Ovo je ucinjeno u skladu sa M-

analogijom kojom ¢emo se u daljem radu najvise (2)
koristiti.
7= —714(¢) f = proizvoljno T = proizvoljno
- + - + +

74(t) QD w =proizvoljno  Vg(t) () v =—vy(t) wy(t) C) w = —wy(t)

(b) (c) (d)

Sl. 2.7. Nezavisni mehanicki izvori
a) Izvor sile b) Izvor momenta c) Izvor linijske brzine d) Izvor ugaone brzine

e) Mehanicki transformatori

Poluge i zupcanici se koriste u mehanizmima za transformisanje sila i mo-
menata odnosno linearnih i ugaonih brzina na manje ili veée vrednosti.

Idealna poluga (Sl. 2.8a) je model za fizicku polugu, pri ¢emu se pretpostavlja
da je poluga savrseno kruta, zanemarljive mase i da je trenje u lezistu 0 zane-
marljivo. Takode se pretpostavlja da su ugaona pomeranja krajeva 1 i 2 od
horizontalnog polozaja mala. Pod ovom pretpostavkom, pod dejstvom koncen-
trisanih sila fi i fo krajevi 11 2 se pomeraju vertikalno brzinama vy i vy. Stvarna
poluga se moze modelovati kombinacijom elemenata - idealna poluga, - masa, -
opruga i - trenje.
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Iz jednakosti ugaone brzine krajeva fi
112
(12) v U2 1 0 f
dq da d1 i :
U1
i jednacine ravnoteze momenata u od- do 2
nosu na oslonac 0
v2
(13) Jidy — fad2 =0
f1 A f2
dobijamo karakteristiku elementa - ide- l
. 0 1 )
alna poluga u obliku @
dy
V1 0 —-m f1 k\ {
14 = V1 V2
oo [al=1n LR .
gde je (a)
d
(15) m = a fi fo
ds 4] E—— 2
1 m:1 V2
tzv. prenosni odnos poluge. S 3
Iz (12) i (13) se vidi da idealna
poluga predstavlja mehanicki transfor- (b)
mator u smislu $to su sile i brzine
transformisane u reciprotnom odnosu. SL. 2.8. Idealna poluga
Ona je mehanicki element sa dva a) Fizicko predstavljanje
pristupa, simbolicki predstavljen na b) Simbolicko M-predstavljanje
Sl. 2.8b.

U M - analogiji (f < 4, v < u) idealna poluga predstavljena je jednim
idealnim transformatorom, Sl.2.9. istog odnosa prenosa m.
i1 m:1 iz
+ +

L]
idealnu polugu; M-analogija Ul U2

S1.2.9. Idealni transformator analogon za

Vezbanje
2.1. Odrediti K - analogon za idealnu polugu.

Idealna poluga ima mehanicke osobine analogne elektri¢nim osobinama idealnog
transformatora.

PRIMER 2.1. Posmatrajmo idealnu polugu ¢iji je kraj 2 optere¢en jednom oprugom,
Sl. 2.10a.
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/
| | Ki=1

1 44 m:1 iy 2 N 1 i1 @ o m
+ < T +

Ul L = % u2 Ul 1"/ = %

m
| |
1 2/ i h

(b) (d) ()

S1.2.10. a) Idealna poluga optereéena oprugom b) Idealni transformator zatvoren
kalemom c) Ekvivalentni mehanicki element d) Ekvivalentni elektri¢ni element

Ako je odnos prenosa poluge m, a koeficijent krutosti opruge K:, tada je

1 1
(16) f2:Kt5(0—U2) = _KtBUQ,

pa se iz (14) dobija

(17) fi=— =u

Sto pokazuje da je gledano sa pristupa 1 ovaj sistem ekvivalentan jednoj translatornoj
opruzi krutosti K; = K;/m? (Sl.2.10c).

To znaci da, ako bi se pod dejstvom prostoperiodicne sile f1(t) = Fi - coswt krajevi
poluge pomerali po prostoperiodi¢nom zakonu, i ako je m > 1, tada bi odnos Fi/v1
bio manji od odnosa Fs/vs, gde su F; i v; amplitude odgovarajuéih veli¢ina.

Kaze se jos da kraj 1 ima manju mehanicku admitansu (veéu mehani¢ku impedansu)
od kraja 2. U K-analogiji bilo bi obratno (proveriti!).

Lako je videti da se analogni zaklju¢ci mogu izvesti iz kola sa idealnim transforma-
torom i kalemom na sl. 2.10b.

Vezbanja

2.2. Uporediti mehanicke admitanse krajeva 1 i 2 idealne poluge prenosnog odnosa
m, optere¢ene na kraju 2 masom M.

2.3. Isto pitanje ako kraj 2 pokrece klip u cilindru sa uljem koeficijenta prigusenja Bs.

Pri obrtnom kretanju, idealni zupcani prenosnik (Sl. 2.11a) predstavlja model
za jedan par zupcanika savrSeno krutih, zanemarljive mase i trenja.
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Karakteristika elementa - idealni zupcani
prenosnik (S1. 2.11b) je

I il 1 Y P

=
1T

iﬂi

AT

wi 71
gde je _%% EALT
(19) m = N3/N; T ows
a

prenosni odnos (odnos broja zubaca). (@)

Karakteristika (18) pokazuje da je ele- . .
ment - idealni zupcani prenosnik M- analo- +*_>_1 ﬁz +
gan idealnom transformatoru prenosnog od- w1 m:1 w2
nosa m. S 3
Vezbanja
2.4. Izvesti karakteristiku (18) idealnog zupca- (b)

nog prenosnika.

Sl.2.11. Idealni zupc¢ani prenosnik
a) Fizicko predstavljanje
b) Simbolicko M-predstavljanje

2.5. Odrediti ekvivalentni moment inercije oso-
vine 1 idealnog zupcanog prenosnika ako se na
osovini 2 nalazi zamajac momenta inercije J.

2.6. Izvesti karakteristiku idealnog zupcanog prenosnika u K-analogiji.

2.2.2. MEHANICKE MREZE

Posto smo definisali osnovne elemente mehanickih sistema za pravolinijsko
i obrtno kretanje, mozemo pristupiti obrazovanju mehanicke mreze. Pri tome
zadrza¢emo se na M-predstavljanju. Da bismo presli sa fizicko-slikovite pred-
stave sistema na mehanicku mrezu, postupi¢emo na sledeéi nacin:

a) Postaviéemo onoliko évorova koliko ima razlicitih brzina vise jedan ¢vor
0-predstavnik inercijalne reference. Svaki ¢vor ima za promenljivu odgovarajuéu
brzinu (linijsku ili ugaonu). Cvor 0 (referentni évor) ima brzinu koja je jednaka
nuli.

b) Svaki element - masa odnosno element - moment inercije veza¢emo jednim
krajem za ¢vor 0 a drugim krajem za ¢vor ¢ija je promenljiva brzina tog elementa.

c¢) Elemente - opruga, elemente - trenje i izvore veza¢emo izmedu ¢évorova
Cije su promenljive brzine njihovih krajeva.

d) Mehanicke transformatore veza¢emo tako §to éemo svaki pristup shvatiti
kao jedan element sa jednim pristupom.

Zakoni medusobnog vezivanja za mehanicke mreze su d’Alambert-ov princip
i Trentov-ov zakon.

Za pravolinijsko (odnosno obrtno) kretanje d’Alambert-ov princip glasi:
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Algebarska suma sila (odnosno obrtnih momenata) u svakom évoru i u sva-
kom trenutku jednaka je nuli.

Trent-ov zakon utvrduje da je algebarska suma relativnih brzina (linijskih
odnosno ugaonih) duZ bilo koje konture i u svakom trenutku jednaka nuli.

TRENTov zakon je neposredna posledica ¢injenice da je duz svake konture
algebarski zbir relativnih pomeranja (linijskih odnosno ugaonih) jednak nuli u
svakom trenutku.

Vidimo da je D’ALAMBERTov princip analogan 1. KIRCHHOFFovom zakonu a
TRENTov zakon je analogan 2. KIRCHHOFFovom zakonu. U vezi s tim potvr-
dujemo da su sile i obrtni momenti strujne (redne, ekstenzivne) promenljive, a
linijske i ugaone brzine su naponske (otocne, intenzivne) promenljive.

Matematicki model mreze (u M-analogiji) obrazuju D’ ALAMBERTOV princip,
TRENTov zakon i karakteristike elemenata.

PRIMER 2.2. Odrediti mrezu za mehanicki translatorni sistem koji se sastoji od
elasti¢ne veze dva klipa sa trenjem u cilindru, Sl. 2.12a.

Usvojimo najpre pozitivni smer kretanja u smeru sile f(¢). Kako ovde postoje dve
razli¢ite brzine: v mase M; i v2 mase Ma, to ¢emo imati dva ¢vora i jedan referentni
¢vor. Element-masa M; je vezan jednim krajem za ¢vor 1 sa brzinom v; a drugim
krajem za referentni ¢vor 0, a element-masa M je vezan jednim krajem za ¢vor 2 sa
brzinom w2 a drugim krajem za referentni ¢vor. Na isti nacin su vezani i elementi-
trenje sa koeficijentima priguSenja By i B2. Ovo stoga $to postoji viskozno trenje
izmedu klipova i cilindra, pri ¢emu se ovi kre¢u brzinama v; i vs.

Izmedu ¢vorova 2 i 1 vezan je element-opruga koeficijenta krutosti K; zato §to se
desni kraj opruge kreée brzinom vz, a levi se kreée brzinom v;. Isto tako, posto se
levi kraj opruge koeficijenta krutosti Ky kreée brzinom vz, a desni kraj je nepomican,
izmedu ¢vora 2 i referentnog ¢vora vezan je element-opruga koeficijenta krutosti Ko.
Najzad, pobudna sila f(t) je predstavljena izvorom sile. On je vezan izmedu &vora
1 i referentnog ¢vora zato Sto ovoj sili drzi ravnotezu zbir sile reakcije mase M, sile
usled trenja ove mase i sile elasti¢nosti usled njene veze za oprugu elastanse K. Ovim
postupkom dobijena je mehanitka mreza prikazana na Sl.2.12b.

S1. 2.12. Mehanicki translatorni sistem

a) Fizicko predstavljanje b) Mehanic¢ka mreza (M-predstavljanje)
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D’ ALAMBERTov princip daje

(:Jvorlz —f(t) + fay + fBy — fry =0,

20
(20) Cvor 2 : fry + fBo + frr, + fry =0,

a TRENTov zakon:

kontura M1 B : v, — Vs, =0,
(21) kontura B1K1B2 : —vs, +vs, — vk, =0,
kontura BaMs : Vs, — Unm, = 0,
kontura M> K> : UMy — VK, = 0.

Karakteristike elemenata su:

fay = MiDuny, v, (0) = vi0,  fs, = Bivs,,

K
(22) le = 61 VK, fK1 (O) = fio, fsz = Bavs,,

K
fyz = MaD oy, UMz(O)ZUQO’ i, = fZUKm sz(O):fQO'

Jednacine (20), (21) i (22) predstavljaju matematicki model nase mehanicke mreze.

Neposredno se proverava da ako se koristi M-analogija (f «— 1), elektri¢na
mreza, Ciji je matematicki model predstavljen jedna¢inama (20), (21) i (22), ona na
Sl. 2.13a. Ova elektricna mreza M. ¢iji je matematicki modela analogan po M-analogiji
matematickom modelu date mehanicke mreze M,, naziva se M-analogna mreza.

R1=B1 Li=M;

Ry=DB>

Lo=M>

Sl 2.13. Elektri¢ne analogne mreze za mehanicku mrezu na Sl. 2.12b
a) M-analogna mreza b) K-analogna mreza
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Da bismo dokazali da je mreza na Sl.2.13a M-analogna mehanickoj mrezi na
S1. 2.12b, eliminisac¢emo iz (20), (21) i (22) sve promenljive, osim v1 = vp, = v,
iv2 =vp, = UMy = VK-

Kao rezultat dobija se

K K K K, K
(23) (M1D—|—Bl+fl>1]1— Flvg = f(t), — 31U1+(M2D+BQ+FI+32>U2 =0.

Sa oznakama na Sl. 2.13a, jednacine (23) predstavljaju jednaine napona Evorova
elektri¢ne mreze na Sl. 2.13a.

Ako bismo koristili K-analogiju (f «— u), tada bi matematic¢ki model (20), (21),
(22) bio analogan matematickom modelu mreze na Sl.2.13b. Ova elektri¢na mreza
MY Giji je matematicki model analogan po K-analogiji matemati¢kom modelu date
mehanicke mreze M,,, naziva se K-analogna mreza.

Zaista, prema oznakama na Sl.2.13b jednacine struja éelija

(24) <M1D+Bl+%>j1—%jz =ft), - %J&—l— <M2D+Bz+%+%>j2 =0
analogne su jednacinama (23).

Vidimo da su mreze na Sl.2.13 dualne. Medutim, iz posmatranog primera se vidi
prednost M-analogije u odnosu na K-analogiju: M-analogna mreza je identi¢ne kon-
figuracije sa mehani¢kom mrezom koju reprezentuje. Ovu Cinjenicu je prvi prime-
nio FIRESTONE 1933. godine. Klasi¢na analogija, koja potice jos od MAXWELLa je,
medutim, bila toliko odomacena da je mobilna analogija nije mogla potpuno zameniti.
K-analogija se i danas dosta koristi. Interesantno je da je jedan usavrSeni fonograf bio
konstruisan na bazi ove analogije u SAD.

Ako se u (23) uvedu pomenljive i3 i i4, koje su struje u induktivnostima Lq i Lo,
pomocu relacija

(25) Kil Dis = va —v1,  (26) KLQ Dis = v,

sistem (23) postaje
(27) (M1D-|—B1)’U1 —7:;?,2_)“(1')7 i3+(M2D+BQ)1}2+i4 =0.
Jednacine (25), (26) i (27) pisane u obliku

V1 Bl 1 U1 1

- — 0 — 0 — f(t
R A A f(@)
d | o B _ 1 _ 1 v 0
(28&) P ‘ = M, M, M, ' + s
1 7
’ K1 K 0 0 ’ 0
iq 0 K 0 0 n 0

uz pocetne uslove

(28b) v1(0) = Vio, v2(0) = Va0, 3(0) = Is0, 14(0) = lao,
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predstavljaju model stanja mreze.

PRIMER 2.3. Na Sl. 2.14a prikazan je mehanicki obrtni sistem koji se sastoji od vratila,
jednog para idealnih zupcanika i dva zamajca. Sl.2.14b prikazuje mehanicku mrezu
prema kojoj je konstruisana M-analogna mreza na Sl.2.15a.

Ako se deo mreze levo od otpornika G2 predstavi NORTONovim ekvivalentnim
kolom, dobija se mreza na Sl.2.15b.

Jednacine napona ¢vorova za ovu mrezu su

<m2J1D + B> +m231 —+ I];) wy — %UJ3 = 7m7'(t),

(29) K X
_BW2+ <J2D+B3+B> ws = 0.

Ako uvedemo torzioni moment vratila 7 pomocu relacije

1
(30) EDTI:‘UQ—MS’

i zamenimo u (29), jednacine (29) i (30

=

mozemo pisati u normalnom obliku

Bs

J2
AN

K w3
00—
m:1
) (1) 1=l L B J =
B1 B2 pu— B3
Jo

Sl. 2.14. Mehanicki obrtni sistem
a) Fizicko predstavljanje b) Mehani¢ka mreza (M-predstavljanje)
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V1= W1 V2 W2,_°W
U3
L]
iy =D - g E % -
G1=B4 C1=J, ° Go=By | Ca=J>[G3=B3

in(t) = —m7(t) QD % = C'=m’n =?;2:J§ Ga=Bs

S1.2.15. a) M-analogna mreza za mehanicku mrezu na Sl. 2.14. b) Svedena mreza

- 0 K -K - 0
1 By +m?B,
d B _ B
(31a) | = m2J m2J, 0 wr |+ | 7@ ,
mJ1
1 B3
w3 J_2 0 - J_2 w3 0
(31b) 71(0) = 710, w2(0) = w20, w3(0) = wso.
VeZbanja

2.7. Odrediti K-analognu mrezu za mehanicku mrezu na Sl.2.14b. (Uputstvo: Kori-
stiti rezultat vezbanja 2.6. ili na¢i dualnu mrezu za svedenu mrezu na Sl. 2.15b).

2.8. Odrediti mehanicku mrezu i M-analognu mrezu za svaki mehanicki sistem na

slici.
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£() B 5
AN ,
Ks
Ko
]
K g It
My _|B3 Mo K Ko My —
§ i N T i
Brgis1 B2 fBl fBz
/ 2.15,3
U3
V1
%Kl Kl
Bs| M By 42
%KQ KQ
M M Jm; M. A%
3 F 4 2
l 2 R
By \_‘_1 B3 B
2.15,4
My
N-
| o i
2.15,2 —%%E‘
7(t) wi % w2 w3
— 7 K>
e |l e J —{—
\ K1 Ky K3 — \ ’
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N-
() w 2 B;
2.15,6 2.15,5
K
M,

2.15,7

2.15,8



28 Mirko Milié: Elektriéno modelovanje fizickih procesa

M3
[~
N
K
Mo B,
Ko

2.15,10

N 1 N 2 N 3
v v v
Ko Kos
M, 00— My 00— M3 e
fa(t)
K Ko K3
/
2.15,12
K t
kL R o L4
d1 By
My
1
2.15,11

karoserija

2

Ky v2

amortizeri

gume

2.15,13
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2.3. FLUIDNI SISTEMI

Fluidne sisteme podeli¢emo na sisteme koji prenose tecnosti (hidrauli¢ni sis-
temi) i one koji prenose gasove (pneumatski sistemi).

Pod hidrauliénim sistemima ovde ¢emo podrazumevati uredaje sastavljene od
rezervoara punjene nestisljivom tecnoséu, cevovode, ventile (slavine) i pumpe.
Pretpostaviécemo da svi rezervoari sa te¢no$éu imaju jednu slobodnu povrsinu
i da su svi cevovodi potpuno ispunjeni tecnoséu. Takode ¢emo pretpostaviti
da su brzine strujanja priblizno konstantne, odnosno da je strujanje priblizno
ustaljeno.

U hidrauli¢nim sistemima moguéna su laminarna i turbulentna strujanja Sto
zavisi od oblika strujnih linija. Kod laminarnih strujanja one su paralelne zi-
dovima cevovoda dok su kod turbulentnih strujanja nepravilnog oblika. Za pri-
bliznu procenu karaktera strujanja sluzi tzv. Reynolds-ov broj R, = Dpv/n,
gde je D unutrasnji precnik cevovoda, p gustina tecnosti, v brzina strujanja, a
7 apsolutna viskoznost. Eksperimentalno je ustanovljeno da je za R. < 2000
strujanje laminarno, a pri R, > 4 000 ono je turbulentno. Za 2000 < R, < 4000
karakter strujanja nije predvidljiv i zavisi od mnogih faktora kao sto su oblik i
dimenzije povrsine, njene rapavosti, pritiska i dr.

Pod pneumatskim sistemima podrazumeva¢emo rezervoare sa gasovima pod
pritiskom, cevovode, ventile i pumpe. Pretpostavicemo da su procesi u gaso-
vima adiabatski, tj. da se gasovi Sire u uslovima toplotne izolacije, odnosno da
vazi zakon p - V7 = const, gde je p-pritisak, V-zapremina i v = C,/C,-odnos
specifiénih toplota. Pod ovom pretpostavkom pneumatski sistemi obuhvataju i
akusticne sisteme.

I ovde ¢emo uvesti elemente koji su analogni C, L, R - elementima i izvorima
elektriénih sistema.

2.3.1. OSNOVNI ELEMENTT*

Na slici 2.16a prikazan je rezervoar kroz koji protice te¢nost. Akosa ¢ = ¢; —
Go oznacimo zapreminsku brzinu proticanja (protok), sa h-nivo teénosti meren
od nekog pocetnog polozaja hg i sa A-povrSinu popreénog preseka rezervoara,
tada je koli¢ina tecnosti koja se izmeni u sudu za vreme dt

(32a) qdt = Adh,
pa je veza izmedu protoka i nivoa
dh

(320) Gg=A T ADh = C}yDh, h(0) = hy,
ili
(32¢) he L g= L faz)dz+n

c =——q¢=— z)dz .

C,D q Cn i q 0

4U daljem radu koristiéemo se M-predstavljanjem i to neéemo posebno naglasavati. Kada
se budemo koristili K-predstavljanjem, to ¢emo posebno naglasiti.
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a) Hidrauli¢ni kondenzator

Relacije (32b i ¢) se mogu interpretirati kao karakteristika jednog elementa
sa dva kraja, simbolicki predstavljen na Sl.2.16b. Ovaj element ¢emo nazvati
hidraulicni kondenzator, a parametar Cj, = A kapacitivnost teénosti. Kapaci-
tivnost tec¢nosti u rezervoaru jednaka je povrSini njegovog popre¢nog preseka.
Ovaj parametar karakteriSe sposobnost rezervoara da uskladisti te¢nost.

A

i
[~ q
0 /]\ Ch h
= = 1
e ho
e ——— — J 3

(a) (b)
Sl.2.16. Hidrauli¢ni kondenzator
a) Fizicko predstavljanje b) Simbolicko M-predstavljanje

Potrebno je uociti da su ¢ i h algebarske veli¢ine pri ¢emu je nivo h meren
u odnosu na slobodnu povrsinu tecnosti 0 (Sl.2.16a) koja sluzi kao hidraulicna
referenca. U simbolickom predstavljanju hidraulicnog kondenzatora na Sl. 16b,
hidrauli¢na referenca se uvek oznacava referentnim krajem 0. Ako u sistemu
postoji viSe rezervoara, tada svi hidrauli¢ni kondenzatori imaju svoj referentni
kraj vezan za jedan zajednicki ¢évor.

Ako se definige M-analogija prema korespondenciji

hidrauli¢ni protok ¢ «— struja ¢
nivo h «— napon u
kapacitivnost te¢nosti C,, «— kapacitivnost C'

tada se vidi da je hidrauli¢ni kondenzator M-analogan elektricnom kondenza-
toru.

Pneumatski kondenzator (Sl.2.17a) sastoji se od Supljine (obi¢no cilindra)
koja se zavrSava jednom cevi koja se zatvara klipom. Ako je u nekom polozaju
klipa zapremina Vj i pritisak Py i ako se pri adiabatskoj promeni zapremina i
pritisak menjaju za V i p, tada, s obzirom na to da poveéanje pritiska izaziva
smanjenje zapremine i obratno, ima¢emo nove vrednosti pritiska i zapremine

(33a) p' = Po+p, V=V +V,
tako da mozemo pisati

(33b) p'V'7 = PyV," = const.
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Iz (33a) i (33b) dobijamo iznos

P VT
34 1+—=—=(14— ,
(34) P 0 < Vo)
koji se, pod pretpostavkom da je V <V}, moze priblizno pisati kao
P \%4
35 e
(35) AT
q
~—1+
Py spoljni pritisak
Cyp p
»V
(a)
0

(b)

S1.2.17. Pneumatski kondenzator
a) Fizicko predstavljanje b) Simbolicko M-predstavljanje

Iz (35) sledi da je relacija izmedu zapreminske brzine proticanja (protoka)
(36) i~ = =Duv

i pritiska oblika

. d
(37a) g=0C,p d_]t) = C,Dp, p(0) = Py,
1 1t
(37b) p= qi=— [d(z)dz + F,
CpD P of
gde je
Vo
38 Cc =2
( ) p /YPO

tzv. kapacitivnost gasa.

Relacija (37) je definiciona karakteristika pneumatskog kondenzatora. Ovaj
element, simbolicki predstavljen na Sl. 2.17b, ima jedan kraj 0 koji oznacava
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pneumatsku referencu. UobiCajeno je da se za pneumatsku referencu uzme
spoljni (na primer atmosferski) pritisak. Na taj nac¢in, svi pneumatski konden-
zatori imaju svoj referentni kraj vezan za jedan zajednicki ¢vor.

Pneumatski kondenzator je u M-analogiji definisanoj korespondencijom
pneumatski protok ¢ «— struja i
pritisak p «— mnapon u
kapacitivnost gasa €, «— kapacitivnost C

M-analogan elektricnom kondenzatoru.

b) Fluidni otpornici

Turbulentno strujanje kroz cevovode i ventile, Sl. 2.18a se odreduje iz Ber-
noulli-evog zakona

(39) ¢ = pA/2gh’,

gde je ¢’ zapreminska brzina (protok), A - povrSina poprecénog preseka, h' =
R — hl, - nivo teénosti, g - ubrzanje zemljine teze (= 9.81m/sec”?), p - koefi-
cijent rashoda protoka (= 0.6).

¢ 1
- -+
G, h
h1 h2
— 1 2 }—»
q q
h=nhi —h2 2

(a) (b)
Sl. 2.18. Hidrauli¢ni otpornik
a) Fizicko predstavljanje b) Simbolicko M-predstavljanje

Jednacina (39) je oblika karakteristike jednog nelinearnog hidrauliénog ot-
pornika. Ako se nivo teCnosti relativno malo menja za h oko svoje ustaljene
vrednosti H, tj. ako stavimo

(40) W =H-+h,
gde je h < H, tada je
A\Y2
(41) q' = pAv/29H (1 + E) =Q+4q,

gde je
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(42) Q = uA/2gH

ustaljena vrednost protoka, a

L= Qg
(43) qg=pA 5 h—2Hh—th

mali prirastaj protoka.

Jednacina (43) predstavlja linearizovanu karakteristiku hidrauli¢nog otpor-
nika. Veli¢ina G}, predstavlja provodnost (turbulentnog) strujanja. Njena reci-
procna vrednost

(44) Ry, = 1/Gh

naziva se otpornost strujanja. Zavisi od ustaljenog protoka i ustaljene visine
proticanja. Za nove radne uslove potrebno je novo Rj,.
Pri laminarnom strujanju, provodnost strujanja se odreduje iz Pouisuille-
Hagen-ovog zakona (ovaj tip strujanja nije Gest u praksi)
_ 128nd |

(45) h = 7_‘_1)4 q= th»

gde je n - koeficijent apsolutne viskoznosti [Ns/m?], d - duzina cevi [m], D -
unutrasnji pre¢nik cevovoda [m], h - nivo te¢nosti [m], ¢ - protok [m?/s].

Na SI. 2.18b prikazan je simbol za hidrauli¢ni otpornik.

U M-analogiji imamo korespondenciju:

Provodnost strujanja G}, «— Provodnost G

Pneumatski otpornik, Sl. 2.19a, modeluje pojavu trenja pri proticanju gasa
kroz neobradene cevi i ventile.

<%
—

S
Il
S
S
|
3
o
[N}

Sl. 2.19. Pneumatski otpornik
a) Fizicko predstavljanje b) Simbolicko M-predstavljanje
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Zavisnost protoka od pritiska je nelinearna, ali za male razlike pritisaka p =
p1 — p2 ona se moze linearizovati odnosno pisati u obliku

(46) q= Gp b, (47) p= Rp q,

gde je G, pneumatska provodnost, a R, = 1/G, pneumatska otpornost. Ele-
ment - pneumatski otpornik, simbolicki predstavljen na Sl. 2.19b, M-analogan
je elektricnom otporniku pri ¢emu vazi korespondencija:

pneumatska provodnost G, «— provodnost G

¢) Fluidni kalemovi
Ako kroz homogenu cev duzine d i popre¢nog preseka A struji fluid (teénost

ili gas) gustine p, Sl.2.20a, tada je sila potrebna da ubrza masu pAd jednaka

(pAd) d—qtj , gde je v brzina proticanja. S druge strane, zanemarujuci otpor pro-
toka, ova sila je jednaka pA gde je p = p; — po razlika pritisaka. Kako je protok
¢ = Awv, dobijamo

dv dg
48 A = pAd — = pd —
(48) pA = pAd o =pd o,
odnosno
.. . . 1 11 .
(480) p=LsDq¢, ¢(0)=qo,  (49b) q=ﬁp=L—fp(Z)dZ+qO,
f fo
gde je
(50) szpd/A.
i 1
— +
Ly P p=p1—Dp2
d 0

(a) (b)

Sl.2.20. Fluidni kalem
a) Fizicko predstavljanje b) Simbolicko M-predstavljanje
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Relacija (49) definise karakteristiku fluidnog kalema. Parametar L; naziva
se induktivnost fluida. Fluidni kalem je simbolicki predstavljen na Sl.2.20b.
Korespondencija u M-analogiji je:

protok ¢ «— struja ¢
pritisak p «— napon u
induktivnost fluida Ly +«— induktivnost L

d) Fluidni izvori

Postoje dve vrste hidrauli¢nih izvora: izvori protoka i izvori nivoa pritiska.
Prvi su modeli za pumpe koje daju konstantan protok pri velikim rasponima
nivoa te¢nosti, a drugi odrzavaju konstantni nivo pri velikim promenama pro-
toka. Isto tako u pneumatskim sistemima postoje izvori protoka koji generisu
protok nezavisan od pritiska i izvort pritiska koji odrzavaju pritisak nezavisno
od protoka.

Fluidni izvori protoka su M-analogni strujnim izvorima, a izvori nivoa i izvori
pritiska su M-analogni naponskim izvorima.

2.3.2. FLUIDNE MREZE

Fluidne mreze konstruisu se na isti na¢in kao mehanicke mreze. Potrebno
je postaviti za svaki razli¢iti nivo odnosno pritisak po jedan ¢vor i jedan ¢vor
0 referentni ¢vor - koji predstavlja fluidnu referencu (povrsina te¢nosti odnosno
spoljni pritisak). Kraj svakog fluidnog kondenzatora treba vezati za referentni
¢vor a drugi kraj treba vezati za odgovarajuéi ¢vor - nivo odnosno ¢vor - pritisak.
Ostale elemente vezati izmedu ¢vorova ¢iji nivoi odnosno pritisci odgovaraju
nivoima odnosno pritiscima krajeva elemenata.

Zakoni medusobnog vezivanja za fluidne sisteme su analogni 1. i 2. KIRCH-
HOFFovom zakonu. Prvi zakon medusobnog vezivanja, nazvan jos princip ne-
stisljivosti protoka, glasi:

Algebarska suma protoka za svaki ¢vor fluidne mreZe i u svakom trenutku
jednaka je nuli.

Drugi zakon medusobnog vezivanja glasi:

Algebarska suma nivoa, odnosno razlika pritisaka, duZ svake konture i u
svakom trenutku jednaka je nuli.

Iz zakona medusobnog vezivanja mozemo zakljuc¢iti da su protoci strujne
(redne, ekstenzivne) promenljive a nivoi i pritisci su naponske (ototne, inten-
zivne) promenljive.

Narednim primerima ilustrova¢emo formulisanje matematickog modela flu-
idnih mreza.

PRIMER 2.4. Za hidrauli¢ni sistem na Sl.2.21a konstruisati hidrauli¢cnu mrezu, M-
analognu mrezu i izvesti jednacine napona ¢vorova i jednacine stanja.
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Hidrauliéna mreza prikazana je na Sl.2.21b. Jednac¢ine medusobnog vezivanja su

Cvor 1: 1+ s —qo(t) =0,
(51) Cvor 2 : —g3+ g2 =0,
Kontura A1 A>Gh, : hi —ha —hs =0,

a karakteristike elemenata
(52) (h = Ath1, h1 (0) = hlo7 q'z = AQDhQ, hQ(O) = hzo, Q3 = Gh3h3.

Eliminisanjem ¢1,q2,¢3 i hs iz (51) i (52) dobijamo matematicki model mreze u
obliku

(53) (A1D + Gry) b1 — Ghghe = Go(t), —Gnzh1 + (A2D + Ghy) ha =0,
hl(O) = h10, hQ(O) = hag.
M-analogna mreza koja odgovara sistemu (53) prikazana je na Sl. 2.21c. Jednaéine
napona ¢vorova za ovu mrezu su identi¢ne ovim jednac¢inama ako se naponi vy i ve
¢vorova 1 i 2 uzmu brojno jednaki nivoima hy i ha.
Jednacine stanja dobijamo neposredno iz (53) ako jednacine resimo po prvim
izvodima

qo(t)
Q Q
T Ay Ghs As T
hl h2
1 | |
1 2
e
ds
0 (a) 0
Cy = As
qo()) (D Q é io(t) = qo(t) (1)
Ci=4A
Ghy
1 2

S1.2.21. Hidrauli¢ni sistem
a) Fizicko predstavljanje b) Hidraulicna mreza (M-predstavljanje)
¢) M-analogna mreza
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h1 _ Ghy Ghs h1 do(?) h1(0) h1o
d Ay Ay Ay
54 — = =
(54) dt Ghs Gh, *
hs Ao - Ao ho 0 ha (0) hoo

PRIMER 2.5. Za pneumatski sistem na Sl. 2.22a koji se sastoji od dva rezervoara, dva
ventila, jedne cevi i jedne pumpe pritiska, odrediti pneumatsku mrezu, M-analognu
mrezu i funkciju mreze

p1 ps3
i il
G G
p() (t) P1 pl p2 P4 p3
@=>< ......... e — . - - o—  —.— . ..
4 1 2 3
Ch, Ly, Chps
0. atmosfera
(a)
4 1 2 3
Gp, 4 > Ly, — Gy, v
+
Py(t) > Ch, ) Cps
q gs
0

[N+
N

Uo(t) = Po(t)

Il w
|
|
Q
\
2
[
|
|
S
I

S1.2.22. Pneumatski sistem a) Fizicko predstavljanje
b) Pneumatska mreza (M-predstavljanje) c) M-analogna mreza

Mesta razli¢itih pritisaka u sistemu (spojna mesta) oznadena su ciframa 1,2, 3,4.
Njima odgovaraju pritisci p1, p2, p3, pa (P4 = po(t)). Svakom spojnom mestu odgovara
jedan ¢vor u pneumatskoj mrezi. Pneumatski kondenzatori Cy, i Cp, imaju jedan kraj
vezan za referentni ¢vor 0 koji predstavlja atmosferski pritisak. Pneumatska mreza
prikazana je na Sl. 2.22b.
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Matematicki model se sastoji od jednac¢ina medusobnog vezivanja:

Cvor 1: —G1+G2+43=0, ¢ =Gpp,
Cvor 2 : —¢3 + 44 =0,
(55) Cvor 3 : —qga+g5 =0,
kontura po, Gp,, Cp, : —po(t) +p1 +p2 =0,

kontura Cp,, Lps, Gpy; Cps : —p2+p3 +ps+ps =0

i karakteristika elemenata

G = Gp,p1,
G2 = Cp,Dp2,  p2(0) = p2o,
1
(56) @ = 5P q3(0) = gso,
4s = Gp,pa,

gs = CpsDps,  ps(0) = pso.

NAPOMENA. Jednaginu za ¢vor 4 nismo pisali jer ona samo izrazava Cinjenicu da je
protok ¢i jednak protoku kroz pumpu. Ova jednac¢ina nam nije dalje potrebna, jer se
protok kroz pumpu ne javlja u ostalim jednac¢inama sistema (55) i (56).

Isti matematicki model u M-analogiji ima i elektricna mreza na Sl. 2.22c, §to znaci
da je ona M-analogna pneumatskoj mrezi na Sl. 2.22b.

Eliminisanjem svih promenljivih osim ¢ i g5 dobijamo sistem

(1 b )q’ L e = polt)
N o~ 1— 5 {45 = Po 5

Gy T GyD CpaD

(57)

1 1
LpDt —— + —— ) s =0,
+ e +cv*m*(/“p(r)D)q

1 . 1
TGt (cn
koji predstavlja jednacine “konturnih protoka” pisane za oznacene konture, pneumatske
mreze odnosno za osnovne konture definisane spojnicama Gp, i Gps.
Jednagéine stanja mozemo izvesti ako iz (55) i (56) eliminiSemo sve promenljive osim
P2, Ps, 1 gs.
Iz LAPLACEove transformacije jednacina (57) pri nula poc¢etnim uslovima

( 1, ! >Q1(s) L 0u(s) = Po(s),

Gp, Cpys Cpys
(58)
L i)+ [ Lyt ) Os(s) =0
Ch, ' Chpy s e Gpy Chps s ’ -
dobijamo trazenu funkciju mreze
1
TSO(S) — Q5(S) — CPQS
Py(s) 1+1 1+L5+L+1—1
(59) Goi ' Crus) \Cas T 77° 7 Gy T Cs) T Gl
Gp, GpsCps s

B LypyGpyCpy Cpy 53+ Cpy Cpy 824 (Gpy Cpg 4 Gy Cpy + Gy O ) s+ Gy Gy
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PRIMER 2.6. Na Sl. 2.23a prikazan je jedan uproSéen pneumatski model plué¢a. Oblast
1 koja predstavlja grudnu Supljinu ima pritisak p.. Ovaj pritisak je ujedno i pritisak
u alveolama. U oblasti 2 stisljivost vazduha i elasti¢nost pluénog i grudnog tkiva su
modelovane pneumatskim kondenzatorom kapacitivnosti Cp.

Pc=Ppo

S
Q
I

9
|
|

(a) (b) (c)

S1. 2.23. Pneumatski model za pluéa a) Slikovito predstavljanje
b) Pneumatska mreza (M-predstavljanje) c¢) M-analogna mreza

Pneumatski otpornik otpornosti R, predstavlja otpor vazduha pri prolazu kroz
bronhije. Ako sa ¢ oznac¢imo protok vazduha u pluéima, sa po spoljni pritisak, tada
pneumatska mreza izgleda kao na Sl. 2.23b. M-analogna mreza prikazana je na Sl. 2.23c.

Jednacina konturnih struja u ovom slucaju je
(60) Ryt = )i=pc—
P C,D q = Pec — Po-

Vezbanja

2.9. Za hidrauli¢ne sisteme na slici odrediti hidrauli¢cne mreze i M-analogne mreze.
Izvesti relaciju ulaz-izlaz za nivo hs.

qo(t)
f !
h1 h2
Ch Ch 1
| : S
Ghl GhQ

S1.2.23,1
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h1 ha
Ch Ch ——
l : T Ry, ! : l ()
Ry, T _T_
B Tl Ch, Ch, TZ
T Ghyl
Rh,
ho (t)f Ghy S1.2.23,3
S1.2.23,2

2.10. U prethodnom zadatku, odrediti nivo ha(t) ako je qo(t) = Qo - h(t) odnosno
ho(t) = Ho - h(t). (h(t) - HEAVISIDEova jedini¢na funkcija.)

2.11. Za pneumatske sisteme na slici odrediti pneumatske mreze i M-analogne mreze.
Izvesti jednacine stanja.

po (t) GPl GZDQ p3
——
Omm :
: 3 G

S1.2.23.4

Q atmosfera

S1.2.24,5

2.12. U prethodnom zadatku ako je po(t) = pn - h(t) odrediti pocetnu i krajnju
vrednosti pritiska u rezervoaru 2.
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2.4. TERMICKI SISTEMI

Pod termickim sistemima podrazumevamo sisteme u kojima se prenosi top-
lotna energija. Kako svaki deo sistema poseduje i osobine uskladistavanja i
osobine prenosenja toplotne energije, takav sistem je u opstem slucaju raspode-
ljen. Medutim, u mnogim slu¢ajevima sistem se moze smatrati diskretnim, t;j.
izvesni delovi materije imaju veliku sposobnost akumulisanja toplotne energije
uz vrlo male gubitke (na primer bakarni blokovi) dok drugi imaju malu aku-
mulativnu sposobnost uz malu provodnost pri prenosenju toplote (na primer
izolacione materije kao $to su azbest i pluta).

U diskretnim termickim sistemima mogu se definisati osnovni elementi koji
karakterisu akumulaciju i disipaciju toplotne energije. Promenljive od interesa
u termickim sistemima obi¢no su toplotna snaga q i temperatura 6.

2.4.1. OSNOVNI ELEMENTI

a) Termicki kondenzator

Termicki kondenzator se uvodi za modelovanje pojave akumuliranja toplote.
Posmatrajmo telo tezine G, specificne toplote C),, koje je termicki izolovano i
uniformno zagrevano, Sl. 2.24a.

. . . q
Eksperimentalno je ustanovljeno - +
da je relacija izmedu toplotne snage i
temperature oblika
de C 0
(61) q=C, = C/DY, 9(0) = b, L
62) 0= L g= L fe)dz40
- CtD q - Ct o q 0> 0
gde je (a) (b)
1.2.24 T icki k
(63) C, =G, S ermicki kondenzator

a) Fizicko predstavljanje

tzv. termicka kapacitivnost. b) Simbolicko M-predstavljanje

Relacije (61) i (62) definisu karakteristiku termickog kondenzatora. Ovaj
element je simbolicki predstavljen na Sl.2.24b. Kraj oznacen sa 0 predstavlja
termicku referencu, tj. referentnu vrednost temperature (na primer apsolutna
nula, nula CELSIUSove skale, temperatura okoline, i dr.). Oblik karakteristika
(61) i (62) pokazuje da u M-analogiji

toplotna snaga q «— struja ¢
temperatura § «— napon u
termicka kapacitivnost C; «— kapacitivnost C

termicki kondenzator je M-analogan elektricnom kondenzatoru.
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U K-analogiji, medutim,

toplotna snaga ¢ <«— napon u
temperatura § «+«— struja @
termicka kapacitivnost Cy «— induktivnosti L

on je K-analogan elektricnom kalemu.
b) Termicki otpornik

Osobine prenosenja toplote kroz materije mogu se modelovati uvodenjem
termickog otpornika. Posmatratemo samo prenosenje toplote provodenjem i
strujanjem.

Posmatrajmo jednu plo¢u prizmatiénog oblika povrsine osnove A i debljine
d, Sl. 2.25a.

izolator

SRR REEERIEILR -
provodnik fluid
— -

01

q —» — q a 0
1 02 t
RIS
zagrevana povrsina A 2
0 =061 —0

na temperaturi 6,
(a) (b) (c)

Sl. 2.25. Termicki otpornik
a) Fizicko predstavljanje (prenosenje provodenjem)
b) Fizicko predstavljanje (prenosenje strujanjem)
¢) Simbolicko M-predstavljanje

izolator

Pod pretpostavkom da je akumuliranje toplote zanemarljivo i da se toplota
prenosi upravo na povrSinu osnove, tada je prema Fourier-ovom zakonu veza
izmedu gradijenta temperature i toplotne snage koja se prenosi

(64) q= KA% = G40,
gde je K - termicka provodnost materijala, a § = 6; — 65 razlika temperatura
ulazne povrsine 1 i izlazne povrsine 2 (smer prenoSenja je od povrsine vise tem-
perature ka povrsini nize temperature).

Velicina G; naziva se termicka provodnost (pri provodenju), a njena re-
cipro¢na vrednost Ry = 1/G; - termicka otpornost.

Relacija (64) predstavlja karakteristiku termickog otpornika pri prenoSenju
toplote provodenjem. Ovaj element je simbolicki predstavljen na Sl. 2.25c.
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Termicka provodnost je M-analogna veli¢ina elektri¢noj provodnosti. Intere-
santno je primetiti da su materije koje su dobri toplotni provodnici - imaju veliko
G - i dobri elektriéni provodnici - imaju veliko Ge.

Pri prenoSenju strujanjem, povrsina A zagrejana na temperaturi §; prenosi
na fluid toplotnu snagu g. Ako je temperatura fluida 65, Sl. 2.25b, tada je prema
Newton-ovom zakonu hladenja veza izmedu toplotne snage i temperaturne raz-
like 6 = 91 - 92

(65) q = CAG - Gte,

gde je ¢ - koeficijent strujanja.

Smer prenosenja toplote je od povrsine ka fluidu, ako je 61 > 65, ili od fluida
ka povrsini, ako je 6 > 61. Termicka provodnost (pri strujanju) Gy (termicka
otpornost R; = 1/Gy) zavisi u opstem sluc¢aju od uslova strujanja, ali u mnogim
prakti¢nim slucajevima G, se moze smatrati konstantnim.

Termicka provodnost je M-analogna veli¢ina elektri¢noj provodnosti, tj. vazi

termicka provodnost Gy «— provodnost G
¢) Termiéki izvori

Izvori toplote proizvode toplotnu snagu nezavisno od temperature i oni su
M-analogni strujnim izvorima. Izvori temperature odrzavaju konstantnu tem-
peraturu ili temperaturu koja se menja po nekoj vremenskoj funkciji nezavisno
od toplotne snage. Ovi izvori su M-analogni naponskim izvorima.

PRIMEDBA 1. Primecujemo da kod termickih sistema nije uveden treéi element: ter-
micki kalem. Uvodenje ovog elementa pored termickog kondenzatora fizicki bi znagcilo
postojanje dve vrste akumulativnih energija: potencijalne i kineticke. Moze se, me-
dutim, pokazati da u tom sluc¢aju ponasanje termickog sistema ne bi bilo u skladu sa
drugim principom termodinamike.

PRIMEDBA 2. Pored ¢injenice §to ne postoji korespondentna veli¢ina za elektricnu
induktivnost u M-analogiji, specificnost termickih sistema je i u tom $to je za razliku
od drugih fizickih sistema ovde snaga M-analogna struji, a ne elektri¢noj snazi.

2.4.2. TERMICKE MREZE

Za obrazovanje termicke mreze za jedan termicki sistem potrebno je pred-
staviti spojna mesta (mesta razli¢itih temperatura) ¢vorovima. Promenljiva
svakog ¢vora je temperatura spojnog mesta merena u odnosu na istu referencu.
Vazno je istaéi da se termicki kondenzatori uvek vezuju jednim krajem za refe-
rentni ¢vor a drugim krajem za odgovarajuce ¢vorove - predstavnike temperature
spojnog mesta.

Zakoni medusobnog vezivanja za termicke sisteme koji su, respektivno, ana-
logni prvom i drugom KIRCHHOFFovom zakonu su: Algebarska suma toplotnih
snaga za svaki ¢vor i u svakom trenutku jednaka je nuli, i algebarska suma
temperaturnih razlika duz svake konture i u svakom trenutku jednaka je nuli.
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PRIMER 2.7. U jednoj peéi u kojoj se odrzava konstantna temperatura 6, nalazi
se bakarni blok termicke kapacitivnosti C; i velike termicke provodnosti. Blok je
oblozen vatrostalnim materijalom termicke provodnosti G, zanemarljive termicke ka-
pacitivnosti, Sl.2.26a. Odrediti termicku mrezu, M-analognu mrezu i temperaturu
0(t) ako je 0(0) = 6o.
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S1.2.26. Termicki sistem (provodenje) N = *
a) Fizicko predstavljanje C) C=Ci=—= u=20
b) Termicka mreza (M-predstavljanje) ug(t) = 0,
c¢) M-analogna mreza.
0

Mesta razli¢ite temperature su unutrasnjost peéi i bakarni blok. Ona su predstav-
ljena ¢vorovima 11 2.

Temperatura peéi 4 je predstavljena konstantnim izvorom temperature koji ima
jedan kraj vezan za referentni ¢vor a drugi kraj vezan za ¢vor 1. Zbog zanemarljive
termicke otpornosti, bakarni blok se moze modelovati jednim termickim kondenzatorom
koji ima jedan kraj vezan za referentni ¢vor 0 a drugi kraj za ¢vor 2. Najzad, izmedu
¢vorova 1 i 2 vezan je termicki otpornik koji modeluje termicki izolator. Termicka
mreza i M-analogna mreza prikazane su na Sl.2.26b i 2.26c.

Jednacina konturne struje za termicku mrezu je

(66) (G% + ch) g=CDo,
a jednacina stanja
(67) é:—%w%eg 0(0) = 6o.
Njeno potpuno resenje je:
_ Gy _ Gy
(68) 0(t) =6oe Ct +0, (1 —e G >

PRIMER 2.8. Jedan toplotno izolovan sud sa te¢no$¢éu podeljen je metalnom pregradom
na dve komore, Sl. 2.27a. U jednoj komori nalazi se greja¢ konstantne toplotne snage
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qo- U svakoj komori nalaze se mesalice koje obezbeduju uniformnu raspodelu toplote
u komorama. Ako su termicke kapacitivnosti komora i pregrade C,, Ci, i Cy; 1 ako
su termicke provodnosti strujanja na granicama pregrade Gy, i G¢,, odrediti termicku
mrezu i M-analognu mrezu. Izvesti jednacine stanja i odrediti funkciju mreze Ty =
03(5)/ 0o(3).

Termicka mreza i odgovarajuéa M-analogna mreza predstavljene su na S1.2.27b i
2.27c. Jednacine napona ¢vorova su

(Ct;D+ Gt,) 01 — Gi, 02 = qo(t),
(69) —G,01 + (CiuD 4+ Gy + Giy) 02 — Giy05 = 0,
—Gi, 02 + (Ct3D + Gi,) 03 =0,

a jednacine stanja

01 7 G’131 th 0 01 qO(t)
Ctl Ctl Ctl
d G Gy + Gy G
70 — | 0 = L -t 2 0 ,
) G| % Ce, C Cr, I
0 Gy, Gy
93 Ct3 Cts 03 0
sa pocetnim uslovima
91 (0) 010
92(0) = 020
95(0) 030

v1= 091 Vo= 92 V3= 93

Ci=C, 1—"02— Ct;"@— Ciy

0

(¢)

S1.2.27. Termicki sistem (strujanje) a) Fizicko predstavljanje
b) Termic¢ka mreza (M-predstavljanje) c¢) M-analogna mreza
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Iz LAPLACEovih transformacija jednacine (69) ili (70) pri nula pocetnim uslovima,
neposredno dobijamo trazenu funkciju mreze:
mesalica

y 03(8

T30(5) = vst) = (Ctz Cry 8 + (Cey Gy
0o($)

+C43Gry + Ct, Gry) 5+ Gy, Gtz)

: (§ (Ctlct2 Cg 5+ (Ct, Cty Gy

+C4, Cty Gty + Ct, Cty Gy + Cty Cry Gyy)

g
+Ct, G, Gty + Ci3 Gy, Gy, + CtththQ))

(71)

01
VezZbanja

2.13. Odrediti termicku mrezu za bojler na slici.

2.5. RELACIJE IZMEDU DUALNIH I ANALOGNIH
MREZA

Mreze koje su opisane analognim jednac¢inama, tj. jednacinama istog ma-
tematickog oblika nazvali smo analogne mreZe. Od klase analognih mreza po-
sebno se izdvaja vazna subklasa dualnih mreza.

Poznato je da u elektricnim mrezama koncept dualnosti igra znacajnu ulogu
u upoznavanju strukturalnih osobina mreza.

Na primer, paralelna i redna mreza na Sl.2.28 su analogne jer su opisane
jednacinama istog oblika. Naime, jednacina nezavisnih napona za paralelnu
mrezu na Sl. 2.28a i jednacina nezavisnih struja za rednu mrezu na Sl. 2.28b su
istog oblika

(72) (aD+b+ %) y = f(t).
I R
- e T e AN
Q\i (t)c== G% rg v iy (1) 6) J) L5
(CD+G+%> — (1) (LD+R+%) J = uy(t)
(a) (b)

S1. 2.28. Dualne elektriéne mreze a) Paralelna mreza b) Redna mreza



2. Analogne mreze prostorno-diskretnih fizickih sistema 47

Medutim, ove dve mreze su ujedno i dualne zato Sto ako se naponi jedne
mreze zamene strujama druge mreze, tada grafovi postaju dualni (paralelna
veza grana prelazi u rednu vezu i obratno) i elementi postaju dualni (svakom
kondenzatoru jedne mreze odgovara jedan kalem druge mreze i obratno, svakom
otporniku jedne mreze odgovara jedan otpornik druge mreze i obratno, i svakom
strujnom izvoru jedne mreze odgovara jedan naponski izvor druge mreze i ob-
ratno). Odredivanjem napona i struja polazne mreze mi smo ujedno odredili
struje i napone, respektivno, dualne mreze.

Poznato je da jedna mreza ima dualnu mrezu ako i samo ako su ispunjena
dva uslova: a) graf mreZe je planaran, i b) svi elementi mreze su dvokrajni (R,
L, C iizvori). Pri tome je postupak za konstrukciju dualne mreze B za jednu
datu polaznu mrezu A (dualizacija) sledeéi:

1. U svakoj ¢eliji (ukljucujuéi i spoljnu éeliju) mreze A postavi se po jedan
Cvor.

2. Svaka dva ¢vora se spajaju po jednom granom ( koja preseca samo jedan
element o« mreze A.

3. Grana [ se zamenjuje dualnim elementom za element prema Tablici 1.

TABLICA 1.
(Zamena dualnih elemenata)

L
Kalem induktivnosti L zamenjuje se kondenzatorom kapacit. C' = B2
0

Kondenzator kapacit. C' zamenjuje se kalemom induktivnosti L
Otpornik otpornosti R zamenjuje se otpornikom provodnosti G
Naponski izvor napona ug4(t) zamenjuje se strujnim izvorom struje i4(t)
Strujni izvor struje i4(t) zamenjuje se naponskim izvorom napona ug(t)

4. Svaki element [ mreze B se ori-
jentise tako da se njegovom rotacijom u smeru
satne kazaljke dovede do poklapanja sa po-
zitivnom orijentacijom elementa o mreze A B
(videti SI.2.29) N R .

Ako je mreza B dualna za mrezu A, tada
vazi i obratno: mreza A je dualna mrezi B.

Na primer, prema opisanom postupku,
izvrSena je dualizacija mreze A u mrezu B na
S1.2.30. Citalac ée se uveriti da su jednacine
struja celija za mrezu A pisane za oznacCene

Sl. 2.29. Orijentacija
dualnih elemenata

éelije koje su sve orijentisane u smeru satne kazaljke istog oblika kao jednacine
napona ¢vorova za mrezu B u odnosu na oznaceni referentni ¢vor 0.

Videli smo da svakoj mehanickoj mrezi odgovaraju dve analogne elektri¢ne
mreze od kojih jedna (M-analogna) ima identi¢nu strukturu sa polaznom me-
hanickom mrezom a druga (K-analogna) je dualna M-analognoj mrezi ukoliko
je ova planarna.
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g 0
L A
1 FHC?T 1 Gy 2 Gig Ls 4
: ; @) -
ug () 1 218 T, (1)
RoY RaY CsY .

Sl1. 2.30. Dualne elektri¢ne mreze

Postavlja se sada opste pitanje: ako se jedna data planarna mehanicka mreza
A, dualizuje u mehanicku mrezu B,,, u kakvom odnosu stoje odgovarajuée ana-
logne elektriéne mreze sa mrezama A,, i B,,7 U odgovoru na ovo pitanje vazno
je da li se posmatra M-analogija ili K-analogija.

Ocigledno je da ako se posmatra samo jedna analogija (M- ili K-analogija),
tada elektri¢ne mreze A, i B, koje su respektivno analogne dualnim mehanickim
mrezama A,, i B,, su i same medusobno dualne. Ako su A, i B, M-analogne
mreze, tada je B, K-analogna za mrezu A,,, a A, je K-analogna za mrezu B,,.
Obratno, ako su A/, i B, K-analogne mreze za dualne mehanicke mreze A,, i By,
respektivno, tada je B, M-analogna mreza za mrezu A,,, tj. ona je identi¢na
sa mrezom A, a A/, je M-analogna mreza za mrezu B,,, tj. ona je identi¢na sa
mrezom B,.

Na primer, elektricna M-analogna mreza za mehanicku mrezu na Sl. 2.31a
je mreza na Sl.2.28a, dok je elektricna K-analogna mreza za istu mehanicku
mrezu ona na Sl. 2.28b. Isto tako je elektricna mreza na Sl. 2.28b M-analogna
za mehanicku mrezu na Sl. 2.31b, a elektri¢na mreza na Sl. 2.28a je K-analogna
za ovu istu mehanicku mrezu. Prema tome, mehanicke mreze na Sl.2.31 su
dualne, u sta se mozemo neposredno uveriti.

KB

NS
Lo Q| \T g v,y (D D i1
4 = 5 1]
(MD+B+ %) v = f,(b) (K’D+B’+ %) £ = vg(t)

(a) (b)

S1.2.31. Dualne mehanicke mreze a) Paralelna mreza b) Redna mreza
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B,,) Mehanicke @ dualne @
\“ mreze \ 5

M-analogne M-analogne K-ana

dualne

A, =@ Elektri¢ne Al
dualne mreze

(a) (b)

Sl. 2.32 Relacije izmedu analognih i dualnih mreza

Na SI.2.32 su prikazane sve moguéne relacije izmedu analognih i dualnih
mreza za jedan mehanicki i jedan elektri¢ni sistem.

Jasno je da relacije izmedu analognih i dualnih mreza nisu ogranic¢ene samo
na mehanicke i elektri¢ne sisteme. One vaze za bilo koja dva fizicka sistema koja
imaju strukturu mreze.

PRIMEDBA. Prethodna razmatranja ne uzimaju u obzir fizicku realizabilnost mreza.
Uslovi fizicke realizabilnosti namecu izvesna topoloska ograni¢enja. Naime, za mreze
fizickih sistema koje su sagradene na bazi M-predstavljanja potrebno je da svi ele-
menti - kondenzatori imaju jedan zajednicki kraj. To znaci da njima dualne mreze,
koje su sagradene na bazi K-predstavljanja moraju imati odgovarajuée dualne ele-
mente (kalemove) u jednoj zajednickoj konturi. Na primer, u mehani¢kim mrezama
svi elementi - masa i elementi - moment inercije imaju jedan zajednicki kraj ako su
mreze sagradene po M-predstavljanju. Dualne mreze, sagradene po K-predstavljanju,
imaju ove elemente u jednoj zajednickoj konturi. U elektricnim M-analognim mrezama
svi kondenzatori su vezani na refentni ¢vor, a u elektricnim K-analognim mrezama svi
kalemovi se nalaze u jednoj zajednickoj konturi. Ovo nam omogucava da utvrdimo da
li je neka elektri¢na mreza potencijalno analogna nekoj fizickoj mrezi.

Posmatrajmo, na primer, elektri¢cnu mrezu na Sl. 2.33a.

L3 CQ L3 L4 L3 C4

Gs =
""02 ""cl Cs

(a) (b) (c)

""cl Cs)

Sl. 2.33. Potencijalno analogne elektri¢ne mreze
a), b) Mreze potencijalno M-i K-analogne c¢) Mreza samo potencijalno K-analogna
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Posto kalemovi leze u jednoj konturi, ona je ocigledno potencijalno K-analogna
nekoj mehanickoj mrezi. Medutim, ona je isto tako i potencijalno M-analogna, jer je
dovoljno da se kondenzator C> premesti kao na Sl.2.33b pa da topolosko ogranicenje
bude zadovoljeno. S druge strane, mreza na Sl.2.33c ne moze biti potencijalno M-
analogna nekoj mehanic¢koj mrezi ni za jedan izbor referentnog ¢vora. Medutim, sve
mreze na Sl. 2.33 ispunjavaju uslov da budu potencijalno K-analogne.

Mehanicka M-analogna mreza za pravolinijsko kretanje koja odgovara mrezi na
Sl. 2.33b prikazana je na Sl.2.34a. Na Sl.2.34b dat je mehanicki sistem predstavljen
ovom mrezom.

Ako konstruisemo dualnu mrezu za elektriénu mrezu na Sl. 2.33b, dobijamo mrezu
na Sl. 2.35a. Njoj M-analogna mehanicka mreza je predstavljena na Sl.2.35b. Ova
mreza je dualna mehanickoj mrezi na Sl.2.34a, a K-analogna mehanic¢koj mrezi na
S1.2.33b. Isto tako, elektricna mreza na Sl. 2.35a je K-analogna mehanickoj mrezi na
Sl. 2.34a.
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0 /\35

(a) (b)

S1.2.34. a)Mehanicka M-analogna mreza za pravolinijsko kretanje
koja odgovara elektriénoj mrezi na Sl. 2.33b
b) Mehanicki sistem koji odgovara mehani¢koj mrezi na Sl. 2.34a

Ly Ly  Rs K, Ky 1/Bs

c T o g M M; g K

()

S1.2.35. a) Dualna mreza za elektri¢nu mrezu na Sl. 2.33b
b) M-analogna mehanicka mreza c¢) Mehanicka realizacija mreze na Sl.2.35b



2. Analogne mreze prostorno-diskretnih fizickih sistema 51

Na sl. 2.35c data je mehanicka realizacija mreze na Sl. 2.35b. Mehanicki sistemi na
Sl. 2.34b i 35¢ nazivaju se dualni jer su predstavljeni dualnim mehanickim mrezama.

Relacije izmedu analognih i dualnih mreza su korisne jer nam omogucavaju da
sagledamo zajednicke osobine svih fizickih sistema koji imaju strukturu mreze. One
su korisne i sa gledista sinteze fizickih sistema jer, pruzajuéi nam razne moguénosti
analognog predstavljanja jednog istog fizickog sistema pomoéu sistema iste ili razlicite
fizicke prirode, omogué¢avaju nam da odaberemo onaj koji najbolje odgovara nasim
ciljevima. Tako na primer mehanicki sistem na Sl. 2.34b sadrzi tri mase i dve opruge,
dok onaj na Sl. 2.35¢ ima dve mase i tri opruge. S druge strane, drugi sistem zahteva
savrsene klizne povrSine.

Vezbanja VWAL

2.14. Da li elektri¢na mreza na slici moze da bude

potencijalno analogna za mrezu nekog fizickog sis-

tema? Obrazloziti. <> L L
A

2.15. Konstruisati fluidne i termicke mreze na
bazi M-analogije za elektricnu mrezu na Sl. 2.33b.

Odrediti odgovarajudée fizicke sisteme.

2.6. DIMENZIONI FAKTORI

Osnovni cilj elektri¢nog modelovanja jeste da se fizicki objekt (sistem ili pro-
ces) simulira pomoc¢u analogne elektriéne mreze na kojoj se mogu vrsiti merenja
elektricnih veli¢ina - obi¢no napona i struja koje su srazmerne odgovarajuéim
fizickim - najce$ée neelektri¢nim velicinama. Na taj nacin odredivanjem odziva
elektriéne mreze (merenjem ili ra¢unskim putem) mi fakticki odredujemo odziv
fizickog objekta koji je modelovan odgovarajué¢om fizickom mrezom odnosno
analognom elektri¢nom mrezom.

Prilikom razmatranja analognih elektricnih mreza, mi smo do sada izjedna-
cavali promenljive i parametre fizickih mreza sa korespondentnim promenljivama
i parametrima analogne elektri¢ne mreze, ne vodeéi pri tome rac¢una o pitanjima
vezanim za njihove dimenzije. Ovo je u¢injeno samo iz razloga jednostavnosti.
U stvari, direktno izjednacavanje brojnih vrednosti fizickih veli¢ina od interesa
sa brojnim vrednostima analognih elektri¢nih veli¢ina, ove mogu dobiti sasvim
neprakti¢ne vrednosti koje su ili van domasaja mernih instrumenata ili se tesko
fizicki ostvaruju. Tako, na primer, neki procesi kao $to su mehanicka kretanja
odvijaju se znatno sporije od promena napona i struja elektricnih analognih
mreza za ceo opseg vrednosti komponenata koji je uslovljen njihovom konstruk-
cijom. Stoga ¢e Cesto biti potrebno posmatrati pojave u analognim elektri¢nim
mrezama u drugom vremenu od onog koji tece u fizickom objektu. Za nas
konkretni slucaj, vreme u mehanickom sistemu mora biti “komprimovano” da bi
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se pojave mogle lako posmatrati u analognoj elektri¢noj mrezi. Isto tako, napone
bioloskih i nekih elektrohemijskih procesa treba “prosiriti” nekoliko hiljada puta
u analognoj elektri¢noj mrezi.

Odnos neke fizicke velic¢ine i odgovarajuce analogne veli¢ine naziva se dimen-
zioni faktor te velicine. Ako strujne promenljive, naponske promenljive i vreme
nekog fizickog sistema S respektivno oznacimo sa s, s 1 ts a struju, napon i
vreme elektricnog M-analognog modela sa i, ue i te, tada su dimenzioni faktori

S tS
(73) hp = 22 k=22 f =2

Ako su strujne i naponske promenljive - struje i naponi, tj. ako je s = is 1
ps = Ug, tada se dimenzioni faktori

Te Ue te

Cesto nazivaju faktori razmere ili normalizujuci faktori.

Us Ue
ky =1
ki > 1
0] ts O tm
(a) (b)
Ue Ue
ky > 1 ku > 1:
k=1 ke > 1
O tm 0] tm
(c) (d)

S1.2.36. Ilustracija faktora razmere
a) Proces u prirodi b) Proces vremenski komprimovan
¢) Proces saziman i u realnom vremenu d) Proces saziman i vremenski komprimovan

Kada je k, > 1 naponi elektri¢cnog modela su smanjeni, tj. sistem je saziman,
kada je k, < 1 naponi elektricnog modela su povecani, tj. sistem je proSiren,
a kada je k, = 1 oni su nepromenjeni u odnosu na napone sistema. Ako je
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ky > 1 vreme elektricnog modela tece brze od vremena sistema, tj. sistem
je vremenski komprimovan, ako je pak k; < 1 ono tece sporije, tj. sistem je
vremenski produzen. Najzad, ako je k; = 1 pojave u sistemu i u modelu odvijaju
se istovremeno. Kaze se jo§ da model radi u realnom vremenu ili da radi izohrono
sa sistemom. Na sl. 2.36 ilustrovani su faktori razmere.

Pored dimenzionih faktora odnosno faktora razmere za promenljive, uvode
se i dimenzioni faktori odnosno faktori razmere za parametre. Ako sa Cy, G4 i
L oznac¢imo parametre osnovnih elemenata fizickog sistema S isa C¢, G 1 L,
ozna¢imo korespodentne parametre elektri¢ne analogne mreze, tada su dimen-
zioni faktori za parametre
Cs G L,

(75) kcs:a7 st:G_e7 S_L_E'

Na slican naé¢in se mogu definisati i dimenzioni faktori za reciproéne parame-
tre Ss, Rs i T's. Oni su, respektivno, 1/ke,, 1/ka, i 1/kL,.

Ako su Cy, G5 i Ly elektriéni parametri, tada se kc,, kg, 1 kr, nazivaju
faktori razmere za parametre.

Izmedu 6 dimenzionih faktora (73) i (75) postoje veze koje mozemo naéi ako
posmatramo jednacine za neku fizicku mrezu i jednacine za elektri¢nu analognu
mrezu. Posmatraéemo jednu fizicku mrezu 2. reda, A, i njoj M-analognu
mrezu, A.. Medutim, razmatranja ostaju u vaznosti za mrezu bilo kog reda
(zasto?).

Jednacina naponske promenljive za mrezu Ay je

dys 1 ts B
(76(1) Cs dté + Gscps + L_é B QOS(T)dT - 1/157
ili
d2<Ps d(pé 1 d/l/)é
76b Cs Gs - Ps — )
(766) a2 T T T W,
a za mrezu A, je
d?u, du, 1 di,
(77) Ce —dte2 + Ge d—te + L_e Ue = d_te .

Unosenjem dimenzionih faktora (73) i (76b) dobijamo jednacinu

Coky d?u,  Goky du,  ky,  ky di

e ——
(78) KZdtZ T ke dle Lo T R dt.

koja posle mnozenja sa k;/k, postaje

Coky d®ue  Giky due  kyk; di
79 shp e shp e wht _ Gle .
(79) Tk 62 T hy dl. T Lok, T .
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Vidimo da ¢e ova jednacina biti identi¢na sa (77) ako su i samo ako parametri
mreza A 1 Ae vezani relacijama
k Ky

G.=G,2, L,=1,
ktkw ¢ " ky “koky

(80) C. = C,

Sto prema (75) daje trazenu vezu izmedu dimenzionih faktora

kw kt kd) k(]pkt
(81) ke, = ) s :
ke, oy

Zakljuc¢ujemo da od ukupno 6 dimenzionih faktora ky, ky, k¢, kc,, ka, 1 kL,
svega 3 su nezavisna i kao takva se mogu birati proizvoljno. Ostali dimenzioni
faktori se izracunavaju iz relacija (81) pomoc¢u nezavisnih.

U slu¢aju koji smo posmatrali za nezavisne dimenzione faktore mi smo usvo-
jili ky, kg i Ky, ali je lako videti da smo isto tako mogli da usvojimo i tri druga
dimenziona faktora. Ukupan broj moguénih izbora jednak je broju kombinacija

6y 6-5-4
3) 1-2-3
kombinacije nisu nezavisne. Na primer, kombinacija (kq,, k,, ky) nije nezavisna
§to se neposredno vidi iz (81). Isto tako zavisne su jo§ i sledeée kombinacije:
(ko kL., ki), (ke,, ko, ka.), (ka., ko, k) 1 (ke., ka., k). Prema tome postoji
svega 15 mogudih izbom nezavisnih dimenzionih faktora. Na primer, ako se usvoji
kombinacija (kc,, k , tada iz (81) dobijamo ostale dimenzione faktore

od po 3 elementa od ukupno 6, tj. ( = 20. Medutim, sve ove

(82) ky = kg j kg, = Vkeo.kr,

s

Citalac ¢e sam izvesti ostale kombinacije nezavisnih dimenzionih faktora.

PRIMEDBA 1. Pored dimenzionih faktora (73) mogu se uvesti i dimenzioni faktori za
izvode i integrale strujnih i naponskih promenljivih. Oni se, medutim, mogu izraziti
pomoc¢u dimenzionih faktora (73). Na primer, buduéi da u M-analogiji vazi korespon-
dencija

“pomeranje” §s = f psdts «—— fluks Ae = f Ue dte

143 s 73700_ dQOS N o due -
ubrzanje” as = . —s A= L.
odgovarajuéi dimenzioni faktori bi¢e
t
[ kyuck: dte ky due
7657*00 _ 7asiksdteikqo
(83) Kts—/\—e—ti—kwkt, Ka—.—/\.— due R
J uedte dt.

—o0

PRIMEDBA 2. Cesto se, naro€ito u analizi mreza u frekvencijskom domenu, na mesto
vremena ts i t. uvode odgovarajuée kruzne ucestanosti ws i wy,. Ako se uzmu jednake
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ugaone promenljive za oba sistema, tj. 0 = wsts = wete, tada dimenzioni faktori za
vreme i ucestanost stoje u obrnutoj srazmeri

ws _ te 1

(84) kwiweigik_{
PrRIMEDBA 3. Normalizujuéi faktori koji se najcesée upotrebljavaju u analizi i sintezi
elektriénih mreza su k,, k- i k., pri ¢emu se redovno uzima k;, = 1. Pomoéu faktora k. i
k., vrsi se normalizacija impedansi i kruzne (ili kompleksne) uestanosti. Lako je videti
da su ovi faktori nezavisni i da se normalizujuéi faktori za kapacitivnost, induktivnost
i struju izrazavaju na sledeéi nacin:

(85) ke = k=, ki=—.

PRIMEDBA 4. Iz prakti¢nih razloga vrlo je povoljno podesiti dimenzione faktore i
faktore razmene da budu celi multipli od IOiN, gde je N ceo broj ili nula.

Upotrebu dimenzionih faktora ilustrova¢emo slede¢im primerom.

PRIMER 2.9. Na Sl. 2.37a predstavljen je Sinobus koji se sastoji od tri identi¢na vagona.
Poznata je masa M svakog vagona, koeficijent krutosti svakog odbojnika K kao i
pogonska sila f koju razvija prvo vozilo neposredno po ubrzavanju. Klizanje vagona
je zanemarljivo.

M =15-10%kg, K:3~106§, f=2-10"N
m

G G U = K_lvl

- o C= (Dig=K;'f

v

S1.2.37. Sinobus a) Fizicko predstavljanje b) M-analogna mreza
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Primenom M-analogne mreze, Sl.2.37b, mozemo eksperimentalno snimiti krive
odziva w1 (t), uz(t) i us(t) (Ky vi(t), Ky ve(t) i Ky vs(t)) i na taj nagin odrediti
vrednost koeficijenta prigusenja B odbojnika koji ¢e dati zadovoljavaju¢i vremenski
odziv, na primer da relativno pomeranje vagona pod dejstvom udarne sile f bude
zadovoljavajucée priguseno.

Ako bismo date mehanicke velicine M, K~ i f direktno izjednacili sa odgo-
varajuéim M-analognim veli¢cinama, dobijene vrednosti za kapacitivnost, induktivnost
1 struju izvora

C=15-10°F, L= %-10’6H, ig = 20000 A

bile bi neprakti¢ne.
Da bismo dobili pogodnije vrednosti parametara, koristi¢emo dimenzione faktore

M kg _Kﬁ1 m _ f [N
’“M*EH’ k== [ﬁ} "’f*gH

za koje je lako proveriti da su nezavisni.
Ako usvojimo

12k_g

m 6 N
0° —
F’ )

k1 =107 —, k;=1 1

kv =10 N’

tada elektri¢ne analogne veli¢ine su

—4
C=15-10"%F = 150F, L:103 H:%OMH, ig=2-10""A =20mA,

koje su pogodnije za merenja od prethodnih.
Za usvojenu kombinaciju (kar, kgx-1, kf), ostali dimenzioni faktori kg, kv, k; se
izra¢unavaju iz (81)

, k ke ky Kok
1 = = — 1 = .
(81%) kn e ks Ty kg 2y
Dobijamo®
kp = kkM =107, ky =k k:” =10"", ke = /kmkg—1 = 10°,
K-1 M

iz Cega se vidi da vreme u mehani¢kom sistemu (realno vreme) tece 10° puta sporije
od vremena u elektri¢cnom modelu (eksperimentalno vreme).

Posto se eksperimentalno odredi najpogodnija vrednost za G, trazeni faktor pri-
gudenja se dobija mnozenjem G sa kg, tj., B=G kg =G - 10" u SL.

Primeti¢emo da, s obzirom da je red slozenosti mreze na Sl.2.37. jednak o = 5,
analiticko odredivanje optimalne vrednosti G bilo bi vrlo slozeno.

5u jedinicama sistema SI
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2.7. FORMULISANJE JEDNACINA FIZICKIH MREZA

U ovom poglavlju izveSéemo osnovne sisteme jednacina fizickih mreza. Videli
smo da za svaki diskretni fizicki sistem S mozemo definisati strujne (redne ili
ekstenzivne) promenljive 1) i naponske (oto¢ne ili intenzivne promenljive) .
Elementi fizicke mreze M koja modeluje sistem S definiSu se relacijama izmedu
promenljivih tipa ¥ i ¢. Osnovno obelezje promenljivih tipa 1

elektriéna struja i, sila f, obrtni moment 7, zapreminski protok ¢,
toplotna snaga g,

jeste Sto one imaju istu vrednost na oba kraja (terminala) elementa.
S druge strane, osnovno obelezje promenljivih tipa ¢

elektriéni napon wu, linijska brzina v, ugaona brzina w, pritisak p,
temperatura 6, nivo h

jeste u tome $to su one odredene razlikom dveju skalarnih veli¢ina na krajevima
elementa. Za definisanje naponskih promenljivih uvek je potrebno naznaciti
fizicku referencu u odnosu na koju se racunaju skalarna veli¢ina krajeva ele-
menta.

Fizicko merenje strujnih promenljivih vrsi se tako Sto se odgovarajuéi merac,
na primer ampermetar ili mera¢ protoka, uvek postavi “na red” sa elementom.
Obrnuto, kod naponskih promenljivih mera¢ se vezuje “ototno” elementu, tj.
izmedu njegovih krajeva (na primer voltmetar, brzinomer, ili manometar).

Za formulisanje jedna¢ina medusobnog vezivanja elemenata u mrezu njihove
karakteristike su irelevantne. Potrebno je samo neki element predstaviti termi-
nalnim grafom, koji je za dvokrajne elemente (elemente sa jednim pristupom)
jedan orijentisani linijski segment koji povezuje krajeve elementa, Sl. 2.38a. Ori-
jentacija terminalnog grafa je identi¢na sa orijentacijom elementa prema stan-
dardnoj konvenciji, kada je trenutna snaga elementa p = @ pozitivna®

Yy
: 1
» 1 »2
©b Y 1 fbl Vo, 2
+ ~ 4+
Pby Dby Y Y
1 1 1 o
(a) (b) 01’ 02/

Sl. 2.38. Elementi mreze
a) Element sa jednim pristupom i njegov terminalni graf
b) Element sa dva pristupa i njegov terminalni graf

6 Jedini izuzetak su termicki sistemi, gde je ¥ po dimenziji snaga.
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Terminalni graf elementa sa dva para krajeva (sa dva pristupa) sacinjavaju
linijski segmenti 11’ i 22" koji predstavljaju pristupe, Sl.2.38b.

Graf mreze G se dobija na taj nacin $to se terminalni grafovi elemenata
povezuju svojim krajevima na isti nacin kako su odgovarajuéi elementi me-
dusobno povezani.

Oznac¢imo sa A i B matrice nezavisnih snopova (ili nezavisnih évorova) i
nezavisnih kontura grafa G. Ako je graf povezan i ako ima ¢ ¢vorova i b grana,
tada su matrice A1 B dimenzijan xbim x b, gdejen=c—1im=b—c+1
(n =rang, m = nultost grafa).

Ako sa 1y, 1 ¢p oznac¢imo kolona-matrice strujnih i naponskih promenljivih
elemenata (strujnih i naponskih promenljivih grana grafa G), tada su zakoni
medusobnog vezivanja

(86) Agp=0, (87 Byy=0.

Ekvivalentni na¢in formulisanja ovih zakona jeste da se strujne promenljive
elemenata izraze pomocu mezavisnih strujnih promenljivih 1, i da se naponske

promenljive elemenata izraze pomocu nezavisnih naponskih ;)romenljivih %)
(88) %b = gt%, (89) gﬁb = étgg

Najcescée se kao nezavisne strujne promenljive uzimaju strujne promenljive
kontura, a kao nezavisne naponske promenljive uzimaju se naponske promenljive
snopova.

Za formiranje sistema jednacina nezavisnih promenljivih mreza bitnu ulogu
igra oblik u kome su zadate karakteristike elemenata. Posmatrac¢emo stoga tri
moguéna slucaja.

2.7.1. SISTEM JEDNACINA NEZAVISNIH STRUJNIH
PROMENLJIVIH

U ovom slucaju karakteristike elemenata, tzv. ¢ - karakteristike, moraju
imati izrazene naponske promenljive u funkciji strujnih promenljivih.

U najopstijem slucaju svaki element sa jednim pristupom moze se predstaviti
kao na Sl.2.39.

Svaki element koji nije izvor ima vezan na red jedan ¢ - izvor (izvor ¢ija je
promenljiva ¢ poznata funkcija vremena ¢4(t) a promenljiva ¢ je proizvoljna) a
u paraleli sa ovom radnom vezom nalazi se jedan v izvor (izvor ¢ija je promenljiva
1 poznata funkcija vremena 4(t) a promenljiva ¢ je proizvoljna). Element na
S1.2.39. naziva se standardni element mreze. Ako su izvori u mrezi proizvoljno
raspodeljeni, oni se uvek mogu premestiti tako da se obrazuju standardni ele-
menti.
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U mrezi sa premestenim izvorima za-
koni medusobnog vezivanja ostaju isti kao
u mrezi pre premestanja.

Za jedan standardni element sa jed-
nim parom krajeva ¢ - karakteristika se
moze pisati u obliku

(90) pp + @g(t) = Zs(D) [thy + g (1)],

gde je Zs(D) operatorska impedansa ele-
menta.

Za jedan standardni element sa dva ili
viSe pari krajeva svaki pristup se moze
predstaviti jednim standardnim elemen-
tom kao na S1.2.39. Ako je broj pristupa Sl 2.39. Standardni element i njegov
p karakteristika je oblika, terminalni graf

P
(91) Pok + ok = Zako(D) o +gn(t)] k=1,2,...,p,

v=1

b1’ o1

gde je Zsk(D) sopstvena operatorska impedansa a Zsi; (D) medusobne opera-
torske impedanse.

Karakteristike pojedinih standardnih elemenata mogu se pisati u matricnom
obliku

(92) o+ (1) = Zs(D) [y + ¥ (1)]

gde su p,4(t) 1 ¥,4(t) kolona matice ¢ - i ¢ - izvora a Zs(D) je matrica opera-
torskih iNmpedarTsi pojedinih elemenata. Ako se grane numeriSu tako da najpre
budu ukljuceni kalemovi (koji mogu biti i spregnuti) zatim otpornici (koji takode
mogu biti spregnuti, ¢ime su u stvari automatski obuhvacene transimpedanse
kontrolisanih izvora tipa SKNI) i najzad kondenzatori, tada se Z5(D) moze pred-

staviti u obliku”

1
(93) Z.(D) = LD + R4 5 5.5,

~

gde su L, R; i §S respektivno, matrice induktivnosti, otpornosti i elastanse.
Kombinujuéi (87), (92) i (88) dobijamo
(94) BZ,(D) B'Y = B |py(t) — Zo(D)y(1)|

§to predstavlja sistem jednacina nezavisnih strujnih promenljivih. Posto se iz
(94), uz date pocetne uslove, odredi ¥ (t), iz (88) se odreduje ¥(t) a iz (92) i

©p(t), ¢ime je analiza mreze zavrena.

7 + oznacava direktnu sumu matrica, na primer A+B = |:
~TR

o
Lo
—_
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2.7.2. SISTEMI JEDNACINA NEZAVISNIH NAPONSKIH
PROMENLJIVIH

Ako su karakteristike standardnih elemenata date u v - obliku, tj. ako je za
jedan element sa jednim pristupom

(95) Yo+ (1) = Yo(D) [+ 24(1)]

~ ~

gde je Y5(D) operatorska admitansa elementa, a za jedan element sa p pristupa
P
(96) Gk +Ugr() = D Yoro(D) [ oo + 000 k=121,

gde je Ysir (D) sopstvena admitansa Yy (D) medusobne admitanse, tada se one
mogu pisati u matri¢noj formi

(97) o+ 1g(t) = Yo(D) [0 + 00(8)]
gde je Y4(D) matrica operatorskih admitansi elemenata.

Sa numeracijom elemenata kao u 2.7.1, matrica Y(D) je oblika

1. .
gde su I's, G; i Cs, respektivno, matrice recipro¢nih (sopstvenih i medusobnih)
induktivnosti, (sopstvenih i medusobnih) provodnosti i kapacitivnosti. U Gs su
ukljucene transadmitanse kontrolisanih izvora tipa NKSI.
Ako su svi elementi ¢-tipa i ako matrice Ls, Rs i Ss su nesingularne, tada

vazi

(99) Lo=L% Go=RY Co=5."

1z (86), (97) i (89) neposredno dobijamo sistem jednaé¢ina nezavisnih napon-
skih promenljivih

(100) AY.(D) A'p = A [44(t) = Yo(D) gy (1))

~ ~

Posto se iz (100) uz date pocetne uslove nade ¢ (t), pomocu (89) se odredi
Pu(t) aiz (97) i Yu(t).
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2.7.3. MESOVITI (HIBRIDNI) SISTEM NEZAVISNIH
PROMENLJIVIH

Ukoliko se karakteristike elemenata ne mogu izraziti u ¢- ili u ¢-obliku, tada
se ni sistemi (94) i (100) ne mogu direktno upotrebiti, pa je potrebno primeniti
mesSovitu (hibridnu) formulaciju sistema jednacina mreze. Ovaj slucaj nastaje,
na primer, u mehanickim mrezama koje sadrze idealne poluge ili idealne zupcaste
prenosnike, ili u elektri¢nim mrezama koje sadrze idealne transformatore i kon-
trolisane izvore tipa SKSI i NKNT ili tipa SKNI i NKSI (pored moguénih SKSI
i NKNI).

Pretpostavimo, naime, da su elementi mreze dve osnovne vrste: @-elementi
i 9-elementi, pri cemu su karakteristike elemenata

fbl + @gl(t) HM(D) ng(D) Yp1 + ¢g1<t)
(101) | oo | .~ RSN I 7
Yp2 + Y g2 Hy (D) © Hayy(D) ©p2 + Pga(t)

gde su Hy1(D) i Hao(D) oblika Zs(D) i Y(D) , respektivno, a Hy2(D) i Hz1(D)
su bezdimenzione matrice (najée¢e numericke matrice) koje karakterisu spregu
izmedu elemenata tipa 1 i 2. Kada ne bi postojala sprega izmedu elemenata tipa
11 2, ove matrice bi bile nula - matrice.

Karakteristike (101) nazivaju se hibridne karakteristike. Svi ranije nabrojani
elementi, koji nemaju ni impedansno ni admitansno karakterisanje, ocigledno
imaju bar jednu hibridnu karakteristiku.

Ako sada matrice A i B podelimo na blokove saobrazno podeli elemenata, tj.

ako pisemo A = [A;: Ay] i B = [By: Ba], gde blokovi sa indeksom 1 odgovaraju

elementima tipa 1 a oni sa indeksom 2 - elementima tipa 2, i ako to isto uradimo
sa kolona - matricama promenljivih elemenata 1y, i ¢y, tada (86), (87), (88) i

(89) postaju

~

(102) [{h Eéz}

PE e

g g

_
I

0 03 BB

(E/bl =0,
o |

o ] B ][ A
w]{BW aon | 5= 5]

Eliminisanjem 941 1 932 iz (101), (102) i (103) i zamenom u dobijenim jedna-

(104)

s

¢inama @p1 1 @p2 iz (104) i (105) dolazimo do meSovitog sistema nezavisnih
jednacina

%

=

S
&,
o
=
S
+
S
2
IS

(106) LT SRS
Ay Hy Bf + A1 By : Ay Hps (D) AS,

6 -
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Jednacine (106) su oblika

Zm(D)  Knn }

~

(107) Kom V(D)

~

vl [ Qm(?) }

¥ L @ult) |7

gde su Z,,(D) i Y, (D) oblika kvadratnih matrica na levoj strani (94) i (100)
respektivno, Ky, 1 Ky, su numericke matrice, (ako su to isto His i Hay), a
Qm(t) 1 Qn(t) su matrice koje opisuju nezavisne izvore mreze.

I ovde odredivanje ¢ i ¢ omogucava da se odrede sve ostale promenljive
mreze iz (104), (105) i (101).

Uporedivanje sistema (107) sa sistemima (94) i (100) pokazuje da je on znatno
glomazniji od svakog od njih. Broj jednac¢ina mesovitog sistema (107) je na prvi
pogled m + n, tj. jednak je zbiru broja jedna¢ina u (94) i (100). Medutim,
detaljna analiza otkriva da je u stvari broj jedna¢ina manji i da bitno zavisi od
nacina kako se elementi svrstavaju u grupe 1 i 2, odnosno od njihove lokacije u
mrezi u odnosu na jedno specijalno stablo.®

PRIMER 2.10. Posmatrajmo telo na Sl.2.40a, obe§eno o sistem opruga. Mehanicka
mreza je predstavljena na Sl. 2.40b.

< ? Ks (614 ,Bi“ (%5
s T [F

K3 D) Msg

000/
2
>
000/
\ g
000/
2
w
5
/)

-]
S
w
—
=
(e}

1
A

0
(a) (c)

S1. 2.40. Mehanicki sistem
a) Fizicko predstavljanje b) Mehanicka mreza c) Graf mreze

8T. OrHsUKI, Y. IsHIZAKI, H. WATANABE: Topological degrees of feedom and mized analysis
of electrical networks. IEEE Transactions on Circuit Theory, vol. CT-17, No. 4, pp. 491-499,
Nov. 1970.
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Karakteristike elemenata mozemo pisati u obliku

1 1 1
(108) v1 = e Dfi, va = K, Dfa, v3 = A Dfs, fa = Bava, Msg + f5 = M5Dwvs.
Uporedenjem sa (101) nalazimo da je
1 2 3
1 Lp o 0 1 Hi2 =0 4 5
K1 1 41 By O
H11(D) = 0 F D 0 2 HQQ(D) =
2 5] 0 MsD
3 0 0 —D |3 Hzl(D) =0
Ks ~ ~
V1 f1
(109) Por = | V2|, Yo (t) :97 %bl =|f, %91 (t) :97
V3 f3

_|f _| 0 _|v _
’%b2 - |:f;l:|7 1’/\{92(75) - |:M5g:|7 sz - |:UA51:|’ fg2(t)_9

Ako kao sistem nezavisnih kontura i snopova usvojimo éelije oznacene sa 11 2 i
snopove oko ¢évorova 3, 4 1 5 (SI. 2.40c), tada ¢emo matrice A i B pisati ovako

1 2 3 5
111-1 0: 0 O
B: |:B1 B2:| - )
~ 210 1 1: 1 1
(110) 1 2 3 45
3] =1-1 0: 0 O
A=[A1:A]=4] 0 0-1: 10
5 0 0 0:-11
Prema (106) i (107) imamo
1 2
(Lslp Lo
Zm(D) = B Hi (D) B} = K1 K Kz :
~ ~r ~ 1 1 1
2 - - 4=
K, b (Kz K3> b
(111)
3 4 5
3o 0 0
Yu(D)=A:Ho(D) A3 =4| 0 B, —By
5L0 —By MsD+ By
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3 4 5

, 1000

mn:_BlA1: 5

~ ~ 7~ 2l 0 10

(112)

1 2
310 0
Kpm=—-ABS=4B = —-K' =4|0-1
5(10 O

PRIMEDBA. Ovo sledi iz ¢injenice sto je A B' = 0, odnosno

t

B
[m@uﬁ]-mﬁ+&%-&1¢&%——mﬁ.
Mde| | B | =B+ 4B =0 A2B> = —AB

Na isti nacin se dobija i

4 5
3 00

(113) Qu(t) =Q  @u(t) = +AY2(t) =4 1 0 =[
5] —1 1

Prema tome, mesSoviti nezavisni sistem je

(114)

0

0

ili posle izostavljanja tre¢e jednacine,

(115)

~ D
K,
1 1
— 4+ —)D
K> K3)
—1
0

0 0
0 B4

r/ 1 1 1
(m+@)® -mP
1 1 1
-—D — +—)Do0 1
K> <K2+K3> 0
0 0
0 -1
0 0

0 —B4 MsD + B4_

0 0
1 0
B —Bay
: =By MsD + By |

0
0
-B,

Y1
Y2
)3
Y4
Vs

©s |

oo oo

M5g

PRIMEDBA. U slucaju Hi2(D) = 0 i H21(D) = 0, meSoviti sistem se moze tumaciti na
slede¢i na¢in. Oznacimo sa G graf mreze u kojoj su sazimani (kratko - spojeni) svi -

elementi. Tada Z,,(D) predstavlja matricu operatorskih impedansi nezavisnih kontura

mreze sa grafom G. Isto tako, oznacimo sa Gy graf mreze u kojoj su uklonjeni svi

p-elementi. Tada je Y, (D)-matrica operatorskih admitansi nezavisnih snopova mreze

sa grafom Gy.
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Matrica M,,, izrazava doprinos nezavisnih napona ¢ u nezavisnim konturama
mreze. To su naponi zami§ljenih naponskih izvora koji zatvaraju nezavisne konture
sa 1-elementima. Elementi K;; matrice K., definisani su ovako:

~

+1(—1) ako je napon ¢; sadrzan u konturi 4, i ako se njegova
Koo orijentacija slaze (ne slaze) sa orijentacijom konture;
iy =

0 ako napon ¢; nije sadrzan u konturi .

Matrica Kpn = —K',,, izrazava doprinos nezavisnih struja @ u nezavisnim sno-

~

povima mreze. To su struje zamisljenih strujnih izvora koji su sadrzani u nezavisnim
snopovima definisanim ¢-elementima.

Elementi Kj; matrice K, su ocigledno:

+1(—1), ako je konturna struja v¢; “sadrzana” u snopu j, i ako se njena
orijentacija slaze (ne slaze) sa orijentacijom snopa,

0, ako konturna struja 1; nije “sadrzana” u konturi j.

Kolona matrica Qm (t) predstavlja sumu napona naponskih izvora (datih i dobijenih
transformacijom strajnih izvora u naponske) u nezavisnim konturama mreze, a Qn (t)
predstavlja sumu struja strujnih izvora (datih i dobijenih transformacijom naponskih
izvora u strujne) u nezavisnim snopovima mreze.

VEZBANJA

2.16. Proveriti pravilo za pisanje mesovitog sistema nezavisnih jednacina za sistem
(115).

2.17. Izvesti meSoviti sistem nezavisnih jednacina za elektricne mreze na slici. Neza-
visne struje i nezavisne napone birati slobodno. Go
A%

:

o= L | D a3 a= %E $ Ry

SN+
NI

SL.2.41,1 S1.2.40, 2

L. R,

1

S1.2.40,3
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2.18. Izvesti meSoviti sistem za mrezu na Sl. 2.40b uzimajuéi za nezavisne konture i
snopove osnovne konture i snopove za stablo K3 B4 Ms.

2.19. Isto pitanje za mrezu na Sl.2.14b.

2.7.4. SISTEM JEDNACINA STANJA

Pored veé¢ recene potrebe za mesovitim sistemom kada mreza sadrzi elemente
koji ne poseduju impedansno ili admitansno karakterisanje, iz meSovitog sistema
se uvek moze izvesti sistem jednacina stanja.

Pretpostavimo, naime, da smo elemente podelili tako da su svi kalemovi
tretirani kao p-elementi i svi kondenzatori kao i-elementi. Tada je jasno da ée
matrice Hyp(D) i Haa(D) biti oblika

(116) gll(D) - £/SD+ES7 ]i22(D) = QSD_i—gsv
a matrice Hy2(D) i Hai1(D) ¢e biti numericke matrice. Posledica toga je da

meSoviti sistem (106) sada predstavlja sistem diferencijalnih jednacina prvog
reda i algebarskih jednacina. Ovaj se sistem uvek moze napisati u obliku

(117) MW+ NW = P g(t),

~

gde su M, Ni P numericke matrice, W = [

[ASIRASS

] ; a g(t) je kolona matrica koja

zavisi od nezavisnih izvora.
Na primer, za meSoviti sistem (115) imamo

1 1 1

— 4+ — - — 0 O
K +1K2 ) K21 0 0 0 0
0 O 1 0
= - — —+—= 0 0 =
M K K K » N=109 -1 B, —B, |
0 0 0 0 0 0 —By B
0 0 0 Ms;
(118)
0 (3
0 (2>
P: 5 W: 5 t:M .
L 0 Y ,11)4 q() 59
1 s

Ako bi matrica M bila nesingularna, tada bi se jednacine stanja neposredno
dobile mnozenjem leve i desne strane (117) sa ]\éf_1 i prebacivanjem c¢lana
]\L[‘UXVIN/ na desnu stranu. Vektor stanja bio bi tada W.

U opstem slucaju, medutim, matrica M nije nesingularna. Na primer, ma-
trica M u (118) je singularna jer sadrzi jeaan nula-red (i jednu nula-kolonu).
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Bez obzira na to da li je matrica M (a isto tako i matrica N) singularna ili
ne, mozemo sigurno da tvrdimo da je matrica R(§) = Ms + N nesingularna za §
proizvoljno. Ovo se moze odmah videti ako se uzme LAPLACEova transformacija
jednacine (117) za nula- pocetne uslove.

(119) (M5 + N)W(3) = PQ(5).

Da bi resenje W (t) = E‘ll/i/(é) = L7 (M5 + N)~' PQ(5) postojalo, potrebno
je i dovoljno da Ié(é) = Ms + N bude nesingularna za § proizvoljno. Pri tome,
naravno, matrice M i N mogu biti singularne.

Recimo da je (b x b) - matrica M singularna i da je njen rang b — d;, gde
je dp njena nultost (1 < d; < b). Tada, ako se na redovima matrice M vrse
elementarne transformacije: promena dva reda i dodavanjem nekog reda oni je
pomnozen nekom konstantom drugom redu, matrica M se svodi na ekvivalentni
oblik koji ima d; nula redova. Ovim svodenjem se dobija jedan sistem dife-
rencijalno - algebarskih jednacina koji je ekvivalentan sistemu (117) i koji sadrzi
tacno d; algebarskih jednacina. Ovaj sistem je oblika

My Ny Py
(120) VL/+ e | W= q(t).
9 N Py |”

Poznato je iz algebre da je vrsenje elementarnih operacija na redovima ma-
trice ekvivalentno njenim mnozenjem s leve strane nekom nesingularnom ma-
tricom T rezultujuéih transformacija T = Ty Tk_1---T2T1. Posto je matrica

13(5) = M5 + N nesingularna, nesingularna je i matrica Z]E(é) =TMs+TN =

M, N
-« | §+ | --- |. To znadi da u matrici N mora postojati jedan minor
Q No

maksimalnog ranga d;, Sto ima za posledicu da od b promenljivih u W ta¢no d;
njih, Wy, , se mogu eksplicitno izraziti u funkciji ostalih promenljivih W_g4, 1
vektora ¢(t), tj. moze se pisati

(121) Wa, = UV Wy, + Ug'qn(t).
Promenljive Wy, se mogu eliminisati iz preostalih b—d; diferencijalnih jedna-
¢ina u (120) koriséenjem relacije (121) i njenog izvoda

(122) wo=uWw 4+ UWg(),
Nd1 ~ Nb—dl ~ ~

nakon cega se dobija novi sistem

(123) MOW,

~0—dy

+ NOW,_g, = Ijél)q(t) + Jjﬁl)Q(t).
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Ukoliko je matrica ]\~4(1) nesingularna, jednacine stanja se dobijaju mno-
zenjem (123) njenom inverznom matricom. Vektor stanja je pri tome Wy_q,
a izlazni vektor Wy, izrazen je u (121) pomocu W4, i ulaznog vektora q(t).

Ako je matrica ]\N4(1) singularna, tada se (123) moze dalje redukovati na
opisani nacin svaki put izdvajajuéi algebarske jednacine od ¢isto diferencijal-
nih, koje su, posle k-tog stupnja redukcije, oblika
(124)  MPW,

~b—dy,

+ NOW, g = PPg(0) + PO + o+ BT M (0),

Posto je po pretpostavei polazna matrica sistema R(S) = M5 4+ N nesingu-
larna, ovaj proces redukcije e se zavrsiti ili sa matricom M®*) nesingularnom ili

sa ]\~4(k) = 0. U prvom slucaju, sistem jednacina stanja se dobija kao

(125a) W = —(MPH)INBWw,_
Yo—a, < A

) (B g0 + BUae) + -+ PPV @),
(125b) Wi, = U Wia, +V57q(t) + V() + - + VP gD ),

k
gde (125b) rezultira u procesu eliminacije, a d = > dv oznacava smanjenje
v=1
dimenzije vektora W posle k-tog stupnja redukcije.

U slucaju ]\4(’“) = 0, eliminacija posle k-tog stupnja daje samo sistem alge-
barskih jednacina.
Sistem (125) je oblika

(126a) 5= Eg—i—g(D)g(t) (126b) y=Hz+ J(D)q(t),
gde su F'i H konstantne matrice a

GD)=Go+GD+---+GD*, JD)=Jo+ 1D+ + JD*
matri¢ni polinomi operatora D = d/dt.

Opisani postupak svodenja sistema diferencijaslno-algebarskih jednac¢ina na
sistem jednadina stanja je prvi dao A. DERVISOGLU! ™3 i naziva se Dervisoglov

1. A. DERVISOGLU: State models of active RLC networks. Coordinated Science Lab., Report
R-237, Urbana, 1964.

2. O. TosuN, A. DERVISOGLU: Formulation of state equations of active RLC networks. IProc.
Second Intern. Sympos. Network Theory, Herceg-Novi, 1972, pp. 27 - 36.

3. A. DERVISOGLU, C. A. DESOER: Degenerate networks and minimal differential equations.
IEEE Trans. Circuits and Systems, vol. CAS-22, pp. 769-775, Oct. 1975.
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algoritam. Posto je iterativan, on je vrlo pogodan za postavljanje na digitalnoj
ra¢unskoj magini.*

PRIMER 2.11. Izvesti sistem jednac¢ina stanja za mrezu na Sl.2.40 pomoéu DERVI-
SOGLUvog algoritma za date posebne vrednosti parametara: K1 = Ko = K3 = 1N/m,
By = 1Ns/m, Ms = 1kg.

Resenje. Matri¢na jednacina (115) moze se pisati u obliku (117), gde su matrice M,
N, P, Wi q(t) date u (118). Ako u ovom sistemu zamenimo mesta 4. i 5. jednacine,
cemu odgo?fara zamena 4. i 5. reda matrica M, N'i P, i unesemo posebne vrednosti
dobijamo sistem (120), odnosno

2 -1 0 0 n 0 0 0 0 P 0
C A I o R A T | Dol R R
0 0 0 O o5 0 -1 1 -1 ©s 0
Iz poslednje jednacine dobijamo s
(128) w6 = —P2 + P

Cije unoSenje u preostale tri jednacine daje
2 -1 0 n 0 00 U1 0
(129) -1 2 0 Yo |+ | 0 0 1 v | =10 |g.
0 -1 1 P 0 -1 0 ©4 1

Jednagine (129) i (128) respektivno, odgovaraju jednacinama (123) i (121). Kako
je u naSem slucaju matrica M nesingularna, jer je

2 -1 0
(130) det]\g‘1>=‘—1 2 0 [=2-2—-1-1#£0,
0 —2 1

to je redukcija sistema (127) ovim jednim postupkom zavrSena. Sistem jednacina

stanja je
o 2 -107°°T0 007 [ 2107°'T0
e |==1]-1 20 0 01| || +]120 0lg,
Pa 0 -1 1 0 -1 0] | ¢a 021 1
(131)
-
s =100 =1 1] | ¥2 |,
L ¢4

4. C. PorTLE: Comprehensive active network analysis by digital computer: A state - space
approach. Proc. 3 rd Allerton Conference on Circuit and System Theory, Univ. of Illinois,
Urbana, 1965, pp. 659-667.
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ili

1 00 —0.337 [¥1 0 1
(132) o | =100 =067 | w2 |+| 0 |, ws=[0—-11]]1
Pa 01 —0.67] | ¢4 —9.81 ©4

PRIMEDBA 1. Za mreze koje sadrze samo elemente sa jednim pristupom kao i u nekim
slucajevima mreza koje sadrze i elemente sa vise pristupa (na primer kalemovi nesa-
vrseno spregnuti) jednacine stanja se mogu izvesti i na drugi na¢in. Pri tome se pret-
postavlja da su promenljive stanja naponi kondenzatora i struje kalemova. Ostale
promenljive se tada izrazavaju pomocu ovih. Pri upotrebi algebarske metode reduk-
cije, na primer pomoéu DERVISOGLUovog algoritma, mi obi¢no ne mozemo da a priori
identifikujemo promenljive stanja. S druge strane algebarska metoda je vrlo opsta.
Vazno je takode istaéi da polazne jednacine ne moraju biti date u obliku (106) kao sto
smo mi ovde radili; svaki sistem jednacina mreze u kome su karakteristike elemenata
izrazene samo u diferencijalnom i algebarskom obliku ¢e odgovarati.

PRIMEDBA 2. Primeéujemo da usled redukcije javljaju se visi izvodi ulaznog vektora
u jednacinama stanja. Ovo je nepovoljno sa racunske tacke gledista kao i sa gledista
simuliranja na analognom raCunaru. Visi izvodi se javljaju usled topoloskih i alge-
barskih degeneracija mreze. Moze se pokazati da se visi izvodi od prvog nece javiti ako

je mreza pasivna.®

2.8. ENERGETSKI PRETVARACI

U dosadasnjim izlaganjima posmatrali smo fizicke sisteme u kojima su sve
promenljive (koordinate) bile jedne iste fizicke prirode. Ovde ¢emo razmotriti
modelovanje sistema koji sadrze komponente (naprave) dve razlicite fizicke pri-
rode. Posebno vaznu klasu ovih sistema sacinjavaju sistemi koji pored elek-
triénih komponenata sadrze jos mehanicke komponente (elektromehanicki sis-
temi), termicke komponente (elektrotermicki sistemi), akusticne komponente
(elektroaskusti¢ni sistemi), opticke komponente (fotoelektriéni sistemi) i dr.

Na SI.2.41. predstavljen je jedan takav

fizicki sistem.
On se sastoji od jednog elektri¢nog pod- Se i(s;f Sy
sistema S., jednog podsistema druge fizicke

prirode Sy i jednog podsistema za spregu

izmedu njih S,. Prevashodna funkcija ovog  Sl.2.41. Fizicki sistem S koji se sa-
podsistema jeste da uspostavi jedan meha-  stoji od elektri¢nog podsistema S,
nizam kojim se dovedena elektri¢na energija  podsistema druge fizicke prirode Sy
pretvara u energiju druge fizicke prirode i i energetskog pretvaraca Ss
obratno.

5. M. M. MiLIC:  Source derivatives in the state model of general passive networks. Proc.
IEEE, vol. 60, No. 5, pp. 641-642, May 1972.
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Kao posrednik pri ovom pretvaranju javlja se jedno polje, najcesée elektricno
ili magnetno, koje se naziva polje sprege.

Promena akumulirane energije u ovom polju sprege u stvari i omogucava
proces pretvaranja jedne vrste energije u drugu. Iz ovog razloga podsistem S,
se Cesto naziva energetski pretvarac (E.P.).

U praksi se srece veliki broj fizickih procesa koji se mogu tretirati kao procesi
pretvaranja jednog vida energije u drugi. Takvi procesi se desavaju, na primer,
u releima, obrtnim elektricnim masinama, akcelerometrima, elektrodinamickim
mernim instrumentima, mikrofonima, telefonskim slusalicama, zvuénicima, raz-
nim elektromehanickim i piezoelektri¢nim filtrima, termoelektri¢nim spregovi-
ma, fotoelektri¢nim ¢elijama i dr. Staticke elektri¢ne masine, kao Sto su transfor-
matori, takode spadaju u ovu vrstu sistema u kojima je podsistem Sy elektri¢ni
kao i S.. Neki elektromehanicki sistemi prikazani su na Sl. 2.42.

i (b)
J
/>
>

%

+ >
(@) @eu) T4
i<

(d)
Nl:ﬂ]]]]1:|8 5 Jmi[ v ;i -t
T T *,} .N._._,_._%_.%_.
0 -
T ko .

(c) ()

N

3

Y.

s

—>9 O ge—

S

Sl.2.42. Razni elektromehanicki sistemi
a) rele b) elektriéna obrtna magina c¢) akcelerometar
d) telefonska slusalica e) elektrodinamicki mikrofon
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2.8.1. OSNOVNE JEDNACINE ENERGETSKIH PRETVARACA

Energetski pretvara¢ ¢emo predstaviti kao jednu mrezu sa dva pristupa. Elek-
triéni pristup je karakterisan naponom e i strujom j, odnosno odgovarajuéim
fluksom A i opterecenjem g

(133a) A=D"'e, (133b) ¢=D7!j,

J ¥
i gt
a drugi pristup naponskom (intenzivnom) e g, 0
promenljivom ¢ i strujnom (eksten- i %
zivnom) promenljivom 1, odnosno odgo-

varaju¢im integralima ovih promenljivih
Sl. 2.43. Energetski pretvarac¢
(134a) 7=D"1¢, (134b) a =D tp.

Kao ranije, pozitivni smerovi promenljivih na pristupima su usaglaseni (stan-
dardna konvencija). Sa ovom konvencijom je energija koju E.P. prima preko
elektriénog pristupa, eq odnosno A;. Isto tako je i energija koju E.P. prima
preko drugog pristupa ¢7 odnosno a.

Prilikom postavljanja osnovnih jednacina E.P. pretpostaviéemo da je polje
sprege kvazi-staticno, konzervativno, i da odgovara samo jednoj vrsti energije.
Takode ¢emo pretpostaviti da unutar polja ne postoje izvori i da se akumuli-
rana energija polja moze jednoznac¢no odrediti samo u funkciji promenljivih na
pristupima: Ove pretpostavke su zadovoljene u veéini radnih uslova E.P. i one
odgovaraju situaciji pri kojoj se E.P. moze smatrati diskretnim sistemom koji je
karakterisan samo jednom vrstom akumulirane energije.

Neka je zavisnost e i ¢ od ¢ i « izrazena kao

(135) e=EBlga), =Uga)
pri ¢emu je

(136) ¥ (qo, r) = 0.
Jednacine (135) nazivaju se (e, ) - karakteristika E.P.

Ako se usled promena ¢ i a, dg i da, akumulirana energija E.P., W, promeni
za dWjs, tada je prema zakonu o odrzanju energije

(137) dWs = edg + ¢ da.

Da bi energija W bila jednoznac¢na funkcija promenljivih pristupa, ¢, «, tj.
da bi integral

(g,0)
(138) W= [ dWs(ga)

(qo,0)

bio nezavisan od puta integracije, a zavisio samo od granica {qo,ap} i {¢ =
4(t),a = &(t)}, potrebno je i dovoljno da dWy bude potpuni diferencijal, odnosno
da je
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oW, oW, “
(139) e= 90 V7" ba (@,0) (g0
odnosno i
(140) @ = a_w 5
da  dq (qo, o) (g, x0)
Ako su uslovi (140) zadovoljeni, integral q

(138) se moze izracunati kao zbir integrala duz

putanje na Sl 2.44 Sl. 2.44. Putanje integracije

(0,) (0.0)
(141) We= [ ¥(g,a)da+ [ E(ga)dg+ Wi,

(g0,0) (go,)

gde je Wy vrednost energije W pri ¢ = qo i @ = «p.
Kako je na osnovu (136) prvi integral jednak nuli, sledi da je
q(t)
(142) Wilg, o) = Wyo+ | E(g,a)dg.

40
Na isti nacin, ako bi bila data (g, v)-karakteristika E.P. oblika:
(143) 1=Q(e, @), Y =V(ea),
pri cemu je
(144) U(eg,a) =0
uslov da tzv. ko-energija W. = ge — Wy bude potpuni diferencijal, tj. da bude

odredena samo pocetnim i krajnjim vrednostima promenljivih pristupa, {eg, g}
i{e=2¢é(t), a=a(t)} dao bi

ow! owW!
(145) q= 86 9 71/}* aa 9
odnosno
dqg oY
(146) 0= Be-

Izraz za ko-energiju u funkciji promenljivih pristupa je sada

&(t)
(147) Wile,a) = Wi+ [ Q(e, )de.
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Vezbanje

2.17. Izvesti sve relacije od (137) do (147) za slu¢aj da su poznate dualne karakteris-
tike:

(4, ) — karakteristika: 7 = J(\, )
P =¥\ a), U(h,a) =0,
odnosno (A, 1) — karakteristika: X = A(j,
= \P(]a CM), ‘I’(]O:a) =0

PRIMER 2.12. Posmatrajmo jedan plocasti kondenzator, koji se moze deformisati, ispu-
njen ¢vrstim dielektrikom, SI.2.45. Pretpostavimo da je elektri¢no polje koje stvara
napon e izmedu obloga homogeno, i da se jedna plo¢a moze pomeriti translatorno u
odnosu na drugu. Tada je jac¢ina polja

e >
148 K= . >
( ) ro +x T

e

je zavisnost jacine polja od optereéenja neline- h
arna "
]
]

Yo

(149) K = K,arth L |
q0

gde su K i qo konstante. "
Unosenjem (148) u (149) dobijamo e - karak- ] J I
te— 0 x

Neka je dielektrik izotropan, homogen i neka A non

teristiku kondenzatora

(150) e = E(q,z) = (z0 + z) K, arth 4.
qo

Na osnovu (142) elektrostaticka energija je 51.2.45. Deformabilni kondenzator

q a/q0
(151) Wi(q,z) = Wso + (o + z) K f arth qi dy = Wso + (20 + ) Ksqo f arth zdz
0 0 0
1 a/q0
= Wso + (zo + z)Ksqo (z arth z + 3 In(1— z2))
0
Prema tome,
q g ¢
(152) Ws(q,xz) = Wso + (zo + z) K, (qarth © + ?0 In (1 — q_2)>
0 0

Mehanicka sila koja prouzrokuje prirastaj ove energije, prema (139), je s obzirom
na usvojenu orijentaciju ose x i sile f

_ OWs(g,z) _ q  q ( q2>
(153) f= B = K, qarthq0+21n 1+ =5 ,

dok je elektrostaticka sila koja je uravnotezava fo = —f.
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2.8.2. ELEKTROMEHANICKI ENERGETSKI PRETVARACI

Kod elektromehanickih E.P. promenljive mehanickog pristupa su sila f i
brzina v (ili linijsko pomeranje * = D~'v) za translatorno kretanje, Sl.2.46a,
odnosno obrtni moment 7 i ugaona brzina w (ili ugaono pomeranje § = D~1w)
za rotaciono kretanje, Sl. 2.46b.

Jedan od krajeva mehanickog pristupa oznacen je sa 0 i on predstavlja meha-
nicku (inercijalnu) referencu. Ovaj kraj, naravno, mora biti zajednicki sa refe-
rentnim ¢vorom mehanicke mreze koja je vezana za mehanicki pristup.

Prema prirodi polja sprege elektromehanicki E.P. se dele na elektricne E.P.
¢ije je polje sprege kvazi - elektrostasticko i magnetne E.P. u kojima je polje
sprege kvazi - magnetostaticko.

+J':Dq . +j=Dq T
> —— > ——g
e v=Dux e w=D0O
(a) (b)

S1.2.46. Elektromehanicki E.P.
a) za translatorno kretanje b) za rotaciono kretanje

a) Elektri¢ni E.P.

Prema (143), (g, ) - karakteristika elektricnog E.P. za translatorno kretanje
je

(154) q= Q(é7i'), f: F(évi‘)’ ")

gde smo sve veli¢ine oznacili sa cirkomfleksom da bismo istakli da su to ukupne
trenutne vrednosti, koje ¢emo kasnije razlikovati od njihovih promena u odnosu
na neke fiksirane vrednosti.

Ovu karakteristiku nazva¢emo (q, f) - karakteristikom. Lako je videti da je
ona nelinearna bez obzira na zavisnost optere¢enja od napona.

PRIMER 2.13. Ako je kondenzator na Sl. 2.45. linearan (i stacionaran), tj. ako je

(155) é= O?j:) = % (xo + ),

gde je € - dielektri¢na konstanta a S - povrSina jedne obloge, tada je elektrostaticka
energija

q

~2 ~2
. y _ ¢ 4§
(156&) Ws((Lx) - WSO +/ C(JAZ‘) dy - Ws() + 20(3,\:) s0 + 2 S (x() + l’),

0

*) U slugaju rotacionog kretanja na mesto ovih jednacina imamo § = Q(é, é), 7T ="T(é, é)
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a elektrostaticka ko-energija

é

L U C(z) & é’eS
(1560) Wi(e, &) = Wi +/ C(&)ede = Wi, + % =W + 2w+ )
0
Mehanicka sila pri konstantnom optereéenju je
; OWs(q,2) ¢ dc@) _ ¢

1 = = S

(157a) / 9 2C2(z) di 228’
a mehanicka sila pri konstantnom naponu

5 OW.(é, 1) é? dC(z) é%eS
157b =—-— " = = .
(1570) / 0z 2 A 2(zo+a)

Na osnovu (155) ova dva izraza za silu su jednaka. Oba izraza su kvadratne, dakle
nelinearne, funkcije elektri¢nih promenljivih.

Linearizovanu (q, f) - karakteristiku dobi¢emo ako posmatramo male prome-
ne veli¢ine é i & oko radne tacke (e, zg, ). Razvijanjem (154) u TAYLORov red
i zadrzavanjem samo prvih parcijalnih izvoda dobijamo

Q
o

(158) ¢ = v €+

€o

T
é

pri ¢emu smo sa q, f, e, x oznacili promene veli¢ina ¢, f, é, £ u odnosu na g,

an €0, Lo [QO = Q(607x0)7f0 = F(eo,.’bo)], t.] q= q_QOa = f_f()v €= é_e(h
T =T — Tp.

Parcijalni izvodi u (158) se mogu lako interpretirati kao:

0 0
(159) C;s = acj by = a—g - —o0 = kapacitivnost elektricnog pristupa
é=eo e=0 pri uko¢enom mehanickom pristupu
oF oF
(160) K, = 95 é=e0 = gple=0 = krutost mehanickog pristupa pri
&= z=0 otvorenom elektriénom pristupu *)
0 oF
(161) T, =-— 622 e=co = pgli=e0 = prenosni koeficijent, ili koefici-
& =m0 é=eo jent elektrostaticke sprege
oQ oF
=T oz e=0 T o lz=0
Tz 0 €le= 0

gde jednakost parcijalnih izvoda u (161) sledi iz (146).

*)Podrazumevamo da je elektri¢ni pristup otvoren buduéi da je promena koli¢ine elek-
triciteta jednaka nuli.
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Definicije parametara Cs, K, i Ty omogucavaju i njihovo eksperimentalno
odredivanje.
Sada se linearizovana (g, f) - karakteristika elektricnog E.P. moze pisati

(162) q=Cse—Tiz, f=Tse+ Kz,
a (i, f) - karakteristika
(163) j=0CD, —Tyv, f=Te+ KD ', Y

koja pokazuje da se elektri¢ni E.P. moze predstaviti kao na Sl.2.47a,b, gde T
oznacava “provodnost” elektromehanickog ziratora. Cesto se elektriéni konden-
zator pridodaje elektri¢noj mrezi a element - opruga mehanickoj mrezi. Tada se
elektriéni E.P. predstavlja kao na Sl.2.47c,d.

+ ;j .<_Ts <f +
+x_>_j _._xf +
e Coi T, K, v e = ) (] gxov
— —
(a) (b)
J J
+T> f i ==Tsv
rr Lobqg
| Cs | f'=Tse
(c) (d)

Sl. 2.47. Elektromehanicka mreza elektri¢nog E.P.

PRIMER 2.14. Parametre elektromehanicke mreze elektricnog E.P. iz primera 2.13.
dobijamo iz (155) i (157b)

. eS¢ eS(ente) o i _ eS(eote) 5 g
164 - — — T @ )
Primenom (159), (160) i (161) dobijamo
2 2
(165) .=, k=P _ G g cSe
Zo xg xg Zg

1) Na slican nacin se definide i karakteristika (4,7) za elektromehanicki E.P. za rotaciono
kretanje.
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Vidimo da je elektricna kapacitivnost uvek pozitivna a mehani¢ka krutost uvek
negativna. Ako su parametri ostalih elemenata elektromehani¢ke mreze pozitivni, da
bi mreza bila sastavljena samo od pasivnih elemenata, potrebno je da paralelno sa K
bude element - opruga ¢ija je krutost K., < |K;|. Rezultujuéa elektromehanicka mreza
je tada pasivna.

PRIMER 2.15. (Kondenzatorski mikrofon) Na slici 48 prikazan je kondenzatorski mi-
krofon.

0
70 7 ay Bm/2
——d— B/2
| 7]
) : =
- &~ )
o I |
j % I _II
* - M l B/2
% o ;
é f 4 e %R ";E' 030
K2
T

Y.

Cs, Ts, Ks

G O — el

O e— S —re}

(c)

Sl1.2.48. Kondenzatorski mikrofon a) fizicko predstavljanje
b) model za odredivanje promena veli¢ina c) elektromehani¢ka mreza

Pokretna metalna obloga mase M treperi pod dejstvom sile f (t) akustickog pritiska.
Ovo treperenje menja kapacitivnost kondenzatora sto ima za posledicu protok koli¢ine
elektriciteta u elektricnom kolu, odnosno stvaranje napona é na otporniku R.

Na Sl. 2.48c predstavljena je elektromehanicka mreza za odredivanje promena na-
pona otpornika i brzine odnosno pomeranja obloge. Parametri Cs, Ts i K dati su
u (165), gde namesto zo treba staviti d = rastojanje izmedu plo¢a pod dejstvom
konstantnog napona polarizacije eg, kada na pokretnu oblogu ne deluje nikakva sila,
odnosno kada je v = 0.

Parametri K,, i B predstavljaju krutost obloga i koeficijent priguenja usled trenja
u lezistu.

Jednacine mreze dobijamo kombinujuéi jednacine elektromehanickog E.P. sa ter-
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minalnim jednac¢inama na elektri¢cnom i mehanickom pristupu

(166) j = — % = C.De~Tww, f(t)=f(t)—(MD+B+KnD v =Tiet+K.D v,

odnosno

(167) (CSD+%) e~ Tw=0, T+ (MD+B+KD )= f(t),
gde je

(168) K=K, + K.

Uzimajuéi LAPLACEovu transformaciju pri nula - pocetnim uslovima, dobijamo

X
funkciju mreze —
F

®) X
X (& (3 Css5+ =
as) T =22 YO . i |
F(3) 5F(3) (cs§+ E)(M§2 + B+ K) + T.%8
ili
o
1 s+ RO

(170) T(5) =

M B 1\ oo K B T2\ . K

#+ (3t er)®+ (3 mwie * o) ¥t e
PRIMER 2.16. (Piezoelektricni pretvara¢) Poznato je da se izvesne materije (kvarc,
segnetova so, piezoelektri¢na keramika) pri deformaciji u pravcu kristalografskih osa
naelektriSsu. Ta pojava naziva se direktni piezelektricni efekat. Obratno, ako se ove
materije podvrgnu dejstvu elektri¢nog polja, one se deformisu, i ova pojava se naziva
inverzni piezoelektricni efekat ili elektrostrikcija.

Mada su piezoelektriéni materijali u osnovi raspodeljeni sistemi, pod izvesnim pret-
postavkama oni se mogu tretirati kao diskretni sistemi.

Jedan (diskretni) piezoelektri¢ni pretvarac se na
taj nac¢in moze shvatiti kao jedan elektricni E.P.
Pokazuje se® da za jednu plo¢u debljine d i povrsine
S, S1.2.49, izrazi za parametre Cs, K5, 1 Ts su
&S d d

(171) 05—77 K5:U§, TS:E’

gde je o konstanta elastiCnosti materijala, a e je
jedna piezoelektri¢na konstanta.

Sl. 2.49. Piezoelektri¢éni

Tipi¢ne vrednosti reda veli¢ine za € , o i e za :
kvarc su: 5eo, 13 - 107'2m?/N, 0.2As/m>, a za pretvarag
piezokeramiku: 7000, 16 - 1072 m?/N i 20 As/m” (g9 = dielektricna konstanta slo-
bodnog prostora).

Jednu od najinteresantnijih primena piezoelektri¢ni pretvaraci nalaze u elektri¢nim

filtrima 2.

1. W. P. MASON: Piezoelectric crystale and their application to ultrasonics. Van Nostrand
Co., New York, 1956.

2. G. S. MoscHYyTZ: Inductorless filters: A survey. 1. Electromechanical filters, IEEE
Spectrum, vol. 7, No. 8 August 1970.
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b) Magnetni enetgetski pretvaraé
Ako je poznata (), f) - karakteristika magnetnog E.P. za translatorno kre-
tanje

(172> )‘:A(j’i‘% fA:F(ja:i'L

gde, kao i ranije, sve veli¢ine sa cirkomfleksom oznacavaju ukupne trenutne
vrednosti, tada ako se (172) razvija u TAYLORov red u okolini radne tacke (jo, o)
i zanemaruju visi izvodi od prvog, dobijamo linearizovanu (), 1) - karakteristiku
za male promene u obliku

(173) A=L,j+ Tnx, f=Tnj+ K.

Parametri L,,, K., i T,, su definisani kao

OA oA
(174) Ly = —=|s22, = i|e=0 = induktivnost elektricnog pristupa
975 = Jo Jli=0 pri ukoc¢enom mehanickom pristupu
oF oF
(175) K, 95| =i = ggli=0 = krutost mehanickog pristupa pri
Tli= Tle=o0 kratko - spojenom elektricnom pri-
stuqu)
OA oF
(176) T,, = 95| i=d = prle=w = prenosni koeficijent, ili koefici-
T1E =% % J = o jent elektromagnetske sprege
oA oF
= — =0 = —_— 0
O |3 Zy 93 15-0

Ako u (173) zamenimo e = DA, v = Dz, dobijamo (e, f) - karakteristiku
(177) e = L,Dj+ Tyv, f=-Tnj+ K,D v

Elektromehanicka mreza koja je predstavljena ovom karakteristikom data je
na Sl. 2.50, gde T, oznacava prenosni odnos elektromehanickog idealnog transfor-
matora. 1 ovde se L,, moze pripisati elektricnoj mrezi, a K,, mehani¢koj mrezi,
tako da se magnetni E.P. predstavlja kao elektromehanicki idealni transformator
prenosnog odnosa T}, , Sl. 2.50c.

Na isti nacin se uvode i parametri L,,, K,, i T;, magnetnog E.P. za rotaciono
kretanje, kada je poznata (A, 7) - karakteristika

(178) A=A(,0),  T=T(,0).

2) Podrazumevamo da je elektriéni pristup kratko - spojen buduéi da je promena fluksa
jednaka nuli.
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Linearizovana (j, 7) - karakteristika je ovde oblika

(179) e=L,Dj+ Tw, T=—Tnj+ KnD tw,
gde je
oA oF oA OF
(180) L= —57|0=0> m="27lj=0s Im=—27|j=0=—"F57]6=0"
9j |5 -0 a0 1,-, 20 3-, 97 |5=0
- f J TnL 01 f
J + - +
e gt L.
e Ly Ty K v ® *
 SE—— 3 e é ng v
(a)
i T 2 1 1!
e 3+ (b)
, e =Tmnv
e % E v fl:— m]

(c)
Sl. 2.50. Elektromehanicka mreza magnetnog energetskog pretvaraca

PRIMER 2.16. (Telefonska slusalica)

Y.
g2
[en)

4
T—+—\/\/\/\—>—</> </> BB/2
ey P 1T 5 vl b wfx D,
l €0 > > f B

—
o
s
—
=5
=

J O
~

e(t) el Lm7T7n7 K., \# =] v

()

Sl.2.51. Telefonska slusalica a) fizicko predstavljanje
b) model za odredivanje promena f, 0, ] c) elektromehanicka mreza
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Telefonska slusalica Sl. 2.51a se sastoji od jednog elektromagneta (solenoida) i mem-
brane. Treperenje membrane je izazvano strujom u kolu solenoida. Pobudni napon
é(t) predstavlja zbir napona zvuénog signala e(t) i konstantnog prednapona eg. Pod
pretpostavkom da je e(t) poznato i da su pomeranje membrane x i promena struje j u
odnosu na ustaljenu vrednost jo = eg/R male veli¢ine, mozemo upotrebiti linearizovani
model. Elektromehanicka mreza za ovaj model data je na Sl. 2.51c. Parametri L,,, T,
i K., magnetnog E.P. mogu se odrediti eksperimentalno prema njihovim definicionim
izrazima.

Jednaé¢ine mreze dobijamo ako leve strane u (177) izrazimo pomoc¢u terminalnih
jednacina elektricnog i mehanickog zavrsetka

e't)=e(t)— (L'D+ R)j = LnDj + Trno,

(181) f®)=f—(MD+B+ KD Hv=-T,j+ KD v,

ili

(182) e(t) = (LD + R)j + Trav,  f=—Tmj+ (MD+B+ KD ')u,
gde je

(183) L=L"+ Ly, K=K+ Kn.

Isti model ima i elektromagnetno rele, Sl.2.42a, kao i elektrodinamicki mikrofon
(mikrofon sa kretnim kalemom), Sl.2.42e.

PRIMER 2.17. (Jednosmerna obrtna masina)

Na SI. 2.52. prikazana je jed- +1 >J I; = const
na jednosmerna obrtna masina
¢ije magnetno polje pobude
odrzava konstantna struja Iy R\ w ] To,w
u odvojenom namotaju statora. g A P
Namotaj rotora induktivnosti L €o L3,
i otpornosti R vezan je preko (9/
priklju¢aka 11’ na napon eq. J,
Rotor, momenta inercije .J, i ko-
eficijenta prigusenja B,, vezan
je preko osovine na mehanicko
opterecenje. Na osovini nalazi S
se i mehanicki motor koji je L j R L o1

A3

predstavljen izvorom momenta +]
70. Sa Jm, Bp oznaCeni su

ekvivalentni parametri osovine €o
i optereéenja. Ako elektricna
masina radi kao motor, tada je
70 = 0, a ako radi kao generator, 1/
eop predstavlja napon prijemnika

vezanog izmedu prikljucaka 11’. (b)

011
i
[L
L

N ee—— & —ro IO

Na taj nacin, sistem na
Sl. 2.52. predstavlja jednu elek-
tromehanicku mrezu sa dva
pristupa.

SI1. 2.52. Jednosmerna obrtna magina
a) fizicko predstavljanje
b) elektromehanicka mreza
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Promenljive elektriénog pristupa su ep, j (j = struja u rotoru), a promenljive
mehanickog pristupa 79, w (w = ugaona brzina rotora i osovine).

Indukovana elektromotorna sila u namotaju rotora usled njegovog obrtanja pod
uslovom da je struja j = 0 jednaka je

(184) es = Tmw,

gde je Ty, koeficijent elektromagnetne sprege. U nasem slucaju T, = A - If, gde je A
jedna konstanta koja zavisi od konstrukcije masine.

Prema tome, jednacina elektri¢nog dela sistema je
(185) eo —es = (LD + R) j.

Mehanicki obrtni moment usled medusobnog dejstva struje j i struje Iy pobude,
pri uko¢enom rotoru (w = 0) jednak je

(186) 7o = —Tmj.

Ako sa J i B ozna¢imo rezultujuéi moment inercije i koeficijent prigusenja rotora i
mehanickog optereéenja, tj.

(187) J=Jr+ Jm, B = B; + Bp,
tada je jednacina ravnoteze momenata
(188) 70— 7s = (JD+ B)w.
Iz (184), (185), (186) i (188) dobijamo jednacine elektromehanicke mreze
(189) eo = (LD + R) j + Thhw, 70 = —Tmj+ (JD + B)w.

Ovim jednac¢inama odgovara mreza na Sl. 2.52b.

2.8.3. EKVIVALENTNE MREZE ENERGETSKIH PRETVARACA

Opste jednacine za male promene terminalnih veli¢ina nekog E.P. mogu se
pisati u obliku®.

(190) e = Hy1(D)j + Hi2(D)yp, Y = H1(D) j + Haa (D),

gde su e, j promenljive na elektri¢cnom pristupu, ¢, ¥ korespondentne promenljive
na pristupu druge fizicke prirode SI. 2.43, a koeficijenti H;;(D) su oblika a, b-D
ili ¢-D™!, gde su a, b, ¢ konstantne.

Na primer, kod magnetnog E.P. ¢ = v, v = f, H11(D) = L;D, H12(D) =
—H21(D) =T, HQQ(D) = KmDil (Vldetl (177))

Sistem (190) je samo jedan od ukupno 6 razli¢itih moguénih nacina pisanja
relacija izmedu terminalnih promenljivih e, j, ¢, 1. Buduéi da E.P. predstavlja

10vo je jedan od moguéih 6 oblika pisanja sistema jednacina. Diskusija koja sleduje,
medutim, nece zavisiti od forme u kojoj se piSu sistemi jednacina.
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mrezu sa dva pristupa koji su razli¢ite fizicke prirode, iskrsava pitanje njegovog
modelovanja mrezom sa dva pristupa koji su iste fizicke prirode, na primer elek-
triéne.

Pri modelovanju E.P. elektricnom mrezom sa dva pristupa M, zahtevacemo
da terminalne promenljive na elektri¢noj strani E.P. budu jednake odgovaraju-
¢im promenljivima na jednom pristupu (na primer pristupu 1) elektriéne mreze
M, tj.

(191) e=u, J =11,

a isto tako zahteva¢emo da trenutna snaga na drugom pristupu obe mreze budu
jednake, tj.

(192) PP = ugis.

Ako su uslovi (191) i (192) zadovoljeni, kaza¢emo da je elektricna mreza sa
dva para krajeva M ekvivalentna E.P. (S1. 2.53a).

P i1
A_J: tl_F
- b

+F>L ﬁiz +
e E.P u
Lo -

(a) (b)
Sl. 2.53. Ekvivalentna mreza E.P.

Jasno je da iz (191) i (192) sledi da E.P. i njegova ekvivalentna elektri¢na
mreza M imaju istu trenutnu snagu p

(193) p=ej+ p = uri; + ugis.

Prouci¢emo sada karakter ekvivalentne mreze M za jedan E.P. ¢ije su opste
jednacine (190).
Ocigledno je da se uslovu (192) moze zadovoljiti na dva moguéna nacina

1
(194> @Y = Mmuz, ,(/]: _i2a
m

gde je m dimenzioni faktor za promenljivu ¢, ili

1
(195) P =12 ¥ = kuo,

gde je k dimenzioni faktor za promenljivu .
Relacije (194) transformisu promenljive ¢, 1 u m-analogne elektriéne pro-
menljive, a relacije (195) transformisu promenljive ¢, ¥ u k-analogne elektricne
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promenljive. Priovim transformacijama trenutna snaga E.P. ostaje invarijantna.
Ove relacije se nazivaju m-analogna transformacija odnosno k-analogna trans-
formacija.

a) m-analogna transformacija
Ako (191) i (194) unesemo u (190) i dobijene jednacine sredimo dobi¢emo

His(D)Hsy(D)] . 1 Hiao(D) |
Hys(D) 1T He(D)
1

Uy = H11D) —
(196)

mHgg(D) ht m2H22(D) ‘2

(Posto su po pretpostavci operatori H;;(D) oblika, a, b-D i ¢-D™!, svaki inverzni

operator, pa i je dobro definisan, tj. ima smisla).

Hy»(D)
Jednacine (196) predstavljaju z-sistem u vremenskom domenu mreze M

(197) Uy = le(D) 11 + Z12(D) 12, Ug = Zgl(D) 11+ ZQQ(D) 9.

1 1
H11(D) — Tiaa (D) (H21(D) + E)
il i2
7mH21 (D) +1 i
1 m2Hy(D)
m2Haz (D)
(a) (b)

Sl. 2.54. Ekvivalentna T - mreze E.P.
a) Opsti slucaj b) Uproséena mreza pri m = 1/Ho

Korespondentna ekvivalentna T-mreza, prikazana je na Sl. 2.54a. U opStem
slucaju to je aktivna i nereciprotna mreza koja sadrzi jedan SKNI. Operatorske
impedanse ove mreze su

Z{(D) = 211(D) — 215(D) = Hy; (D) — g;zg [Hgl(D) + i} ,

1 1
Z{(D) = 222(D) = 212(D) = ———< | — — Hi2(D)|,
(198) . mHa (D) {m ]
20 = D)

_ Hy1(D) + Hi2(D)

Zm(D) = 221(D) — 212(D) = mHao (D)
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Kako su kod svih E.P. operatori H12(D) i Ha21(D) konstantni, tj. nezavisni od
D, moze se uvek m odabrati tako da bude jednak reciprotnoj vrednosti jednog
od njih ¢ime se ekvivalentna T-mreza znatno uproscava. Na Sl. 2.54b prikazana
je uproséena T-mrezZa za slucaj kada je m = 1/Hys.

Kako je Hgl(D> = —H12<D) =
T, = 1/m (slucaj elektricnog E.P.
(videti (163)), tada je z12(D) =
291(D) pa je elektricna mreza re- Z2(D)=H1.1(D) 1+
ciproéna. U ekvivalentnoj T-mre-
zi SKNI je kratko - spojen. Kaze-
mo da je i ekvivalentni E.P. koji
je predstavljen ovom mrezom reci-
procan. Magnetni E.P. je primer T
reciproénog E.P. (pri m-analog- ‘

noj transformaciji). Kako je jos ) » 3
Hy5(D) = Hy, = konstantna, elek- Sl. 2.55. Ekvwa.dentna up.roscena mrez.a
recipro¢nih E.P. pri m-analognoj
transformaciji i m = 1/Hs.

Y2(D)= Uz
m?2 Hoy (D)

tricna mreza dobija prosti izgled
prikazan na Sl. 2.55.
b) k-analogna transformacija
Unosenjem (191) i (195) u (190) i preuredivanjem rezultujuéih jednacina,
z-sistem postaje
. 1 . 1 , 1
(199) w =H11(D)Z1+EH12(D)Z2, up = EHQI(D)ZH_W
Na isti na¢in mozemo dobiti i ostalih 5 sistema (y-, h-, k-, a-, b-sistem).
1
T k2

HQQ(D) ig.

(200) le(D) = Hll(D), ZQQ(D) HQQ(D), m = —.

i m:1 Z»(D) is i1 Z11(D) m:1 is

(a) (b)

S1.2.56. Ekvivalentna T' - mreza recipro¢nih E.P. pri k-analognoj transformaciji
a) Slucaj elektri¢nog E.P. b) Slu¢aj magnetnog E.P.

Kako je Hi2(D) = —H21(D) = —Ha = const, tada je Z12(D) = —Z51(D) =

e - const, pa se ekvivalentna mreza moze predstaviti kao na Sl. 2.56,

gde r predstavlja otpornost idealnog ziratora.
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HQI
r=—
i k 19
+9 Z1(D) - Z2(D) P
Z1(D) = Hi1(D = i
i 1( ) 11( ) > ( ZQ(D) = 52 HQQ(D) Uz
(a)
Hyo
p = 2112
i k 79
1y Z1(D) - Z5(D) +
~ 1
! Z1(D) = H11(D) ) ( Z3(D) = 2 Ha2(D) s

(b)

Sl. 2.57. Ekvivalentna mreza E.P. pri k-analognoj transformaciji
(slucaj Hi2 = —Ha21 = const)
a) Slucaj elektricnog E.P. b) Slu¢aj magnetnog E.P.

2.8.4. EKVIVALENTNE MREZE ELEKTROMEHANICKIH
SISTEMA

Ako elektromehanicki sistem ima jedan elektriéni i jedan mehanicki pristup,
tada posto se napisu jednacine u LAPLACEovoj transformaciji i eliminisu sve

promenljive osim terminalnih, dobija se sistem jednacina istog oblika kao (190)
E(38) = Hi(3)J(3) + Hi2(5)9(3),

(201) . . . . .
W(5) = Ha1(8)J(8) + Haz(5)2(5),

gde su sada koeficijenti FIZ](E) u opstem slucaju racionalne funkcije promen-
ljive s.

Posle uvodenja m- ili k-transformacije, (194) ili (195), one dobijaju ob-
lik (196) ili (200), gde na mestu trenutnih vrednosti i operatora H,;(D) stoje
LAPLACEove transformacije (kompleksni likovi) i koeficijenti H;;(5). Cela dis-
kusija u vezi sa ekvivalentnom elektricnom mrezom za E.P. se u potpunosti
proSiruje i na elektromehanicke mreze.

U rezimeu istaknimo vaznije elektri¢ne osobine E.P. i elektromehanickih
mreza.

1) Vid upotrebljene analogne transformacije (m- ili k-tipa) elektromehanicke
mreze odreduje da li ¢ée ekvivalentna mreza sa dva pristupa biti recipro¢na ili



88 Mirko Milié: Elektriéno modelovanje fizickih procesa

ne. Pri m-transformaciji ekvivalentna elektri¢na mreza sa dva pristupa za neku
elektromehanicku mrezu koja sadrzi dvokrajne elemente i jedan E.P. uvek je
recipro¢na. Medutim pri k - transformaciji, i ekvivalentna elektricna mreza sa
dva pristupa za elektromehanicku mrezu koja sadrzi dvokrajne elemente i jedan
E.P. uvek je nerecipro¢na.

Prema tome, govoriti o nekom E.P. ili o nekoj elektromehani¢koj mrezi kao
o reciprotnim mrezama ima smisla samo ako se specificira tip analogne trans-
formacije terminalnih promenljivih.

Karakter recipro¢nosti elektromehanickih mreza je shematski prikazan

TABLICA 2

Reciprocnost elektromehanickih mreza

Analogna. . Reciprocnost
transformacija
m — +
L — —

2) Bez obzira na reciprocnost, u opstem sluc¢aju, sve elektromehanicke mreze
su potencijalno aktivne. To zna¢i da one nisu pasivne za sve moguéne vrednosti
parametara elemenata. Kao $to je poznato, jedna mreza sa dva pristupa je
pasivna ako je energija koja se dovodi preko pristupa u vremenskom intervalu
(—OO, t)

t

(202) W(t)= [ (e(r)i(r) + @(r)e(r)) dr

— 00

nenegativna za svako t i za sve vrednosti terminalnih promenljivih koje zadovolja-
vaju terminalne jednacine (190).

Moze se dokazati da je mreza sastavljena samo od pasivnih elemenata (poz-
itivnih RLC - elemenata, idealnih transformatora i rezistivnih ziratora) i sama
pasivna.

3) Na ekvivalentne mreze elektromehanickih sistema mogu se primeniti sve
teoreme analize elektricnih mreza: THEVENIN-NORTONova teorema, teorema
superpozicije, teorema o varijaciji parametara i dr. U ustaljenom prostope-
riodi¢nom rezimu poseban znacaj ima teorema o prenosu maksimalne snage.
Naime, u praksi se vrlo ¢esto postavlja problem da se izmedu dva podsis-
tema razlicite fizicke prirode, Sl.2.41, umetne jedan energetski pretvarac koji
¢e omoguditi da aktivna snaga koja se predaje iz jednog podsistema u drugi
bude maksimalna. Pri tome ovaj uslov mora biti ostvaren ne samo za jednu
ucestanost, ve¢ za jedan Siri opseg ucestanosti.
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Problem optimiziranja sistema sa gledista prenosa maksimalne snage u Sirem

opsegu ucestanosti ima veliki prakti¢éni znacaj.?) 3):4)

PRIMER 2.18. Odrediti ekvivalentne mreze za kondenzatorski mikrofon, Sl.2.48.

Ako za terminalne promenljive uzmemo (e, j) na elektricnom pristupu i (f,v) na
mehanickom pristupu, prema (166) mozemo pisati

(203) j = CsDe — Ty, =T+ (MD+ B+ K,D ")

Uvodenjem m-analogne transformacije

7 =11, e =ui,
(204) 1
f=—1ia, V= mus
m

jednacine (204) postaju

il = CSDul — mTSUQ,
(205)
1o = mTsu; + (m2MD +m2B + mQKTDfl) Uz,

iz Cega se zakljucuje da se ekvivalentna mreza moze predstaviti kao na Sl. 2.58. Ona je
uvek pasivna.

ih=7 g=mT; ia=mf

-~ C1=0C,
D e -~ 34 !
ngmQM
R% ur=e = ( Cy == GQ% L2§u2:V/m G2:mQB
1
Lo = ——
2 m2Kt

Sl.2.58. Ekvivalentna mreza (m-analogna transformacija) za kondenzatorski
mikrofon na Sl. 2.48.

Pri k-analognoj transformaciji

j = il, € =1ui,
(206) . s
f = kus, V= % 12
jednacine (204) dobijaju oblik
il = CSDul —_ % iz,
200 up = Ly, +(MD+§+&D*1)¢
T T2 k22 >

2. D. C. Youra: A new theory of broadband matching. IEEE Trans. on Circuit Theory, vol.
CT-11, no. 1, pp. 30-49, 1964.

3. M. R. WOHLERS: On gain-bandwidth limitation for physically realizable systems. IEEE
Trans. on Circuit Theory. vol. CT-12, no. 3, pp. 329-333, 1965.

4. WAI - KA1 CHEN: Theory and Design of Broadband Matching Networks. Pergamon Press.
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Ekvivalentna mreza koja odgovara ovim jedna¢inama prikazana je na Sl. 2.59a.
Radi jednostavnosti pretpostavljeno je da su svi dimenzioni faktori jednaki 1.

k c
i1 T 1 L Ry 2 jo=kv
" . M B
Lo =—; R —;
. . 2T T 2
R% Ul =, % UQ:f/k‘ k2
Cy= 2
K
(a)
i 1 Gy R Lo 1o
e 1, L_L(_E>
C1 Cs k
1 T T K,
R% U1 = (. Uz — s (_S_ ) -r
l ’ Ca  kCs \k >
kCs B
: Cs=Frife=igile= 15
(b)
1 L2 R2 02 iQITSV
+ + B M . B B
Ly = T2’ Ry = T2
R% Ul == Cs u:f/Ts 7;2 ’
Oy = =2
K,

Sl. 2.59. Ekvivalentne mreze (k-analogna transformacija)
za kondenzatorski mikrofon na Sl. 2.48

Ako se (207) napiSe u obliku
1

) UIZCS—DZl‘th
(209 wr = 2yt (TSQ Jr&)iJrMDJrE i
T kC,D ! k2C,  k2)D ' k2 k2|

Ts .. .
odnosno posle oduzimanja i dodavanja desnoj strani prve jednacine 0D -1 1 desnoj
S

. . i Ts . ..
strani druge jednacine ——— i2 dobija se

kC,D
_(L_£)l'+_Ts (+)
) “=\e, T ke, ) D" T ke,D TR
209 ws = 2 iy +ia) + (TE - L +&)1+MD+E i
T kDT k2C,  kC, ' k2)D k2 k2|
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Ovim jednacinama odgovara T' - ekvivalentna mreza data na Sl. 59b. Isti rezultat se
dobija koriséenjem formula (200).

Primeti¢emo da ako je K, > 0, mreza sa idealnim transformatorom je uvek pa-
sivna. Medutim, 7" - mreza pod ovim uslovom ¢e takode biti pasivna (zasto?) ali ka-
pacitivnosti kondenzatora mogu biti negativne. Da bi one bile nenegativne, potrebno
je da budu zadovoljeni uslovi

(210) 0<T. <k  Ki> (1 _ 2) KT

k) Cs’

Ako se usvoji k = T, ekvivalentna mreza izgleda kao na Sl. 2.59c¢ i ona je pasivna ako
je K, > 0.

PRIMER 2.19. Odrediti ekvivalentnu mrezu pri m-analognoj transformaciji za jednos-
mernu obrtnu masinu na Sl. 2.52. Pod pretpostavkom da masina radi kao generator,
odrediti THEVENINovo ekvivalentno kolo ako je 70(t) = To = const i svi pocetni uslovi
su jednaki nuli.

U ovom slucaju m-analogna transformacija je

j :i1, € = Ui,
(211)

To = — 12, W = Mmus.
m

Ako se ove jednac¢ine unesu u (189) dobija se

U = (LD + R) 1+ meUQ,
(212)
io = —mITmi1 + (m2JD + m2B) u2

Ako se usvoji m = 1/T,,, tada je na osnovu Sl. 2.55. ekvivalentna mreza predstav-
ljena na Sl. 2.60.

. 1
. 12 = — T{
21 Tm 0
/N0 - T
Ul = % u2 :me
J B
cazloom[ |

S1.2.60. Ekvivalentna mreza (m-analogna transformacija)
za obrtnu masinu na SI. 2.52.

THEVENINovo ekvivalentno kolo ¢emo dobiti ako drugi pristup zatvorimo strujnim
izvorom ¢ija je struja i = T, -70- h(t). Posle transformacije strujnog izvora u naponski
izvor, THEVENINovo kolo u § i t-domenu gledano sa priklju¢aka masine kada ona radi
kao generator, prikazano je na Sl. 2.61.
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Jis) R L i R L
AT
+ +T A 059
o(s) J %G—Tn? €o § %G—Tw?
C:T_W% l C:T—"%
N b /AR
0+ +
(a) (b)
o 12(8) 10T ~ CoTp —Bt)J
VO =g5v 6 = 505+ B ug(t) = =5 (1= ) bt

Sl.2.61. THEVENINovo ekvivalentno kolo za mrezu na Sl. 2.60.
zatvorenu strujnim izvorom
a) Kolo u § - domenu b) Kolo u t-domenu

Vezbanja

2.18. Izvesti ekvivalentnu mrezu pri k-analognoj transformaciji za obrtnu masinu na
Sl. 2.52.

2.19. Odrediti m - i k - ekvivalentne mreze za elektromehanicki zirator i elektrome-
hanic¢ki idealni transformator.

2.20. Jednacine jedne elektromehanicke mreze su

_Qo . 4

‘Tt ip LO) R
2 Qo + VWV
f=WMD"+K)z — = q.
eS
Odrediti sve ekvivalentne elek- <> Uy (t) G% Ue ==0C(0)
tricne mreZe.
2.21. Jedan elektromehanicki E.P. je

predstavljen kolom na S1.2.61.1, gde
je 0 ugao obrtanja. Izvesti jednacine
stanja.

SL.2.61,1

2.22 Na slici 2.61.2. predstavljen je fotoelektricni E.P. Karakteristika fotocelije je
j =5 gde je ¢ osvetljenost, a S konstanta. Parametri elektromagneta su L., Kpn,
iTp,. Izvesti R.U.I. A(D)x = B(D)p za pomeranje igle indikatora.
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S
I
::.
g
Y

R% U1 U2

ALY

A A AN NNAA

SL.61,2
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3. ANALOGNE MREZE RASPODELJENIH
FIZICKIH SISTEMA

Osnovna odlika diskretnih fizickih sistema jeste nezavisnost promenljivih koje
karakterisu sistem od prostornih koordinata. U izvesnom smislu ovi sistemi se
mogu shvatiti kao lokalna aproksimacija nekih kontinualnih sredina odnosno
fizickih polja ¢ije promenljive, pored moguéne zavisnosti od vremena, menjaju
se od tacke do tacke prostora. Za razliku od diskretnih sistema koji su opisani
obi¢nim diferencijalnim ili algebarskim jednacinama, raspodeljeni sistemi su
uvek opisani parcijalnim diferencijalnim jedna¢inama.

Parcijalne diferencijalne jednacine opisuju najraznovrsnije fizicke procese kao
sto su vibracije membrana, strujanje fluida u raznim sredinama, kretanje cestica
u elektricnom i magnetskom polju, raspodela Supljina i elektrona u poluprovod-
nim materijalima, elektromagnetsko zracenje, raspodela temperatura, difuzija
Cestica, i dr.

Fizicke promenljive koje se javljaju u ovim jedna¢inama su strujne (redne)
ili naponske (otoéne). Njihova priroda je posebno jasna u poljima koja se
izvode iz skalarnog potencijala. U ovim poljima je skalarni potencijal naponska
promenljiva, dok su strujne promenljive komponente vektora koji karakterise
polje i one se dobijaju kao parcijalni izvodi (gradijent) skalarnog potencijala.
Na primer, komponente vektora jacine elektricnog polja u provodnoj sredini su
strujne promenljive, a sam vektor jacine elektri¢nog polja jednak je negativnom
gradijentu elektri¢nog potencijala-naponske promenljive.

Za razliku od diskretnih sistema, u kojima je svaki element mreze sediste
samo jedne odredene vrste akumulativne energije - potencijalne ili kineticke -
odnosno disipativne energije, kod raspodeljenih sistema svaki elementarni deli¢
prostora u kojem deluje neko fizicko polje sadrzi obe vrste akumulativne ener-
gije, a isto tako i disipira energiju. Parametri koji karakterisu ove vrste energije
u ovom elementarnom delu prostora su iste prirode kao induktivnost, kapaci-
tivnost i otpornost i pomod¢u njih se izrazavaju relacije izmedu strujnih i napon-
skih promenljivih i njihovih parcijalnih izvoda po prostornim koordinatama i
vremenu. Kao i kod diskretnih sistema, odsustvo neke od energija vodi do upro-
S¢avanja karakterisanja raspodeljenih sistema.

3.1. OPSTA KARAKTERISTIKA PARCIJALNIH
DIFERENCIJALNIH JEDNACINA

Mnogi fizicki procesi u raspodeljenim sistemima mogu se karakterisati line-
arnim parcijalnim diferencijalnim jednacinama drugog reda opSteg oblika

0% 0% 0% 0% 0% 0%
A—+B— —+D E F
ox? + Oy? +c 072 * Oxdy * 0z0x + Oyoz

o o O Dy 0%
AN Y s N S g S kI Y
TG TG, T, I R g g M e

(1)
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gde koeficijenti A, B, ..., M mogu biti funkcije od prostornih koordinata x,y, z i
vremena t. Raspodeljeni sistemi kod kojih su ovi koeficijenti (osim J) nezavisni
od t nazivaju se linearni i stacionarni, a oni kod kojih oni zavise od t - linearni
1 nestacionarni.

Poznato je da parcijalnu diferencijalnu jednacinu u opstem slucaju zadovol-
java beskonatno mnogo resenja p(x,y,z,t). Na primer, svaka funkcija oblika
olx,t) = o1(x — ct) + pa(z + ct), gde su @1 i s proizvoljne dva puta di-
ferencijabilne funkcije zadovoljava tzv. jednodimenzionalnu talasnu jednacinu
0%p ! 0%
0x2 2 o2’

Za resavanje fizickog problema koji dovodi do neke parcijalne diferencijalne
jednacine potrebno je zadovoljiti izvesne grani¢ne i pocetne uslove koji se jednim
imenom nazivaju pridruzeni uslovi. Oni zavise od konkretnog fizickog problema
odnosno od oblika parcijalne diferencijalne jedna¢ine. Granicni uslovi se odnose
na fiksne koordinate sistema, obi¢no na rubu polja, dok se pocetni uslovi odnose
na pocetni trenutak. Zavisnost pridrt;ienih uslzova od oblika jednacine moze
nam ilustrovati primer jednacine A% + B Z—yf = 0. Ako su A i B istog
znaka, tada ova jednacina zahteva poznavanje funkcije ¢(z,y) u svim graniénim
tackama neke oblasti. Medutim, ako su A i B suprotnog znaka priroda resenja
je drugacija i poznavanje vrednosti funkcije ¢(x,y) na rubu oblasti ne dovodi ni
do kakvog resenja jednacine.

Za opste jednacine (1) izdvojiéemo tri osnovna tipa koji su od posebnog
znacaja. Takode ¢emo definisati i pridruzene uslove za svaki tip jednacine.
Podela jednacine na tri osnovna tipa je u tesnoj vezi sa vrstama energije koje su
vezane za sistem, odnosno sa ¢injenicom $to su sa gledista modelovanja metode
razli¢ite za svaku grupu.

a) Jednacine eliptickog tipa
To su jednacine oblika

Py %0 %

(la) 22 T a2 @ZJ(%%ZJ%
ili
gde je
9?2 0?2 0?2
2) vie 2 2 P

LAPLACEov operator u Dekartovim koordinatama. Jednagina (1) se esto naziva
Poisson-ova jednacina. Ako je J(z,y,z,t) = 0 za svako x, y, z iz oblasti gde
ona vazi i za svako ¢, jednacina (1) dobija oblik

(3) V3o =0
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i naziva se Laplace-ova jednacina.

LAPLACEovom jednacinom se opisuju staticka potencijalna polja i polja pri
stacionarnim procesima u skoro svim oblastima prirodnih nauka i tehnike. Pro-
menljiva u jednacini (3) ili (1) je potencijal polja. Primeri takvih polja su: elek-
trostaticko i magnetsko polje permanentnih magneta, elektri¢no polje provodne
sredine, gravitaciono polje, staticka polja naprezanja membrana zanemarljive
mase, bezvrtlozna polja nestisljivih fluida zanemarljive viskoznosti, staticka ili
stacionarna temperaturna polja, i dr. Sva ova polja imaju jednu jedinu vrstu
energije (akumulativou ili disipativnu) €iji izvori su rasporedeni na granici sa-
mog polja.

Polja koja su karakterisana P0O1sSsONovom jednacinom su iste prirode kao i
polja opisana LAPLACEovom jednacinom. Jedina je razlika u tome Sto pored
izvora na granici polja, postoje jos i izvori rasporedeni u samom polju. Ovi
izvori su karakterisani desnom stranom jednacine (1).

Prema tome, pridruzeni uslovi i za LAPLACEovu i za POISSONovu jednacinu
su samo granicni uslovi koji se u najopstijem slucaju mogu dati u obliku

¢

4 K K.
4) 191 + Qan

= F(z,y,2).
r

U ovoj jednacini ¢r oznacava vrednost resenja o(z,y, z) na granici oblasti u

0
kojoj se nalazi polje, a—@ oznacava vrednost normalnog izvoda (gradijenta), tj.
nir

izvoda u smislu normale na granici oblasti, F(x,y, z) je poznata funkcija, a K;
i K5 su konstante od kojih je bar jedna razli¢ita od nule. U posebnom slucaju,
kada je K1 = 11 K9 = 0, grani¢ni problem se naziva Dirichlet-ov, ili grani¢ni
problem prve vrste. Kada je K1 = 0 i Ky = 1 imamo Neumann-ov grani¢ni
problem, ili graniéni problem druge vrste, a kada je K1 # 01 Ko # 0 imamo
mesoviti granic¢ni problem, ili grani¢ni problem trece vrste.

Za svaku koordinatu broj grani¢nih uslova mora biti jednak 2, tako da je za
prostorne sisteme on jednak 6, za planarne 4, a za linijske 2.

Dokazuje se da je za dati problem resenje ¢(x, y, z), koje zadovoljava grani¢ne
uslove, jedinstveno.

PRIMER 3.1. Posmatrajmo pravougaonu metalnu homogenu plo¢u na Sl. 3.1. Jacina
elektri¢nog polja K i potencijal p(z,y) neke tacke ploce vezani su relacijom

—

(5a) K = —gradyp = =V,
odnosno
Op Op Op
b Kzzfiy Kzfia KZ:ii?
(58) ox Y dy 0z

a gustina struje JiK relacijom
(6) J =0k,

gde je o specifiéna provodnost ploce.
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Kako je

(7) divJ =0,
odnosno

(8) divKk — VK =0,
dobijamo

(9) divgrad p = Vp = 0,
ili

o ¢

1 — 4+ —= =0.

(10) 92 + 2 0
Yy

d1 dl

Sl. 3.1. Metalna ploca

Ako potencijal ¢(z,y) merimo u odnosu na srediste O baterije, tada su graniéni
uslovi

(L1a) w(—dl,y){‘y‘gdg =B, (1) “O(dl’y)’\y\sczg =-5

za vertikalne strane ploce, a za horizontalne strane

0 7]
(120) 22 =0, (12 2 =0.
Y | e1<ay Y | w1
y=—dg y=dg
Uslovi (12) proisticu iz ¢injenice $to nema odvodenja struje kroz horizontalne strane
ploce.
Posto se iz datih grani¢nih uslova (11) i (12) odredi potencijal p(z,y), jac¢ina elek-
tricnog polja i gustina struje se odreduju iz (5) i (6).

Na isti nac¢in se daju i granicni uslovi za trodimenzionalna polja.
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b) Jednaéine paraboliénog tipa

Glavna odlika jednacina paraboli¢nog tipa jeste $to se u njima pored drugih
parcijalnih izvoda po prostornim koordinatama uwvek javlja i prvi parcijalni izvod
po vremenu.

Osnovna jednacina paraboli¢nog tipa je

¢
13 Vip=K—_
(13) @ 5
i ona je poznata pod nazivom Fourier-ova jednacina, jednacina prenosenja top-
lote ili difuziona jednadcina.

Granic¢ni uslovi za ovu jednacinu su istog oblika kao za elipticku jednacinu,
tj.

0
(14) K1<PF+K2—<'D = F(x,y,2,1).
on |p

Za odredivanje jedinstvenog resenja ¢(z,y, z,t) jednagine potrebno je pored
grani¢nih uslova raspolagati jo§ i po¢etnim uslovom

(15) o(z,9,2,0) = G(x,y, 2),

gde je G(z,y,z) neka poznata funkcija koordinata koja karakterise raspodelu
potencijala ¢ u pocetnom trenutku ¢ = 0.

Polja koja su opisana jednac¢inom paraboli¢nog tipa sadrze dve vrste energije.
Jedna je akumulativna (potencijalna ili kineticka) a druga je disipativna.

Jednacinom (13) se opisuju mnogi fizicki procesi u kojima se akumulirana
energija ne menja kao kod LAPLACEove jednacine, ve¢ usporeno usled prisutne
disipacije.

Pri razmatranju tehnickih procesa, jednac¢inom (13) se opisuje raspodela tem-
perature u toplotnom polju pri datoj temperaturi, odnosno njenog gradijenta na
granici polja i pri datoj raspodeli temperature u trenutku ¢ = 0.

PRIMER 3.2. Temperatura 6(z,t) na nekom mestu z (0 < = < d), i u trenutku ¢
pri prenosenju toplote duz tankog homogenog Stapa duzine d koji je po svojoj duzini
termicki izolovan, resenje je jednodimenzionalne paraboli¢ne jednacine

%6 tol7}

gde je K konstanta koja zavisi od fizickih osobina Stapa.
Pored pocetne raspodele temperature

(17) 0(z,0) = G(x),

moramo poznavati jos i dva grani¢na uslova.
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S obzirom na prirodu problema, oni mogu biti dati u ova tri oblika:
a) Jedan kraj Stapa, na primer z = d, odrzava se na datoj temperaturi f(t), tj.

(18) 0(d,t) = f(t).

b) Kraj Stapa = d je termicki izolovan, tj. ne postoji odvod toplote u okolnu
sredinu

a9

(19)
x=d
t>0

¢) Na jednom kraju Stapa odvodi se toplota u okolnu sredinu ¢ija se temperatura
menja po datom zakonu

(20) K20(d, 1) + K5 22

| =FW.

x=d
t>0

Istom jednacinom (16) se opisuje raspodela napona ili struje duz jednog homogenog
RC-voda. U ovom slucaju K = rc, gde je r poduzna otpornost a ¢ poduzna kapaci-
tivnost voda.

Vezbanje
3.1. Pokazati §ta izrazavaju pridruzeni uslovi (17), (18), (19) i (20) u slu¢aju ho-
mogenog RC-voda kada je 6 napon.

Istom jednacinom (16) se opisuje i koncentracija nekog fluida pri difuz-
iji (raznoSenju) u nekom drugom nepokretnom fluidu (na primer koncentracija
ugljen-monoksida u zatvorenim prostorijama).

U slucaju kada polje nije homogeno i sadrzi unutrasnje izvore, difuziona
jednacina je opstijeg oblika

0
(21) V2o = K(r,y,21) S5 + J(@..2,1).

U posebnom sluc¢aju kada je proces statican ili stacionaran, (21) se svodi na
PoissoNovu jednacinu (1).

Procesi difuzije ¢estica u pokretnim sredinama (tzv. procesi turbulentne di-
fuzije) su slozZeniji od obiéne molekularne difuzije. Ovi procesi su opisani modi-
fikovanom difuzionom jednac¢inom

dp 9o . 0p ¢
22 Vio+G -+ H--+1-=K-".
(22) PG T T el ot

Ovom jednacinom se opisuje, na primer, gustina zagadenosti vazduha, pri

cemu funkcije G, H, I zavise od brzine vetra.

c) Jednaéine hiperbolickog tipa

U ovim jednac¢inama, pored drugih parcijalnih izvoda po prostornim koor-
dionatama, uvek je prisutan i drugi parcijalni izvod po vremenu.
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Tipi¢na jednac¢ina hiperbolickog tipa jeste talasna jednacina koja opisuje
prostiranje talasa u nedisperzionim sredinama (sredinama bez disipacije koje
sadrze dve vrste akumulativne energije)

1 9%
23 Vip= = —,
(23) Y=3 o
gde je ¢ brzina prostiranja.

Granicni uslovi za resenje ¢(z,y, z,t) su isti kao za paraboliénu jednac¢inu,
(14), medutim, pocetni uslovi su ovde oblika

(240‘) go(x,y,zg()) = G1($7y,2)7
dp

(24b) . = Gg(x,y,z).
at t=0

U dvodimenzionalnom sluc¢aju talasna jednacina

o 0% 1 0p?
2 D T it
(25) Ox? + oyz 2 ot?

opisuje, na primer, oscilacije membrana, a u jednodimenzionalnom sluc¢aju

2 2
(26) Po 1
ox% 2 o2
oscilacije konzola, raspodelu napona i struje u vodovima bez gubitaka, prosti-
ranje elektromagnetnih talasa u slobodnom prostoru, i dr.
U slucaju disperzionih sredina, u kojima postoji disipacija energije, talasna
jednacina je opsteg oblika

Op . P

27 Vie=J+K-—2+L—L+ Mep.

27) v at o THY
PRIMER 3.3. Slobodno treperenje homogene %)
zice duzine d, Sl.3.2, opisano je talasnom
jednacinom (26), gde je ¢(z,t) pomeranje

. . . W(xa tl)
tacke sa apscisom z u trenutku ¢, a ¢ je kon-
stanta koja zavisi od materijala. o(x,t2)
Pocetni uslovi 0 -
(28&) (10('7:7 O) =Gy ($)7 d
SL. 3.2. Zica koja treperi
(28b) 6—('0 = G2(x2)
ot —o

predstavljaju oblik Zice i raspodelu brzina njenih tacaka u trenutku ¢ = 0.
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Moguéni granic¢ni uslovi su ovde:

a) jedan ili oba kraja zice su kruto uévrséeni
(200)  (0,)=0,  (200)  (d,t) =0;
b) jedan kraj zice je slobodan

—0, (3 2

Oy
(30a) = . B

Ox =0

z=d

¢) jedan ili oba kraja su elasti¢no uévrséeni

(31a) ¢

e —ap(0,t) =0, ili (31b)

x=0

—ap(d,t) =0.

r=d

g
ox

3.2. DISKRETIZACIJA JEDNACINA RASPODE-
LJENIH SISTEMA

Jedan od najpoznatijih metoda pribliznog reSavanja parcijalnih diferenci-
jalnih jednacina jeste metoda diskretizacije pomocu konacénih razlika. SuStina
metode se sastoji u zameni parcijalnih izvoda po prostornim koordinatama
koli¢nicima konacnih prirastaja. Na ovaj nacin se parcijalne diferencijalne jed-
nacine za staticke sisteme zamenjuju algebarskim jednac¢inama konaé¢nih razlika
(diferencnim jednacinama), a ove za dinamicke sisteme diferencno-(obi¢nim)
diferencijalnim jednac¢inama. Ukoliko se i parcijalni izvodi po koordinatama
diskretizuju, sve jednacine su diferencne. Takve jednacine se najcesée mogu
resiti rekurentnim postupcima.

U fizickom pogledu, aproksimacija parcijalnih diferencijalnih jedna¢ina di-
ferencno-obi¢nim diferencijalnim jedna¢inama znaci zamenu prostorno-raspode-
ljenog sistema jednim prostorno-diskretnim sistemom ¢ije karakteristike u izves-
nom smislu ostaju bliske karakteristikama polaznog sistema. Intuitivno je ra-
zumljivo da ¢e aproksimacija biti utoliko bolja ukoliko je manja razlika izmedu
potencijala dve susedne tacke sistema koje se uzimaju za formiranje kona¢nih
razlika. Dokazuje se da su diferencno-diferencijalne jednacine koje se dobijaju
pri diskretizaciji jednacina raspodeljenog sistema analogne jednac¢inama elek-
triéne mreze sa koncentrisanim elementima, standardne strukture. Ove se mreze
mogu lako sagraditi i na njima se eksperimentalno mogu prouciti procesi koji
su analogni procesima u datom “diskretizovanom” fizickom sistemu. Isto tako,
diferencno-diferencijalne jednac¢ine su vrlo pogodne za programiranje na analog-
nim i digitalnim ra¢unarima.

U slede¢im odeljcima upozna¢emo se sa diskretizacijom jednacina raspode-
ljenih linearnih sistema za svaki tip parcijalne diferencijalne jednacine, a potom
¢emo izvesti analogne mreze za diskretizovane raspodeljene sisteme.
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3.2.1. RASPODELJENI STATICKI SISTEMI

Opsta jednacina koja karakteriSe raspodeljene staticke sisteme je oblika
(32) Vip=J+ Mo,

gde je M konstanta, a J moze zavisiti od prostornih koordinata.

Posebni oblici ove jednacine su POI1ssoONova jednacina (M = 0) i LAPLACEova
jednac¢ina (M =01 J = 0).

U slucaju planarnih polja (32) je oblika

%y D%
33 —t+ —=J M.
(33) 02 oy (z,y) + My
Y
T G
e(zi,y5+ k)
?
k o(zi—h,y;)| e(@i,y;) |elzi+ h,y;)
o(zi,y;— k)
Yj
0O z

Sl. 3.3. Pravougaona resetka
a) Sluéaj oblasti pravougaonog i paralelepipednog oblika

Posmatrajmo resenje ¢(x,y) jednacine (23) u jednoj pravougaonoj oblasti G,
koje zadovoljava izvesne date uslove na rubu oblasti I' (SI. 3.3). Podelimo oblast
pomocu ekvidistantnih paralelnih linija na niz pravougaonika Sirine h i visine k.
Ovako podeljena oblast naziva se pravougaona resetka G, a h = Ax i k = Ay
koraci resetke. Presecne tacke linija nazivaju se cvorovi resetke.

Ako se h i k uzmu dovoljno mali, tada su prvi parcijalni izvodi u taéki (z;, y;)
mogu priblizno predstaviti diferencnim koli¢nicima

Ip\ (@i +hy;) — (i, y)) (3_@) @i,y + k) — (i, y5)
.(13?4&) (&v )z i h » (340) oy )i; k ’
111
(35a) (8—('0> ~ (@i ys) — el = hy;) (35b) (8‘/’) ~ o(zi,y5) — p(Ti, y; — k)
i,J

ox h dy k

¥
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Oblik (34) se naziva razlika unapred (udesno), a oblik (35) razlika unazad
(ulevo). Cesto se koristi i tzv. centralna razlika

9o\ i+ hy) — el — hy;)
(36a) (896 )U - 2h ’

oo\ ey +k) — (@i, y; — k)
(360) (8y)ij - 2k ’

koja je aritmeticka sredina razlike unapred i razlike unazad. Moze se pokazati
da je sa gledista bolje aproksimacije centralna razlika najprihvatljivija.

Vezbanje

3.2. Razvijajuéi ¢(z; + h,y;) u TAYLORov red u okolini tacke (z;,y;) odrediti greske
0

koje se prave pri zameni ¥ Lazlikom unapred, razlikom unazad i centralnom razlikom.

ox
h (D% h (0% h? (0%
osgovor. ~ 3 (57): 3 (57)0 2 (5:5)
Ako se od razlike unapred oduzme razlika unazad i rezultat podeli odgo-

varaju¢im korakom dobijaju se priblizne vrednosti drugih parcijalnih izvoda u
tacki (z,y) (centralna razlika):

¢* @i+ hyy;) — 20(xi,y5) + @(xi — hyy;)
0x? h? ’

Q

(37a)

2
oy 2 U o
(37b) e el y; +k) = 20(@i,y;) + (@i y; — k)
0y? k2

Q

UnosSenjem (37) u (33), dobijamo jednac¢inu

o(xi, hyy;) — 20(x4,y5) + (xs — h,yj))
h2

(38)

(i y; + k) = 20(xi,y5) + @iy — k)
+
L2
koja pokazuje da je resenje (potencijal) u tacki (zo,yo) odredeno potencijalima
u susednim tackama

ap(x; + h,y;) + ap(x; — h,y;) + (@i, y; + k)

(39) o(xi,y;) =

2a + 2k2M
QO(ZL'Z’, Y — k) - k2<](zi7yj)
2a + 2+ k2M ’
gde je

(40) a=k*/h2.
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U slucaju kada su koraci resetke jednaki (e = 1), a dobijamo za PoIssoNovu
jednacinu (M = 0)

o(@i+ h,y;) + o(xi— h,y;) + (@i, y;+ k) + 0@, y;,— k)
4

(1) p(wi,y;) =
- h2J(£L'i,yj),
a za LAPLACEovu jednacinu (M =0,J = 0)

(i 4+ h,y;) +o(x; — h,y;) +o(zs, y; + k) + oz, y; — k)
1 .

(42)  o(ziy;) =

S druge strane, ako posmatramo rezistivou mrezu na Sl.3.4. u kojoj svi
otpornici imaju istu provodnost Gg, gde je Gy proizvoljno, a oznaceni naponi
su naponi izmedu pojedinih ¢vorova i referentnog ¢vora 0, jednacina napona

¢vorova pisana za ¢vor €iji je napon v(z;,y;) je:
G

v(zi—h,y;) [ v(wi,yg)  [v(zit h,yj)

—\ A% A% A%A% VV\N——
Go Go Go Go 0
@3 S S S
v(zs, y;— k) —l_
— A% A% A% VV\N——

Sl. 3.4. M-analogna mreza za dvodimenzionalnu LAPLACEovu jednacinu

(43) 4G0’U(:L‘i, yj) — Go’U(CEi + h, yj) — G()U(.Ti — h7 yj) — G()(!.Ci, yj + h)
— Go(xs,y; —h) =0,
odakle je

v(x; + h,y;) + vz — hyy;) +o(@i,y; +h) +o(z,y; — k)
I .

(44)  v(wi,yy) =
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Jednacina (44) je analogna
jednac¢ini (42), a v je M-ana-
logna velicina za . Na taj
nacin rezistivna planarna mreza
na Sl.3.4. postaje M-analogna
mreza za dvodimenzionalnu
LAPLACEovu jednacinu.

Polazeéi od paralelepipedne
reSetke, na isti nacin se dokazuje
da je rezistivna prostorna mreza
na Sl.3.5. M-analogna za tro-
dimenzionalnu LAPLACEovu jed-
na¢inu. U ovom slu¢aju na mes-
tu (44) imamo

Sl. 3.5. M-analogna mreza za trodimenzionalnu LAPLACEovu jednacinu

’U(.’EZ‘ + h7yja Z}C) + ’U(Ii - hayja Zk) + U<$i7yj + h> Zk)
6

(45) U($i7yj7zk) =

+U(a:i,yj —h, zi) +v(xs, Y4, 26 + h) +v(xs, y,, 25 — h)
6 9
Sto pokazuje da je, isto kao i u slu¢aju dvodimenzionalne LAPLACEove jednacine,
jednacina (44), napon nekog ¢vora jednak aritmetickoj sredini napona susednih
évorova.

b) Diskretna celija i elementarna mreza

Diskretizaciji parcijalnih diferencijalnih jednacina koje reziraju raspodeljene
staticke sisteme mozemo dati prostu fizicku interpretaciju. Posmatrajmo najpre
sisteme opisane Laplace-ovom jednacinom. Kao fizicki model za ove sisteme
posmatra¢emo polje gustine elektricne struje u jednoj homogenoj i izotropnoj
provodnoj sredini, ali rezultati na osnovi analogije ostaju u vaznosti i za druga
polja ¢iji potencijal zadovoljava LAPLACEovu jednacinu.

Neka je najpre polje dvodimenzionalno (planarno). Izdeliéemo provodnu
sredinu, na primer metalnu plo¢u, na niz jednakih pravougaonika ¢ije su duzine
stranica jednake koracima diskretizacije, odnosno h = Az i k = Ay, Sl. 2.6a.

Ako su h i k dovoljno mali, tada su komponente elektricnog polja u pravcu x-
ose, K, i u pravcu y-ose, K, priblizno konstantne i jednake razlici potencijala
vertikalnih stranica podeljenoj sa h, odnosno razlici potencijala horizontalnih
stranica podeljenoj sa k, respektivno. Drugim rec¢ima, mozemo smatrati da
pravougaona plocica raspolaze provodnos$éu u pravcu z-ose:

k k Ax
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gde je v specificna provodnost materijala, a £ debljina ploce, i provodnoséu u
pravcu y-ose

h h Az
4b = 87: —_—= .,
(46b) Gy =7 % Gok‘ GOAy

A%
Gy
y 2
Ay S %3
Gy
2
VAN
Ax

(a) (b) ()

S1.3.6. (a) Dvodimezionalna diskretna Celija za Laplace-ovu jednaé¢inu
b), ¢) Odgovarajuée elementarne mreze

Prema tome, ova pravougaona plocica predstavlja osnovni diskretni element
grade naseg raspodeljenog sistema i ona se naziva diskretna Celija sistema.
Postavljanjem diskretnih ¢éelija jedne pored druge dobije se diskretizovani ras-
podeljeni sistem. Posto svaka diskretna éelija ima ukupnu provodnost u pravcu
2-1y- ose G i Gy, mozZemo je modelovati rezistivnom elektricnom mrezom, kao
na Sl. 3.6b. Ovde je svaka provodnost podeljena na dva jednaka dela i ona je
provodnost otpornika postavljenih duz paralelnih ivica Celije. Ova mreza, model
za diskretnu ¢eliju, naziva se elementarna celija. Ista diskretna celija se moze
modelovati i elementarnom mrezom na Sl. 3.6c. Ovde 2G, predstavlja provod-
nost diskretne éelije dimenzije h/2 sa k, a 2G, predstavlja provodnost diskretne
¢elije dimenzije h sa k.

Vazno je primetiti da bez obzira na oblik elementarne mreze koja se koristi,
elektricna mreza koja modeluje (u M-analogiji) diskretizovani raspodeljeni sis-
tem je uvek ista. Ovo, medutim, vazi samo za elementarne mreze unutar polja.
O ovome ¢emo kasnije vise diskutovati. Na Sl.3.7. obrazovana je M-analogna
mreza koristeé¢i oba tipa elementarnih mreza pri ¢emu je oblast unutar polja
podeljena na 9 diskretnih celija.

U slucaju trodimenzionalnih polja diskretne Celije su paralelepipedi stranica
h = Ax, k = Ay i £ = A6, Sl.3.8a. Sliénim rezonovanjem kao u slucaju
dvodimenzionalnih polja dolazimo do elementarnih mreza na S13.8b i Sl. 3.8c.
Ovde su G, G, i G, provodnosti izmedu naspramnih strana diskretne celije.
One su date obrascima:

kt AyAz th AzAx
(47a) Gzzvﬁzv zm , (47b) Gy=~v—=v ,

hk AxAy
4 s =7 — = .
(47¢) Ge=7—7 =74,
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Sl. 3.7. Obrazovanje M-analogne mreze iz elementarnih mreza
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VWA

2G,

A a0
G_% J\%\f 26, Moa,

z % 2Gy 2@
A% =
L v &
(a) (b) (c)

S1.3.8. a) Trodimenzionalna diskretna éelija za LAPLACEovu jednaéinu
b), ¢) Odgovarajudée elementarne mreze

PRIMEDBA 1. Ako su koraci diskretizacije jednaki, tada su sve provodnosti elemen-
tarnih mreza, a naravno i cele M-analogne mreze, medusobno jednake. Diskretne ¢elije
su sada kvadrati, odnosno kocke.

PRIMEDBA 2. Postavlja se pitanje da li je osim kvadrata moguéno koristiti i druge
pravilne mnogougaonike (poligone) za diskretne éelije dvodimenzionalnih polja. Lako
je dokazati da samo planarne diskretne Celije u obliku kvadrata, ravnostranog trougla
i pravilnog Sestougla ispunjavaju uslov da se mogu sloziti, tj. samo one potpuno
prekrivaju ravan.

Posto smo diskutovali pitanje elementarne mreze za LAPLACEovu jednacinu,
ostaje sada da ovo pitanje prosirimo na opstu jednacinu za raspodeljene staticke
sisteme (32). Za razliku od nacina koji smo koristili za LAPLACEovu jednaginu,
koji je bio zasnovan na konceptu diskretne éelije - nacin, dakle, vise fizicki -
, nacin koji éemo upotrebiti za opsti slucaj bi¢e ¢isto analiticki, tj. polazimo
od diskretizovane jednacine (38). U posebnom slucaju J = 01i M = 0, dobijeni
rezultat treba da potvrdi onaj koji smo dobili za LAPLACEovu jedna¢inu polazeéi
od koncepta diskretne celije.

Oznagimo sa ¢;; vrednost funkcije ¢(z,y) u évoru sa koordinatama (z;, y;)
pravougaone resetke Gpr na S1.3.3, tj. stavimo ¢;; = ¢(x;,y;). Isto tako
stavimo J;; = J(x;,y;). Posto je z;41 = x; £ h i yj41 = y; + k, jednacinu
(38) sa ovim oznakama mozemo pisati u obliku diferencne jednacine

1 1
(48) w2 (Pit1,j — 20ij + pi-1,5) + e (@ijr1 — 2055 + @i j—1) = Mi; + Jij,
ili, posle preuredenja

k h k k h h
(49) (2 T2e+ hk?M) Pij = 3 i1y~ Pimlg 7 Pigal = 7 Pig-1 = —hkJi.

Neka je K, dimenzioni faktor za promenljivu ¢, tj. oznacimo sa v;; =
(1/K,) ¢;j napon koji odgovara ¢voru (z;, y;) reSetke Gpi. Ako (48) pomnozimo
sa Gy, gde je Gy po prirodi provodnost, (48) postaje
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k h k k
(50) (2 GO E + 2G0 E + GohkM) Vij — Go E Vit1,5 — Go Evi_m
h k hk
— G 7 Vgt~ Go 7 Vig—1= -Gy K, Jij-

Ova jednacina pokazuje da se M-analogna mreza za diskretizovanu jednacinu
raspodeljenih statickih sistema (38) dobija na slede¢i naéin:

1) svaki évor (z;,y;) pravougaone resetke Gpi zamenjuje se jednim évorom
(1,7) M-analogne mreze;

2) izmedu svaka dva Gvora u pravcu z-ose vezan je otpornik provodnosti
G, = Go (k/h) = Gy (Ay/Ax), a u praveu y-ose vezan je otpornik provodnosti
G, = Go (h/k) = Go (Az/Ay);

3) izmedu svakog ¢vora i referentnog vezan je otpornik provodnosti GohkM =

h AzA

GoAzAyM i strujni izvor ¢&ija je struja Gy — Jij; = Go 222y Jij 1 ¢cija je
K, K,

pozitivna orijentacija od ¢vora.

Na ovaj nacin elektricna M-analogna mreza se dobija medusobnim veziva-
njem posredstvom ¢vorova jednotipnih mreza. Jedna takva mreza predstavljena
je na Sl. 3.9a.

(i, +1) (6,5, k+1)

/4\2‘14/. ,
(i+1,5,k)

G,
(ivj)

(i-17) Ga i J (i+1,5) (t—1,4,k)

S1.3.9. M-elementarna mreza za jednacinu (38)
a) dvodimenzionalni sistemi b) trodimenzionalni sistemi

Uocavamo da ako bismo uveli Gy = ¢, tada bi provodnosti G, i G, bile
jednake onima datim izrazima (46). Ako je jos M =01 J = 0, tada mreza na
Sl. 3.9a odgovara LAPLACEovoj jednacini. Ako je uporedimo sa elementarnom
mrezom za diskretnu ¢eliju na Sl. 3.6¢, vidimo da su u ovoj provodnosti dva puta
vece od odgovarajucéih provodnosti mreze na Sl. 3.9a. Iz ovih razloga, ovu mrezu
zovemo M-analogna mreza za jednacinu (38). Odgovarajuéa elementarna mreza
za diskretnu ¢eliju se dobija iz M-elementarne mreze kada se u ovoj svaki z- i y-
otpornik zameni rednom vezom dva identi¢na otpornika ¢ija je svaka provodnost



3. Analogne mreze raspodeljenih fizickih sistema 111

2G, 12Gy. Otpornik provodnosti GoAzAyM predstavlja “odvodnost” diskretne
Celije, a strujni izvor predstavlja “datu struju” diskretne éelije.

Na isti nac¢in se dobija i M-elementarna mreza za jednacinu (45). Ona je
prikazana na Sl. 3.9b. Provodnosti G, Gy, G, su date izrazima (47).

Ako su koraci diskretizacije jednaki, tada su sve provodnosti otpornika jed-
nake.

PRIMEDBA 1. Po$to je u praksi teze ostvariti idealni strujni izvor od idealnog napon-
skog izvora, obi¢no se paralelna veza strujnog izvora i otpornika na Sl. 3.9. zamenjuje
ekvivalentnom rednom vezom idealnog naponskog izvora i istog otpornika. U slucaju
PoissoNove jednac¢ine (M = 0) ovaj otpornik ne postoji. Tada se strujni izvor zame-
njuje rednom vezom naponskog izvora i otpornika ¢ija je otpornost znatno veca (10 do
50 puta) od ostalih otpornosti vezanih u &voru (4, j). Struja j;; se podesava promenom
Rij.

PRIMEDBA 2. Mi smo dosli do M-elementarne mreze na osnovu M-analogije. Na
isti nacin smo mogli pomocu transformacije ji; = ¢i; (1/RoK,) traziti K-elementarnu
mrezu odnosno K-analognu mrezu. Posto je K-analogna mreza dualna M-analogne
mreze, jasno je da ¢e prva postojati samo kada je M-analogna mreza planarna.

Drugim re¢ima postojace u slu¢aju LAPLACEove jednac¢ine dvodimenzionalnih polja.
Isto tako postoja¢e u svim sluc¢ajevima jednodimenzionalnih polja.
Vezbanje
3.3. Sto se moze redi o egzistenciji jedinstvenog resenja za PoI1ssoNovu jednacinu?

3.4. Odrediti M- i K-analogne mreze i elementarne mreze za jednodimenzionalnu
jednacinu (32).

3.5. Pokazati da je K-elementarna mreza za dvodimenzionalnu LAPLACEovu jednacinu

ona na Sl. 3.10.
Jij+1 >

VAN

R. R, = Ro 3%
Ji-1,j > %Ry Ji,j > Ry% > Jit1,5 Ry =Ry 3

P (7= )

Jig—1 >
Sl. 3.10. K-elementarna mreza za dvodimenzionalnu LAPLACEovu jednacinu

¢) Graniéni uslovi

Mi smo pokazali kako se odreduje M-analogna mreza za jednacinu (32), ali pri
tome nismo vodili ratuna o grani¢nim uslovima. Prema tome, ovako odredena
mreza modeluje unutrasnjost polja. Da bismo zadovoljili date grani¢ne uslove,
granica ove mreze mora se modifikovati. Ako je granica polja pravougaonik,
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odnosno paralelepiped, $to ¢emo ovde kao i do sada pretpostaviti, tada zavisno
od vrste grani¢nih uslova postupi¢emo na sledeéi nacin.

Ako je data vrednost funkcije ¢ na granici polja I, ¢r, (DIRICHLEToOV
grani¢ni problem) tada ¢emo korake Az, Ay, Az izabrati tako da ¢vorovi na
granici mreze leze na stranicama na kojima je poznato ¢r.

Svi ovi ¢vorovi se vezuju za jedan kraj naponskog izvora ¢iji je napon jednak
K, L. Drugi kraj naponskog izvora je vezan za referentni évor-masu.

Za nalazenje grani¢nih uslova datih u obliku normalnog izvoda (NEUMANNov
grani¢ni problem) ili meSovitih grani¢nih uslova; potrebno je prethodno aprok-
simirati vrednost normalnog izvoda (normalnog gradijenta) jednom od formula
(34) — (36) za konacne prirastaje. Ako se koraci diskretizacije uzmu tako da
d¢
8y)
mreze, tada se iz jednacine konac¢nih prirastaja sa razlikom unazad za ove izvode
uspostavlja veza izmedju napona grani¢nih ¢vorova i napona susednih ¢vorova

0 .
na stranicama na kojima je dato (6—@)’ i( leze grani¢ni ¢vorovi (i, j)
zIr r

na nekom ¢voru (4, j)

0
unutar mreze. Ako je, na primer, data vrednost ( .
i,j

¥
8x>(

na granici mreze, tada se prema (34b) moze pisati

Aaz@_cp

(51) Vi = vieng gy

(i.9)

Sto pokazuje da izmedu svakog grani¢nog ¢vora (i, ) u kome je dato 9zl i) i
x| (.5
susednog ¢vora (i — 1, 7) levo od granice mreze treba vezati jedan naponski izvor

Az Jyp
napona — — .
p K, 0z l(i,j)
Posebno je vazan slucaj kada je na nekim grani¢nim povrsinama polja vred-

0
nost normalnog gradijenta i jednaka nuli , a vrednost ¢r nije specificirana.
r

on

G. LIEBMANN! je pokazao da se za ovaj sluéaj dobijaju zadovoljavajuéi rezultati
ako se sve provodnosti otpornika na grani¢nim povrSinama zamene polovinom
njihove vrednosti u unutrasnjosti polja. Fizicko tumacenje ove zamene lezi u
Cinjenici Sto se diskretne ¢éelije na granici polja modeluju elementarnim mrezama
na Sl. 3.6b, odnosno Sl. 3.8b.

PRIMER 3.4. Odrediti M-analognu mrezu za metalnu plocu na Sl. 3.1.

Ako plocu podelimo na 3 x 2 = 6 diskretnih éelija, tada s obzirom na prirodu
granic¢nih uslova svi ¢vorovi na levoj vertikalnoj stranici su vezani na naponski izvor
napona F, a oni na desnoj vertikalnoj stranici su vezani na naponski izvor napona —F.
Horizontalne stranice predstavljaju granice mreze gde su zadovoljeni LIEBMANNovi
uslovi, i kao takve su predstavljene otpornicima provodnosti G /2, Sl. 3.11.

1G. LIEBMANN: Electrical Analogues. Brit. J. Appl. Physics, 4, 193-200,1953.



3. Analogne mreze raspodeljenih fizickih sistema 113

Ga/2

Ga/2 Ga/2
AAA

Ga/2 Ga/2 Go/2

Ga/2 Ga/2 Go/2

(e (€ Gy
\”—” VAN VWAL AAA ”—“|

Gau/2 Ga/2 Ga/2

Sl. 3.11. M-analogna mreza za metalnu plo¢u na Sl. 3.1.

PRIMER 3.5. Odrediti M-analognu mrezu za homogeni i izotropni metalni blok provod-
nosti v, predstavljen na Sl. 3.12a.

Blok smo podelili na 2 x 2 x 3 = 12 diskretnih éelija. Svaka ¢elija je predstav-
ljena elementarnom mrezom prema Sl.3.8b. Posle upro§éavanja, M-analogna mreza
je prikazana na Sl.3.12b. Vidimo da su provodnosti koje nisu iviéne na povrsinama
x=4d1/21y=d2/2 jednake Gy /2 i G5 /2, respektivno, i da su sve ivitne provodnosti
jednake G /4.

PRIMER 3.6. Potrebno je odrediti stacionarnu raspodelu temperature u homogenoj

kvadratnoj ploci ¢ija je stranica duzine 1 m pomoéu M-analogne mreze. Raspodela
temperature na rubovima, fr, je poznata (Sl.3.13a).

Resenge: Funkcija 0(z, y) koja daje raspodelu stacionarne temperature je reSenje dvodi-
menzionalne LAPLACEove jednacine
9%0 0%

(52) o2 oy =0,

pri datim grani¢nim uslovima.
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IE,

di

(a) v (b) =

S1.3.12. a) metalni blok b) M-analogna mreza

Sl. 3.13. Modelovanje raspodele temperature

a) kvadratna plo¢a b) M-analogna ploca
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Uzmimo Az = Ay = 1/4 m i podelimo plo¢u na 4 x 4 = 16 diskretnih ¢éelija
kao na Sl.3.13a. Posto su date vrednosti temperature na granicama (DIRICHLETOvV
granicni problem), M-analognu mrezu ¢emo sagraditi iz elementarnih mreza na Sl. 3.6¢,
odnosno iz M-elementarnih mreza, Sl.3.9a u kojima ne postoji odvodni otpornik i
strujni izvor. Ova mreza je prikazana na Sl.3.13b. Unutrasnji ¢vorovi su oznaceni
dvocifrenim brojevima prema polozaju u koordinatnom sistemu zOy.

Jednacina (50) u nasem slucaju je oblika
(53) iy = Vig1; = Vi1~ Vijt — Vi1 =0, (4,5 =1,2,3),

buduéi da su prema (43) sve provodnosti jednake Go. Radi jednostavnosti mozemo
uzeti Go = 1S. Ako uzmemo dimenzioni faktor Ky = 1° C/V brojne vrednosti napona
¢vorova bice jednake odgovaraju¢im vrednostima temperature.

Jednacina (52) se moze pisati za napone 9 unutrasnjih ¢vorova. Medutim, zbog
simetrije ploce i grani¢nih uslova u odnosu na pravu y = m/2, i sama M-analogna
mreza je simetri¢na (ova mreza je u stvari jedan simetri¢ni razdelnik napona) tako da
je

(54) V11 = V13, V21 = V23, V31 = U33

i prema tome nije potrebno pisati
jednacine za ¢vorove 13, 23 i 33.

Za preostalih 6 ¢vorova: 11, 12, 21, 1 1 1
22, 31 i 32 diskretizovane jednagine | 0 A (7 A (53 (L
(52), s obzirom na graniéne uslove, 9 EGD %2
glase

w3~ Os

2 2

2
4’U11 — V12 — V21 = E, (11‘$W (216\/\/ (31;
4vi2 — 2011 —v22 = F, %2 2 2

4vo1 — V11— V22— v31 =0,

(55)
4voo — v12— 2v21 — w32 =0, Sl 3.14. Transfigurisana mreza na Sl. 3.13.
4uzy — 2v91 — 2v32 = 0,
31 21 32 ) 0 0 0
4’032 — V22 — 2’031 =0. 5 0

Do istog sistema jednacina dolazi- 3/7 21/112 [1/14
mo pisuéi jednacCine napona ¢vorova 1 0
mreze na Sl. 3.13b.

U tu svrhu, s obzirom na uslove 50/112 |1/4 11/112
simetrije (54), spojiéemo ¢Evorove 11
i 13, 21 i 23, i ¢vorove 31 i 33 pre-
mesticemo naponske izvore u grane 1 3/7 2/112 1/14 0
konac¢nih provodnosti i izostavicemo
suviSne grane. Dobijena mreza prika-
zana je na Sl. 3.14. Citalac ¢e se uveri- - 0
ti da su (55) jednacine napona ¢vorova 2 0 0 0
Za Ovu mrezu. Sl. 3.15. Dijagram normalizovane ras-

Resavanjem (55) dobijamo podele temperature
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vnzy, U1z=@7 v13=£,
7 112 7
21 F E 21 F

U21:m, U22:Z, U23:E,
FE 11F FE

USl:ﬁ, ’032:E7 ’USSZE-

Na Sl. 3.15. ucrtane su normalizovane vrednosti temperatura na pojedinim mestima
ploce.

Neposredno se proverava da je temperatura u svakoj tacki jednaka srednjoj vred-
nosti temperature susednih tacaka.

Vezbanje

3.6. Pomocu M-analogne mreze odrediti deformaciju kvadratne, homogene, elasti¢ne
membrane podvrgnute dejstvu konstantnog pritiska, Sl.3.16. Pretpostavlja se da je
membrana pri¢vréena na ivicama (nula graniéni uslovi) i da deformacija z zadovoljava
PoissoNovu jednacinu VZz = —1.

Uzimati korake Az = Ay = (1/4) m.

Odgovor. Deformacija u pojedinim tackama u [cm]; data je na Sl. 3.17.

0 0 0

1m 0 0
0 4.29 5.47 4.29 0
1m
0 5.47 7.03 5.47 0
0 4.29 5.47 4.29 0
0 0
0 0 0
Sl. 3.16. Elasti¢na membrana Sl. 3.17. Dijagram deformacije ploce

d) Kvalitet aproksimacije pri diskretizaciji raspodeljenih

statickih sistema

Pri modelovanju problema sa grani¢nim uslovima u statickim rezimima pomoc¢u
analogne mreze pravi se uglavnom dve vrste gresaka:

1. greske usled diskretizacije parcijalne diferencijalne jednacine;

2. greske usled tolerancije otpornika analogne mreze.

Ako se jednacine mreze rese nekom pribliznom numerickom metodom, tada
se pored greske usled diskretizacije, javlja i greska koja se pri tome ¢ini.

Da bismo procenili gresku usled zamene parcijalne diferencijalne jednacine
diferencnom jedna¢inom, predstavi¢emo resenje ¢(x,y) jedna¢ine (33) pomocéu
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TAYLORove formule.
Ako ¢(x,y) ima neprekidne ¢etvrte parcijalne izvode, tada za neku tacku
(x:,y;) € G vazi

850(3317?}]) h2 32<p(xz,y])
4 ) = )+ =
(56a) plaihyy) = eleny) £ h =5 =+ 5 =

+ h73 8390(*%727 y])

6 Ox3 +O(hY),

a@(ffz»yg) + kj azw(xivyj)
Oy 2 Oy?

L K Pl ys)
6 oy3

o(wi,y; £ k) = p(xi,y;) £ k

(56b)
+ O(k%).

Iz (56a) dobijamo

0%0(z4, 1, 1
67a) TETU) _ L (et ) — (i) + ole b)) - O,

82 Ti,Yi 1
51) L) (ol + ) = 2o, + ol — ) — O).

Sabiranjem (56a) i (56b) i dodavanjem svakoj strani dobijene jednacine izraz
_MQO(xz: y]) —J(l‘“ y_])a imamo

V(i ;) M) = Jloits) = 7 5 (s + hoyy) — 20(0,1)
G8) s — b)) + g (95 + F) — 20(0,) + ol y; — )
7Msp(xi7yj) - J(xuyj) - O(hQ) - O(kQ)

Posto ¢(z,y) zadovoljava jednacinu (33) za svako (z;,y;) € G, leva strana
(58) je nula, tako da je

1
=5 (@i + hy) = 200w, 7) + olws = hyyy)

(59) le ( (i, y; + k) — 20(2i,y5) + o3,y — k))
= Mo(xi,y;5) + J(x4,y;) + O(h?) + O(k?).

Kualitet aproksimacije se ocenjuje tacnoséu kojom reSenje ¢(x;,y;) date
diferencilalne jednacine (33) zadovoljava diferencnu jednacéinu (48). Jednacina
(59) pokazuje da za svaku tacku unutar oblasti od interesa G, resenje jednacine
(33) zadovoljava diferencnu jednacéinu (48) sa taénoséu reda O(h2?) + O(k?),
odnosno da je greska aproksimacije jednacine (33) jednacinom (48) reda O(h?)+

O(k?).
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U opstem slucaju, gornja procena greske za tacke (z;,y;) narubuI' oblasti G
ne zadovoljava. Vazno je ista¢i da dobijeni rezultat procenjuje gresku koja se ¢ini
kada se diferencijalna jedna¢ina zamenjuje algebarsko-diferencnom jednacinom,
a ne i stvarno odstupanje resenja ¢(x;,y,) diferencijalne jednacine (33) u nekoj
tacki (x;,y;) od reSenja ¢;; algebarsko-diferencne jednacine (48). Sta vise, a
priori nije jasno da li reSenje ¢;; jednacine (48) za usvojene korake diskretizacije
h ik iza date grani¢ne uslove postoji ili ne. Ovo, pored ostalog, dolazi i otud
sto koeficijent M u (59) moze biti negativan. Analogna mreza bi tada imala sve
odvodne otpornike sa negativnom provodnoséu. Takva mreza moze da nema
jedinstveno resenje za napone ¢vorova. Ako bi nastao ovaj slu¢aj model bi bio
defektan, odnosno fizicki neprihvatljiv.

Moze se pokazati da u slucaju LAPLACEove jednacine sa k = h reSenje
DIRICHLETovog problema postoji, jedinstveno je, i da je odstupanje reSenja
diferencne jednacine od stvarnog resenja reda O(h).

Na osnovu (59) moze se, medutim, sigurno tvrditi da ako su ¢etvrti par-
cijalni izvodi neprekidni u oblasti G i na rubu I', tada se smanjenjem koraka
diskretizacije moze postiéi da resenja diferencne jednacine (48) sa proizvoljnom
taénoséu aproksimira resenje diferencijalne jednacine (33). U ovom kontekstu
iskrsava i vazno pitanje da li se na osnovu modela konstruisanog sa jednim ko-
rakom i modela konstruisanog sa upola manjim korakom moze nesto suditi o
tacnosti refenja. Prema metodi ekstrapolacije®> moze se tvrditi sledeée: Ako
je ¢’ reSenje LAPLACEove jednacine sa korakom h' = h = k, a ¢” reSenje sa

korakom h” = 3= tada resenje odredeno sa ¢ = ¢’ — 3 (¢ — ¢") odgovara
h kg . .
modelu sa korakom A" = -1 Sto se ti¢e druge vrste greske - odstupanje
otpornosti otpornika od propisanih vrednosti, statisticka i eksperimentalna ispi-
tivanja su pokazala®® da ako se koriste Zi¢ani otpornici sa tolerancijom od +1%,
odstupanje napona ¢vorova analogne mreze pri najgorim uslovima ne prelazi

0.01 — 0.1%.
e) Slucaj oblasti proizvoljnog oblika

Pri obrazovanju pravougaone resetke G, ,, koja pokriva neku dvodimenzion-
alnu oblast G proizvoljnog oblika, Sl. 3.18, ne moze se posti¢i da sve tactke ruba
T" date oblasti prolaze kroz ¢vorove reSetke.

To znaci da se prilikom koriséenja jednacine (48), odnosno iz nje izvedene
jednac¢ine napona ¢vorova M-analogne mreze (50), pored greske usled diskreti-
zacije parcijalne diferencijalne jednacine, unosi dopunska greska usled zamene

2. G. LIEBMANN: Solution of Partial Diferential Equations with Resistance Network Ana-
logues. Brit. J. Appl. Physics, 1, 92-103, 1950.

3. R. CULVER: The Use of Extrapolation Techniques with FElectrical Network Analogue Solu-
tions., Brit. Appl, Physics, 3, 376-378, 1952.

4. M. L. BYcHOVSKI: Tochnost’ elektricheskih setok dlya resheniya uravnenii Laplasa. Izv.
AN SSSR, OTN, No 4, 1950.

5. G. LIEBMANN: Solution of Partial Diferential Equations with a Resistive Network. Brit.
Appl. Physics, 1, 92-103, 1950.
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datih graniénih uslova u obliku ¢r, (8—‘p) i (a—“"
or/rT dy

kombinacija njihovim vrednostima na ¢vorovima resetke G koji leze najblize
rubu I'.

)F i(ili) njihovih linearnih

Pomo¢u pravih z; = ih, y; = jk

(h = A$, k = Ay)a (Zvj = 0, +1, //—\
+2,...) obrazovademo pravougaonu
reSetku Gpi. Svaki ¢évor resetke koji (

lezi unutar oblasti G, i sva cGetiri
njegova susedna cvora leze takode u
oblasti G i (ili) na rubu T’ naziva G
se wnutrasnji évor. Ostali se nazi-
vaju grani¢ni c¢vorovi. Na Sl.3.18.
grani¢ni ¢vorovi su oznaceni kruziéi-
ma. Neoznaceni ¢vorovi u G su unu- S~ |
trasnji.

/‘\

Ocigledno je da ¢e greska usled
zamene vrednosti datih graniénih
uslova na rubu I' njihovim vrednos-
tima na grani¢nim ¢vorovima reSetke
Gy biti utoliko manja ukoliko su ovi SI. 3.18. Pravougaona resetka
granic¢ni ¢vorovi blize rubu T'.

To se moze postié¢i finijom diskretizacijom, tj. smanjenjem koraka h i k.
Finija diskretizacija, medutim, zahteva glomazniju resetku, odnosno slozeniju

M-analognu mrezu. Tako na primer, ako se koraci h i k prepolove, broj jednacina,

odnosno broj diskretnih céelija i M-elementarnih mreza se ucetvorostrucuje.
Ako su iz nekih posebnih razloga koraci k i h

fiksirani, odnosno ne mogu se smanjiti ispod neke

odredene vrednosti, tada da bi se smanjila greska usled

grani¢nih uslova. Koristi se linearna interpolacija ko-

jom se potrebni grani¢ni uslovi u grani¢nim ¢vorovima

aproksimiraju pomoé¢u datih grani¢nih uslova.  To r

se postize tako Sto se parcijalni izvodi u grani¢nim

¢vorovima, umesto formulama (34)—(37), aproksimiraju

formulama u kojima se na mesto normalnog koraka h

i k uvode skraceni koraci hy, ho i ki, ko, tako da je

O0<h, <hiO<k <k (i=1,2). “
Posmatrajmo, na primer, graniéni ¢vor B(z;,y;)

unutar oblasti G sa krivolinijskim rubom I' na SI. 3.19.

Sl. 3.19. Aproksimacija

Formule (34)-(37) zameni¢emo odgovarajuéim formu- parcijalnih izvoda

za grani¢ne ¢vorove
lama:

A (@i +hi,y;) — @i, ;) 0 _ (@i, yj + k1) — (@i, y5)
(600’) ax ~ hl ) (60b) 8y ~ kl )



120 Mirko Milié: Elektri¢no modelovanje fizickih procesa

¢ (i, y) — p(xi — ha,y;) (610) Op _ p(xi,y;) — (i, yj — k2)

1 — = ~
(6 a) Bx h2 ’ 8y k2 ’
Oy _ p(mi +h,y;) — @@ — ho,y;)
2 <~
(6 a) oz h1 + ho ’
Oy o(wi,yj + k1) — (@i, y; + ka)
62b) —|— =~ )
(626) Oy k1 + ko
, (@i + b1, y5) — o(@iy y5) oY) — o(@i — ha,y;)
0 Y2 ~ h1 h2
(63a) ox2 h1 -é— ho ’
, (i y; + k1) — (i y;) (i y;) — @(Ti, y; — ko)
0 p ~ k1 ko
(630) oy? ki + ko
2

pri éemu su (hy + ha)/2 1 (k1 + k2) srednje vrednosti odgovarajuéih koraka.
Ako nema promene koraka, tj. hy = hg = h i k; = ko = k, formule (60)—(63)
se svode, respektivno, na formule (34)—(37).
Na mesto (48), pomocu (63) pisSemo

2

— it i1t T Y
(64) hl(hl-i—hz)(pﬂ’j hz(h1+h2)g0 h kl(kl"'k?)w’ﬁl
2 2 2
(e S ) g = My + T,
+k2(k1+k2)<p7] ! (h1h2+/€1/€2)¢] i T

gde smo, kao i ranije, sa ;; oznaéili vrednost funkcije ¢(x,y) u évoru z;, y;, tj.
eij = (i,y5), a sa gip1; = @@ + h1,y;), Yi-1; = @(@i — ha,y5), ijer =
o(xi,y; + k1), wij—1 = ©(x;,y; — ka) vrednosti funkcije ¢(z,y) u susednim
¢vorovima, a sa J; ; = J (25, 9;).

hy + ho) (k1 + k
@ (P + ho) (k1 + ko) i preuredujudi je, dobijamo jed-

Mnozenjem (64) sa

© 4
nacinu
hi+ ho)(ki+ Kk hi+ ho)(k1+ k
(Go % + Go % + GoM (hi+ ha)(k1+ kz))
ki+k ki+k hi+h hi+h
(65) —Go 12h1 2 vit1,— Go 12T22 vi—1,5— Go 12T12 vi,j+1— Go 12722 Vi,j—1
__ Go (h1 + h2) (k1 + k2) 7
T K, 4 na

koja karakterise M-elementarnu mrezu predstavljenu na Sl. 3.20. Provodnosti u
pravcu - i y- ose, provodnost ototnog otpornika Gj; i struja j;; strujnog izvora
u ¢évoru (4, 7) su ovde date izrazima



3. Analogne mreze raspodeljenih fizickih sistema 121

ki +k ki +k
Gy = Go 1241; *» Gn =G 12;;2 x
. hithe . hithe
( ) Gy1 - GO 2k1 ) Gyz - GO 2k2 ’ i+ 1)
66 hy + ho) (k1 + k
- Go (h1 + ha) (k1 + k2) J
Jij = N7d 4 ij -
2

Na slican nac¢in se moze izvesti M-elementarna
mreza za granicne ¢vorove u trodimenzionalnom
slucaju.

Sada je potrebno jos da se ispita kvalitet
aproksimacije pri diskretizaciji pomocu jednatina = =
(65).

Moze se pokazati da je za jedan red velicine g1 3.20. M-clementarna
nizi nego u sluc¢aju oblasti pravougaonog ili para- mreza za jednadinu 38
lelepipednog oblika, tj. za dvodimenzionalni slucaj u sluéaju oblasti proi-
on je reda O(h) + O(k). Ovo se ostavlja Citaocu zvoljnog oblika
kao vezba.

Prema tome, donekle smanjenje greske usled unosenja neta¢nih grani¢nih
uslova ide na uStrb kvaliteta aproksimacije. Mogu se konstruisati sloZenije for-
mule za aproksimiranje drugih parcijalnih izvoda koje zadrzavaju istu gresku
aproksimacije kao i u slucaju pravougaonih i paralelepipednih oblasti. One su
medutim, zbog svoje slozenosti nepodesne u modelovanju.

Jedna druga moguénost korigovanja greske usled krivoliniskog ruba oblasti
sastoji se u tome da se ove oblasti modeluju sitnijim korakom, a oblasti prema
unutrasnjosti polja i u okolini rubova pravougaonog i paralelopipednog oblika -
krupnijim korakom. To se postize tako $to se grani¢ne linije ili povrsine pomocu
kojih se deli oblast G na niz podoblasti, tretiraju kao stvarne granice polja.
Svaka podoblast se modeluje odgovarajuéom mrezom, a ove mreze se potom
spajaju pomocu grani¢nih ¢vorova. Na primer, ako je potrebno “ista¢i” deo S
oblasti G na Sl1.3.21, da bismo povecali tac¢nost, ovaj deo modelujemo upola
manjim korakom, tj. korakom h' =k’ = h/2 = k/2.

Za raspodeljene staticke sisteme sa cilindri¢nom ili sfernom simetrijom pogod-
nije je koristiti cilindriéni odnosno sferni koordinatni sistem. Jednac¢ine u ovim
koordinatama se mogu diskretizovati, a zatim se konstruise M-elementarna mre-
za. Na primer, moze se dokazati da u slucaju PoissoNove jednacine u cilin-
dri¢nim koordinatama

10
(67) stﬁz;g(rg)+——+W:f(7”7972)7

diferencna jednacina je
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oD @ v|Q o|8

Go/2 Go/2 Go/2

(a) (b)

Sl. 3.21. Promena koraka diskretizacije
a) s =deo polja koji se modeluje “sitnim” koracima = h/2; K = deo polja koji se
modeluje krupnim korakom = h b) M-analogna mreza

(2r + Ar) (go(r + Ar,60,z) — o(r, 0, z)) + (2r — Ar) (go(r — Ar,0,z) — o(r,0, z))

2rAr
80(7’7 0 + Aey Z) _ 230(7’7 97 Z) + (‘D(T’ 0— A@, Z)
(68) + r2AG?
+ o(r, 0,z + Az) — 2@22’ z) +o(r 0,2 - Az) = f(r,0,2).

Na osnovu (68) moze se ovako odrediti M elemetarna mreza. To se ostavlja
¢itaocu kao vezba.

PRIMEDBA. Posto se odrede parametri M-analogne mreze za svaki évor (,7) po-
trebno je ove M-analogne mreze medusobno povezati.

U slucaju tzv. simetricnih elementarnih mreza kod kojih su z-provodnosti i y-
provodnosti medusobno jednake, tj. Gz2 = Gz1 = Gz 1 Gy2 = Gy1 = Gy, spajanje se
jednostavno vr§i vezivanjem ¢vorova susednih mreza. Kod nesimetri¢nih mreza, x- i y-
provodnosti susednih mreza nisu medusobno jednake, pa se susedni ¢vorovi ne mogu
neposredno spojiti. Da bismo ovo shvatili, posmatrajmo elementarne mreze za dva
susedna ¢vora u jednodimenzionalnom slucaju, prikazane na Sl. 3.22.

Jednaéina napona ¢vorova za sredisnji évor (i) prve mreze je

(69a) —Gi—1,i Vi1 + (Gic1,i + Gi + Gig1,5) Vi — Gig1,5 Vig1 = —Jis,
a jednacina za sredisnji ¢vor (i + 1) druge mreze je

(690) —Gi,it1 Vi + (Giyit1 + Gig1 + Gig2,i41) Vig1 — Gig2,i41 Vit2 = —Jit1-
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Ovde smeta §to je Git1,; # Gii+1. Da bi ove dve jednacine predstavljale jednacine
napona ¢vorova mreze na Sl. 3.22¢, koja je nastala “spajanjem” ove dve mreze, pom-
noziéemo (69b) koeficijentom A;41.

Ovaj koeficijent éemo izabrati tako da
bude zadovoljen uslov

Gi-1, (4) Giy1,
(70)  Ait1Giit1 =Giy1s i=1,1,3... (i-1) VWV— A4% i11)
Ovim postupkom jednacine (69a) i (69b) Gy CD i

su usaglaSene prema mrezi na Sl. 3.22¢ u ko-

joj nove vrednost provodnosti oto¢nog ot-

pornika i struje strujnog izvora su u ¢voru

141 su (a)

/ — . .

(71) Gipr = Ain G, Giit1 (i4+1) Givzin
ANV VWAA—s
(i) (i+2)

(72) Jig1 = Ai1dirn (1,2,3,..0).

Giy1 QD Jit1

Na osnovu (70), (71) i (72) zaklju¢ujemo
da se M-analogna mreza dobija od M-

elementarnih mreza na taj nacin §to se na (b)

prvu M-elementarnu mrezu (: = 1) do-

daje druga bez levog rednog otpornika i sa () Git1,i (i+1)
. WA

parametrima G% i j5 odredenim iz (71) i
(72). Potom se na ovu mrezu dodaje treca
bez levog otpornika i sa parametrima G% i Gi QD Ji Gina QDjzl'Jrl
j5 odredenim iz (71) i (72). Postupak se
na isti nacin nastavlja sa svim daljim M-

elementarnim mrezama. Provodnost sred- (c)
njeg rednog otpornika izmedu &vorova (k)
i (k+ 1) pocev od drugog ¢vora se do- Sl.3.22. Spajanje M-elementarnih
bija mnoZenjem provodnosti prethodnog ot- mreza (jednodimenzioni slucaj)
pornika izmedu évorova (k — 1) i (k) ko- a) M-elementarna mreza za ¢vor i
eficijentom Ajgy1, a provodnost oto¢nog ot- b) M-elementarna mreza za ¢vor i + 1
pornika i strujnog izvora se odreduje iz (71) c) mreza dobijena spajanjem
i (72). M-elementarnih mreza

Ovaj postupak usaglasavanja provodnosti spojenih M-elementarnih mreza moze se
primeniti i u dvodimenzionalnom, odnosno trodimenzionalnom slucaju.

f) Nehomogena staticka polja

Pravougaona, odnosno paralelepipedna resetka sa promenljivim korakom koja
se koristi u slucaju oblasti proizvoljnog oblika, upotrebljava se i za izvodenje
M-analogne mreze za nehomogena staticka polja. Da bismo to pokazali, pos-
matrajmo planarno staticko polje u savrsenom dielektriku. Pretpostavi¢emo da
je sredina izotopna, da je dielektrik nehomogen, tj. dielektricna konstanta ¢ je
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funkcija prostornih koordinata x, .

Ako sa K = K,i+ Kyf oznacimo vektor elektricnog polja, sa p gustinu
elektriciteta u datoj tacki polja, a sa ¢ potencijal, iz jednacina

(73) div (¢K) = o,

= o 8@ 8(,0 e
(74) K = —gradp = o dy
dobijamo

0 dy 0 doN _
@) 3 (5 63&) ay (5 ay) -

Posmatrajmo neku tacku polja M (z;,y;)
i razlicite prirastaje koordinata = i y u poz-
itivnom i u negativnhom pravcu. Parcijalni
izvodi za jednacinu (75) mogu se tada za-
meniti pribliznim izrazima

Y
(zi,y; + k1)
(@i, y5)
(zi — h2,y;) (zi + h1,y;)
(@i, y; — k2)
xT

SI. 3.23. Odredivanje parcijalnih
izvoda za jednacinu (75)

d 1 dp o(zi + hi,y5) — p(@i, y5)
i —_ ~ i h s Yi 9
(76) ox (6 896) (zi+hi,y;) € @i+, ) hy
9 ( Op ez yj) — p(i — ha,y5)
(77) ox (6 8x> (zi—h2,y;) € (@ 2 5) ho
Na isti nacin dobijamo i pribliznu vrednost izvoda po y
Op dp
3 (88_()0) - (6 afL') (m—i—hl,yj) (E 637) (iEi—h%yj)
o 1
oxr \" 0z /) (zi,y;) 3 (hy + hs)
25(:ci+h1,yj) 25(552 _h27yj)
78) =-—=" i+ h,Y) i — ha,y;
(78) Bl + ) P H oy = ) e = e w)
2e(x; + hy,y;) 2e(xi — ha,y;)
hl(hl + hg) @(l'“y]) h2(h1 + h,z) go(xlay]%
Op Oy
£ —— —le 5>
3(5 8_@) N ( 8y) (xi,y;+k1) ( ay) (wi,y; —k2)
) 1
6y ay (zi,y5) 5 (kl + k2)
2e(xi, yj + k1) 2e(@i, yj — ko)
(79) N oz, y; + ki) + Falky 1 ) o(xi,y; — k2)
2 (xi,y; + k1) 2e(xi, y; — ko)
kl(kl + kQ) @(xlayj) kQ(kl + kQ) @(ml’yj)'

Kada se parcijalni izvodi u (75) zamene njihovim pribliznim vrednostima iz
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(78) i (79), dobija se
2e(x; + ha,y;)  2e(xi — ho,yy)  2e(xi,y; + k1) | 2e(wi,y; — ka)

( (bt ha) | ha(hitha) | Kkt ko) | ka(k+ Ko) ) Pl va)
 2e(xi + hayy;)

2€($i - h27 y])
—_— T YJs Z _ h , .
hi(hy + ha) ha(h1 + ho) oz 2 y])
25(3«”17%’ + kl) 25(1"1724]‘ — kg)

Tk (b Eo) Y+ k) - — Y — k2) = o(zi, ;).

k1(k1 + k2) Py + k1) ko(k1 + k2) (i y; — k2) = o(xi, y5)
Go (h1 + ho) (k1 + ko)
K, 1
ranije (i, y;) = @ij, itd., i uvodedi e(z;+h1,y;) = €it1,5, e(xi—h2,y;j) = €i—1,5,
e(wi, yj + k1) = €541 1 (s, y5 — k2) = €, j—1, jednacinu (80) pisemo u obliku

(80) o(xi + h1,y;) —

Mnozeéi (80) sa

i stavljajudéi radi jednostavnosti kao i

(81) (Gay +Gay+Gyy +Gyy)vij — GoyVit1,j — GayVie1,; — Gy Vigjr1 — GyoVij—1 = Jij,

gde je
o 5i+1,j(k1 + kg) o 81‘_17j(k’1 + kg)
Gwl - G(0 2h1 ) ng - GO 2h2 )
. €ij+1(h1 + h2) . €ij—1(h1 + h2)
(82) Gy1 - GO 2k‘1 s Gyz - GO 2k‘2 5
. Go (hl + hg)(kl + k’g)
Jij = i 1 Qij -
©

Jednacina (82) predstavlja jedna¢inu napona ¢vorova M-elementarne mreze
prikazane na Sl. 3.24.

(4,5 +1) (t,5+1)

Gyl

(i—1,5) (i, ) (i+1,4) (i—1,4) (i+1,5)

Jij Jij

Sl. 3.24 M-elementarna mreza za SI. 3.25. M-elementarna mreza, za
jednag&inu (80) jednaginu (83)

g) Nelinearna jednacina eliptiénog tipa

Mnogi nelinearni raspodeljeni sistemi u statickim rezimima opisani su jed-
nac¢inom elipti¢nog tipa

(83) V2 = J(p).
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Ovom jedna¢inom se, na primer, opisuje raspodela prostornog elekri¢nog
optereenja u elektronskim cevima. Istom jednacinom se opisuju i neki prob-
lemi elektronske optike. Buduéi da je leva strana identi¢na sa levom stranom
jednacine (32), ocigledno je da ¢e se M-elementarna mreza za jednacinu (83) u
dvodimenzionalom slucaju razlikovati od one za jednac¢inu (32) samo po otoé-

nim elementima. Naime, buduéi da se desna strana predstavlja strujnim iz-
AxAy

vorom struje j;; = Go

Sl. 3.25.
Ovaj strujni izvor je u stvari nelinearni i-otpornik kontrolisan naponom. Nje-
gov napon v;; mora imati vrednost koja zadovoljava karakteristiku

AzAy 7

(84) Jij = Go (Kpvij).

©

Medutim, posto v;; nije poznato (napon v;; je odreden tek posto se rese
jednagine napona évorova M-analogne mreze), vrednost struje j;; u svakom
¢voru podesavati iterativnim putem. To se obi¢no radi tako Sto se nelinearna
karakteristika (84) ostvaruje indirektnim putem. Naime, na mesto naponom
kontrolisane karakteristike koristi se strujom kontrolisana karakteristika, te se
nelinearni otpornik vezuje na red sa jednim linearnim otpornikom otpornosti

R;; prema Sl. 3.26a. _

®

(b)

Sl. 3.26. Podesavanje struje j;;
a) automatsko podesavanje b) iterativno podesavanje
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Napon vgj se odreduje iz uslova

(85) vij = Rijjij + vij,

ili posle unosenja j;; iz (84)

AxAy

(86) vi; = vij — RiiGo J(Kpvij) = @ (vij).

J

Vidimo da struja j;;, koja je potrebna u ¢évoru (4,j) da bi se zadovoljila
diskretizovana jednacina (83), ostvaruje se autormnatski generisanjem napona
vgj = ®(v;;). Fizicke naprave koje ostvaruju ovakvu karakteristiku obi¢no
se nazivaju generatori funkcija. Za modelovanje nelinearne funkcije J(p) au-
tomatskim putem, potrebno je imati u svakom évoru (i,j) M-analogne mreze
jedan generator funkcija, sto je nepraktiéno. Naime, i$lo se za tim da se ovo
modelovanje izvede samo pomocu jednog generatora funkcija. Sl. 3.26b prikazuje
jedan generator funkcija ¢iji je napon vgj dat desnom stranom jednacine (86).
Ovaj generator se redom prikljucuje na sve ¢vorove mreze pomocu jednog prek-
lopnika. U svakom ¢voru (i,7) pomoéu jednog potenciometra P i dodatog
otpornika R;; ostvaruje se struja j;;. Napon klizaca potenciometra kompen-
zira se naponom vgj generatora funkcija, tako da se dobije nula-skretanje mili-
ampermetra. Posto se pri podeSavanju struja u nekom ¢évoru remeti ravnoteza
u ¢vorovima u kojima je podeSavanje izvrSeno, potrebno je, posto se predu
svi évorovi, ponoviti podesavanje nekoliko puta. Ovakav na¢in podesavanja u
viSe ciklusa naziva se iterativno i ono je slitno poznatoj matemati¢noj metodi
reSavanja nelinearnih algebarskih jedna¢ina metodom sukcesivnih aproksimacija
(iteracija).

Vezbanja

3.7. Dokazati da na rubu oblasti proizvoljnog oblika resenje ¢(x,y) jednacine (33)
zadovoljava diferencnu jednacinu (64) sa ta¢noséu O(h) + O(k).

3.8. Odrediti M-elementarnu mrezu za P0OISsONovu jednacinu u cilindri¢nim koordi-
natama.

3.2.2. RASPODELJENI DINAMICKI SISTEMI

Za razliku od raspodeljenih statickih sistema ¢ije je osnovno obelezje pos-
tojanje samo jedne vrste energije, raspodeljeni dinamicki sistemi sadrze dve
odnosno tri vrste energije, pri ¢emu je bar jedna energija akumulativna. Stoga
treba ocekivati da ¢e odgovarajuéa analogna diskretna mreza biti obrazovana
od RiC (R1iL) odnosno RLC elemenata. Linearni raspodeljeni dinamicki
sistemi su karakterisani parcijalnim diferencijalnim jednac¢inama paraboli¢nog
i hiperboli¢nog tipa. U narednim redovima izlozi¢emo modelovanje nekih od
najpoznatijih jednacina paraboli¢nog i hiperboli¢nog tipa.
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a) Difuziona jednacina sa raspodeljenim izvorima

Oblik ove jednacine u dvodimenzionalnom pravouglom koordinatnom sistemu

je
Py Do dp
87 —+—=K——+J ,1).

(57) St e = K @

Ako se izvrsi diskretizacija prostornih koordinata, tada na osnovu (37) gornja
jednacina postaje

B2

(88) LGN TRN)) *2<P(I;,2yj7t)+s0(xi,yj — k1)

~
~

K dQO(.’L'i, yj7 t)

dt +J(x27y]7t)a

pri ¢emu smo parcijalni izvod po vremenu zamenili obi¢nim izvodom, jer je
funkcija ¢(z,y,t) u svakom ¢voru « = x;, y = y; pravougaone resetke zavisna
samo od vremena t.

Stavljajuéi ¢;;(t) = o(x;,y;,t), Jij(t) = J(x,y5,1), vi;(t) = K;lgoij(t) i
t = Kite, 1 mnozenjem sa —Gohk, jednacina (58) postaje

k

k  GoK k
0 hk‘D) Vij — GQ E Vit1,5 — Go E Vi—1,5

h
(89) (2G0 R

h h
-Gy Vi1~ Go 7 Vid—1= *KSZlGothzj(Ktte),

gde smo, radi jednostavnosti, izostavili
zavisnost pojedinih napona od vremena,
a sa

d

(90) =@ (i-1,5) Ga (i, 5)

(i+1,7)

oznacili smo napon diferenciranja po “ele-

ktriénom” vremenu. ]
Jednacina (89) predstavlja jednacinu Jis ()

napona ¢vorova M-elementarne mreze (3,5 —1)
prikazane na Sl. 3.27.

k h
Gm:GOEa Gy:GOEa

K . Go
= —h iilte) = — i (Kte).
C GO Kt k j ]( ) Kép hkljj( tt )

Sl. 3.27. M-elementarna mreza
za jednacinu (89)
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Na isti nac¢in, polazeéi od jednodimenzionalne difuzione jednacine sa raspode-
ljenim izvorima

% . 0p
91 — =K —+ J(z,t),
(91) 92 5 T J@1)
izvodimo jedna¢inu napona ¢vorova M-elementarne mreze prikazane na Sl. 3.28.
GoK

0

(92) (2G0 + th) V; — GO'UH-I — Govi_l = K;lGthJi(t).

U sluc¢aju kada ne postoje unutrasnji
raspodeljeni izvori, tj. J(z,t) = 0, ova mre-
za predstavlja jednu diskretnu éeliju homo- (i—-1) Go (i) Go (i+1)

genog dvozitnog RC' voda. Kaskadnom ve- YW
zom M-elementarnih mreza dobija se ana-
logna mreza za ceo vod.
C == Jig (te)

PRIMEDBA 1. Osnovni faktor koji odreduje iz-
bor pogodnih vrednosti za korake diskretizacije

h i k kod raspodeljenih statickih sistema jeste = =

zeljena tacnost. Kod raspodeljenih dinamickih

sistema mora se, medutim, voditi racuna i o
Sl. 3.28. M-elementarna mreza

vremenu koje se moze dopustiti na modelu s ) ~
za jednacinu (92)

obzirom na uslove merenja, odnosno pogodnosti
racunanja.

Tako, na primer, difuzioni procesi koji u prirodi mogu trajati nekoliko dana, pa i
nekoliko godina, (bioloske i astrofizicke pojave) moraju se zavrsiti na modelu za najvise
nekoliko minuta. To nam odreduje faktor razmere za vreme K; = t/t..

Ako su koraci h i k utvrdeni s obzirom na zahteve u pogledu tacnosti aproksimacije,
tada se iz formula uz Sl. 3.27. mogu izra¢unati

Ga

Gy _k C_K
Go K

k _
Go h’ Go h
K 2 .
C = Go —h, s ]ij(t) = — h Ji(Ktte).
K,

hk, G proizvoljno,

Posto se usvoji dimenzioni faktor K, i zadaje odnos maksimalne trenutne vrednosti,

K
[Jij ()] max, o, tj. a = Gohk, izraéunava se konstanta Gy kao Gy = Aty
K, hk

odredene vrednosti parametara G, Gy i C M-elementarne mreze.

. Time su

b) Talasna jednaéina

Ako se u dvodimenzionalnoj talasnoj jednacini

O D¢ _ 18
0x2 = oy? 2 Ot?

(93)

izvrsi diskretizacija prostornih koordinata, dobija se obi¢na diferencna jednacina
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o(x; + h,y;) — 20(x,y;) + @(z; — h,y;)
h2
N (i, y; + k) — 20(xi, y5) + (i y; — k) 1 dQsD(xi,yj,t).

(94)

k2 o2 de?
Sa istim granama kao za difuzionu jednacinu, jednacina (94) je analogna
jednacini
k  Gohk

h
(95) (2G0 § 20+ e

k h
D2> Vij — Go E Vit1,5 — Go % Vi—1,j5

h h
—Go % Vit Go % Vi1 = 0.

odnosno jednacini

1

h 1 G
(96) (2(;0 CKi 0

k k 1
+2GOEKtB+CQ—[(tD)'Uij_GOEKtﬁviJrl,j

-Gy % K %Uiq,j — Go %Kt % vij+1 — Go % K %Ui,jq =0

Sto predstavlja jednac¢inu napona ¢vorova M -elementarne mreze na Sl. 3.29.

Istim postupkom se dobija i M-elementarna mreza na Sl.3.30. za slucaj
jednodimenzionalne talasne jednacine. Ova mreza predstavlja diskretnu ¢éeliju
homogenog dvoziénog LC' voda (voda bez gubitaka).

Citalac ¢e se uveriti da mreza na Sl. 3.31. predstavlja M-elementarnu mrezu
za diskretizovani oblik opste hiperboli¢ne jednacine

Pp Py dp Py

Lk U s S Ak N V)
(97) 8x2+8y2 8t+ 8t2+ o+ J(x,y,t),

i sam ¢e odrediti njene parametre.

(1,5 + 1)
L (4) L
%Ly , O —— T —
(i—-1) (i+1)
(i—1,5) La Ly (i+1,5)
00 —000" C
(4, 9) L =GoK:
C L %Ly = C = Go B2
Cth
= *(i,5 — 1)
SI. 3.29. M-elementarna mreza Sl. 3.30. M-elementarna mreza za diskretizo-
za jednacinu (95) vanu jednodimenzionalnu talasnu jednacinu

Analogna mreza za talasnu jednac¢inu je manje pogodna od analogne mreze
za difuzionu jednacinu, jer ona zahteva savrSene kalemove, bez otpornosti, koji
se prakti¢tno ne mogu realizovati.
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Kasnije ¢emo videti da su LC' analogne mreze korisne za odredivanje ustal-
jenog odziva ako su pobudni izvori grani¢nih uslova prostoperiodi¢ni odnosno
poliharmoniéni.

¢) Jednacina ustaljene difuzije ¢estica

Ako se u nekom prostoru ispunjenom inertnim gasom ili te¢nos¢éu nalazi izvor
koji ispusta cestice, tada, pod
dejstvom sila molekularne difuz-

ije, one teze da se raspodele G7+1)

tako da njihova koncentracija u Ry
svakoj tacki bude ista. Kon-
centracija Cestica je potencijalna I
funkcija i rezirana je prostom di- v
(i-1,5) Ra (1,5) Le R (i+1,5)

fuzionom jednacinom (13).

Ako se, medutim, fluid nalazi
u pokretnom stanju (na primer
vazdusna masa koja se krec¢e pod
dejstvom vetra), tada se moraju
uzeti u obzir kako lokalna turbu-
lentna strujanja, tako isto i kre-
tanje samog fluida.

Jij (t)

(i, —1)

Difuziona jednacina koja opi- Sl. 3.31. M—e.lemen.tarna mrezVa Za.dISkret.l:
. e o .. zovanu dvodimenzionalnu opstu hiperboli¢nu
suje koncentraciju Cestica je sada

oblika jednacinu

0 dp 0 dy 0 dy dp Oy dp Oy
©08) 5 (Ko 57 )+ 35 (Ko )+ 3 (Ko 50) = u g +o 5, v o 5+
gde su K, K, i K, koeficijenti vihorne difuzije u pravcima z, y i z-ose; u, v, w
komponente brzine strujanja fluida u pravcima x, y i z-ose.

Jednacinom (98) opisuje se koncentracija ¢estica koje se ispustaju u at-
mosferu u prisustvu vazdusnih strujanja i atmosferske turbulentnosti. Ispiti-
vanje koncentracije ¢estica u vazduhu je od velikog znacaja za utvrdivanje ste-
pena zagadenosti prirodne sredine usled nepotpunog sagorevanja goriva i usled
ozracenja radioaktivnih materija.

Pri atmosferskoj difuziji, K, Ky, K., u, v i w su slozene funkcije visine iznad
zemlje, z. Ovde ¢emo posmatrati jedan uproséen problem analize koncentracije
Cestica pri ustaljenoj difuziji.®

Pretpostaviéemo da je izvor zagadenja beskonac¢no linijskog oblika postavljen
u pravcu y-ose i da ispuSta () Cestica po jedinici duzine i u jedinici vremena.
Pretpostavicemo takode, da je strujanje vazduha samo u pravcu z-ose, tj. v =
w = 0; u=u(z), 1 da je difuzija ¢estica u pravcu z-ose usled strujanja vazduha
znatno vec¢a od vihorne difuzije, tj. da je ¢lan 2 (Kmﬁ) zanemarljivo mali.

ox ox

6. W. KArRPLUS, J. R. ALLDIR: Atmospheric Turbulent Diffusion from Infinite Lene Sources.
J Meteorology, 13, 583-586, 1956.
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U ustaljenom rezimu jednacina (98) se svodi na

(99) % (Kz g—f) _ux) 2

Uzmimo da su pridruzeni uslovi

(100a) (y, 2) .. =0, (100b)  (z,2) Ly =00,
(100c) (K. g—f) L =0 (00 Zou(z)w(x,z) dz=Q, (x>0).

Zavisnost od brzine vetra u od visine z se obi¢no odreduje empirijskim putem.
Ova zavisnost je pribliznog oblika

(101) u(z) = Aln = ,
20

gde su A i zy konstante za odredene atmosferske uslove. Za iste atmosferske

uslove, koeficijent vihorne difuzije K, je priblizno jednak
Bz

102 K, ===

(102) ==

gde je B konstanta.
Na ovaj nac¢in jednacina (99) postaje

B 0 dpN\ .z Op
(103) A2 9z (Z 82’) Tz O
Uvedimo smenu
A2
(104) r="pt.

Tada (315) postaje

0?0 Oy 2\ Op
105 sog ot = (=) S
(105) 022 0Oz 20/ Ot

Ova jednacina je oblika 1-dimenzionalne difuzione jednacine. Da bismo je
resili metodom elektricnog modelovanja, izvrsicemo diskretizaciju parcijalnih
izvoda po promenljivoj z. Za v-ti ¢vor resetke (z, = hv) imac¢emo

A%,  Ag, 2\ dey
106 v ~ | Iln— ,
(106) A2 + Az ( . 20> dt
ili
Our1 =200 + Q1 Qurl — o1 hvy Op,
107 h - (1 —) ,
(107) v 12 AT ") ot

odnosno
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(108) (Gu+% + Gy—% +C, D) Uy — Gy-‘,—%vl/—l - Gy+%vu+l =0,

gde je
4 1 1
v+ = v— =
2 ___ 2 v
(109) Grry =320 Gog=—32 Go=h_,
iz ¢ega se vidi da je (108) analogna jednacina Guorz ) Guyige
napona ¢vorova za v-ti ¢vor M-elementarne ¢ YVVT B
mreze prikazane na Sl. 3.32.
Ovim postupkom se odredivanje resenja == Cv

o(z, z) svelo na odredivanje odziva v (t, z)
(2t = parametar) M-analogne mreze.

Grani¢éni uslovi (100b), (100c¢) i (100d)

odreduju vrednost strujnog impulsa @ koji u Sl 3.32. M-elementarna mreza
trenutku ¢ = 0 mora biti prikljuéen u pocetni za jednacinu (108)
¢vor O mreze.

Giy2 Gsy2 Gs)2 G2
f A% A%% A%
E T CO = Cl = CQ = 03 =
(a)
2.0
10-2 A%
SAN
1.5
1.0
Z/Zo = 20|
\ Z/Z[) =10
0.5 B————
Z2/Z0 =30 = |
\— | Z/Zo =150
0.0
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
102 B2
(b) A7)

S1.3.33. a) M-analogna mreza za jednacinu (108)
b) koncentracija u funkciji rastojanja od izvora za razne visine
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To se ostvaruje tako sto se kondenzator kapacitivnosti Zy na pocetku mreze
najpre priklju¢i na konstantni napon E = Q/Cy, a potom, u trenutku ¢ = 0
na pocetku mreze. Posto je mreza pasivna RC-tipa, napon u bilo kom ¢voru
Ce teziti nuli kada t — oo. Ovim je grani¢ni uslov automatski zadovoljen. M-
analogna mreza prikazana je na Sl.3.33a”, a dijagram familije krivih, crtan u
normalizovanim koordinatama, dat je na Sl. 3.33b.

Prednost ovog modela je njegova jednostavnost i lakoca kojom se moze
podeSavati za razne vrednosti konstati A, B i zp, putem promene parametara
elektriéne mreze. Po istom principu je pravljena i elektricna mreza za resavanje
jednacine®

0 Op 0% B Op
(110) 0z (K 32) MR oy? ) 5y Ox

d) Maxwellove jednacine

Prostiranje talasa u elektromagnetnom polju opisano je MAXWELLovim jed-
nacinama

H B . . 0D L
(111a) rotK = _aa_t’ (111b) rotszK—l—@a—t, (111e¢) D =e¢K,
(111d) B=puH, (11l¢) divD=p,  (111f) divB =0,

gde su H i K vektori jacine magnetnog i elektricnog polja, B i D vektori mag-
netne indukcije i elektricne indukcije, p i € su magnetna i dielektri¢na pro-
pustljivost sredine, 7 je specificna provodnost sredine, a ¢ gustina elektri¢nog
optereéenja.

Zbog dosta slozene meduzavisnosti izmedu komponenti vektora HiKnu
opStem slucaju, ovde ¢emo posmatrati samo posebne slucaje kada su izvesne
komponente ovih vektora identicki jednake nuli. Od posebnog praktickog in-
teresa su polja u metalnim cevima, tzv. talasovodima. To su Suplje cevi od
metala visoke provodnosti. Pri vrlo visokim ucestanostima talasovodi prenose
elektromagnetne talase odredenog tipa slicno elektri¢nim vodov1rna Analiza
polja u talasovodima pokazuje da samo jedan od vektora K i H moze imati
jednu komponentu u pravcu prostiranja. Ako osu talasovoda uzmemo za z-osu,
tada su mogu¢ni slucajevi K, # 0, H, = 0ili H, # 0, K, = 0. Prvi tip talasa
naziva se TM talasi (transverzalni magnetni) ili £ talasi (elektriéni), a drugi tip
naziva se TFE talasi (transverzalni elektriéni) ili H talasi (magnetni).

Kod cilindri¢nih talasovoda koji prenose T'M talase postoji osovinska sime-
trija, tako da su K,, K, i Hy jedine komponente polja u cilindricnom koordi-
natnom sistemu koje su razlicite od nule.

Uopste, Maxwell-ove jednacine (111a) i (111b) pisane u cilindri¢nim koordi-
natama za sistem sa osovinskom simetrijom koji prenosi TM talase glase
0K, 0K, OHy OHpg 0K, 1 8(T’He) oK.
o 0: Mot T oz or v o T o
"Treba primetiti da su u ovom sluéaju provodnosti date u (109) uskladene.
8videti 6)

(112)
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ili
K, OH) oK.

U !
OK. 0K, _ 10H,  OH) = yrkper 2K

0
W) B~ ~Fra o e MR
(ovde je Hy = rHy).
Ako parcijalne izvode po prostornim koordinatama zamenimo koli¢nicima
konaénih razlika

(114)
oK.|  Keliae. —K:_ s, ok, Kl pa.— K| s
or lr.z Ar 0z lr Az ’
oy _ Holorn: =Ml oHy _ Hilian. — Ml
0z lrz Az T0r ez Ar

i stavimo radi jednostavnosti Az = Ar, jednacine (113) se pisu u obliku

A
(115a)  Kuf, an — K| an  — K| o+ K| s =L DHj|, .
(115b) Hyl|, . —Hgl| o\, =7Ar K| o +eAr-rDK| .,
(115¢) Hé’r+Ar,z — Hé|nz ~ yAr - TKZ‘H—H,z +eAr- TDKZ|r+ﬁ,z’

pri ¢emu je vrednost Hj izracunata u ¢voru (r,z), a vrednosti K, i K, su
izra¢unate na sredini izmedu ¢évora (r,z + Az), (r,2) i (r + Ar, 2), (r,2), re-
spektivno.

Granicni uslovi se postavljaju u vidu naponskih i strujnih izvora vezanih za
granicne ¢vorove. Ako je neki grani¢ni uslov tipa “savrSeno provodna povrsina”,
kao $to je, na primer, u talasovodima, tada tangencijalna komponenta elek-
tricnog polja na povrsini mora biti jednaka nuli, pa ¢e grane sa kalemovima
¢ije su struje predstavljene ovim komponentama (to su kalemovi normalni na
grani¢ne povrsine) biti prekinute.

Na slican nacin se modeluju MAXWELLove jednacine koje opisuju sisteme sa
osovinskom simetrijom koji prenose TE talase.

Vezbanja

3.9. Odrediti M-elementarnu mrezu za diskretizovani oblik opste hiperboli¢ne jed-
nacine (97).

3.10. Izvesti izraze za parametre mreze iz prethodnog zadatka za oblast proizvoljnog
oblika (razli¢iti koraci diskretizacije).

3.11. Odrediti analognu mrezu za modelovanje MAXWELLovih jednacina sistema sa
osovinskom simetrijom koji prenose T'F talase
8K9 o aHr 1 8(rKg) BHZ aHr 8Hz 8K9

2 MPar v  Mar e ar  ete
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3.12. Dokazati da ako je polje homogeno i ako je ¢ = 0, iz MAXWELLovih jednac¢ina
(111) se dobijaju jednacine:
- oH O*H o oK ’K
2 2
H=~p— — K=~vu— —
v Yoy tek 5 V Ty TR Sa
0? 0? o?
deje V2 = == + — + — .
gde je V 8x2+8y2+822
Na osnovi ovih jednacina odrediti analognu mrezu koja odreduje komponente vek-
tora H i K.

3.2.3. REZISTIVNE ANALOGNE MREZE ZA RASPODELJENE
DINAMICKE SISTEME

Pri modelovanju raspodeljenih dinamickih sistema, mi smo do sada aprok-
simirali koli¢nicima kona¢nih prirastaja samo parcijalne izvode po prostornim
koordinatama. Ovim smo parcijalne diferencijalne jednacine paraboli¢nog i
hiperboli¢nog tipa sveli na sisteme diferencno-(obi¢nih)diferencijalnih jednacina
na osnovu kojih smo dobijali analogne RC- i RLC-mreze.

Pri numerickom resavanju jednacina za raspodeljene dinamicke sisteme pot-
rebno je diskretizovati ne samo parcijalne izvode po prostornim koordinatama,
ve¢ i one po vremenu. Kao rezultat diskretizacije svih parcijalnih izvoda do-
bija se sistem diferencnih jednacina koji se moze programirati za reSavanje na
digitalnoj rac¢unskoj masini.

Sa gledista elektri¢cnog modelovanja, sistemi diferencnih jednacina odgova-
raju rezistivnoj mrezi regularne strukture. To je s jedne strane povoljno jer
je analiza R-mreza jednostavnija od analize RC- ili RLC- mreza. Isto tako i
merenje napona i struje je prostije nego u dinamickim analognim mrezama gde su
potrebni osciloskopi i specijalni registrujuci aparati. Medutim, diskretizacija vre-
menske promenljive unosi jedan novi moment koji se po pravilu ne javlja kada se
ona ne vrsi. Naime, numericke analize su pokazale da ako se korak diskretizacije
po vremenu ne uzme dovoljno mali u odnosu na korake diskretizacije po pros-
tornim koordinatama, tada se mogu pojaviti velike kumulativne greske usled
zaokruzavanja. Ako se pocetni uslovi daju u trenutku ¢ = 0 sa izvesnom malom
greskom, ona stalno raste sa svakim racunskim korakom u trenucima At, 2At,
..., tako da posle nekoliko vremenskih intervala greska moze biti veéa od 100%,
S$to ¢ini rezultat besmislenim. Ova moguénost pojave numericke nestabilnosti pri
izvesnoj aproksimaciji parcijalnih izvoda po vremenu zahteva smanjenje intervala
At, $to ¢ini da za jednu odredenu tacnost analogna mreza bude sloZenija nego
pri uzimanju vecéeg intervala. Stoga prilikom izbora R-analogne mreze potrebno
je voditi ratuna o ovoj pojavi.

Posto razni izbori koraka diskretizacije po vremenu i po prostornim koordi-
natama, koji vode do stabilne sheme ra¢unanja, dovode u opstem slucaju do ra-
zli¢itog kvaliteta aproksimacije diferencijalne jednacine diferencnom jednacinom,
postavlja se i pitanje izbora koraka koji daju najbolje rezultate.

U ovom odeljku mi ¢emo izvesti R-analogne mreze za razne paraboli¢ne i
hiperboli¢ne jednacine sa gledista optimalne numericke stabilnosti i sa gledista
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§to bolje aproksimacije parcijalne diferencijalne jednacine diferencnom jedna-
Cinom.
a) Fourier-ova jednacina

Analiza stabilnosti

Posmatrajmo 1-dimenzionalnu FOURIERovU jednacinu
02 0
(116) av_9
ox? Ot

u kojoj smo radi jednostavnosti normalizovali vreme i promenljivu ¢°.
Neka su pridruzeni uslovi:

(117)  v(0,t) = vo(¢) (t > 0), v(d,t) = va(t) (t > 0), v(z,0) = v(zo) (0 <z < d).

Da bismo odredili resenje v(x, t), obrazujmo diferencnu jednac¢inu uzimajuéi
za, izvod po vremenu razlike unapred, a za izvod po prostornoj koordinati, kao i
do sada, centralnu razliku

v(x; + hoty) — 20(xg, ty) ol —hoty) (2, t; +7) —v(xs, b))

(118) o3 -

Pridruzene uslove pisemo u obliku:

U(O,t]') Uo(tj) = Vojy (.]'20,1,2,...)7
(119) v(d,t;) = va(t;) = vgy (j=0,1,2,...),

v(z;,0) =v(z;) =vio (1=1,2,...,n).

Uzmimo korake diskretizacije h i 7 tako da je x; = hi i t; = 77, gde je

(120) h=—, T = ah?.
n
Jednagina (118) postaje
(121) (2a - ].) Vij — QU415 — QV;—1 5 + Vij+1 = 0.

Ona pokazuje da se vrednost napona v u tacki (¢, 5+ 1) koja odgovara mestu
sa koordinatom z; u trenutku ¢;; moze izracunati ako se poznaju naponi u
tackama sa koordinatama (i — 1,7), (¢,7) i (¢ + 1,75), tj. ako se poznaju naponi
na mestima sa koordinatama x;_1, x; i ;41 u prethodnom trenutku ¢;. To znaci
da polazeéi od poznatih vrednosti pocetnog napona v(z;, 0) = v; o u tackama i =
0,1,2,...,ninapona u grani¢nim tackama v(0,¢;) = vg ; 1 v(d, t;) u “trenucima”

9Jednagina (116) se dobija kada se u (225) na mesto t uvede “elektricno” vreme t/K, a &
zameni sa v/ K.
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j = 0,1,..., mogu se izracunati vrednosti napona v(z,t) u svim diskretnim
tackama oblasti a <z < d, t > 0: v(z;,t1); v(24,t2); ..., (i =0,1,...,n).

Iz ovog razloga racunska shema data formulama (121) naziva se explicitna
shema. Potrebno je samo da numericka greska koja se ¢ini na nekom stupnju
racunanja u trenutku ¢;, ne raste prilikom prelaska na slede¢i stupanj u trenutku
thrl'

Pretpostavimo, naime, da su vrednosti napona v(z;,0) = v; o koji se zZele
imati u trenutku ¢t = 0 (poCetni naponi) dati sa greskom ¢; o:

(122) Vi,0 = V3,0 + €i,0,

gde 7; ¢ oznacava stvarnu vrednost napona v; o u prisustvu greske.
Ako sa U; j = U(z;,t;) oznacimo resenje jednacine (121) u prisustvu greske,
tj.

(123) (20 = 1)0ij — aViy1,j — aVi—1j + V41 =0,
sa pridruzenim uslovima
(124) Vo,j = V0,5, Ud,j = Vdj, Vi0=Vi0+Ei0

i ako sa d;; = U; ; — vi; oznacimo gresku koja se ¢ini u reSenju usled unosSenja
pogresnih pocetnih uslova, tada oduzimanjem (121) od (122) i (124) od (117)
dobijamo da §; ; zadovoljava istu diferencnu jednac¢inu

(125) (2& - ].) 6i,j - O[(Si+1’j - 0[67;,1’]' + 6i,j+1 = 0,
ali sa pridruzenim uslovima
(126) 501]‘ :0 l 6d7j :0 (j:(),].,Q,...), (51"0:51',0 (220,1,2,,n)

Ispita¢emo da li je moguéno izabrati o tako da greska ¢; ; ostane ograni¢ena
kada t; — oo.

U tu svrhu potrazi¢emo partikularno resenje jednacine (125) u obliku
(127) (Si,j = (S(.%'Z',tj) = atf sin b.’l?i7

koje ocigledno zadovoljava prvi grani¢ni uslov ; ; = 0. Iz uslova da mora zadovo-
ljavati i drugi grani¢ni uslov é4,; = 0 dobijamo

(128) a' sinbd = 0,
odnosno

(129) b:’% (v=0,1,2,...),
tako da je

v

(130) 51',]‘ = atj sin 7 ZT;.
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Posle unosenja (130) u (125) i izvesnih uproséavanja dobija se

(131) aT+4asin2%h—1:O (v=0,1,2,...),
odnosno

1/7
(132) 0= (1 —4asin2%h) (v=0,1,2,...).

Primenom na (120) i (130) zaklju¢ujemo da postoje beskona¢no mnogo par-
tikularnih integrala
J
(133) 5 = (1—4asin2%> sin%i (v=0,1,2,...),
koji zadovoljavaju date grani¢ne uslove.
Posto je jednacna (125) linearna, linearna kombinacija proizvoljnog broja
funkcija d; ; je takode partikularni integral

n—1 n—1 )

— § : Z J v
134 61 J— Avé(u) _ Al/ (1 _dosi 2 I/7T) ’ i
1 ! s IR ) o

gde su A, konstante koje se odreduju iz pocetnih uslova u (126), d; 0 = €;0.
Prema naSem zahtevu, sa porastom vremena, tj. kada j — oo, greska d; ;
mora ostati ograni¢ena. Dovoljan uslov za to je ispunjenje nejednakosti

vm
1 1—4asin® —| <1
(135) asin® o < 1,

odnosno nejednakosti

s 1

1 in2 = <= =1,2,...,n—1).
(136) asin® o < 3 (v ,2,...,nm—1)
Ona je bezuslovno zadovoljena ako je
(137) a<

DN =

Ovaj rezultat pokazuje da ¢e racunanje vrednosti v; ; po formuli (121) biti
numericki stabilno, ako odnos izmedu vremenskog koraka i kvadrata duzinskog
koraka ne premasuje 1/2.

Pored eksplicitne sheme ra¢unanja (121), koja poti¢e od aproksimiranja par-
cijalnog izvoda po vremenu u (116) razlikom unapred, mozemo upotrebiti i dife-
rencnu jednacinu sa razlikom unazad

’U(’Jii + h,tj) — 2U(1’i,tj) -+ U(ZL’i — h,tj) o ’U(’L'i,tj) - U(.’L‘Z‘,tj — 7')

1
(138) s : ,
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odnosno
(139) (2 + 1)vi 5 — avir,j — avim1j — vij-1 =0,

koja se Cesto naziva implicitna shema. Ovaj naziv potice otud sto kod ove sheme
vrednost napona v u nekom trenutku ¢; na mestu x;_; ne moze se neposredno
izraCunati poznavanjem vrednosti napona u prethodnom trenutku na mestima
T;_ 9, T;_1, x; kao kod eksplicitne sheme.

Ispitivanje stabilnosti implicitne sheme pri pridruzenim uslovima (119) vrsi
se na isti na¢in kao kod eksplicitne sheme. Naime, ako su pocetni naponi dati
sa greskom €; 9 kao u (122), tada greska d;; zadovoljava istu diferencijalnu
jednacinu kao (139), tj.

(140) (2@ + 1)(52'7]' - a6i+17j — adi,l,j — 5i,j71 = O,

sa pridruzenim uslovima (126). Zamenom §; ; iz (130) u (140) dobijamo jednacinu

(141) aa” (2 sin % x;—sin % (x;+h)—sin % (xi—h)> +(a™—1)sin % z; =0,

koja se moze napisati kao

(142) a” 4asin I%T x; sin’ ;—2 h+ (a™ —1)sin %r x; =0,
ili

1
(143) a=

Posto je a > 0, sve funkcije

v 1 . )
(144) 55)].) = T > sm%z (r=0,1,2,...)
dasin® 28 1)
( Qv SIn o +

T
asimptotski teze nuli kada j — oo ako je sin 2—2’ # 0, ili, u najgorem slucaju,
n
v
ostaju ogranicene kada je sin 2—2 = 0. Na ovaj nacin, linearna kombinacija
n

n—1
funkcija (5??, dij = > Bvégl;) se ponasa na isti nacin, $to znaci da je implicitna
, = ;

shema (139) numericki stabilna bez obzira na vrednost a, odnosno da se sa
gledista stabilnosti koraci diskretizacije po prostornoj koordinati i po vremenu
mogu birati proizvoljno.

b) Kvalitet aproksimacije

Osim zadovoljavanja zahteva u pogledu stabilnosti, parametar o se moze
izabrati i sa gledista minimalne greske aproksimacije parcijalne diferencijalne
jednacine (116) diferencnom jednacinom (121).
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Da bismo ovo dokazali, uvedimo diferencijalni operator L(v) i diferencni ope-
rator Ly (v), definisane kao

ov ov
145 Lv)=: -— — &
(145) (v) 0x2 ot’
i
Vit1,j — 205 + Vig1, 1
(146) Li(v) = = t =g (Vi — vig).

Kvalitet aproksimacije se ocenjuje greskom
(147) Ry (v) = Lp(v) — L(v),

koja se ¢ini pri zameni diferencijalne jednacine diferencnom jednacinom.

Posmatrajmo eksplicitnu shemu (116). Kako u diskretnim tackama (x;,t;)
v;,; = v(x;,t;) zadovoljava jednacinu (116), to je u ovim tackama L(v) = 0. Ako
pretpostavimo da v(x, t) ima u tackama (z;, t;) neprekidne parcijalne izvode po x
do 6. reda zakljuéno, i po t do 3. reda zakljuéno razvijanjem v, 11 ; = v(x;+h, t;),
vic1; = v(x; — R, ty) 1 v 41 = v(z, ¢ + ah?) po TAYLORovoj formuli u okolini
(2;,t;) i zamenom u (146), dobijamo posle sredivanja

_ Qv vy of 1 0%y o 0Puy
(148) Rp(v) = Lp(v) = 022 ot h <12 ort 2 o >

Iz uslova da v; ; zadovoljava jednacinu (116) mozemo izracunati parcijalne
izvode po vremenu koji se pojavljuju u (141)
81)1"]' - 821;1-,]- 82Ui’j . 841)1"]', 83vi,j . 86vi’j

ot 0z’ o2 9zt o3 Oab

(149)

Posle njihovog unosenja u (148) dobijamo

1 ay 0*v; 1 a?\ 0%, ;
(150)  Ra(0)=1*(5 - 5) T+ (g5~ ) T+ O

Ako « izaberemo tako da prvi ¢lan bude jednak nuli, tj. ako je
(151) a=1/6,
tada dobijamo da je greska

1 1

(152)  Ry(v) = h4(ﬁ - %)

6
8 Ui,j
Oz

h,4 86111-7]-
540 Oz

+O(h%) = + O(h%),

odnosno

(153) Ry(v) = O(h*)
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Ovo je ujedno minimalna greska koja se moze postiéi sa diferencnom jed-
na¢inom (121), bududi da je za a # 1/6 ova greska reda O(h?).

PRIMEDBA 1. Vidimo da za razliku od jednacina za jednodimenzionalne staticke sis-
teme kod kojih je greska reda O(h?) i koja se prema tome moze uéiniti proizvoljno
malom ako se korak diskretizacije u¢ini dovoljno malim, kod jednodimenzionalne di-
fuzne jednacine ova greska moze biti reda O(h4). Medutim, posto su koraci diskre-
tizacije vezani relacijom (144), svako smanjenje h u cilju dobijanja bolje tac¢nosti
namece obavezno smanjenje vremenskog intervala 7.

PRIMEDBA 2. Moze se dokazati da na granicama z = 0 i x = d procena data u (153)
ne zadovoljava.

PRIMEDBA 3. Optimalna vrednost o = 1/6 daje eksplicitnu formulu

Vi—1,j 40 — Vig1,y

(154) Vi = x
sa greskom realizacije reda O(h*).
Prema (137), o = 1/6 zadovoljava uslov numeri¢ke stabilnosti. Medutim, naj-

prostija racunska formula je za vrednost parametra o = 1/2 koja je na granici stabil-
nosti. Ova formula je

(155) Vigr1 = % 7
ali sa greskom aproksimacije reda O(h?).

PRIMEDBA 4. Moguéno je proceniti gresku izmedu stvarnog resenja v*(z,t) i reSenja
v(z,t) dobijenog iz jednacine (154), odnosno (155). Oznaé¢imo sa

2 2
o2 @)1, [0 (1)

M; = max Uv<4)(x) , } ze[0,d, telo,T],

4
iV (t)

Mz:max[|v(6)(x)|,|vé4)(t), } zel0,d, telo,T].

Tada je!
* T 3
(156) lv(z,t) —v™(x,t)| < 3 Mih
za formulu (155), i

* T 4
7 — < —
(15 ) ‘U(I,t) v (l‘ft)' 13 Mgh

za formulu (154).

Kao sto se moglo pretpostaviti, formula (154) koja daje najbolju aproksimaciju
ujedno daje i najmanje odstupanje stvarnog reSenja od pribliznog u odnosu na formulu
(155). Ovo, naravno, vazi samo ako su pridruzeni uslovi dovoljno “blagi”. Posto je,
medutim, u sluéaju o = 1/2 korak 7 tri puta veéi od koraka u slucaju a = 1/6 (pri
istom koraku h) i ra¢unski posao ¢e biti manji, uz manju ta¢nost u prvom slu¢aju nego
u drugom.

1S. G. MILHIN, H. L. SMOLITSKII: Priblizhennye metody reshenya differentsialnyh urav-
nengi. S. M. B., “Nauka”, Moskva 1965.
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PRIMEDBA 5. Ovom metodom se moze resiti i nehomogena difuziona jednacina:

v v
1 bl et
(158) =g T
sa eksplicitnom shemom
(159) (2a — 1) Vi,j — XVj41,5 — QXVi—1,5 + Vi, j+1 = —T Jij.

Odstupanje stvarnog resenja od pribliznog u ovom slucaju je?

L (s M), st
160 t) —v*(z,t)| <
(160) lv(z,t) —v"(2,t)| < 2(% %)hz o
72\ 3 5 ’ 6’
gde je
2 3
M> = max M , M3 = max Iv(z,t) ,
(161) ot? ot3
d'u(z, 1) 0%v(x, 1)
M, = max W’, Mgzmax’ 926 ’

Formula (160) je manje pogodna od formula (156) i (157), jer ona zavisi od visih
parcijalnih izvoda reSenja, koji obi¢no nisu poznati.

Sto se tice kvaliteta aproksimacije sa implicitnom shemom, moze se dokazati da je
ona reda O(h?) + O(1).

Odstupanje stvarnog redenja od pribliznog moze se proceniti pomoéu izraza®

T h?

(162) oz, t) — v* (, 1) ST(§+ E) M.

On pokazuje da implicitna shema daje manju ta¢nost od optimalne eksplicitne formule
(154), ali posto se u ovoj koraci 7 i h ne mogu birati nezavisno, ona zahteva veéi obim
racunanja.

c) Analogne mreze za difuznu jednacinu

M-elementarna mreza koja odgovara eksplicitnoj shemi (121) prikazana je
na Sl. 3.34.

Ona sadrzi jedan “negativni” otpornik provodnosti —Gy. Kao §to je poznato,
jedan od nac¢ina dobijanja negativnih otpornika jeste zatvaranje konvertora ne-
gativne imitanse (NIC) jednim pozitivnim otpornikom, Sl. 3.35.

Isti efekat se moze dobiti ako se operacioni pojacavac sa konac¢nim pojacanjem
K > 1 veze prema Sl. 3.36.
Zaista, iz jednacina

(163) U = Kul, (164) il = G(u1 - UQ)

2ibid
3ibid.
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dobijamo
7
(165) L = (K-1)G=—G,.
Uy
1 1 e—
7G0 — NIC G()
1 1'o—
Sl. 3.34. M-elementarna mreza za Sl. 3.35 Dobijanje negativnog otpornika
eksplicitnu shemu (121) pomocu konvertora negativne imitanse
G

Sl. 3.36. Dobijanje negativnog otpornika pomocu operacionog pojacavaca

P R
RO + ) “|
u—> I
1
o P E
1
—Ro= u R
0 0

[y

Sl. 3.37. Dobijanje negativnog otpornika pomo¢u WHEATSTONEovog mosta

Isto tako, pomocéu kola u obliku WHEATSTONEovog mosta prema Sl.3.37.
moze se proizvesti negativna otpornost — Ry ukoliko se postigne da struja kroz
otpornik Ry bude negativna u odnosu na pozitivni prikazan smer.

Kliza¢ potenciometra P podeSava se tako da za jednu Zeljenu vrednost nega-
tivne otpornosti, koja se postavlja na reostatu p, skretanje nula-indikatora bude
jednako nuli. Tada je ocigledno napon izmedu klizac¢a potenciometra i ¢vora 1’
jednak 2u, tako da je struja ¢ jednaka
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u—2u U
166 = -
(166) ! Ry Ry’

Sto e redi da je ulazna provodnost jednaka —1/Ry.

Ovo kolo nije tako prakticno, zato sto ako je potrebno ostvariti vise nega-
tivnih otpornika, tada se njihovo podesavanje ne moze vrsiti pojedinacno, tj.
podesavanje jednog kola kvari podesavanje ostalih. PodeSavanje se mora vrsiti
u vise navrata, iterativno. Prisustvo negativnih otpornika moze da uc¢ini M-
analognu mrezu nestabilnom u odnosu na male perturbacije struje i napona
koje mogu izazvati na primer Sumovi. Sa druge strane, videli smo da diferencna
jednacina (121) moze da ispolji numericku nestabilnost za o > 1/2.

Izlazi da su pojave elektricne nestabilnosti i numericke nestabilnosti u neku
ruku analogne. Svaka elektricna nestabilnost M-analogne mreze odraziée se
kao numericka nestabilnost diferencne jednacine i obrnuto. Koristeéi ovu ideju,
W. J. Karplus' je formulisao sledeéi opsti kriterijum stabilnosti diferencijalnih
jednacina sa dve nezavisne promenljive.

a) Diferencnu jedna¢inu napisati u obliku

(167) L (piv1y = @ij) +alpi-15 — ©ij) + 0 (pira; — @ij)
+e(@igrn = @ig) +d(pij1 = ¢ij) T e(pijre — i) +--- =0,

gde se indeks 7 odnosi na prostorne koordinate.

b) Ako su svi koeficijenti a, b, ¢, d, e, itd. pozitivni, jednacina je stabilna.

¢) Ako je bar jedan koeficijent negativan, tada dovoljan uslov za stabilnost
jeste da je suma svih koeficijenata, ovde ukljuc¢ujuéi i jedinicu, negativna, tj.

l+a+b+c+d+e+--- <0,
ili
1+ai41+ai—1+ a2 +aj41 +aj_1 +aj_o+---<0.

Osnovna prednost ovog kriterijuma u odnosu na druge je njegova jedno-
stavnost.

PRIMER 3.7. Ispitati stabilnost diferencnih jednacina

(168a) Pit1,j = 2pij + Pi-1j _ Pig+l — Pig

h2 T ’
Pit1j —20i5 +0ic15 _ Pij — Pij-1
168b - ’
( ) h2 T
Pitlj —20i5 T Pi-1;5 _ Pij+l — Piyj—1
168 =
(168¢) h2 27 ’

koje odgovaraju jednodimenzionalnoj FOURIERovoj jednaéini (116) sa aproksimacijom
desne strane pomocu razlike unapred, razlike unazad i centralne razlike, respektivno.

IW. J. KARPLUS: An Electric Circuit Theory Approach to Finite Difference Stability,
Trans. AIEE, 77, pt. I, 210-213, 1958.
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Uvedimo o = 7/h? i napisimo ove jednagine u obliku (167). Dobijamo

1
(169a) 1 (pit1,5 —wij) +1-(pi—1,j — i) — > (pij+1— @ij) =0,

1
(1696)  1-(pivry = pig) + 1+ (im15 = 9ij) + — (pij-1 = ¢ij) =0,
1 1
(169¢)  1-(wirr=pig)+1(im1j =)= 5= (Pigr1—vig)+ 5o (Pij-1—ij) = 0.
Posto u (169a) postoji jedan negativan koeficijent, primenjuje se deo pod ¢) kriter-
ijuma
1 . 1
1+1-—<0, t. a<-=.
o 2
Ovaj rezultat je, sa tacnoséu do znaka jednakosti, isti kao u (137). Za jednacinu (169b)
vazi deo pod b) kriterijuma, jer su svi koeficijenti pozitivni. Jednacina je, prema
tome, uvek stabilna §to smo dobili i ranije ispitivanjem diferencne jednacine. Najzad,
jednagina (169c¢) je uvek nestabilna, jer je zbir koeficijenata jednak 2.

Kriterijum nije ograni¢en samo na jednacine tri nezavisne promenljive.
PRIMER 3.8. Ispitati stabilnost dvodimenzionalne Fourier-ove jednacine:

Pp P O

Ako izvod po vremenu aproksimiramo razlikom unapred, dobi¢emo

Pit1,4k — 2004k + Pi-1,5,k | Pidtlk = 20i 5,k + Pij—1k _ Pigh+tl — Pigk

(172) h2 k2 T ’

Sto posle preuredenja u obliku (167) daje

B
(Pit1,4,6 = Pig) + (Piz1,4,6 — Pirjk) + o (Pij+1,6 = Pijk)
1

(%

(172)

B
+3 (@i j—1, = Pigk) — = (Pij+1,6 — Pirik) = 0,

gde je a = 7/h* i B =1/K>
Prema delu c¢) kriterijuma, jednacina (172) je stabilna ako je

2+l 1y,
o «Q
t. aGo (i,§) aGo
(173). a+6<%

Dok analogna mreza gradena prema eksplicit-
noj shemi sadrzi negativne otpornike i samim tim
je samo uslovno stabilna, analogne mreze dobi- (4,74 1)
jene prema implicitnoj shemi (139) su bezuslovno
stabilne.  To je posledica c¢injenica Sto je M-
elementarna mreza za jednacinu (139) prikazana  §].3.38. M-elementarna mreza
na Sl 3.38, pasivna jer sadrzi samo pozitivne ot- za implicitnu shemu (139)
pornike.
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PRIMER 3.9. Odrediti optimalnu M-analognu rezistivnu mrezu za difuzionu jedna¢inu
0*v
ox?
v(z,0) =4z(l —z) (0 <z < 1), koristeéi eksplicitnu shemu rac¢unanja.

= a—f: pri sledeéim pridruzenim uslovima v(0,t) = v(1,t) =0 (0 <t < 00) i

Za korak diskretizacije uzimati h = 0.1 a promenjivu ¢ posmatrati u intervalu
0 <t <0.01. Izracunati napone ¢vorova mreze.

Kod optimalne mreze je o = 1/6, tako da je za korak diskretizacije h = 0.1,
7 = ah® = 1/600. Prema tome, ¢vorovi mreze su odredeni koordinatama x; = 0.1
(i=0,1,...,10)it; =j/600 (j =0,1,...,6).

Diskretizovane pocetne uslove ra¢unamo po formuli (119)

v(mi, 0) = Vi,0 = 4%1'(1 - 961) =0.4¢ (1 - 0.1i), (Z = O, 1, ey 10),
ili tabelarno:

L i [of1[2]3[]4[5[6]7[8][9]10]
[ violVI] 0 [ 36 ] 64] 84].96[1].96] 84]64]36] 0 |

M-analogna mreza odredena sa Gy = 15, prikazana je na Sl.3.39. Primecéujemo
da je ona simetri¢na u odnosu na vertikalnu simetralu. Ovo je posledica Cinjenice
8to je prava x = 1/2 osa simetrije za dijagrame datih graniénih i pocetnih uslova.
Prema tome, dovoljno je posmatrati mrezu koja se dobija od date mreze sjedinjavanjem
¢vorova simetri¢no postavljenih prema osi simetrije. Sve provodnosti u ovoj mrezi, osim
onih na simetrali, jednake su udvostru¢enim vrednostima provodnosti u prvobitnoj
mrezi, dok naponi izvora ostaju neizmenjeni.

IR

VVN—T—\—

s s s s s s s s

0 F—w A% %% A% %% A% %% A% A% VN —
0.36 V==0.64 V==0.84 V=0.96 V==1.00 V=0.96 V=0.84 V=0.64 V==0.36 V=

:
2
2
2
2
2
2
2

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

S1.3.39. M-analogna mreza za eksplicitnu shemu ra¢unanja jednacine (116)
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Napone u ¢vorovima mozemo ra¢unati vrseci analizu mreze metodom napona ¢vorova
ili neposredno pomoéu formule (154).
PRIMER 3.10. Odrediti M-analognu rezistivhu mrezu za jednacinu iz prethodnog pri-
mera, koriste¢i implicitnu shemu ra¢unanja.

M-analogna mreza dobijena za Go = 11 a = 1 prikazana je na Sl. 3.40. Na Sl. 3.41.
prikazana je mreza posle sjedinjavanja ¢vorova simetri¢no postavljenih prema simetrali.

0.36VLO.64VLO.84VLO.96Vil.OOVLO.Qﬁ\/LO.EMVLO.64VLO.36VL

VUV PV VS VOV SOV IV V0

S1.3.40. M-analogna mreza za implicitnu shemu racunanja jednacine (116)

Vezbanja

3.13. Izvesti izraz (131).

3.14. Izvesti izraz (141).

3.15. Proceniti gresku aproksimacije Rp(v) na granicama intervala.

3.16. Dokazati da je kvalitet aproksimacije jednacine (116) za eksplicitnu shemu reda
O(h?) + O(7).

3.17. Pomocu kriterijuma (167) ispitati stabilnost M-analogne mreze za staticki
raspodeljene sisteme.
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Sl. 3.41. Uproséena mreza sa Sl. 3.39
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