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1. Introduction

Considérons I’ équation de Vlasov stationnaire
v-Vof =V Vyf=0

ol ¢ est un potentiel radial. La fonction de distribution f(x,v) est une fonc-
tion positive définie pour (x,v) € IR3xIR?. Tl est bien connu en astrophysique
(voir [BT], [L]), apparemment depuis les travaux de J.H. Jeans (voir [J1,2]),
que lorsque 1’ équation de Vlasov stationnaire est couplée a 1’équation de
Poisson (gravitationnelle)

Aqb:/]RSf(m,v) dv ,

f peut étre factorisée comme fonction de I’ énergie et du moment angulaire,
¢’ est a dire qu’ il existe une fonction g telle que

2
f(z,v) = (% +¢(x),z Av) VY (z,v) € R®x R?
(et 1" équation de Vlasov est alors automatiquement satisfaite pour toute
fonction g). Il semble qu’ un tel résultat n’ ait été étudié mathématiquement
que par Batt, Faltenbacher et Horst dans le cadre plus restreint des modeles
a symétrie sphérique (voir [BFH]), ¢’ est a dire tels que f ne dépende en fait
que de

lz|, (z-v) et |zAv]?.

Nous allons étudier en détail le ”théoreme de Jeans” et donner en parti-
culier des conditions de validité précises, sans faire d’ hypotheses a priori sur
les symétries de f, ni d’ ailleurs supposer que le potentiel est donné par I’
équation de Poisson. Il s’ agit donc d’ un résultat de symétrie pour toutes les
solutions (suffisamment réguliéres), ce qui permet de les classifier et montre
que la classe considéré dans [BBDP]| (partie 5) était en fait la classe le plus
générale. La preuve du théoreme repose sur I’ étude du systeme dynamique
sous-jacent

o) ot &= Vao(a).
f étant invariante par transport le long des trajectoires, une moyenne en
temps des trajectoires dans 1’ espace des phases fait disparaitre par ergodi-
sation certaines coordonnées de type angulaire, sous réserve que soient satis-
faites des conditions de non résonance. Nous serons d’ abord amenés a étudier



le rapport entre les trajectoires bornées et le support de f. Le théoreme de
Jeans sera ensuite exposé dans différentes versions. Un argument essentiel de
la preuve (les potentiels pour lesquels un ensemble de mesure non nulle de
données initiales conduisent a des trajectoires périodiques sont localement
en —1/r ou en 72) est donné en appendice. Nous présenterons enfin 1" ap-
plication du théoréme de Jeans au systeme de Vlasov-Poisson gravitationnel
lorsque le potentiel est radial (le probléme est alors ramené a 1’ étude d’ une
équation semi-linéaire elliptique : voir [BFH|, [BBDP]). D’ autres applica-
tions, en particulier pour des problemes liés a I’ électromagnétisme, seront
présentées dans des travaux ultérieurs (voir [D1-3]). Notons enfin I’ intérét
des résultats de factorisation d’un point de vue numérique, 1’ une des princi-
pales difficultés rencontrées dans le calcul de solutions d’ équations cinétiques
provenant de la dimension élevée de I’ espace des phases (voir [D4,5]).
Nous reprendrons pour ’essentiel les notations de Batt, Faltenbacher et
Horst dans [BFH], ainsi que la démonstration qu’ ils ont donnée du théoreme
de Jeans, en I’ étendant toutefois de deux manieres : nous traiterons d’ un
potentiel général et pas simplement de celui qui apparait dans le systeme
de Vlasov-Poisson ; nous ne ferons pas I’ hypothese de symétrie sphérique
pour f, hypothese qui dissimule le principal argument de la démonstration
du théoreme de Jeans : la moyenne en temps sur les variables angulaires.

Considérons dans IR? un gaz de particules indépendantes soumises & un
champ de force dérivant d’ un potentiel ¢. La trajectoire ¢ — (z(t),v(t)) d’
une particule dans I’ espace des phases IR x IR est donnée par les équations
de Newton

d—f = o(t) z(0) ==z
{ o Vo) TN { w(0) =

o

(1)

=)

Ici, on a supposé ou bien que toutes les particules étaient de méme masse
(normalisée & 1), ou bien que la force exercée sur les particules était pro-
portionelle & leur masse. f(t,z,v), densité de particules qui a I’ instant ¢
occupent la position z avec la vitesse v, obéit a I’ équation de Vlasov (ou
équation de transport en présence du champ de forces —V ). Cette équation
est obtenue en écrivant simplement que f est constante le long des trajec-
toires

0 = %f(t,x(t)w(t))
_ £) -



ce qui conduit a I’ équation de Vlasov

of
E+v-vxf—vx¢-vvf:0. (2)
Réciproquement, on montre que toute solution de (2) au sens des distribu-

tions, avec donnée initiale
£(0,2,v) = fo(z,v) V (x,v) € R®x R3
s’ écrit pour presque tout (¢,z,v) € IR x IR? x IR?

f(t,:L‘,U) = fO(xt(mﬂfU)vvt(x’v))

o x¢(x,v) = x(—t)
v(z,v) =wv(—t)

x(t) et v(t) étant solutions de (1) avec données initiales x¢(z,v) = z(0) =z
et vo(x,v) =v(0) =v.
(Pour simplifier, on a supposé que le champ de forces —V ;¢ était autonome -
¢’ est a dire indépendant du temps - et que f et ¢ possédaient une régularité
suffisante.) Nous allons nous intéresser au cas de solutions stationnaires :

f € C°(IR? x IR?) ne dépend pas de t, (H1)

lorsque ¢ est C'! est & symétrie radiale :

d(x) =p(z]) YVreR® et ¢ecC(]0,+o0,IR). (H2)
Nous supposerons en outre que
o(r) = o(r=2) quand r — 0, (H3a)
et
liminf, o 77 20(r) > —o0. (H3Db)
Dans la partie 3, nous serons enfin amenés a faire les hypotheses
T %(rgp(r)) et r— d%(r_Qgp(r)) ne s’ annullent sur aucun intervalle
contenu dans supp(p) (H4a)
et
¢ est analytique sur |0, +0o0], (H4b)

la densité spatiale p étant définie par

p(a:):/]RSf(a:,v) dv VzelR3.

Dans la suite, on a supposé autant de régularité qu’ il en fallait pour ne
pas avoir a prendre de précautions particulieres. Les calculs pourraient étre



justifiés dans des cadres moins réguliers correspondant a des modélisations
réalistes, mais cela nuirait certainement a la clarté de I’ exposé.

2. Solutions de masse finie pour I’ équation de Vlasov et caractéristiques

Nous allons démontrer qu’ une solution stationnaire de masse finie est a
support dans la partie de I’ espace des phases correspondant aux trajectoires
bornées, sous réserve qu’ aucune trajectoire n’ explose en temps fini.

Proposition 1 : Sous les hypothéses (H1), (H2) et (H3a,b), si f € L*(IR? x
IR3) est une solution positive non identiquement nulle de (2), alors la tra-
jectoire définie par (1) est bornée pour presque toute donnée initiale (x, vg)
relativement a la mesure du(x,v) = f(x,v) dxdv.

Preuve : La preuve se décompose de la maniere suivante : apres avoir intro-
duit quelques notations, nous donnons une caractérisation des trajectoires
non bornées. Nous étudions ensuite le temps d’ explosion des trajectoires non
bornées, et nous montrons que - dans le cas le plus général (pas de conditions
a I’ infini sur le potentiel - les trajectoires non bornées explosent soit presque
toutes en temps fini, soit presque toutes en temps infini. L’ hypothese (H3b)
sur le comportement & I’ infini du potentiel permet de montrer qu’ en fait
les trajectoires non bornées explosent presque toutes en temps infini. Il ne
reste plus alors qu’ a vérifier que si les données initiales correspondant a ces
trajectoires ne sont pas de mesure nulle par rapport a du, alors il y a une
contradiction avec le fait que f appartienne & L.

1) Commencons par introduire quelques notations!, que nous continuerons
a utiliser dans la suite de ce travail. Soit (z,v) € IR? x IR3, et

r= |zl (3)
F= |zl - (z-v)? (5)

On peut réécrire partiellement (1) sous la forme

a — W
dw _ F _ do
dt. — r3 dr
ar _
dt

!ces notations sont pour 1’ essentiel reprises de [BFH].



Définissons I’ énergie associée a une trajectoire de (1) par

|v|2 w2
E(w,0) = 5=+ () = o + ¢x(r) (6)
o ()= oy el @

On utilisera aussi la notation (abusive) £(r,w, F). Il est facile de voir que I’
énergie est constante le long d’ une trajectoire

d . d
ag(x(t),v(t)) =0, et aussi que a]—"(m(t),v(t)) =0.
E et F (F est le carré du module du moment angulaire) sont des constantes
du mouvement. Définissons encore

{ r(E,F,ro) =inf{r <ro |V s € [r,ro] vr(s) < &}

ro(E,F,ro) =sup{r >ro| Vs € [ro,r] ¥vr(s) <&} (8)

(ri(&€,F,ro) €]0,ro] & cause de (H3a) lorsque F est non nul, et ro(E, F,ry) €
[ro, +00).

Figure 1. AF fixé, on peut définir un potentiel efficace ’L/J}‘; ™ (5,.7:,7“0) et o (5,.7:,7‘0) sont
les extrémités de I’ intervalle (en 7") dans lequel sont contenues les trajectoires. En définitive, les
trajectoires bornées sont contenues dans des couronnes (planes) de rayon intérieur ’r‘l(&f,ro) et

de rayon extérieur 79 (S,f,ro)-



2) Caractérisons maintenant les trajectoires non bornées. Pour qu’ une tra-
jectoire t +— (x(t),v(t)) soit non bornée, il faut et il suffit qu’ il existe
T €]0, 400 tel que

li 1) = li £)] = +o0 .
Jim fz(t)] = oo ou  lim fo(t)] = +oo

Or, grace a la conservation de I’ énergie d’ une part,

[o(®)]* = 2(€ = ¢(lz(1))) , (9)

et par (H3a) d’ autre part,

z(t)] >ri(E,F,r0) >0 (si F>0). (10)

Pour presque tout (zg,v0) € IR? x IR3, F(z0,v9) > 0 (ce que nous suppose-
rons dans toute la suite) : une trajectoire est alors non bornée si et seulement
s’ il existe T €]0, +o00] tel que

li = .
Jim |z(t)| = +o0

- Une trajectoire est bornée si o < 400, et on a |’ équivalence

&< SUPyr>rq 1/’?(7")
(rg < 400) <= ou

Ir > rg tel que £ = r(r) = supys,, Yr(s)
Du fait de la régularité de ¢ (hypothese (H2)), I’ ensemble

{(z,v) e R®* xR? : &(x,v) = sup ¥#(r)}

r>T0
est de mesure nulle.

- S’ il existe tg > 0 tel que (z(to)-v(tg)) > 0, t — (x(t),v(t)) étant une trajec-
toire solution de (1) (avec F = F(zo,v0), et si E(x0,v0) > SUP,s [z VF(T),
alors ¢t — (x(t),v(t)) est une trajectoire non bornée.

Considérons en effet A = E(z0,v0) — SUPs |3 YF(T) :

%:wzx/2A>0 Vi>t,



et par conséquent : ro(E,F,rg) = 400; il existe donc T' €]0, +o0] tel que
limy 7 7(t) = +oo.

- Pour presque tout (zg,v) € IR? x R3, si &(zo,vo) > SUD, > |g0| Y7 (7), alors
il existe tg > 0 tel que (x(to) - v(tp)) > 0. En effet, si w(0) > 0, il suffit de
prendre ty = 0. Si par contre w(0) < 0, prenons

(11)

to > 7(r,w, F) /TO ds
0 T\r,w, - .
r(ErwF)F) 2E(rw, F) —r(s))

Cette derniere intégrale converge sous réserve que

%w}—(rl(‘g(hwv}—)a}-)) 7é 0,

ce qui est réalisé pour presque tout (zg,v9) € IR? x IR3, r +— £ (r) étant
par (H2) réguliere sur |0, +oo]. Il est facile de voir qu’ alors w(tg) > 0 pour
tout to > 7(r,w, F)4.

- Enfin, il est facile de montrer en utilisant (H2) (rgularité de ¢), que

{(w0,v0) € R® x R? | E(x0,v0) = sup »r(r)}

r>|zo|

est de mesure nulle.

Finalement, pour presque toutes (au sens de Lebesgue) les données ini-
tiales (xg,vo), la trajectoire (z(t),v(t)) est non bornée si et seulement si

E(wo,v0) > sup Yr(r) .

r>|zo|

En particulier, pour presque toute donnée initiale (xg,vg) € IR? x IR?, si
t— (z(t),v(t)) est non bornée, il existe ty > 0 tel que

d
Vi>ty Eﬂx(t)') >0

(ce qui équivaut a w(t) = % >0 Yit>tp).

3) Etudions maintenant les trajectoires non bornées de maniére un peu plus
précise. Deux situations bien distinctes peuvent se produire lorsqu’ on ne
fait pas d’ hypothese sur le comportement a 1’ infini du potentiel :



Lemme 2 : On suppose que ¢ vérifie les hypothéses (H2) et (H3a). Les
trajectoires non bornées explosent soit presque toutes en temps fini, soit
presque toutes en temps infini.

La démonstration du lemme 2 repose entierement sur le lemme 3, compte
tenu du fait (hypothese (H3a)) que la réunion des supports des trajectoires
de moment angulaire nul ou dont I’ énergie est valeur critique de ¥+ est de
mesure nulle :

Lemme 3 : Considérons I’ ensemble des trajectoires telles que F > 0 et
dont I’ énergie n’ est pas valeur critique de ¥ r, et supposons que le potentiel
vérifie les hypotheses (H2) et (H3a).
(i) Si la trajectoire t — (z(t),v(t)) explose en un temps fini T' €]0, 400,
alors limy_.7 w(t) = +o0.
(ii) S’ il existe une trajectoire t — (z(t),v(t)) qui explose en un temps fini,
toutes les autres trajectoires non bornées explosent en un temps fini.
(iii) S’ il existe une trajectoire t — (x(t),v(t)) qui explose en un temps
infini, toutes les autres trajectoires non bornées explosent en un temps
infini.

Preuve : Considérons une trajectoire t — (x(t),v(t)) qui explose en un
temps fini T avec F = |z(t) A v(t)|?> > 0. Quand t — T_,
r(t) = lz@®)] = +oo,

ou

[o(®)* = [w(®)* + — +oo.

f
r(®)[?
Comme F est strictement positif, on a r(t) > r1(r,E,F) > 0 : si w(t) est
borné, alors 7(t) = r(0) + [5 w(s) ds est aussi borné, ce qui est contradictoire
avec les hypotheses et démontre (i).

(iii) est (par contraposition) une conséquence immédiate de (ii).

La démonstration de (ii) repose sur I’ argument suivant :
considérons deux trajectoires t — (z1(t),v1(t)) et t — (z2(t),va2(t)). Avec
les notations habituelles

1

§w% =& —¢YF ()



et 1
S5 = & — U, (1) -

D’ aprés 2), pour ¢ assez grand, mais plus petit qu’ un temps d’ explosion
éventuel pour I’ une des deux trajectoires (et quitte a translater en temps I’
une des deux trajectoires), on peut assurer

wi(t) >0 et wo(t) >0,
et par conséquent, il existe t — «(t) tel que
ro(t) =r1(t + af(t)) .
En dérivant par rapport a ¢, on obtient
0w )
G () = wa(t) = w1t +a(t) - (1 + G (1))

d’ ot en particulier %2 (¢) > —1, et

da , da
w3(t) — (i + (1) = 2(E — &) = w1+ al) - 2+ (1) % 1)
Supposons maintenant que r1(t) explose en un temps fini 7', et que ry(t)
explose en un temps infini. Quitte a faire une translation en ¢ pour wo, ¢’ est
a dire remplacer wy(t) par wa(t — tg) pour un certain ¢y € IR, compte tenu
des résultats obtenus dans 2) et de (i), on peut en fait supposer que

V“Q(t) =T (t + Oz(t))

pour tout ¢t appartenant & un voisinage de T—. Quand t + a(t) — T—, on

obtient p p
. (6 (0
Jim 2+ O) 5 =0,

d’ ot a(t) = o(T — t) quand t — T_, et donc

Jim ra(t) = lim it +a(t) = +oo,

d’ ol une contradiction avec 1’ hypothese : ro(t) explose en un temps infini,
ce qui démontre (ii). M

4) L’ hypothese (H3b) assure que les trajectoires non bornées explosent en
un temps infini :

10



Lemme 4 : Si le potentiel ¢ vérifie les hypothéses (H2) et (H3a,b), presque
toute trajectoire non bornée explose en un temps infini.

Preuve : A presque toute trajectoire non bornée correspond un moment
angulaire F non nul, ce que nous supposerons dans la suite. Si ¢ est bornée
inférieurement au voisinage de +00, la vitesse de toute trajectoire est bornée
par (9), et conformément au lemme 3 (i), toute trajectoire non bornée explose
en un temps infini. Si liminf, ;. ¢(r) = —oo0 quand r — +o0, alors par
(9), quand |p(r)| est grand, w? ~ —2p(r). Par (H3b), on a donc % < Cr,
ou C est une constante positive, ce qui entraine

r(t) < rpeft < 400 pourtout t € RT .

nu

Remarque 5 : Il est facile de construire un contre-exemple a la proposition
1 si (H3b) n’ est pas vérifiée. (Prendre par exemple p(r) = —r2+ avec
€ > 0 : toute trajectoire non borné de moment angulaire non nul explose en
un temps fini.)

5) Montrons par I’ absurde que si f € L'(IR? x IR?) et si les hypotheses
(H1), (H2) et (H3a,b) sont vérifiées, alors 1" ensemble des trajectoires non
bornées est de mesure nulle par rapport a la mesure du = f(x,v)dzdv. Soit
Q tel que

(i) V (zg,v0) € , t — (x(t),v(t)) est non bornée

(i) [ f(z,v) dedv >0

(iii) il existe Ry > 0 tel que Q C B(0, Ry) x B(0, Ry)

(iv) il existe § > 0 tel que inf ;) v)eq F (0, v0) > &

Les conditions (iii) et (iv) ne sont manifestement pas restrictives. Soit
Q= {(z,v) e R* x R® : z=uz(t), v=0(t), (x(0),v(0) € Q} .

On a
QNQCcU={((z,v) € : x| < Rypouz-v<0}.

Par le lemme de Fatou et les résultats de 2), 3) et 4), il est facile de voir que

0 < lim f(z,v) dedv < lim f(z,v) dedv =0
t—=+00 JO,NO t—+o0 Jy,

11



Soit dp €]0,1[. Comme le changement de variables (xg,vg) +— (z,v) =
(z(t),v(t)) préserve les aires

f(z,v) dedv = / f(xo,vg) drodvy ViEeR,
Q Q

il existe t; > 0 tel que

Vi>t / f(z,v) dedv > (1 — 60)/ f(zo,vo) droduy .
Q:NQe Q

Enfin, il est facile de montrer en utilisant (9) et (H3b) qu’ il existe R > 0
tel que
Qt1 NnQ°¢c B(O,Rl) X B(O,Rl) .

En effet, compte-tenu de la définition de €2, on a les bornes suivantes

sup  &(zo,vp) < 400
(l‘o,vo)EQ

inf  F(zg,vg) > 6
(z0,v0)EQ (0 0)

inf 71 (E(zo,v0), F(x0,v0), |20])) >0
(z0,v0)EQ

Si ©y, n’ était pas borné, en utilisant les estimations ci-dessus ainsi que (9),
(10) et la définition de 2, on aurait une contradiction avec le lemme 3.

Soit Q7 = Qy, N QS QF = Q. De la méme maniere que précédemment,
étant donnée une suite (J,)nen de réels strictement positifs tels que

+oo
= Z 0 <1,
i=1
on peut construire une suite croissante (t,)nen telle que

Vt>t

n—1
>ty z,v) dedv > (1 — &; / 0, vg) dxodv
/th(m?_ol(ﬂz)c)f( ) ( ; ) |,/ (@0, vo) dodug
et telle que Q% = Q, N (N5 (27)°) soit borné. Alors

Jr3xme f(x,v) dedv > fuz;o?ﬂ? f(z,v) drdv
=1 Jor f(z,v) dedy
>SN (1= 52065) Jo f(wo,v0) daoduy

12



ce qui est absurde, car f appartient & L'(IR? x IR?) et

i—1
(1- ]Z:;f%) /Q f(xo,v0) dxodvg > (1 — 5)/Qf(afo,vo) dzodvg > 0. MU

3. Equation de Vlasov stationnaire avec potentiel central : le théoréme
de Jeans, un résultat de factorisation

Nous allons commencer par donner une version locale du théoréeme de
Jeans.

Pour tout (rg, Fo) € [0, +00[x]0, +o0], définissons X (rg, Fo) par

X(ro, Fo) = { (r,w,w) € R" xR xIR? :
f() = ’w‘27 7”2(8(7’,11},?0)7?077“) < +OO,
ro € [7“1(8(7",w,fo),f07’f'),7"2(8(7“,11],?0)7_7:077")] }7
(12)
E(ryw, F), ri(E(ryw, Fo), Fo,r) et ro(E(r,w, Fo), Fo,r) étant définis respec-
tivement par (6) et (8).

H-[:ir]

r

"o

Figure 2. X (rg,Fy) est I’ ensemble des supports de presque toutes les trajec-
toires bornées qui passent par rq, Jy étant fixé.

13



X (ro, Fo) est non vide si et seulement s’ il existe wg € IR tel que
r2(&(ro, wo, Fo), Fo,70) < +00 .
Pour cela, il faut et il suffit en fait que

lim sup r2(€(ro, wo, Fo), Fo,70) < +00 .

wo—0

On fera par la suite la convention X (rq,Fp) = 0 si

lim sup r2(&€(ro, wo, Fo), Fo,70) = +00 .

wo—0

Soit
II: (IR? — {0}) x R? —]0,4+00[xR x IR?
(z,v) — (r,w,w)
ou
r=|z|
w="5f
w=xTANAv

Dans la suite nous noterons © la période angulaire définie par

1 [r2(Er(0)w(0),F),F.r(0)) /F d
@(T(O)ﬂgﬂf):_/Q f &
r1(E(r(0),w(0), 7). Fr(0)  $° /2(E(r(0),w(0),F) — r(s))

2

(voir (15) ci-apres).

Théoréme 6 (Théoréme de Jeans local) : Soit f et ¢ vérifiant (H1),
(H2) et (H4a,b) et supposons que € — O(r(0),E,F) est analytique pour
tout (r(0), F. Soit (rg, Fo) € [0, +00[x]0, +o0[. Si f est une solution station-
naire de (2), alors il existe une fonction g définie sur X (ro, Fo) telle que

f(z,v) = g(E(z,v),z ANv)
pour presque tout (z,v) € I~ (X (rg, Fo))-

Ce théoréeme donne une description complete de f dans les cartes X (rg, Fo),
qui recouvrent la partie de 1’ espace des phases correspondant a la réunion
des supports des trajectoires bornées.

Preuve : Nous allons ramener le probleme a 1’ étude de trajectoires planes,
utiliser une propriété d’ ergodicité sur les angles, qui est I’ argument es-
sentiel du théoreme, et démontrer que le probleme plan est compléetement
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caractérisé par £ et F (en ce qui concerne ce dernier point, nous reprenons
exactement 1" argument donné par Batt, Faltenbacher et Horst dans [BFH]).

1) Le potentiel ¢ étant a symétrie sphérique (hypothese (H2)), pour toute
solution t — (z(t),v(t)) de (1),

d d
%w(t) = E(x(t) Av(t))=0.

Par conséquent, la trajectoire t — x(t) est inscrite dans le plan P(w) ortho-
gonal a w contenant 0, orienté par w. w étant fixé, I’ application

(P(w) —{0}) x P(w) —]0,+o00[xS! x IR
(x,v) — (r,0,w)

ou x € P(w) est représenté en coordonnées polaires par (r,0), et ou F =
lw|? = |z|?|v|? — w?, est une bijection.

2) Dans ce systeme de coordonées, la trajectoire d’ une particule s’ écrit

&S
o iw|“"ﬁw‘§ g

(13)

e

(L’ orientation de P(w) est fixée par w = x A v, de sorte que % est positif.)
Le systéme étant autonome, il est facile de voir que ¢ +— r(t) est périodique
de période

T (r(0),w(0),F) =2 / e OO0 ds

r(0),w(0),F) = .
rLEr(©O)w(0),7),F(0) V/2(E(r(0), w(0), F) — ¢f(s()1)4)

qui est bien définie presque partout, diy)z/dr étant non nul p.p. Le mouve-

ment est donc périodique si et seulement si

T (r(0),w(0),F
2O (0),w(0), F) = 5 fy "D (1) de
— 1 fT‘Q(5(7‘(0),11}(0),.7‘—),]‘—,7’(0)) ﬁ ds
27 Jr1(E(r(0),w(0),F),F,r(0)) s2 \/Q(E(T(O),w(o),}')fw]:(s))

(15)
est un nombre rationnel. On montre (cf. [LL]) que, compte tenu de (H4a, b),
pour presque tout (z,v) € P(w), 5=0O(r(0),w(0),F) est irrationnel. Voir
le détail du calcul dans I’ appendice : "une propriété caractéristique des

potentiels en —1/7 ou r2”.
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H-[:ir]

r
r

0

Figure 3. L hypothese (H4a, b) consiste & dire que le potentiel n’ est pas (localement) en
— 1/7’ ou en 7’2 (potentiels pour lesquels les trajectoires T — $<t> sont des ellipses pour certaines

valeurs de & et .7:) Si (H46L, b) est vérifiée, la trajectoire ¢ — CL‘(t) est dense dans la couronne

{z € P(w) | r1(&(r(0),w(0),7),F,r(0) < |x| < r2(E(r(0),w(0),F),F,r(0)) }

Il est alors facile d’ en déduire qu’ il existe une fonction A telle que pour
presque tout (x,v) € I~ (X (rg, Fo))

£(,v) = hjal,w = |

3) Reste & montrer que f ne dépend pas de w, £ et F étant fixés. Nous
reprenons ici I” argument donné dans [BFH]. w = zAv étant fixé, considérons

I i 2 _C: F
71(5( 7’[1}75 )75 ) ) \/ ( (717 w? ) 1/}3 (5 ))

€[0,400].  (11)

Considérons aussi
% r(0)=r
dw _ I _ w(0) = w
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Soit € = —sgn(w). On a

{ w(er(r,w, F)) =0
r(er(ryw, F)) =r(E(ryw, F), F,r)

t— h(r(t),w(t),F(t)) ne dépend pas de t. En particulier

h(r,w,F)) = h(r(er(r,w,F)),w(er(r,w,F)),F(er(r,w,F)))
= h(ri(E(r,w, F),F),0,F))

ne dépend de w qu’ au travers de E(r,w, F), ce qui démontre le théoreme 61

Nous allons maintenant donner quelques résultats globaux déduits du
théoreme précédent. Ces résultats, qui sont techniques, peuvent étre omis en
premiere lecture. Il servent essentiellement a alléger la démonstra- tion du
théoreme 9, tout en dégageant des arguments qui peuvent étre utilisés dans
un cadre plus général. Le corollaire 8 est un cas particulier du corollaire 7.
Nous en donnons néanmoins I’ énoncé dans la mesure ou ¢’ est a ce résultat
que se réfere I’ appellation ”théoreme de Jeans” lorsqu’il est utilisé en astro-
physique, et dans la mesure ou ¢’ est sur lui que repose la démonstration du
théoreme 9.

La premiere conséquence (corollaire 7) du théoreme 6 est que I’ on peut
recouvrir la partie de I’ espace des phases correspondant & des trajectoires
bornées par des cartes indexées par les zéros de r — d%(r?’ %‘7@) (lorsque ¥ r
possede au moins un maximum local pour r €]0,+0o0[) et par une carte Xy
(dans le cas contraire), et donc obtenir ainsi une représentation compléte de
f lorsqu’ elle est L' (en utilisant la proposition 1).

Commencons par introduire quelqus notations. Soit

X = { (ryw,w) € RT x IR x R3 : ro(E(r,w, |w\2), |w|2,7“) =400}

I’ ensemble des supports des trajectoires non bornées. Soit (r);cs la famille

(au plus dénombrable) des zéros de r — %(r?’%‘f), et

Xi= |J X(r,F)
0<F<E

on F = sup{F > 0 : o possede au moins un maximum local pour
r €]0,+o0o[ }. Soit encore

Xo= U X@ro(F),F)
F<F<F
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ott 7o(F) est I’ unique minimum de 1+ sur |0, +oc[ pour F < F < F, et ol
F =inf{ F >0 : 9x est monotone décroissante }. Soit enfin

X = Uie(rufop Xi

I’ ensemble des trajectoires bornées.

Corollaire 7 : Soit ¢ vérifiant (H2) et (H4a,b) et supposons que £ —
©(r(0),&,F) est analytique pour tout (r(0),F. A un ensemble de mesure
nulle preés,

M (X)) U H(X) = R?

et 'on a :

(i) Soit f une solution positive non identiquement nulle de (2) vérifiant (H1).
Pour tout i € (I U{0}), il existe une fonction g; : IR x IR? — [0, +o0] telle
que

f(z,v) = gi(E(x,v),x Av)
pour presque tout (z,v) € II71(X;).

(i) Si de plus f € L'(IR? x IR?), et si ¢ vérifie (H3a,b), alors le support de
f est contenu dans X.

(iii) Enfin, si ¢ est bornée inférieurement au voisinage de r = 0, alors le
support de f est compact si I’ une des conditions suivantes est réalisée :
(a)%‘f < 0 au voisinage de r = +00.

(b) liminf, 4 @(r) > C > —o0, et il existe & < C tel que

Vie (Iu{0}), YweR?® VE>& gi(E,w)=0

Preuve : La représentation de f dans les cartes (Xi)ie( ufoy) st une consé-
quence immédiate de la proposition 1 et du théoreme 6. Montrons que les
cartes ( Xi)ie(1u9o, 00}3 fournissent un recouvrement de I’ espace des phases.
Soit (r, ]:) €]0, +o0[* tel que X (r, F) soit non vide. Soit

d &2
a = max(0,sup{ s €]0,r] : wf df)zf <0})
b:inf{s>r:dwf—Oet ddﬁ’f<0})

(on prend ici les conventions usuelles : inf ) = 400 et sup) = —c0.)
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1°" cas : Supposons pour commencer que F est tel que 1) possede au moins
un maximum local (ce qui est le cas par exemple pour F assez petit, si ¢
possede un maximum local). On a soit a > 0, soit b < 4+o00. Comme par
hypothese, X' (r, F) est non vide, il existe ¢ € [a,b] tel que dw—f( ) = 0. La

fonction 7 L (13 dzl/’f ) change de signe sur [a, b]. En effet,

sia>0, 55"(703dwf)|r 0 <0

dr
si b < +oo, 7 (r3dzipf)‘rzb <0
ot d( 3d¢'_7-')|r >0

Soit 7 € [a,b] NIRT tel que 2 (r3 dgf)‘,,:f = 0. On a évidemment

X(r,F)=X(F,F) .

Or W(r?’ dg’f) = jr( 33?)’ et par conséquent 7 ne dépend pas de F, ce qui

démontre en définitive que

U xrn= U xFF

0<F<E 0<F<E

2¢M€ cas : Supposons maintenant que ¥z ne posssede pas de maximum lo-
cal. Considérons encore (r, F) €]0, +00[? tel que X(r,F) soit non vide. Il est
clair que I’ ensemble des F > 0 tels que a > 0 ou b < 400 est de mesure
nulle. Comme X (r, F) est non vide, ¢+ posséde un et un seul minimum local
ro(F). Or lim, o, 1 #(r) = 400, et quand r — +o00, dg—f >0 : ce minimum
est donc en fait un minimum absolu, ce qui achéve la démonstration de (iJIL

La deuxiéme conséquence (qui est en fait un cas particulier du corollaire
7) est que si r +— 7“3%‘7@ = 7"36%—7? est monotone croissante sur ]0, +oo[, YF
ne possede de maximum local pour aucun F > 0; ¢ possede au plus un
minimum, qui est un minimum absolu, et f (lorsqu’ elle appartient a L' (IR3 x
IR?)) peut alors étre représentée dans une seule carte. Cet argument est
repris de [BFH] ou il a été exploité dans le cadre plus restreint du systeme
de Vlasov-Poisson gravitationnel.

Corollaire 8 (Théoréme de Jeans global) : Soit f une solution positive
non identiquement nulle de (2) et ¢ telles que f et ¢ vérifient (H1), (H2) et
(H4a,b). Sir — 7“32—‘7‘? est monotone croissante, alors il existe une fonction
g: R xR? — [0, +00] telle que

flz,v) =g(E(z,v),x Av)
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pour presque tout (x,v) € II~1(Ap), ou
XO = U(]<]—'<?X(r0(‘7:)a]:)

est I’ ensemble des supports des trajectoires bornées, ot ro(F) €]0, +o0o[ est
I’ unique minimum de v # (pour F > 0 donné), et ot F = inf{ F >0 : ¢r
est monotone décroissante }.

Si de plus f appartient a L'(IR? x IR3), alors

supp(f) C T 1(Xp) .

Enfin, si ¢ est bornée inférieurement au voisinage de r = 04, alors le
support de f est compact si I’ une des propriétés suivantes est vérifiée :

(a) %f < 0 au voisinage de r = +00.
(b) liminf, o p(r) > C > —oo et il existe & < C tel que

VwelR? VE>& glE,w)=0.

Remarquons que si I’ hypothese (H3b) n’est pas vérifiée, on peut construire
par une méthode des caractéristiques une solution de (2) de masse finie
pour laquelle le théoréme de Jeans global (corollaire 8) n’ est pas vrai, en
considérant par exemple un potentiel comme celui de la remarque 5, et en
choisissant pour les trajectoires des conditions asymptotiques pour lesquelles
le résultat de factorisation n’ est pas vrai.

4. Exemple : solutions stationnaires de masse finie du systéme
de Vlasov-Poisson gravitationnel, le cas du potentiel & symétrie
sphérique

Considerons maintenant le systéeme de Vlasov-Poisson gravitationnel sta-
tionnaire
V- Vof =Va¢-Vyuf =0 (VPg)
Ap=p= [gs f(z,v) dv
Nous allons montrer que les différents résultats obtenus précédemment s’
appliquent & toute solution suffisamment réguliere de (V Pg), du moins dans

la partie de I’ espace des phases ol la densité spatiale p n’ est pas constante.
Plus précisément, on a le :
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Théoréme 9 : Soit f € CONLY(IR? x IR?) une solution stationnaire positive
de (VPg) , telle que le potentiel associé ¢ vérifie (H2) et (H4b). Alors :

(i) (factorisation de la fonction de distribution) il existe une fonction g :
R? x IR3 — IR telle que pour tout (x,v) € supp(f) vérifiant

Vep Z0 sur Jri(E(x,v), F(z,0), |]), r2(E(x, v), F(z,v), |2])[ ,

alors
f(.’E,U) = g(é’(x,v),z A U)

(i) (factorisation de la densité spatiale) il existe une fonction G : R x IRT —
IR telle que

,o(x) = f]R3 G(g(x7v)a‘7:(2x’v)) dv
= 7o [ rum+ G5 + ﬁ + ¢(x), F) dwdF
= ha(lz], ¢(z)) VazeR?,

olt ha(r,u) =2 [ [+ ds—\/% G(s +t+u,2r?).
(iii) (équation de Poisson) f est solution de (V Pg) si et seulement si ¢ est

solution de
1d 2d_<p

(2 SE) = halr ()

Preuve : Pour démontrer (i), il faut vérifier que f et ¢ satisfont aux hy-
potheses (H3a), (H3b) et (H4a).
De I équation de Poisson

1.d ode,
T2d’l“(r dr) -
on déduit que

dp 1 [T 4 1
%:ﬁ/o rp(r)dr:o(ﬁ) quand r — 04

car x — p(x) appartient a L'(IR3). Par conséquent,

quand r — 04, et (H3a) est vérifiée.
De méme,

dr r 47r?

d 1 /7
ayp _2/ rgp(r) dr ~ ”PHLl(R3)
0
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quand 7 — 400, d’ o

3
3 lm o(r) = poo et ©(r) — oo ~ —HI)HL& quand r — +00 ,
r—-4o00 4y

et (H3b) est aussi vérifiée.

Si £ (rp) = 0 sur un intervalle I C]0,+oc], alors il existe une constante

k telle que
o(r) = ; Vrel,

et I’ équation de Poisson entraine
p(r)=0 Vrel,

ce qui démontre la premiere partie de (H4a) : 7 — r¢(r) ne s’ annnulle sur
aucun intervalle contenu dans supp(p).

De la méme maniere, si %(T%%f) = 0 sur un intervalle I C]0,+4o0[, alors
il existe une constante x telle que

o(r)=rkr> VYrel
et I’ équation de Poisson entraine
p(r)=6k Vrel

Comme
supp(f) C supp(p) x IR?

(H4a) est donc vérifiée, du moins pour presque tout (x,v) € supp(f) tel que
Vep # 0 sur

]Tl(g(x7v)a~7:(xav)7 |fL‘|),T2 (g(x7v)a~7:(xav)7 |fL‘|)[

(¢’ est a dire, en termes imagés, pour presque tout (z,v) € supp(f) tel qu’
une trajectoire passant par (z,v) ne reste pas dans le domaine ou p est
constante).

Finalement, comme

d
e _

"9
>
o /Orp(r)dr_() Vr>0,

r— r?’%? est monotone croissante et (i) est une conséquence du corollaire 8.
(En fait, il faut d’ abord se convaincre que I’ on peut remplacer I’ hypothese
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Tro— %(TQQD) ne s’ annnulle sur aucun intervalle contenu dans supp(p)”
par I’ hypothese plus faible énoncée ci-dessus, et que le résultat du corol-
laire 8 persiste, du moins dans la forme énoncée au théoreme 9 : voir la

démonstration de la proposition 13 ci-apres.)

Pour démontrer (ii), il suffit de remarquer qu’ & toute solution station-
naire f telle que ¢ est a symétrie sphérique et telle que p € LI(IR?’), on peut
associer une fonction f telle que

/ f(z,v) dv = p(z) VzelR?

RS

f ne dépend que de |z|, de |v| et (x - v)
f est une solution de (V Pg).

(On utilise les mémes notations que dans la démonstration du théoréme
de Jeans local — théoréme 6.) Soit h tel que

rAv
|z A v|?

f(z,v) = h(r,w,0,w, |z Av|?

)

et h tel que

1
h(r,w,F) = Q—Trz//SIXSQ(r,H,w,]:,U) dfdo .

11 suffit alors de considérer f défini par

(z-v)
]

Le probleme est alors ramené exactement aux hypotheses de Batt, Falten-
bacher et Horst dans [BFH] et (ii) est une application immédiate de leur
résultat de factorisation, dont le théoreme 6 est une généralisation. Ceci
montre en particulier I’ existence d’ une fonction G telle que

f(x,u)=ﬁ<|x|, ,|x/\v]2> ¥ (2,0) € R® x IR? .

f(z,v) = G(E(x,v), F(z,v) VeeR>—{0}, VvelR?,

g et G étant reliés (lorsque les conditions de (i) sont vérifiées) par

G(g,f)z/ g(g,\/f-a)j—z.

oeS?
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(iii) est une conséquence immédiate de (ii). M

Remarque 10 : Il est alors facile de construire des solutions particulieres
a la maniere de Batt, Beresticky, Degond et Perthame (voir [BBDP]), en
considérant des fonctions de distributions de la forme

f(z,v) = h(E(x,v) = F(z,v))

connues sous le nom de solutions locallement isotropiques (voir aussi [ER]).
Cette approche peut étre généralisée a la classe la plus générale de solutions :
celle des fonctions de distributions f telles que la fonction f soit de la forme

f(x’v) = h(g(:c,v),]:(x,v))
(voir [BBDPY)).

Remarque 11 : Les expressions obtenues dans le théoréeme 9 fournissent
un moyen simple pour construire des solutions de (V Pg) de masse totale

M://IR?’x]R?’ f(z,v) dedv

et d’ énergie totale

i

B[ [ f@v) (5 + o) dado

finies, avec éventuellement un support borné (voir [BFH] [G] et [BBDP] pour
plus de détails).

Remarque 12 : Les résultats énoncés ci-dessus se généralisent sans diffi-
culté a tout systeme de la forme

%f‘{'v'vmf_(vx¢+vx¢0)'vvfzo
¢=Vxp

dont on cherche les solutions stationnaires telles que ¢ soit a symétrie sphé-
rique et que p € LI(IRg)7 V' étant un potentiel a deux corps central, ¢’ est a
dire ne dépendant que de |z|, positif, et ¢¢ un potentiel extérieur a symétrie
sphérique, V et ¢g étant tels que soient satisfaites les différentes hypotheses
de la partie 1.
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Appendice : une propriété caractéristique des potentiels en —1/r

Olil?"2

Nous allons donner la démonstration du résultat suivant, souvent utilisé
en mécanique (voir [LL]), mais rarement démontré, et qui caractérise les
potentiels en —1/r ou en 72 : dans un potentiel & symétrie sphérique, les tra-
jectoires (planes) correspondant a des orbites bornées sont périodiques seule-
ment pour un ensemble de mesure nulle de données initiales si le potentiel
2 nien —1/r (I’ hypothese (H4a) sert précisément
a éviter ces deux cas). La preuve consiste simplement & montrer que pour
presque toute donnée initiale, la trajectoire associée, qui est périodique en r,
précesse d’ un angle © tel que ©/27 est irrationnel, ou, en d’ autres termes,
qu’ il n’ y a pas résonance.

Commencons par redéfinir quelques notations, dont la plupart ont déja
été utilisées précédemment, afin de rendre la lecture de I’ appendice indépen-
dant des parties précédentes. On considere une particule de trajectoire t —
(z(t),v(t)) € IR® x IR3, et on suppose que x(0) Av(0) # 0. Soit £ et F définis
par

n’ est localement ni en r

F=F(x,v) = z|v]* = (z - v)* (5)
w2
E(e,v) = 0+ r(r) ()
onr = |z|, w = (TJ), et Yr(r) = % + ¢(r). Les coordonnées polaires

(r,0) associées & x(t) dans le plan orthogonal & x(0) A v(0) (et orienté par
x(0) Av(0)) obéissent a

dr _ dd _ VF dw _ F _ dy dF _
{ a — W, dt = 72 dt — 93 dro at =V (13)

et on suppose que la trajectoire est bornée. Le probleme étant autonome (¢

ne dépend pas de t), t — r(t) est périodique (relativement a r : r(t +7) =

r(t)) de période

rg(é'(ro,wo, .7: TQ) ds
E(ro,wo,F),F,r0) \/2 (10, wo, F) —¥F(s))

pour presque toute donnée initiale. Introduisons I’ angle de rotation sur une
période

(14)

7 (ro,wo, F) = 2/

O(x0,v0) = O(ro, w, F) = fg "V &(4) qt
— fTQ(g(r07w07-7:) -7'—TO) \/f ds
r1(E(rowo, F).F.r0) 52\ Jo(E(ro. w0, )07 (9))

(15)
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ou 71 et ro sont définis par
r1(E, F,ro) =inf{r <rg |V s € [r,ro] Yr(s) <&} (8)
ro(E,F,ro) =sup{r >ro |V s € [ro,r] vr(s) < E}

Utilisons encore les notations des parties 2 et 3, et introduisons 1’ en-
semble X tel que II~!() est la réunion des supports des trajectoires bornées,
I’ application II étant elle-méme définie par

II: (IR? — {0}) x R?® —]0,4+00[xR x IR?
(x,v) — (r,w,x Av)

Proposition 13 : Soit ¢ une fonction analytique sur |0,4o00|. L’ ensemble
des données initiales (zg,vo) appartenant & II7(x) telles que ©(zq,vo) ap-
partienne a 27 -@ est de mesure non nulle si et seulement si il existe deux
constantes k > 0 et C € IR telles que

soit .
=——4+C
o(r) -t O,
soit
o(r) = kr? + C ,

pour tout r appartenant a un intervalle non vide I.

Preuve : Nous allons, en utilisant 1’ hypothese de régularité (H4b), rame-
ner le probleme a 1’ étude de © au voisinage d’ un point d’ équilibre. En
supposant que ©/27 est rationnel pour un ensemble de mesure non nulle
de parametres dont dépend ©, nous montrerons alors que les coefficients du
développement sont nécessairement nuls, ce qui nous permettra au moyen d’
un calcul (un peu fastidieux) de donner la forme locale du potentiel.

F étant fixé, on dira que & est valeur critique non minimisante pour une
trajectoire passant par r = rg s’ il existe r € RN [r1(E, F,19),m2(E, F,10)]
tel que

vF (T) =&,
difjbf(?“ )=0,
relr (€. F mo)ra(EForo)] vr(r)

Pour tout (rg, &y, Fo) tel que & n’ est pas valeur critique non minimisante,
il existe un voisinage V de & tel que € — O(rg, &, Foy) est analytique sur V.
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Si ©/27 est rationnel pour un ensemble de mesure non nulle des parame-
tres (r,&,F), alors © est constante dans tout ouvert ne contenant pas de
valeur critique. Or un calcul d’ équivalence montre que

gling O(ro, &, Fo) = +00

E#£Ec

pour toute valeur critique non minimisante &., rg et Fy étant fixés.

Si ©/27 est rationnel pour un ensemble de mesure non nulle de pa-
rametres, il n’ existe donc pas de valeur critique non minimisante, et © est
constante. En particulier, pour tout F > 0, ¥ £ possede au plus un minimum.

Supposons donc que ©/27 est une constante rationnelle. Soit (z,v) €
IR? x IR3 tel que II(x,v) € X. Pour simplifier les notations, nous écrirons
F = w? = | Av|?. Nous supposerons, ce qui n’ est pas restrictif, 7 > 0 et
X(|z|,F) #0 ie.

lim sup r2(&(ro, wo, Fo), Fo,r0) < +00 ,.

wo—0

et nous noterons rq le point qui réalise le minimum de ¥ £ : r¢ est tel que

dyr d w?
=0 = — == . 1
dr (TO) O dTSD(TO) TS ( 6)

En particulier, on peut remarquer que r¢ ne dépend localement que de w.
Faisons le changement de variable (£,7) — (a,n) défini par

E—r(r) = a*cos?n
& —Yr(rg) = o?

qui s’ écrit encore
b (r) — Yr(ro) = a?sin®n
avec 1) € [—m, +7[. Ce changement de variable est licite car

dvr

o (r)y=0 = r=nrg.

Soit t = t(a,n) = W Développons en t a 1’ ordre deux en utilisant le
fait que 0 < t(a,m) < t(a,m/2) — 0 quand o — 0, ou, plus précisément,

2 &

L hr(ro)
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si %1/);(7“0) # 0 (ce qui nous supposerons par la suite pour simplifier I’
exposé ; si %¢ #(ro) = 0, il suffit de faire varier la valeur de w). En reportant
dans (15), on obtient

/2w  2asing

@:ﬂ/ ©_2asnn_ g, (18)
/2 12 e (r(n))

Soit

2
- dl D) VF (TO)
- 2rg

3
b= (1; jiajbf(ro)
d
214 art wf(TO)

On peut développer Yr(r) et —1/13:( ) en puissances de ¢ :

c =

Lohr(r) = 2a% + 3bt? + 4t + o(t?)
(7/)]-'( ) = ¥r(ro)) = a?t? + bt® + ct* + o(t?)

ow|’—‘o

(18) devient alors

= = /2 o (22 +bt3+ctt+o(t4))1/2
O=0(w) = 2v2/I /2 g (L6~ a2a2t+3bt2iact§+o(t3) dn

= 2\/_f”7/52 5 ( (2+ )t + g, L (24a* + 16ba? (19)
—12ca® + 1162)t2 + 0(t2)) dn

Développons maintenant en puissances de « et intégrons par rapport a 7,
(17) étant remplacée par

tla,n) = 2sin77 o — 2724 sin?n - a? + 0(a?) (20)
ce qui, en reportant dans (19), donne
O(a,w)
= 2\/_f7r7/52a7f < (2—|— ) sinn - «
—bv (24a* + 24ba® — 12ca® + 15b?) 52r sin®n - o® + 0(a2)) dn

= QWﬂLM% <1 6 L (24a* + 24ba® — 12ca® + 15b2)% : az) + o(a?) .

1) @ = = est continue, donc constante : montrons qu’ il existe une
0

constante v > —2 telle que
o(r)=kr"+C (21)
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pour tout r appartenant a un voisinge de rg. Soit A > 0 tel que
§ -1
rd Lpr(ro) A
En utilisant la définition de w, on obtient
2 2

ﬁgo(ro) +(3— /\)% =0. (22)
0

Or I’ équation (16) entraine, par définition de rg,

ar P\ = re

(22) devient donc
d? d
22#(r0) + (3 = Nro—-p(ro) =0

pour presque tout w, ce qui démontre, en faisant le changement de variable
w — 1o(w), que
or) =k 24+ C

avec A > 0.

2) De la méme maniere, le terme du deuxiéme ordre en « est identiquement
nul :

b =0
24

16a°(24a* + 24ba® — 12ca® + 15b%)
Compte-tenu de (21),
2
¢j:(7’) :kTV—FC—Fﬁ Vr>0

pour une constante vy > —2, et de (16)

on tire




ou K(rg) = 7]@7“374 > 0. En remplacant en fonction de v et en factorisant,
on obtient pour finir

(v+2*(y+1)(y-2) =0,

d’ ot y=—1ouvy=+42.

3) Reste a vérifier que si v = —1 ou si v = +2, ©/27 est bien rationnel pour
presque toute donnée initiale.
1¢" cas: v = —1 (probléeme de Képler)

r2(€(ro,wo,F0),F0,70)) d
O(ro, wo, Fo) = V2 g :

S ——
r1(E(ro,wo, o). Fo,ro)) 57\ /€ —E _ =
s 2s

Les changements de variable s +— r

w
r = —
V2s
etr—n
k2
r=14/E%—— -sinn

conduisent &

e = w/(\/ih) dr

@/ (V) (] E— L2k _2
2w
_ 2[”/2 d
- —7/2 n
=27
Qéme

cas : v = +2 (oscillateur harmonique)

7’(),11}()7]:0)) TJ dS

ro(E(
@(TO,U](]?]:O) = \/5 3 5
nEowor) 50\ [& k- 2

Les changements de variable s +— r

etr—mn



conduisent &
© -1 w/(V2r1) _ dr
2 Yw/(Var2) V2E . f g2
/2
= f77/r/2 dn
=

nu

Remarque 14 : Les trajectoires correspondant & des potentiels en —1/r
ou r? sont des ellipses; ceci démontre le propriété suivante : si ¢ est une
fonction analytique sur |0,+o0[, et s’il existe un ensemble de mesure non
nulle de données initiales pour lesquelles les trajectoires sont périodiques au
sens de la proposition 13, alors presque toutes les trajectoires sont telles que

t — x(t) décrit une ellipse.

Remarque 15 : Les résultats de la proposition 13 sont encore valables pour
tout potentiel ¢ analytique (méme localement en —1/r ou en r?) s’il existe
une énergie critique non minimisante pour tout F(zg,vg) correspondant a
une trajectoire bornée avec donnée initiale (xg,vg). C’ est le cas en particulier
pour tout potentiel ¢ tel que

lim —/—(r) <0 (23)
ou 8’il existe une fonction @ périodique de période R telle que
lim p(r+nR)=9(r) Yre€|0,R] (24)
neN

On obtient alors de nouvelles versions du théoreme de Jeans (théoreme 6,
corollaire 7) en remplacant (H4a) par I’ une des deux conditions (23) ou
(24).

L’ hypothese (H4a) est une hypotheses trés forte et il conviendrait de
savoir si on peut |’ affaiblir (elle sert uniquement & montrer que si ©(«, w)
est & valeurs rationnelles pour un ensemble de parametres (o, w) de mesure
non nulle, alors O(«a,w) est en fait constante). La fin de la preuve de la
proposition 13 utilise seulement 1’ hypothese

¢ € C*(]0,400])
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qui permet de faire un développement a ’ordre 4 au voisinage du fond du
potentiel ¥ .
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