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Einleitung. 
D~e Grundlage der folgenden Untersuchungen bildet die Abhandlung 

yon Herrn Professor Hilbert fiber die Grundlagen der Geome~rie.*) In 
dieser wird ein System yon Axiomen aufgestellt, das in fiinf Gmppen 
zerf~llt. Die erste Gruppe enthiilt die Axiome der Verkn~ipfun.g- z. B.: 
Zwei yon einander verschiedene Punkte A, B bestimmen stets eine 
Gerade a. Die zweite Gruppe fasst die Axiome der Anordnung zusam- 
men - -  z. B.: Wenn A, ~, C Punkte einer Geraden sind, und B zwischen 
A und C liegt, so liegt B auch zwischen C und A. Die dritte Gruppe 
besteht aus dem bekannten Axiom der ParaUelen (dem Euklidischen Axiom); 
die vierte Gruppe enthiilt die Axiome der Congruenz und die fiinfte end- 
lich das ,Archimedische" Axiom. Das letztere lautet: 

Es sei A 1 ein beliebiger P~mkt auf einer Geraclen zwischen den be- 
liebig gegebenen Pu~kten A und B; man construire da~  die Punkte 
Aj, As, A~, . . . ,  so class A I zwischen A und A~, ferner A~ zwischen A 1 und 
As, ferner A s zwischen A~ und A 4 u. s. w. liegt und iiberdies die S~eoken 

AA, A1A,, A, As, As&,... 
ei:uander gleich sind; dann giebt es in der Reihe der Punkte Ag, As, A , , . . .  
ste~s einen solchen Punkt A~, so class B zwisehen A und A~ liegt. 

In der Festschrift wird itberall der Grunds~tz befolgt, ,,eine jede sich 
clarbietende Frage in cler Weise zu erSrtern , da~s zugleich g e l ~ r f i f t " ~  
ob ihre Beantwortung auf einem vorgesottr~ebe~en Wege mi~. ge~ris~i 
emg s h  nk n Hi s i tem m gneh east Ja 
Priifung dieser Natur besteht die vorliegende Arbeit." 

Bekd, ntlich hat Legendre bei seinen .Fors~hinlgan tiber den Beweis 
des Pamllelenaxioms zwei wichtige Slttze aufges~ll~: 

1)-In einem 1)reie~k kan~ die Summe tier dvei Winkel niemals gr~sse, r 
-als ~ve~ .Reck& sein. 

~) .~e~n in irgend eirwm Dreieck d ~ e ~  der drei Winkd gleich 
e~d  : ~ h ~  ist, so ist sie es m j~em l~rd~c1~. 

-BI~ Beweise dieser Siitze hat Legendre wesentlich das oben an- 
gefti :hrte Archimedische Axiom benutzt. Nun gellngt es - -  Eu~.lid ha~ 
tlle~ ~rdi~gs-nicht gethan ----, ohne das l~.chimedische Axiom.eine Geo- 
metri~.dtifzubauen, und es-erhebt sich so dis wichtige Frage:. @e~ i~ 
einer ~v~hen-Geomd~ not~wend~ die .Le~re'sche~ ~t~e? oder in auderen 
Woi4~i~ Kann man die Zege~e'sche~ ~5t~ ohne @gend ein Stetigkeits. 
postul~ beweisen, d. h. oh~e yore A r c h ' ~ ~  Axiom Gebrauch ~ :  
mahhen? Es besteht, wie wl r  im Folgenden zeigen wollen, in dieser 

"*) Festscllrif~ zur Ent~allung des Gauss-Weber-Decimals. Leipzig 189~ = ' ~  
**) S. Fest~chrift, B. 89. 
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ziehung ein merkwiirdiger Unterschied zwischen den beiden Theoremen: 
W~hrond das zwe/te sich auf Grund tier ersten, zweiten und ~ierten 
A~iomgruppe (die dri~te Gruppe, das Euklidische Axiom, diirfen wit 
selbs~vers~udlich nicht benutzen) beweisen ~gsst, is~ dasselbe f~ir das erste 
,n~g~ich. Um nun den Beweis fiir diese Behauptung zu erbrlngen, 
miissen wir eine neue Nich~-Euklidische Geometrie aufstel]en, welche wit 
als eine ,,~ichbLegendre'sche" Geometrie bezeichnen wollen. 

Capi~el I. 

C o o r d i n a t e n s y s t e m  u n d  S t r e o k e n r e o h n u n g ,  

w  

Ideale Elemente  (Punkte ,  Geraden, ]~benen). 

Dutch die Axiome der Verlrniipfung is~ zwar gesagt, dass sich zwei 
verschiedene 7(~raden nut in eb~m Pnnkte schneiden k~nnen, aber class 
bie~sic]~: weldi ~sie in einer Ebene ]iegen, immer schneiden, verm~gen wit 
nicht zu versichern. Im Gegentheil, .wit k~nnen aus dem Satz vom 
Ausseii.winkel sofvrt folgern, class dutch jeden Punkt ~ ausserhalb einer 
. . . . .  , ~ q  - .  . . . .  

Geradon. a mindestens e/he Gerade b geht, welche a nicht schneider. 
And~erseits kSnnen wit abet die Ebene der beiden Geraden auf eine 
andere so yon einem Punkte aus projiciren, dass die Projectionen jener 
beiden sich in tier zweiten Ebene ,,wirklieh" schneiden. Demzufolge sag~ 
man: Die beiden Geraden a und b bestimmen einen ,,idealen" .Punkt in 
[hrer Ebene und eine drit~e Gerade geh~ dutch diesen Punkt hindurch, 
wenn sie in der Projection dutch den entspreehenden ~,wirklichen" Punk~ 
hlndurchgehk Ebenso kann man /dea/e Gerade als SchniL~ zweier sich 
n w~c.~,i.,m'~b~~sehneidenden Ebenen einfiihren~ oder auch a]~ Verkntipfung 
Z~C.'oior)i~..~e~e"rr iS~t ;e ,  die nioht auf ein trod derselben wirkliohon Ge- 
radon ~go~: .Endl ich kann man auf en~sprechende Weise ,/de, ale :Ebonen 
dofinivon~, Wi~i ~bei Pasch, Vorlesungen fiber Geome~rie ~ 5, 6, 7, 8 gezeigt 
l ~  e,r~,~e~::.~e~,~]lemente der so erweiterten Geometrie. alle Axiome der 

~ ~ j  ~.{s:,.. ~.:,~mlt~elbar. : ~.. k~nnen, wit dasselbe yon den A.xiomen 
d..er~, .~gr,.~U ~.~:~gen. .  Denn es leuchte~ ein, dass der Begrift,,zwisohen", 
~ ' ~ s ~ * i ~  ~.~.~.~ch~ invariant gogentiber dem Projiciren isK Man kann 

on i emer ,gewmsen Willkiir m den Festsetzungen unmor 
f r e i " m ~  ~di~,:flazu da sind, auoh den ,~Zwisc.he~."-A~iomen Gel~ulm 
zu vorscha~oz: .... , ~  E infachs~ea verf~hrt man. folg~mdermassen*): Wjr 
nehmen auf jecter ~Tra.den einen iclealen Pun]t~ als .~,~Yormalpunkt"an und 

*) S. Pasch, 1. r ~ 9. 
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sagen: A lieg~ ,,zwischen" B und C, wenn das Punk~epaar A und der 
Normalp~m~ das Pun]~epaar B, C ~renn~. Eine eindeutige Definition 
des Begriffes ,,Trennen" ist abet auf Grund der vorhergehenden Einf~']brung 
idealer Elemente leicht zu bewerksteIligen. Denn dieser Begriff is~, wie 
man sich Ieicht iiberzeugt, invarian~ gegen~iber dem Projiciren. Die 
Normalp,mkte in ihrer Oes~.mmthei~ nJmm~ man als die Pnnkt~ einer 
idealen Ebene, der Normalebene, an. In jeder anderen Ebone liegen demgem~s 
s~mmtliche Normalp~mk~e auf einer idealen Geraden, der _~ormalgeraden. 
In Folge dieser Festsetzungen gelten die Axiome der Anordnung f'Cz sgm~tl~c~e 
ideale und wirkliche JElemente mit Ausnahme der ~emente der _~orma~ebene. 

Dann kSnnen wir abet fiir ~n~ere erweiterte Geometrie den Satz yon 
~Desargues iiber perspective Dreiecke beweisen, den wit, well alle Geraden 
in unserer Oeome~rie sich sehneiden, folgendermassea formuliren kSnnen: 

Wenn zwei Dreieeke A B C  und A'B'C'  in einer Ebene so liegen, 
dass je zwei entsprechende Seiten A B  und A'~' ,  AC  und A'C', ~ C  und 
und B'C' sieh i n  drei Punkten E, D, 2' einer @eraden sehneiden, so 
schneiden sich die Verbindungslinien entsprechender Eeken A A', BB',  CO" 
in einem Punkte und umgekehrt. 

Und zwar gil~ dieser Satz fitr alle Elemente jeder Ebene ohne Aus- 
nahme, eln~chliesslich der ,,Normalelemente". Dean angenommen, es fielen 
Pnn~e wegen der Lage der Ausgangsfigur oder der Lage der beim Be- 
weise benutzten H~ilfselemente~ oder eine Gerade fiele mi~ einer Normal- 
geraden, eine Ebone mit der Normalebene zusamme~, so wllrden:wir ,ei~ 
andere passende ideale Ebene als Nomaiebene snnehmen und dann ~tr 
die speeieUe Lage der Elemente der Figur den Sa~z beweisen. Dann ist 
der Satz aber auch riehtig, wenn wir eine ganz beliebige, andere Normal- 
ebene w~,hlen. 

Denn ein reiner Schnittrp~mktsa~z gilt natfirlich unabh~n~dg davon~ 
.welche speeielle Festse~zungen wit f ~  die Anordnung der Punkte im 
Raume ~reffen. 

$ 

Eine andere Einfiihrung idealer Elemen~e gieb~ Schur~ A~. 39~ auf 
~rund;~ ~ Sa~zes yon der Eindeu~igkei~ der Construction des vier~en 
harmonischen Pnn~es. Zum Schluss, sei bemerk~ dass man das Problem 
vie l le i~  am einfachs~en mi~els einer dri~en Me,bode 15sen ksnn, die 
sich dur~haus an die Un~ersuehung .in der Fes~schri~ w 24 ansehliess~. 
Dor~ wird mit Hiilfe der ebenen A~iome de~ ersten und zwei~en Gruppe 
and des 'Desargues'sehen Sa~zes eine Skr~ckem'echnu~g aufges~e]l~, Freilieh 
wird dabei aus Grfinden der Verei~r des Paraltelenaxiom-bena~ 

- . .  . . : , : . .  

was wit bei nn~eren Ueberlegungen nsgfirlich s~ets vemeiden m.fisse~ 
Aber dieser Uebelstand is~ sicherlieh keine Nothwendigkeit. Mi t  : ~ 1 ~  
der S~reckenreclmung wird d~rn bewiesen~ dass die Gleiehung d e r , . . ~ r ~  
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eine lineare Gle[chung in den Coordinaten ist. Dsdurch ergiebt sich 
da~n leich~, dass die oben en~wickelte Erweiterung der Geometrie m~glich 
is~ und dass im Speciellen der Desargues'sche Sa~z auch ffir die erweiter~ 
Geome~rie gilltig isk 

w 
Pol  und Polare.  

Im Folgenden nehmen wit an, dass die ebenvn Co~gruenzaxiome ftir 
die ,,wirklichen" P u - ~ e  und Ger~len efffillt sind, und beweisen in dem 
erweiterten Gebie~ yon P ~ e n  und Geraden der Ebene drei Hiilfss~itze. 

1) Hii l fssatz:  AlZe Senkrechten auf einer Geraden m schneiden sich 
in einem (ideally) ~unkte (s. Fig. 1). 

Bewois: Wiz orrichten auf m in A und B die Lore l~ uad l~ und 
ziehen dutch einen betiebigen Punl~t C auf A B  eine Gerade ~, so dass 
.~i, Is und./~ dutch denselben Punl~ gehen. D s n n  ziehen wir dutch eiaen 
~.uak~ D zwei Ger~cle g und gl, so class sie die Gersden l~, l~, l~ in den 
Pu-~-ten E~ F, (~ respective E~, :F~, G~ sc.hneiden und dass der Winkel 
:~DE~ yon ~n halbirt wird. Die Construction soll so susgeflihrt sein, 
- d ~  die: P~mlde A, B, C~ D, ~, F, G, E~, F~ und G~ wirkliche Pnn~e 
Sin& Ange~ommen F u n d  F~ l~igen respective zwischen ~: und G, E~ 

und G~, so verbinden wlr F mi~ G~ und 
g 

.6 

Cr,~ 

E~, F~ mit E und G. Dann miissen sich 
FE~ und FxE, FG~ und F~G in wirk: 
lichen Punkah,  etwa 01 und 0s~ schneiden. 
Da nun nach Construction ~, ls, ~e dutch 
einen P,n]~t gehen, so sind die Dreiecke 
E F~ G und ~ F Gx perspeetiv und 1), 01 �9 
und  0~ liegen auf einer Geraden. Nun 
ergiebt sich aus der Congruenz der Drei- 
ecke DEF~ und DEfl~ dass die Dreiecke 
D~O~ .und: DE~.Ox ~ngruen~ und dom- 
nach auoh-die .Wln]~el ED 01 und O~D.E~ 

~ b h g r u e n b : ~ i n e t ~ : :  also die Gevaden D OiO~ und ~n zusammenfallen. 
..... ~ " ~ - ~ n : . d t u ' c h  e~ntache Congruenz. be~rach~tmgen, d~ss 

~tt,.h::,~ ~ . a ~ : ) ~ ! ' ~ e ' ~ t :  steht'.. - - . W i e  dot Beweis. sich modificir~, we~ 

" . . . .  ": . . . ~ . -  - , ; . -  " - "  �9 ' : ' . ,  " a ; .  ~ 2  : "  
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B e w e i s :  Wir ziehen dureh 0 drei 0eraden ml, m s und ma, frfllen 
yon el .nero wir~l;chen Pnn~  0'  auf m 1 und m s Lote, deren Fusspunkte 
A' und  .1~" sein mSgen. Dann ziehen wir eine solche Gerade sen~recht 
zu ms i n  / ) ~  dass sie A'O und B 'O in zwei Pnntrten A und B schnei_de, J~ 
wetche zw4schen A' und 0 resp. zwischen /~' and 0 liegem Die in A 
mid B a u f  ml und m~ errichteten Lore miisseu sieh, wie man sofor~ ein- 
sieht, i n  einem wirklichen Punkte C schneiden. Wir verliingern da~n 
OB f i b e r  O hinaus ,m sich selbst his Bj, ebenso A O his A1, CO bis 
C,, e n d l i c h  D 0  bis zum Schnit~ mit B1A 1 in D 1. Dann ist, wie man 
durch wiede rho l t e  Anwendung der Congruenzsiitze leicht beweis~j Winkel 
CIB1 0 congruen t  Winlrel 
C~ AI O,  W i n k e l  A1D 10 ""~ 
eo en~ einem rechten ~' n, ' ~ -  n g r u  
Winkel.  :Nun sind aber 
die D r e i e c k e  C1.BIA 1 und 
C B A  perspec t iv .  Folghch "'" 
liegan d i e  Schnltt-punkte t ~ ~ - " - - X  \ .  )c, 
yon C~A~ ~it CA, yon ~ ,  ~ c  .. 
C~B~ m~t CB, yon A~B~ ~ ~ 
mit A B ,  das heisst die ~ig. ~. 
Pole t i e r  drei Geraden 
ml, m s - r i d  m 8 auf einer Geraden.. I)a nun di~ ~Pole~:dreiar baliabigar 
Geraden d u t c h  0 auf einer (~araden liegen,-li~gen~.~affaulmr:die. Pdle aller 
6e raden  d u t c h  0 auf einer (~eraden, die wir~:~h'~ �9 P~larer-~:z~ , 0 n ~ e n : -  
Sei u m g e k e h r ~  P ein Ptmkt der Polaren, so zibhen wii~, r einen be- 
l iebigen wirklichen Punk~ P '  eine Oerade, die dutch P geht und f~len 
yon O a u s  ein Lo~ auf die Gerade P P ' :  Dan~ is t der Pol dieser letz~eren 
~l~raden d e r  Punk~ P. Somit ist unser zweiter Hiilfssstz vollkommen 
erwiosen.  

3)  H it 1 fs s s~ z i~ar die M~ttdse~krechte. 
D e r s e l b e  schliess~ sieh an .die. vorhergehenden .S~,~ze seinem J.uhsl~ 

naeh vol lko~nmen an, und wir werden ihr sp~i~er an einer Stelle gebrauchen~ 
Er .lauCe~: 

.E ' r r~hte t  man auf der . M ~  M ei,aer: St~,'er,~ A B  das Lo f l  und ~ieh~ 
dutch d i e  _F_mdTunkte A und B zwei qerad~ a und b, die sich in einem 
w i r k ~ h e n  odor id~alen Pun~te ~auf ~ S c ~ ,  so bild,,n die Geraden a 
und b ~ t  der ~erad~n A B  gletd~."WizM~el, u~d -die Zote .auf l schneiden 
r  - ~ r e c ~ ,  auf a. und',b :~b:: 0 "  Fig.-. 3).  

Der .Beweis wird am besten-,!indirect,g~: 
1Weh~aen wit an~ die yon ,4.."una./~ ausgehenden Halbs~rahleai_~ 

b r 4 e r  Gel-aden . a ~ d  b lii~en auf einer .Seite d e r ~ G e r ~ d ~ v , ~ - . ' A ~ . ~  
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Wln~el (kleiner als zwei R) zwischen a, und dem Halbs~rahl AB sei 
nicht congruent dem Winkel (kleiner als zwei B) zwischen b, und dem 

Halbstrahl BA; dann ziehen wi, 
dutch B eine f~erade b' so, dass ihr 
yon B ausgehender, auf derselben 

' Seite der Geraden AB liegender 
Halbstrahl b 1' denselben Winkel 
(kleiner als zwei/~) mit dem Halb- 
strahl BA einschliesst, wie a, mit 

: dem Halbstrahl AB. Wir ver- 
~ .  l ~ l'~ngern AB tiber A und B hinaus 

um eongruente Strecken bis C und 
�9 D und verbinden die Punkb C lind 
c , ~ ~ ~ D init zwei wirldichen Pun~en 

Fig. $. 
/~ und F auf 1. Die Gerade a 

m~ge CE in G, CF in H schneiden, die Gerade b" DE in J, DF in K. 
Die Punkte A, B, C, D, JE, 2', G, H, g,, K~ ill sind nach Voraussetzung oder 
~Construction wirldiche Pnnl4e, so dass wir die Congruenzsitze anwenden 
kSnnen. Aus diesen folgt, dass die Geraden JG und HK auf der Ge- 
raden l senluecht stehen. 

Also schneiden sich J G  mid HK auf der Geraden CD (siehe Hfilfs- 
satz 1). Auf der letzteren schneiden sich abet nach Construction 
such die beiden anderen entsprechenden Seitenpaare der Dreiecke GEJ 
und H_FK, nimlich GE lind HF, JE mid KF. Folglich sind diese 
Dreiecke perspec~iv mid die Verbindungslinien entspreehender Ecken gehen 
,lurch einen Pnnl~t. Es schneiden sich demgemiiss die beiden Geraden 
.~'.G: (oder a) und K ]  (oder b') auf F E  (oder l). Folglieh ggll~ b' mit b 
~usamm:en:und der erste Theil unserer Behauptung ist erwiesen: <)2 GAB 
is~ co~ruen~ <):: ABJ. Dass abet dann die Lob auf 1 congruente Strecken 
:g'af a und b abschneiden, folgt sofort aus den Congruenzsgtzen. Somit 
~i~t ~mser..Httlfssatz vollkommen bewiesen. 

w 
Einfiihrung einer Pseudogeometrie. 

1. Einf i ihrung  yon Pseudoparal le len.  

'AUf ~rund der vorhergehenden Siitze wollen wir die Elemente unserer 
Geome~ie in der Ebene in ein System yon Punkten und Geraden so 
einordnen und den Element~n dieses Systems solche Eigenschaf~en beilegen, 
dass ffir sie sKmmtliche ebene Axi'ome der Verknitl0fung , Anordnung 
und Congruenz erfiillt sind, ~usserdem aber auch das Euklidische Axiom 
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der Parallelen erfflll~ ist. Dieses System yon geometrischen Elemen~en 
wollen wit Pseudogeometrie nen~e~ 

Sei 0 ein willkiirlicher wirklicher Pua~  unserer Ebene trod t die 
Polare des Punktes 0 (siehe w 2). 

D e f in i t ionen:  Wirldiche Punlrte im S i~e  unserer Pseudogeomekrie 
sind alle wirklichen und idealen Plm~e der zu Grunde gelegSen Geomeh4e 
mit Ausnahme der Punkte auf t. 

Wirkliche Geraden im Si,-e-unserer Pseudogoometrie sind alle wirk- 
lichen und idealen Geraden der zu Grunde gelegten Geomelrie mit Aus- 
natune der Geraden t. 

Sind A, B, C drei PunkSe auf einer Geraden a, so lieg~ "B zwisehen A 
und C ira Sinne unserer Pseudogeometrie, wenn B zwischen A und C ira 
S;n~e der zu Grunde geleg~en Geometric liege, wofern wit die Gerade t 
als Normalgerade gew~ihl~ haben (siehe w 1). 

Sstz: Die wirklichen Punkte und Geraden unserer Pseudogeome~ 
erfiillen sdmmtliche Axiome der Anordnung und Verknii.Tfung u ~  das 
~utdidische Axiom. 

Denn dutch einen Pl~,~t A ausserhalb einer Geraden a liisst sich 
eine und nur eine Gerade a' ziehen, die a in keinem wirklichen Pun~e 
lm~erer Pseudogeometrie schneider, niimlich diejenige Gerade a', die sich 
m i t a  auf der Geraden t schneider. 

Demgemiiss geben wit folgende Def in i t ion :  
Zwei Geraden a und a', welche sich auf der. Geraden t sclmeiden, 

nennen wir laseudolaaralle~. In Zeichen: a ~ a'. 
Ferner beweisen wir folgenden allgemeinen S c h n i ~ s a t ~ : .  
Hat man eine Gerade g und zwei _Punkte A 1 und .B x ausserhalb dsr- 

selben, so m6ge die Gerade A 1B t die Gerade g in d~m t)unkte Y s c h ~ .  
Wir verbinden A 1 und B x mi~ einem t~unkte X 1 auf g, schneiden die Gerad~ 
A'IX i u n d  B1X 1 mit einer beliebigen Gerade~ dutch Y in Aj und Bj, vet: 
biaden A~u~wl B~ mit eixaem bdiebigen Punkte T~j auf g, und schndde~ 
A~ X~ und IB~ X~ mit einer belieb,'ff~" G e r a ~  d/arch Y. in As und ~ u. s. ~., 
"so erhalten wir eine beliebige An~k~'#o~: Pu,nkte~aren: 

Dar~ wird behau~tet, class Sich die Geraden A,A~ ~r B~B~ ~ . f  g 
sgkneiden, we A~ und ~B~, A~ ~" :B~  zwei Verschiedene ganz be~iebige v(m 
j:~en Punkte2aaren sind (s. Fig::=~). 

Beweis:  Wit  zeigen Zlm~ehst, dass die Geraden AxA ~ und ~ 
sich in einem Pnnl4e X~' auf g-schneiden. Die Dreiecke A ~ B I . ~ ~  
A~B s X~ sind perspec~iv, denn entsprechende Seitanpaare. d e r . . : ] ~ ~  
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sr sich in den Puntden A~, B~ uud Y auf der Geraden A~B~. 
Folglich gehen die Verbindungslinien en~sprechender Ecken A~Aa~ B~Bs 
und X~X~ dutch einen Punkt X~' auf g, was wir zeigen wollten. 

Dann ergiebt sich der ganze Sa~z sehr leicht. Indem wir n~ml~ch 
je~z~ unsere Be~rach~ngen anwenden auf die Reihe yon Punk~epaaren: 

A~ A~ . .. A. ,  

B~Ba . . .B , , ,  

die wegen des eben Bewiesenen genau dieselben Eigenschaften hat wio 
die aloe Reih% k6nnen wit zeigen, dass A~A~ und B~.B~ sich auf g 
schneiden, mad dutch For~se~zung des Schlussveffshrens zeigen wit, dass 

A, 

t 

-/z 

l~tg. 4. 

Az _i~z  

:Fig. $. 

~ G~raden AIA~ und B117~ sich auf g schneiden. Genau in derselben 
Weise folger/~ wit s jedes beliebige Past yon Verbindungsgeraden 

Nenn~n ~ Poeudoparallelogram~ ein solehos Viereck, dessen Soit~n 
paarweise psOud~parallel siM, und nehmen Wir"als 6~arade 9 hn vorher- 
gehenden Sat~o~ ;di'e Polare zu O, t, s~ k6nnen wir folgenden Sa~z aus- 
Sprechen (si" ~g;~:5): 

Uonstxuiz~ ~ n  ~ber der Stre&e A x .B 1 ein Pseud~arallelogramm 

~aaren 
. . .  A . ,  



Legendre'sche SRtze fiber die Winkelsrmme ira Dreieck. 413 

so sind die Geraden A~A, und B~B~ ~seud~aralld, we A~ und B~, A~ mu~ 
t ~  xwei beliebige dieser Punkte~aare sind. - -  We.-- zwei Pnnktepaare so 
dutch PseudoparaUelogrammeonstruction aus einander hervorgehen, wie 
A~ und B~ aus A~ und B~, dann wollen wit sagen, die Strecke A~BI geht 
~us der Strecke A~B~ dutch Pseudoparallelverschiebung horror. Folgendes 
ist unmit~elbar klar: Wenn Ai B~ aus A~ B~ dutch Pseud~aralldverschiebung 
hervorgeht, dann geht auch A~/~ aus A,-B~ dutch Pseudoparsllelver- 
schiebung hervor. Wir k~nnen deshalb auch sagen: Zwei solehe Strecken 
entstehen aus einandzr dutch Pseudoparallelversehiebung. 

2. P seudoeongruenz  yon Streeken.  

Def in i t ion :  Zwei S~recken A B  und A ' / / '  wollen wir sls/gseudo- 
congruent betrachten (in Zeichen A B  ~ A ' ~ ) ,  wenn entweder diese 
Strecken dutch Pseudoparallelversehiebung aus einander entstehen oder 
aus ihnen darch Pseudoparallelverschiebung zwei Strecken 0/~ und OF  so 
hervorgehen, dass die ~erade E F  dureh den Pol der Halbirungslinie des 
Winkels E 0 2' gehk 

Der Punkt 0 hat die im Anfsng dieses Paragraphen definirte Bo- 

deutung. 
Satz:*) Seien A and .B z~wei Punkte auf e4ner Creraden a und ferner 

A '  ein t~unkt auf derse~ben oder eirmr ander~n .Gerad~ a'~ so kan'n man 
auf einer gegebenen Seite tier Geraden a" yon A' stets einen und n~/r 
Punkt J3" finden, sodass A ~  (oder 13A) der $~eeke A'.B~" ~ s e u d o ~  
ist. Jede Strecke ist sich sdbst ~seudoezmgruent. 

Beweis :  Da wir leieh~ die Streeke A B  aus sieh selbs~ duroh 
Pseudoparallelverschieb-ng hervorgehen lsssen kSrnen~ istjede Strecke A B 
sieh selbst pseudoeongruen~. Im Uebrigen wollen ~vir den Satz in zwei 
Sehritten beweisen. 

a )  Zuni~ehst wollen wit annehmen t Class a und a" entweder identiseh 
oder pseudoparallel sind. Wit  weriddn auf die Streeke A B irgend eine 
Pseudoparallelversetfiebung an :und :'ge- 
langen so zu einerb Pun]~paar.e A~JB~,. 
dss nicht auf der Geraden a' liege, ver- 
binden A~ mit A' und ziehen dutch ~ 
eine Pseudopsrallele zu A~ A', d~e;a' in BI'. 
schneider. Bt' muss ein'wirldicl~er Pun-l~ 
ira Sinne unserer Pseudogeometrie sein, 

r~ A" ' 7  

deIin sonst miisste die Gersde B l ' ~ :  der ~ig. 8. 
Geraden a" pseudoparallel seln~ was nicht m~glich ist, da ~ ' B ~  ~l A : ! ~  

*) Vg].- F ~ t ~ c ] ~ : ' ~  ,6, .er~es :Gongruen~8;xiom. 
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und deshalb such A'A,~ ~t a' sein mtisste, was nicht der Fall isk Denn 
A'A~ und a' haben einen im Sinne unserer Pseudogeom&rie wirldichen 
Punk~. A' gemeinsam. Verbinden wit weiter A' m/t B~ und ziehen durch 
A~ zu A'B, ,  eine Pseudoparallele, so schneider diese a' in einem Punk~e 
Bz" , tier such ein wirklicher Punkt unserer Pseudogeometrie ist. Da 
fiir solche Pnnkte abet die Axiome der Reihenfolge siimmtlich erfiillt 
sind (s. w 3, 1), so ergiebt sich leicht, dass ]91' auf einer anderen Seite 
der Geraden a' yon A" liegt als B~'. Weft nun such nach Definition die 
S~recken BI"A" und B~'A" der Strecke A B  pseudocongruent sind, so 
haben wit den ersten Theft unseres Satzes bewiesen. Aber es fr~igt sich 
noch, ob wit nicht durch einen anderen Constru&ionsmodus zu anderen 
Punk4en B l" und B~" hiitten kommen kiinnen, ob also dem zweiten Theft 
der Behauptung Geniige geleiste~ wird. Wit woUen deshalb auf die 
S~recke A B  eine beliebige andere Pseudoparallelverschiebung auwenden 
und ar~ehmen, wir gelang~en so zu einer anderen Siwecke A'~B s' aaf a'. 
'Heisst die Reihe einander en~sprechender P~_mktepaare 

so be~rach~en wir die Reihe der entsprechenden Punktepaare 

A '  A n  A ~ - I  � 9  �9 A1 A i11 �9 . .  - 4 , ,  

Es ergiebt sich*), dass A~A' und /).B~' pseudoparallel sind und also B s' 

mi~ .BI' zusammenf'~U~, da durch einen Punl~ ~ nur eine Pseudo- 

parallele zu einer Geraden A,A'  gehk - -  Heiss~ die Reihe der en~- 
sprechenden P--~epaare bei der zweiten Constxuctionsweise abet 

A . 4 ~ . . .  - ' 

$.A', 
so betrraohten wit die Reihe der entsprechenden Punk~epaare 

~ A,, . . . A I  A . ~ I  . . . A, , ,  

und folger~,.ebenso wie vorher, dass .B s' mi~ .B~' zusammenfallen muss. 
Sorer ist unter der ~nt'~nglich gemschten Voraussetzung unser Satz voll- 
kommen erwiesen. 

b) Je~z~=n~]~rnen wir an, dass a und a' nich~ identisch oder pseudo- 
parallel sin& Wiz ziehen dutch 0 die Pseudoparallelen b und b' zu a und a'. 

*) S. w 8, 1 den specielleaFall .des allgem~inen SctmR~unk~Batzes. 
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Die S~recke AB tibertragen wir durch Pseudoparallelverschiebung 
auf die Strecke OE 1 auf b. Sei X ein Punk~ auf b', so ziehen wit durch 
E, und den Pol der Halbiruugslinie des Winkels E, OX eine Gerade, die 
OX in einem wirklichen P-nkt F unserer Pseudogeometrie schneider 
Den~ w~re ElF  ~ OF, dann mttsste OF dureh den Pol der Halbirungs- 
linie des Winkels ~,  OF gehen, also in 0 auf besagter Halbirungslinie 
senkreeht stehen und der Winkel E, OF gleich zwei Rechten sein, was 
nach Voraussetzung ausgeschlossen ist. Die Strecke OF iibertragen wir 
dutch PseudoparaUelverschiebung, wie vorhin gezeigt ist, auf zwei Strecken 
A'B," und A'.Bz" aufa', wobei A' zwisehen B(  und B~" liege. Dann sind 
naeh De~n~tion die Strecken A'.B,' und A'B~' der Strecke A.B pseudo- 
congruent, und der erste Theil unserer Behauptung ist aueh fiir diesen 
Fall erwiesen. Da die Pseudoparallelverschiebung der Strecke OF nach 
A' B~' und A ' ~ '  gem~ss Theft a) unseres Beweises voUkommen eindeu~ig 
is~, so kann es nut die Modification eines anderen Theiles unserer Ab- 
~ragungsconsh'uction bewirken, dass wir zu anderen Punk~en B" kommen. 
Durch die 'Pseudoparallelverschiebung der Strec]~e A.B auf die Gerade b 
gelangen wir ausser zu dem Punier ~,  noch zu dem Punk~e E~, so zwar, 
dass 0 zwischen E, und /~ liegt; und jeder der beiden Halbstrahlen 
OE, und OE~ bildet mit der Geraden b' zwei Winkel~ liefert also auch 
zwei Cons~ructionen eines Punk~es F. Wit kommen also im Ganzen zu 
vier Punkten F. Wir wollen beweisen~ dass je zwei zusammenfallen: 
wir behal~en noch zwei P , n ~ e  F, und F~ ttbrig. S~h1~esslich zeigen wir~ 
dass die Streeken OF, und OF~ durch Pseudbparallelv~rsctdebung aus- 
einander hervorgehen. Daraus folg~ endlich gem,s  des speciellen Falles 
unseres ~||gemeinen Schnlttpunk~sa~zes w 3, 1, class wit dutch Pseudoparallel- 
verschiebung der Strecken OF, und OF~ und deshalb auch bei einer 
beliebigen Abtragung der S~recke A B  auf 
a' yore P-n~e  A' aus stets zu denselben 
Punkten B l' und ~ '  kommen mitssen. 

Nach Vorausse~zung geh~ '(s. Fig. 7) 
die Strecl~e E,  0 aus der S~recke L', 0 durch 
PseudoparaUelversehiebung hervor. Wenn 
wir also dutch 0 eine Pseudoparallele zu 

~r F, 

J'z Z 0 ~ s  
~ig. 7. 

E, F1, dutch F,  eine Pseudoparallele zu 0E ,  ziehen und dann den 
Schnit~p-n~ G der beiden Pseudoparallelen nfi~ E~ verbinden~ so muss 
nach dem of~mals erwiihnten Schni~tpunk~satze GE z pseudoparallel F,  0 sein. 

Wit errichten in 0 aut" OF_,, und OF, die Lo~e l, und l~. ,Da,," 
fiillen wir yon einem passend gew~hlten wirkliehen P, ,n~ H yon 0 ~  

. . . .  ' " 2  

Lore auf l, und l,, die OF, und 0E,  in den wir~Iichen P u n ~ : i :  ~ 
respective K schneiden. D~n,~ is~ leicht zu zeigen, dass O G d / e H a l t ~ ~  ~ 
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!inle des Winkels li:~ 0/; '  1 ist und dass K J  auf OG senkrech~ steht, also 
durch den Pol dieser Geraden geh~. Nun sind aber die Dreiecke GIW'IE ~ 
und H J K  perspec~iv, denn die Verbindungslinien der en~sprechenden 
Ecken gehen dutch 0. Da je zwei Seiten paarweise pseudoparallel sind, 
sich also auf der Oeraden t schneiden, so mfissen auch die dri~ten Seiten 
E s F  1 und K J  pseudoparallel sein, und E s F  1 geh~ durch den Pol der 
Halbirungslinie des Winkels EsOF1, weil dasselbe fiir die Gerade K J  
der Fall ist. Wit kommen also gemllss unserer Abmachungen tiber 
pseudocongruente Streckenabtragung yon E s zu demselben Punkte 2' 1 auf 
dem einen Halbstrahl der Geraden b' wie yon /~1- Dutch eine beliebige 
Abtragungsconstruction der Strecke A B  auf b' kommen wit also ha 
Ganzen zu zwei Punkten F 1 und Fs, so dass OE 1 und OFs ~ A B  sind 
und 0 zwisehen 2' 1 und F~ liegt~ 

Ferner ziehen wit (s. Fig. 8) dutch E 1 und 0 PseudoparaUelen zu 
F 1 0 bezw, F1E 1. Den Schni~t~unl~ /, dieser beiden Htilfsgeraden ver- 
binden wit mi~ F 2. Wir errich~en in 0 die Lo~e auf 0 E  1 und 0F1, 
/1 und Z~, und f~Uen yon einem passend gew~hlten Punk~e M der Geraden 

0 L  die Lo~e auf/1 und l~, die OF~ in N~ OIE~ 
~' P schneiden, M, 1V, in we P wirk].iche Pun~e 

sind. Dann ergieb~ sich ebenso wie fr~iher~ dass 
0 L  die Halbirungslinie des Winkels E~ 0F~ is~ 
und P Z  r auf OL senkrecht steht, also durch 
den Pol yon OL geht. Die Dreiecko E~LF, und 
P M Z  r sind perspectiv; da aber zwei Seitenpaare- 
~:IL und p~r ,  ~2 '~ und P_h r nach Cons~'uction 

~ '~- - - ' - - - " -~  oder Vorausse~zung sich auf der Geraden t sehneiden, l~ig. 8. 
ist dasselbe fitr das dri~te Sei~enpagr der .Fall. 

Deshalb sind L/~ und M N  pseud0parallel und endlieh aueh LF~ un~ 
0~'~ paeudoparalle[. Die Strecken FxO und F~0 gehen also d~reh 
Pseud0parallelversehiebung aus einander hervor,.was w.ir zeigen woll~en.: 

Sa~z*) .... Wenn eine Strecke A~B sowoh~ tier -~.ec~ A'B" a~s auch 
tier Streck~ A" B"  ~seudoc~ngraent ist, dann ist auch A" ~.'. der : Strecke A" B"  

In Zeichen: Wenn 

ist, damn iSb.aueh~ 

A B  -- A 'B '  

A B  ~ A " B "  

A'~" ~_ A"B".  

*) Vgl. Festsoh2if~.~;'6,i~z~ .~tes .'..~ng~:qemz .a,~iom.. 
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Da es kIar ist, dass, wenn zwei Streeken A 'B '  und A".B" aus einer drit~en 
dutch Pseudoparallelverschiebung hervorgehen, dann auch A'B'  und A".t~' 
aus einander dutch PseudoparaUelverschiebung entstehen, so brauchen 
wir nur noch Folgendes nachzuweisen: 

Haben wit drei Gerade durch den Punkt 0 (s. Fig. 9) und auf den- 
selben respective die Punkte A, B, C und geht die Oerade A B  dutch 
den P o l d e r  Halbirungslinie des Winkels A OB, die Oerade A C dutch 
den Pol der Halbirungslin]e des W~nkels A 0 C, dann geht aueh ~ C  
dutch den Pol der Halbirungslinie des Winkels .BOC. 

Tragen wit auf OA, OB und OC wirklich congruente Strecken 
OA', OB' und OC" ab, dann gehen, wie leieht zu zeigen, die 6teraden 
A'.B', .B'C' und C'A" respective dutch die Pole der Halbirungsli-ien der 
Winkel AOB, BOC und AOC. Die Dreiecke A B C  und A'.B'C" sind 
perspee~iv, denn ihre Ecken liegen auf drei Oeraden dureh O. Folglich 
sctmeiden sich die entsprechenden Seitenpaare auf einer (~eraden. Da sich 
nun A ~  und A'B', A C und A'O" nach Voraussetzung und Construction 
auf der Polaren zu 0 schneiden, so mitssen sich aueh .BC und .B'C' auf 
der Polaren scbneiden. :Nun ist der SchniY~punkt yon .B'C' mit dot 
Polaren zu 0 der Pol tier Halbirungslinie des Winkels B'OC', folg.lich 
geht auch JBG, wie behaupiet, dutch den Polder besagCen Halbirungsllnle. 

O 

s 

0 " �9 

:Fig. 9. 

F i g .  10. 

Satz*):  Es seien A B  und .BC ~wei Strecken ohne gemeimsame .Punkte 
auf aer Geraden a und ferner :B C'  wei ,Strecken ohne g 

*) u Fes~schrifr ~ 6, d r i f t s  Co~gruenzaxiom. 

Mathemattach~ ~ z ~ J . ~ n .  LLIX. 2 7  



418 D ~ .  

same Punkte auf d~rselben oder einer anderen Geraden a'; wenn dann 
AJB ~ A'B" und B C  ~ B'C" ist, so ist auch stets AC  ~ A'G'. 

Wieder k~nnen wit u_us, wie leicht ersichtlich, auf den Beweis des 
Sa~zes beschr~in~ren, wenn es sich um pseudocongruente Abtragung auf 
-verschiedenen Geraden dutch 0 handell (s. Pig. 10). 

Voraussetzung: 
OD ~_ OC, 

1)2" ~ C~E. 
Behaup~ung: 

O F - ~  OE. 

Wir ttbertragen durch pseudoparallele Verschiebung ] ) F u n d  C]~ auf 
Sia'ecken mit dem einen gemeinsamen Endpunl~ 0 und mi~ A und B 
sis anderen Endpunkten, wo A und B auf den ttalbs~rahlen O C und OD 
liegen. Wit ziehen durch B zu OA und dutch A zu OB Pseudo- 
t~a~allelen, die sich in G schneiden, verbinden G~ mi~ E und ~, A mit D, 

~,;mi~ :C. Dann sind. nach Vo~;aussetzung und Construction A D  und GF, 
�9 :~. und ~ ,  D.C und B A  pseudoparallel. Die letzteren beiden Geraden 
~ e n ~  dutch den Polder Halbirungslinie des Winl~els A OB. Durch eine 
~ l [ c h e  Hiilfscons~mction (sic ist in der Figur angedeutet) wie in den 
vor~gen Beweisen, in der als Htllfspunkte nur wirkliche Punkte vor- 
kommen~ beweisen*) wir, dass ~ und H auf der Halbirungslinie des 
Winkels A OB liegen. Dann sind abet die Dreiecke HA.B und G~EF 
perspectiv, und ds sich die Seitenpaare ]rG und AH~ ~ G  und B H  auf 
der Geraden t schneiden, so mitssen sich auch A B  und 1 ~  auf t schneiden~ 
sind also pseudoparallel. B A  geh~ durch den P o l d e r  Halbirungslinie 
des W;nkels A O B .  Dasselbe gilt also auch ffir :E$ ' .  Folglich is~ 
_~0-~ ~EO, was zu beweisen war. 

3. Pseudocongruenz  yon Winkeln .  

Def ini t ion:  Den Begriff ~,W~rel" unserer Pseudogeometrie definiren 
wir genau so wie in der zu Grunde geleg~en Geometric, nut dass natiir- 
lich der Scheitel und die Sehen]~el irgend welehe wir~llche Pun~e respective 

�9 Geraden ~rn Sinne unserer Pseudogeometrie sein kSnnen. 
Dutch den Sehoitel A eines Win]~els B A C  (s. F./g. 11) ziehen wit 

: e~e  beliebige Gorade AD,  dutch D zwei Halbstrahlen D F  und D E  
p~dop~a l l e l  zu :AB und AC, so zwar, dass, we-n die Gerade A D  die 
Halbs~rahlen A . ~  und A C  trennt, dieselbe auch die Halbstrahlen D E  

*~ Man tJ~ach~ ~ Perspect~ivi~.~ 1) der Dreie~ke --~/~ 'h~d ~KG', 2) der 
I)reieeke mit~ c~n,:-Sei~n:OB, Big, MJ. reap. DA, A L,"~'~E~und 'daraus folgend 
die Perspectivit~.~ "der Drelecke CHD und JH'K.  (Vorausgesetz~ ist: JG" ~ A~, 
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und 1)/7 trennt und umgekehrk Ferner ziehen wir dutch D eine (]erade 
D G und fahren in derselben Weise for~ und gelangon schliesslieh zu oinem 
Winkd Y X Z .  Dann wollen wir sagen 
<)5. Y X  Z geh~ aus ~ B A C durch 
Pseudo~arallelverschiebung hervor. 

Dann ist Folgendes unmittelbar 
klax: Wenn <):: Y X Z  aus <)223AC 
durch Pseudoparallelverschiebung hervor- 
geht, dann geht auch ~ g A  Caus ~ Y X Z  
durch Pseudoparallelverschiebung horror. 
Wit kiinnen deshalb sagen: zwei solche 
Winkol entsbhen aus e/nander dutch 
Pseudoparallelverschiebung. 

0 

Fig. li. 

Defini t ion:  Zwei Winkel A B C  und A ' B ' C '  wollon wit sis pseudo- 
congruent betrachten (in Zeichen: <):: A B C  ~ <): A ' B ' C ~ ,  wenn ontweder 
diese Winkol durch Pseudoparallelverschiebung aus einander ontstohen 
odor aus ihnen zwei Winkel ~ 0 2 '  und G O H  mit dora gememsamen 
Scheiblpnnkt 0 durch Pseudoparallelverschiebung hervorgehon, die con- 
gruon~ sind im Sinno der zu (~runde gelog~en (~eometrie. 

Dann gelbn, wie leicht ersichtlich, folgende S~i~ze*): 
JEs sei ein Winkel .5]2 B A 0 und eine Gerade a', sowie eine bestimmte 

! 

Seite yon a" gegeben. Es bedeute B '  einen Punkt der Geraden a ,  dann 

so dass der Winkel :BAC (odor C A ~ )  ~seudocongrU~t:"de~:-W~t 
I~'A'C" ist und zugleich alle inneren Punkte des Winkels ~ ' A ' C '  auf der 
gegebenen Seite yon a" l i egen . -  Jeder Win~l  ist sieh se~bst pseudoomgrue~r . 

Wenn ein Winkel B A  C sowohl dem Winkel ~ ' A '  C" als auch dem 
W inkel B ' A ' C "  pseudocongruent ist, so ist auch tier Wmkel B 'A 'C '  dem 
Winkd JB" A"  C" pseudocongruent. 

4. Der ers te  Pseudocongruenzsatz .  

Def in i t ion:  Zwe/ 'Dre/ecke .heissen pseudocongruent, worm flare 
respectiven Seiten und Winkel pseudocongruent sin& 
i: SaJ;z**): Sind in ~wei 1)reiec~a ~wei Seiten ~ d  der eingeschlossene 

~:fink d beziehungsweise ~seudocongrazat, ~ sind auch die i~igen Stiicke 
ira:den beiden l)reieckz~ baziehungsweise laseudoco~ruent. 

Den Beweis zerlegen wit in zwei Theile. 

"~ S. ~F6s~schr~ w 6, vier~es und ffinf~es Congruenzaxiom. ~ 
**) S. Fes~cl~f~ w sechstes Congmenzaxiom und w 7, Sst~"~1~( 
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a) Es sei uns ein Dreieck A.BC (s. Fig. 12) und ein beliebiger Punkt 
A' gegeben.' Wit  verbinden A mi~ A" und ziehen dutch A' zu A B und 

~v 

~ig." 13. 

l~SOudoeongruentes findon, 

A C Pseudoparallelen, die die Pseudoparalle]en 
zu Am' durch B und C in B '  resp. in O' 
sctmeiden. Dann sind die Dreiecke A B C  
und A'B'C'  perspectiv, denn AA', BB',  CC' 
gehen dureh einen Punkt. Da abet A B  und 
A'.B', AC und A'C" pseudoparallel sind, so 
sind auch B C und JB' O' pseudoparallel. Daraus 
folg~ abet, dass die Seiten und Winkel fin 
Dreieck A'.B'C' den Seiten und Winkeln im 
Dreieck A.BC entsprechend pseudocongruent 
sin& Also: Man kann zu jedem Dreieck ein 
dessen eine Ecke mit einem behebig vor- 

gegebenen Punk~e zusammenF~ll~. 
b). Angenommen in zwei Dreiecken w~ren zwei Selden und der ein- 

geschlgsseue'Winl~l beziehungsweise pseudoeongruent, da~n ersetzen wit sie 
nach a) so dutch pseudocongruente 

lo~ Dreiecke, dass die Seheitel der pseudo- 
congruenten Winkel in den Punk~ 0 
zusammenfallen. DiesebeidenDreiecke 
(s. Fig. 13) m~gen die Ecken O, A1, .B 1 
und 0, A~, B~ haben, dann ist nach 
Voraussetzung 

OA~ .~ 0.,4~, OB1 ~ O.B~, 
.BI o .)= o.&. 

Wit nehmen an, dass ~1 0 und B~ 0 
yon A 1 0 und A20 nicht getrennt 

i werden. Haben w/r unseren Satz f"tir 
diesen Fall bewiesen, so ist der 
andere Fall, wo 171 0 und B~ 0 yon 
A 1 0 und A s 0 ge~renn~ werden , auch 
erledig~. Wit k~nnen das Dreieck 
.A 10 B 1 in ein anderes AI" O.B 1" pseudo- 
congruen~ libeffilhren, das so liege, 
class die entsprechenden Seitenpaare 
sich nicht trennen; da~n werden auch 

vie. 18. A s 0 und B~ 0 nieht yon A 1'0 und 
BI'O getrennt, und wir kSnnen be- 

weisen, dass Al"O.B(und.AsO.Bs, folglich auch A 10~B 1 und AsO.Bt pseudo- 
congruente Dreiecke,sind. Denn nach frtihoren S~tzen gilt der Satz: Sind 
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zwei Dreiecke einem und demselben dritten Dreieck pseudocongruent, dsnn 
sind sie auch einander "pseudocongruent. 

Bei jener Annshme ziehen wit dutch A 1 zu BlO , durch A~ zu B~O, 
dutch O zu A~B 1 und A3B ~ Pseudoparallelen, die sich respective in C 1 
und C s schneiden. A 1 verbinden wit mit ,4s, /3' 1 mit B 3 und bringen 
A~B 1 und AsB  ~ zum Sehnitt in 0g, C1A ~ und C3A s in 01 . A1A s ist 
nun pseudoparallel B 1.B3, denn diese beiden Geraden gehen nach Voraus- 
setzung dutch den Polder  gemeinsamen Halbirungslinie der Winkel B i O.B s 
und AIOA ~. Folglich sind die Dreiecke AIO1As und BIO.B ~ perspectiv, 
denn ihre Seiten schneiden sich auf der Geraden t, und 0, 01 und 0, 
liegen auf einer Geraden. Dann sind abet auch die Dreiecke OsA1A s 
und OC1Cs perspectiv und 01C3, AlAs  und .BrB ~ sind pseudoparsUel. 
Wit  wollen nun zeigen, dass die Gersde 0 01 03 durch die Polo der drei 
zuletzt genannten Geraden geht, d. h. mit der gemeinsamen Halbirungs- 
linie der Winkel AIOA ~ und BIOB s zusammenf~llt; ausserdem abet such, 
dsss 0 01 03 den Winkel C10 C~ halbirt. 

Wit tragen die Strecke O.B 1 bis Bs auf der 8eraden OA1, die Strecke 
O.B s bis B~ auf OA~, die Streclie OA1 auf OB1 bis As, die Strecke OA I 
suf O.B 3 his A~ pseudocongruent sb. Dann sind A.sA~, BsB~, .B1B 3 und 
~ l A 3 , -  B I B  s und A I ~  , ~ B 3 ~  4 und AjA,,  pseudopar~llel. Bringen 
wit At& trod A3A   ,um Sclmitt in D, B Bs und B B, zum Sclmit  
in E, so sind die Dreiecke AsDA ~ und BI.EB z parspeetiv. : Folslich 
liegen _E, D und 0 auf einer Gersden. Antlrerseits ~ sind.,.~e .Dreiecke 
~41BIA s und A3B3A 4 perspe~tiv, de-n ~hre autspr~ohendell .Ecken liegen 
auf pseudoparsllelen Geraden. Folgliclt liegen O, 0 s und D auf einer 
Geraden, also such die ~nf Punkte 0, 01, Os,.:D, .E. Haben wit nun sin 
Dreieck FGH, dessen Ecken (~ unr Hauf A~0 und As0 (oder suf .BiO 
und BsO ) liegen und dessen Seiten den Geraclen AIAs, AsA 4 und AIA s re- 
spective pseudoparsUel sind, dana lie~ die Dreieeksecke 2' suf der Gersden 
D E  O nach dem Desargues'schen Sstz,: m i d  unser Zweck ist erreicht, 
wenn wir zeigen k~nnen, dass 2"0 die 'bewusste Halbirnngslinie ist. Es 
ist nun klsr, dsss, wenn nicht:gerade Ansnahmef'alle eintreten, man immer 
sin Dreieck mit den wi/rkl/ich~ Punkten .F, G, ~ r  sls Eekpn~kten iinden 
_~a~-, dee diesen Bedingungen genitgt. Kusnahmelagen tier be/den de~: 
Untersuchung zu Orunde liegencbn Dreiecke k~nnen wir so behandeln, dass 
wit dss ~ine der Dreiecke erst in sin beliebiges auderes pseudocongru:etit. 
iiberfithren und dieses da~n u~erer  Betrachturg zu Grtmde legen. Hsben 
wit sber sin solches Dreieck ~.(~H., so ist es leicht zu zeigen, dsfs~'F.O.dl~ 
Halbirungslinie des Winkels G OH ist. (Man beachte (s. Fig. 13), d a s ~ : O , ~  
OH~-  G ( ~ ' ~  0'H'. ist, denn nach Construction st~hen ~ Gj~un.,d ~;~r~' ~,!~:~ " 

_recl~ aUfder gemeinsamen Halbirungslinie der Winkol A , ~ ~ :  ua'd ~ ~ .  
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Folghch geh~ C~ C~ durch den Pol yon 010 0,. Ferner wiihlen wir einen 
passenden, wirklichen Punkt J auf 0~0 und ziehen durch J Pseudo- 
1)arallel~ zu A~B~ und A ~ ,  die OAi und OA~ in den wirklichen 
P~ml~en K reap. L schneiden miigen. Dann folgr aus dem Desargues'schen 
Satze~ flass K L  pseudopara~lel zu A~A~ ist und also senkrech~ auf 00~ 
sbehk . Well nun 00~ die Halbirungshnie des Win~els A~OA~ ist, so 
folg~ ,ofor~,: (~ass Win~el KJO congruent Winkel LJO ist. Fs wir 
yon 0 aus Dote auf J K  und J L  mit den respe&iven Fusspunkten M 
und ~ ,  so stehen OM und 0 N  nach Voraussetzung auf OC~ resp. OC~ 
s e ~ e e h t ,  l~'un sind die Dreiecke MJO und NJO congruent; folglich 
i'sr nach dem V.orhergehenden der Winkel Q 0  01 congruent dem Winkel 
G~'O0t: Also ist nach unserer DeSnition der Pseudocongruenz ~ 0  
i~seudoeongruen~ C~O und auch A~B, pseudocongruent A~B~. Da 
~ .  ~ OC t ~ <)7. A~ 0 C~ is~, so folg~ aus unseren Definitionen fiber 
~seudo~bngmhnz yon Winkeln, dass .~..OA~ ~ t ~. ~. O A~B s ist. Ebenso 
zeigen wit endlich, dass die Winkel A~2~O und A~BsO pseudocon- 
~.mi~ siiar Dami~ haben wit den ers~en Pseudocongruenzsatz voU- 
: ~ o ~  o~a;. er~ie~on_ 

~fa~ wir~ sich nun leicht iiberzeugen, dass jedem der Cong?uenz- 
~do~n8 (s. FestschriR w 6) einer der im Vorhergehenden bewiesenen Sgtze 
~flber Pseudocongruonz entsprich~; deshalb kSnnen wit zusammenfassend 
~olgenden Satz aussprechen: 

1)ie ~Temente unserer Pseudogeometrie mit Ausnah~ne der Elemente der 
G ~ a  t erfallen alle Axiome tier gewVhnlichen ~uklidisehen Geometrie 

"~qvh"~s~ivh des Parallelenaxioms, und die Gerade t spielt die .Rotle der 
. ' 4 ~  ''~ .od~" :i,unendlich fernen" Geraden. 

w 

Einflihrung der Streckenrechnm!. g. 

�9 D~ d~m~ere~ S~tze niemals abhgngig sind voi~ d~:/Gebilden, auf 
~.~a~si~t~lst:tmserer geom&rischen Sprache bezogen4..~rden , sondern 
: ~ o ~ a m ~ o n ~ n ,  :das heisst yon den Eigenschafte~',"~ wir.von den 
:~b~': i~o~di~iren ~ so ist  aUes, was man in der gewShn]ietiim (~eome~ie 
~ ~ f ~ l ~ , u n d  bewslsen kava, auch erffilR for unsel'~ Pseudogeom&rie. 
: ] ~ i ~ ~ . ~ .  ~ " i ~  Folgenden den weitgeheads~en~G:ebrsueh machen. 

Z~s~e l . : ]~ (~m~ea  wit sofort den Sa%z a~lssprecheii~. 
~ '~Wi~umme . :~ . i r gend  einem Dreieck ist:~( laseudocor~,uent zwei 

Dann abet WoUld,fir sogleioh, die Stred~rechnung ein~hren, wle 
:s~e yon D: Hilber~ in':se~ner l~es~sehriR :Kap. HI angeg~ben':isk Diese 
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ermSglicht die Lehre yon den Propor~ionen zu begriinden und eine ArC 
analytischer Geometrie zu construieren, ohne yon dem Archimedischen 
Axiom Gebrauch zu machen, das wir ja bei unseren ganzen Un~ersuchungen 
ausschliessen woUten. 

Wie leich~ sich je~z~ vieles gestal~e~, werden wir sofort an dem 
Beweise folgender S~ze erkennen: 

1) Die drei I~Shen in einem Drde~ schneiden sich auch in der ~icht- 
Euklidischen Geometrie in einem Punkte. 

Beweis :  Legen wit den P lm~ 0 in eine Dreiecksecke, so sind 
s~mmtliche Lore entweder senkrecht auf Geraden dutch 0 oder sie sind 
selbst Geraden durch O. Folglich sind sie such Lore in unserer Pseudo- 
geometrie. Dann mtisson sie sich sber in einem Punkte schneiden, was 
zu beweisen war. 

2) 1)er Pascat'sche Sat~ yore Sechseck im Winkehraum. 
Derselbe kann, wie in der Festschrif~ gezeigt is~, auf Grund der 

Streckenrechnung nachgewiesen werden. Da er abet ein reiner Sch-i~- 
punktss~z is~, so gill er unmittelbar auch in unserer (~eomeirie. Damit 
haben wir einen Beweis des Pascal'schen Satzes auf Grand der Axiome 
der Gruppen I, I I  und der ebowa Axiome der Grup~ IV*) gewonnen. 

Mi~tels des Pascsl'schen Satzes kiinnen wir abet .die Frojective Geometrie 
begriinden, deren Siitze wir fernerhin hiiufig gebrauchen werden... -:. 

Ferner schreiben wir in Zuk~mfr oftmals start congrueni: . g ~ ( " , ~ ) ~  
start pseudocongraen~i ~seudogleich ( ~ ) u n d  ,doS nlren in .bokannter** ) 
Weis% was wir darunter zu vers~ehen haben, wenn wit yon einer Strimke 
a- sagen, sic sei kleiner als b (a < b), 2seu~kieirier als b (a -~ b) oder 
gr~sser als b (a > ~), pseudogr~ssar aZ, s b (a ~-b). 

Das Hauptresul~a~ unserer bisherigen Untersuohungen kSnnen wit 
folgendermassen aussprechen: 

Alle reinen Schnitt nkts t e,, die man auf der A.viomgruppen 
I;:II,  .III,  .IV beweisen kann, :fo~ge~.~. h bereits auf Grund der Axivm- 
g ~ ' t ~  I, II ,  IV, d. h. oh~e Paral~ma,~m. 

~',)-I~er 8pecielle P~cal'sche'i.(~, bei dem die Pa~calger~.de die ,,unendlich 
fe.ra.r Gerade is t,:-wird ~ iibn'gan~gerade zum Aufbau der Stxeckenrectmuag in der 
Fast~chri~ benutz~. Der. allgemeine:...Fall desselben wird jedoch am einfschs~n 
mit~els.derStreck~, echauag ab~eiei~et.-- Einen Beweis des Pascal'sche~i Satzes 
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Capi~el H. 

Congruenz und Projectivit~t. 

w 
Fundamentalsatz. 

Def in i t ion :  0rdnen wir jedem wirklichen Punl~te A, B, C , . . .  
einer Geraden g einen wirklichen Pnnlrt A1, B1, C1,... derselben Geraden g 
so zu, dass die Strecke zwischen zwei behebigen wirkl/chen Punlzten co~a- 
gruent der S~recke zwisohen den entsprechenden Punl~ten ist, so nennen 
wir die P~mktreihen congruent. 

Es ergiebt sich leicht, dass zwei congruente Pnn~reihen entweder 
dutch congruente Yerschiebung aus einander hervorgehen, oder ,lurch 
e i~  'Spiegelung an einem beliebigen wirklichen PunI~ der Geraden g 
ziisammen m]~ einer congruen~en Verschiebung. (Die s Spiegelung 
tm&,~ongl:uente Verschiebnng sind in dem iiblichen Sinne zu verstehen.) 

Dann sprechen wir folgenden far die Beziehungen zwischen Congruenz 
u~r Project ivi~ fundamentalen Satz aus: 

Hind A , B ,  C , . . .  und A~,B~, C1,.. .  congruente Punk~reihen auf g, 
so gelwm sie durck wiegerholte 2rejection aus einander he~rvor (so simi sic 
,,projediv"). 

Die Spiegelung an oinem Punkte S (s. Fig. 14) yon g kann dutch 
zwei Projectionen vermittelt werden. Wir errichten in S ein Lot X S Y  

x (s. Figur) und projidren die Punktreihe 

. /  $ ~ t j t  T 

I:y 

A, B, ... veto Pol der Halbirungslinie 
des Winkels X S W  auf die Gerade 
X S Y; die entstehende Punk~reihe 
A, B , . . .  projieiren wir vora Pol 
der Halbirungslinie des Winkels X S Z  
wieder auf g .  Die  so entstehende 

t 

Punktreihe A,  B , . . .  is~ dann das 
Spiegelbild der Pun~reihe A, B , . . .  
am Punkt S, was wit  ,zeigen wollten. 
Deshalb kSnnen ~ir :unseren Beweis 

ri~. 1~. auf solohe Pnu~re~hen beschrKnken, 
die dutch congruente Verschiebung, etwa urn die Strecke v, .aus einander 
hervorgehen. 

Seien (s. Fig. 15, S. 24) A und 0 wirldiche Punl~e auf der ~Geraden g 
und A 0 gr~sser als die Verschiebungsstrecke v. Dann ziehen wit durch 0 
eine zwei~e Gerade gl mid tragen auf dem Balbstrahl yon gl, der mit 
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OA einen spitzen Winkel bfldel, eine OA congruente Sbreclre his A s ab. 
Ferner tragen wir die Versehiebungss~recke v yon 0 his P ab, wo P 
zwischen 0 und A 8 auf OA 3 liege. Wit  verbinden dann den Pun~r~ A 
mit P ,  errichten in der Mitre M yon P A  eine Sen~u'echte, die OA 8 in 
dem wirl~lichen oder idealen Punks 
01 schneider und verbinden A mit 19 
01 dutch die Gerade g~. Wit be- 
haupten jetzt: Projiciren wir die c 
Punktreihe A~ B,  C, . . . yon 
q vom Pol der Halbirungslinie ~ 
des Winl~els As OA auf & und er- / /  
halten so die Pun~e  A s, B s , C s , . . . ,  
projiciren diese yore Pol yon 
M O l auf g~ und erhalten die ~' 
Punk~reihe As, B2, C ~ , . . . ,  pro- ~ 
jiciren endlich diese yore P o l d e r  
Halbirungslinle eines der Winkel 
(g2, g), so erhalten wir eine ~on " 2  
den beiden Punld;reihen A1, B1, Ci,... 
mi~ der verlangten Verschiebungs- 
strecke v, je nach der Seite, nach 
der verschoben werden soil. Es 

0 

ist n~mlich nach dem friiher (w 2) ~ .  15. 
bewiesenen Hfilfssatz fiber die 
Mittelsen]rrechte AA~ congruent AA~ congruent BA s congruen~ (n~ali 
Construction) der Strecke v, um die jeder P n n ~  yon g verschoben 
werden sollte. A~drerseits ist A B  congruent AsB s congruent AgBg 
congruent A1B1, lind weft dasselbe fiir die P , n ~ e  C, 1) etc. gilt, sind 
die Punldreihen A , B , . . .  und A1, .B1, . . .  congruent. A-drerseits ent- 
stehen sie abet aus einander durch mehrfache Projection, womi~ unser 
Sst~ erwiesen is~. 

Daraus folgt Sofor~, dass congruente P ' - ~ r e i h e n  auf zwel beliebigen ~ 
verschiedenen Geraden projectiv sind. Dean man kann nach friiher (~e- 
sagtem jede Gerade auf jede sie schneidende congruent projiciren: DalJei 
haben wir folgende De~nltion yon congruenten Punk~reihen auf verschie- 
denen Geraden vorausgesetzt :  

Die Punktreihen A l,/~l,  : . .  auf der Geraden a 1 uncl A~, B~, . . .  a ~  
der @erad'en a~ sind congruent, wenn: 

A - -  A . B ,  , - -  C ,  , B ,  V ,  - -  .B ,  O ,  , . . . 
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{}6. 

Beziehung zwischen Congruenz und Pseudocongruenz. 

Da auf Gnmd der Lehre yon den Proportionen leicht der Sa~z yon 
der Erhaltung des Doppelverhiiltnisses bei Projection bewiesen werden 
kann, so folgt aus dem Satz des vorigea Paragraphen, dass zwei con- 
gruente Punk~quadrupel, je auf einer Geraden gelegen, entsprechend l~seudo - 
gleiche Doppelverhiiltnisse bflden. Diese Thatsache woden wir zum Be- 
weise des folgenden Satzes verwenden: 

Seien A und A~ (s. Fig. 16) wirkliche .Punkte auf der Geraden 
dutch 0 und OA (oder a) der Btrecke AA~ (oder al) congruent, ferner B 

1rig. 16. 

und .B x zwei beliebige am~e .Punkte auf derselben oder einer anderen 
Gerad~n m dutch 0 und OB (oder b) congruent .B.B~ (oder b~), dann be- 
~ t e n  wir : 

. I s t  >. 
a ~ a~ 

-< 

b ~- .< 5l. 
" s 

Da. wir wls~en, dass yon 0 aus abgetragene,, congruente Strecken, 
zugleich .psatiffooongruent sind, so kSnnen wit ~ el-aichtlich unsere Be- 
~mchtungen :auf elne Gera(Ie m dutch 0 beschr~nken. Wit beweiseh 
zanacas~ f0Igende," tiiiifssatz: 

Sizid B, Bx, ~ , '  :B 1' "wirkliche Punkte .auf einer G~raden m durch 0 
i s  r �9 t ' "  ~ : '  und t ~Zr (oder bl) ~ ~B B1 (oder b ) ---- O~ (oder b). und liegan B 

und ~],- j~-und ~ t ' J e  auf derselben Sel~e yon 0 auf m, dann wird 
behauptet: 

Ist 
bl, b 
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dann ist beziigl, ieh auch: 

> 'b ' .  b =  -< 

Aus dem oben erwis Grunde kSnnen wir annehmen~ dass B" auf 
der Seite B O yon m liegt. 

Set ferner OB congruent und pseudocongruen~ OB~ dann sind 

(B, O, B, .B') und (O, B ,B , ,  BI') 

congruente Punktquadrupel, deshalb ist: 

oder: 

Aus 

folgt dann: 

.B O . .B" B O B �9 BI" B 1 

B B .  B" 0 O B  t �9 BI' B 

BI"B ~ 2B'O , O B .  B B  1 
OB d + O ,bB" 

2>- 
OB -~ BB1 .< 

B~' B "< 2 B" O o.B . B . e ,  
~. O B:. OB' 

Daraus folgt aber sofort: 

was bewiesen werden sollte. 

is~, auch 

Indirect folg~ d~,nn, dass, wenn 

b> b, 

ist. 
Wl~hlen wir nun, um ddn Hailpts~ Zh beweis~n, als Pun~ B' don 

Endp,in~ der yon 0 auf OH nach C~rselbdn Seite wie b abgetragenen 
Strecke a. Dann ist B B  1' congruent dor Strecke a. Werm nun: 

>.- 
a ~:ad 

ist (s. Figur 16), dann mti~ hgch, dent e ben Bewiesenen auch 

>"a' 
..< 
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sein, wenn wir m i t a '  die Streeke BB~" bozeiehnen. 
wiederura, dass 

> ' b '  b =  -< 
and deshalb auch 

>- 
b=b  -< 

Dsrsus fo184 sber 

ist, womit unser Satz bewiesen ist. 

Wit woUen noch einen zwei~en sehr einfachen Beweis flit diesen 
Satz angeben, einen Beweis, der uns zu einigen interessanten und wich- 
tigen Resul~aten filhr~. 

Wit fragen uns niimlich' nach den Do vpel~tmkten g ~ i c ~ f e n d ,  er, con- 
gruenter _Punktreihen auf derselben Geraden. 

Den Coordinatensnfangspun~ 0 legen wir suf diejenige Gerade m, 
die wit behaudeln wonen. Dk~n ~ra~eh wit yon 0 aus nach beiden 
Sei~eIr auf m sine S~recke a bis A resp. A ab, yon A sus sine .wei~ere~g 
congruente S~reeke al his A~. 0rdnen wir den Punk~sn A 0 A  en~sprechend 
die Punk, s 0AA~ zu, so haben wir dadurch zwei congruence gleich- 
laufende Pun~reihen bes~imm~. Wir wissen nun, dass das Doppelverh~l~niss 
sines Punl~quadrupels der einen Reihs pseudoglsich dem entsprechenden 
Doppelverhiiltnlss des entsprechenden Punl~quadrupels der anderen Reihe 
seln muss. Folglich muss die Coord~n~ate x eines even~uellen Doppel- 
punk~es folgende Bedingung erfiillen, welche aber auch die einzige ist: 

0der~ 

z - - a .  a~z 

x-t-- a a ( x -4- a + at) 

(a § 
X ~ 

Wit wollen suf die Existenzfrage der Doppelpunk~e nicht wei~er 
eingehen, beweisen sber folgenden wich~igen Satz: 

~[.e~._,_P~ot~ei.tten...auf~ dcrsdben Gerade'n erfiillen sin, .und diez~e 

Is~ also b irgend eine yon 0 aus bis JB abgetragene Strecke, BB~ 
oder b 1 congruent OB, d,mn muss: 

~ ' ( a + a O .  b.'(bA- 5,), 

sein, damit unsere Behsup~ung rich~ig" ist. Wit  nehmen der Einfachheit 
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wegen an, B und B 1 l~gen auf derselben Seite yon 0 auf m wie A und 
A r Seien B und A' Punk~e auf der (~eraden m derart, dass o n  con- 

~ F - -  I. i . _  ' I , ,  l i I " 
A 0 A /~ AJ A' Bi 

:~ig. 17. 

gruent und pseudocongruent O B und BA' oder a' congruent O A ist 
und B zwischen 0 und A" liegt (s. Fig. 17). Dann sind 

(~, o, ~, ~) una (o, B, _~', .B,), 
ferne~ 

(], o, A, B) ~d  (o, 2t, .~,, A') 
eongruente Punktquadrupel. Daraus ergeben sich folgende beiden Rela- 
tionen: 

b - -  a b (b  I - -  K)  
- -  a" (b, + b) ' 

b ~ a ~ a (b .-.~- c[ - -  a 1 - -  a) 

b -4- a th  ( K -l- b ) ~ " 

Dutch ]~llminaLion yon a' aus diesen Pseudogleichungen ergiebt sieh 

eine Beziehung zwischen a, at, b und 4., welche man nach einer leichten 
Umreetmung als identiseh mit dot oben verlangten Relation: 

a l ( a  -.~ a~) .-- b~(b "4- bi)  
a - - a ~  ~ - ' b - - b ~  

erkennt, womi~ unser Satz bewiesen ist. Aus dieser ein~c~en Beziehung 
aber folg~ sofort der Hauptsatz dieses Paragral)hen~ yon dem wlr einen 
zweiten Beweis geben woUten. Denn es ergiebt sich aus der angeftihr~en 
Pseudogleichung Folgendes: 

Ist a > - a t ,  so ist die llnke Seite der Gleichung positiv, also muss 
aUch die reehte Seite positiv und b >--b 1 sein. Ebenso folgt aus 

a ~ a ~ :  

b -.< b, 
und endlich aus 

womit nnser Ziel erreicht ist. 

a ..~ a l :  

b .~. bl, 

g 7 .  

Der zwelte Legendre'sehe Satz. 

De~ im vorigen Paragraphen bewiesene Satz fiihrt unmittelbs~f,~/ 
folgende !fundamentals Tha~sachen: 
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Ist i~ ~rg~d ~ Dreieck die Winkelsumme kleiner als zwei rechte 
ll]'iakd, "so i~ i~ jedvm Dreieck die Winkels~mme ]deiner als zwei rechte 
Wialag. 

Is~ 6~ irgemt ~ Dreieck die Winkelsumme gleich zwei rechten 
W i ~ ,  so ist sie in j ~  Dreieck gleich zwei reehten Winkeln. 

I~  i~ ~ d  e i ~ n  .Dreieck die Winkelsumme gr6sser a~s zwei reeh~e 
W ~ c d ,  so ~ $i~ i~ jedem Dreieck grosset als ~wei rechte Winkel. 

D~r mifl~ler9 dieser drei S~tze ist nichts anders als der bekann~o zweito 
L~g~dro'aeho Sa~, dar jedoch yon Legendre nur mit Htilfe der Stetigkeit 
(al~o Bauutsung des Arehimedisehon A~ioms) bewiesen wordon isL 

Bowels: Wit betr~h~en ein beliobiges Dreieck und fgllen yon oiner 
~ r  demelbeu auf die gegenfiberliegende Seite das Lo~. Wir sehon sofor~, 

die Wiakelsumme im Dreiock kleiner, gleich odor gr~isser als zwei 
re~h~ Wlnkel iet~ je~achdem einer dioser l~glle ftir die beiden rocht- 
wi~kllgen Teildrdeeke gleiehzeifig oin~ri~t. Wit kgnnen unsore Betrach- 
tmag~ also a~f reehtwlnkligo Dreieeke 'beschriinken. 

Durah comgrueate Uebertragungk~Jnnen wir es als erreicht annehmen, 
glm'-fl~theital-dm reehten Winlrds ira. betraehteton Dreieck in den 

- = ~  ~ " ~ - ~  ' ~  o 
~ . ~ .  

~a g l e i ~ t l g '  g~eigt, da~s jee]os beliebige' giid~re Dreieck glejch- 
a l s  ZWel  /~  n a t .  

Coordinatenalffangsplml~ fgllt. Die 
anderen Ecken miigen A und 
sein. Wir wollen zeigea, dass je 
nachdem die erode, zweito odor drit*e 
,,Hypothese" des Sa~zes hn vorigon 
Paragraphen ointrit~, di6 Wink'el: 
s-mine in' dem Dreieck ~O~[':B 
khmer, glemh odor grosset al~ 
zwel rechte Wmkel ls~; (]ann~ lS~ 

.~ e r e  o D C o 
:Fig. gO. 

D ue  brmehat '" ' t t~ 0. Fig .18;  19, :20) nu~" zu beweisen, dass 
je&r dec I ~ r  ui~:,OB;A 4adureti, dash.man, ihn !in 0 
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geworden (bez. geblieben) ist, je nach tier als zutreffend angenomrnenen 
Hypothese. Denn die Winkels-mme im Dreieck OAB ist, wie wir 
wissen, pseudocongruent zwei rechten Winkeln und far Winkel mit dem 
Seheitel in 0 is~ Congruenz und Pseudocongruenz dasselbe. 

Zu diesem Zwecke halbiren wir OA in C und tragen CA yon 0 his D 
pseudoconffruen~ ab, dann liegt nach unserer Annahme 1) zwischen 0 
and C (bez. fi~llt nach unserer Ann~h~e D mit C zus~mmen, bez. liegt 
nach unserer Annahrne C zwischen 0 und D). Ferner errichten wir in. 
C ein Lot und verbinden den Sehnit~punkt ~ des Lo~es mit AB mi~ O, 
ebenso errich~en wir in ~) ein Let und sehneiden es mi~ dem Lore yon 
F auf 0 B  in G. ])ann ist DG ~ CF. ])as Dreieok ACF ist con- 
gruent dem Dreieck O C.F, folglich der Winkel OAB congruent dem 
Winl~el DO.F; und das Dreieck A C F  pseu4ocongruent dem Dreieck 

OD, folglich der Winkel OAF pseudocongruent dem Winl~el D 0 G 

und "5~/) O F  ~. .~ D 0 G. Folgliel~ ist; aer Winlrel OA.B, indem wit 

[ pseudoldeiner geworden / 
ihn congruent in den Winkel AO~' ttberf'tihrten I pseudogleich geblieben / ' 

( pseudogr~sser geworden 
was zu beweisen war. Dasselbe folgt fitr den Winkel OBA. Folglich 
ist, je nachdem wir unsere Hypothese wiitrlen~ ~die Winkelsumme in allen 

Dreiecken ~ 2~ ,  was wit im Anf~z~g'behaUl~tet tia~en. 

Cspitei TII. 

Bez!eh :u tgen. zwisohen den Hypothosen fiber die Winkol- 
im Dreieck mid den Hypotttesen fiber Parallelen.. 

w 8. 

Die Nicht.Lege]idre'sche Geometrie. 

Der  sogenann~e ,,orste Legefldre'sche: Sa~" sag~, wie hn Eingang er- 
w~hn~, aus~ da'ss die W;-~el~m~ i~ .einsm,~Dreieck niemals gr~sser ~l~ 
zwei Rechte sein kann. Mau.:~be~dug~ ~ich .leich~~ class mit den bisher 
angewandten Methoden der Beweis;..d~ses~::Satzes nich~ gelingen k ~  
Es liegt deshalb nahe zu ~mtersuchen~ o~ es tiberhaup~ m~glich i s ~ : ~  
selben ohne Zuhillfenahme des Arctfimedis~heti.Axioms zu beweisen. ~Viire 
es.~mmSglich, so wiirde das bedeu~en~ dass. die drei verschiedener~1~g~ 
�9 ~hesen ~/ber' ~ / s ~  end Anza~ get G e r ~  dureh einer~.Punkf~elc]~ 
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eine Gerade nicht schneiden, s/~ n/ch~ de&e, mit den drei verschiedenen 
-Hypothesen //bet d/e G~iisse tier W ~ m e  im /)rder Bekanntlich 
folgt unter Zuh0lfenahane der Ste~igkeit, dass die Winkelsumme in einem 
Dreieck griisser, gleich oder kleiner als zwei R ist, je nschdem es 
zu einer Geraden dutch einen Punk4 keine, eine oder unendlich viele 
Paratlelen giebt, 4. tL die einen drei verschiedenen Hypo~hesen decken 
sic11 mit den anderen drei verschiedenen Hypothesen in jeder Axchimedi- 
schen Geomehrie. Z u n ~ h ~  wollen wit nachweisen, class es eine Geometrie 
giebt, in' der dutch jeden Punl~ zu jeder Geraden unendliche viele Parallelen 
mSglich sind und de-~oc~ die Winkelsumme gr0sser als 2R is~. ])ami~ 
ist dann die Unbeweisbarkeit d~ ~ Legendre'schen Satzes bewiesen 
und gezeigt, dass die ~ r ~  des ~ e n  W/t~.ds) wie sie Saccheri 
henna, sich nic~ -dec~ ~ , d e r  H ~  der E m ~ ~  der Gerad~. 
Weiterbi~: wollen wit .~ . ; .noeh. .e i~ge 'Si l tse  beweisen, die den Zu- 

sa~menhang zwisehen den tmid~ 6bmpl~ yon Hypothesen klar machen 
sollen. 

~Dem Folgend~,~oll~.. wit d ~  den Bereich eomplexer Zahlen 
Q'(~) ,za (]runde.'leKeDh~, der*i~.der F ~  w 12 'eiageflihr~ ist, um eine 
,,Nicht-Archimed~oh~' G ~  aufzubauen. Wit wollen dies in K0rze 
bier wiederholen: Q(t) ist zn~r~hst der Bereieh aUer derjenigen algebra- 
isehen Functionen yon t, die aus t dutch die vier Reclmungsoperationen 
der Addition, Subtraction, Multipllcation~ Division und durch die filufte 
Operation ]/1 -~- ms hervorgehe,, we ~ irgend eine Function ist, die ver- 
m6ge jener ftinf Operationen bereits entstauden ist. Wit sehen davy die 
~-~unc~i~nen des Bereiches ~(t) als ei~e Art eomplexer Zahlen an; fox 
diese ' ~ d  offenbar die g e w ~ - l i c l ~  ~ R e ~ t m ~ e h ~  s~mmtlich giil~ig. 

�9 _ �9 . a , ~ . . , ( ~ . . . t  . . . . .  ~ . ~ .  . . "  . Ferner mSge, wenn a, b ~rgena zwe~ var~m~ea~e z ~ n  meses eomptexen 

je," naehdem die Difl~er.~_nz o ~ a,,~r ~.~.lfl~ ~mcti~,.v~]ir~ ~., gentigpa~d 
grosse positive Werte yon ~ stem l~l t iv  ode~ d~et~ nega~iv ausF~l~. 
Durch diese Festset~mg wird erri~t. ,  ~ ~ ~ h ~ l ! e h e n  Ge.se~ze, 
welehe die B e z e i c l m , u ~  :~rSsser, und ,klch~e~. ~ i ~  ~kzeh bei diesen 
complexen Z ~ I ~ l e f l ~ ! ~ ~ :  " 

G leicbung~ 
.~.~:~ i~,~i,~ ~'= 0 

.wit sodmm d i ~ ~ ~ ' r ~ ~  ~ fiber die An'ordnm~g, .der 
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Elemente und fiber Abtragen yon S~recken und Winkeln, wie in der go. 
wShnlichen aualytischen Geometrie, so entsteht eine Geometrie, in der 
s~tmmtliche Axiome mit alleiniger kusnahme des Arcbimedischen Axioms 
erf'tlllt sind. 

In dieser ,r_Nicht-Archimedischen" Ebene construiren wir uns zuniichst 
eine gewShnliche ,,elliptische" oder ,rRiemannsche" Geometrie. Dies kann~ 
wie bekannt, folgendermassen geschehen: 

Wir legen die Gleichung eines nulltheiligen Kegelschnittes, etwa: 

x ~ - [ - y ~ + l ~ - - 0  

zu Grunde. Punkte und Oerade sind Pankte and Gerade der zu Grunde 
gelegten Geometrie einschliesslich der ,,unendlich fernen" Geraden und 
ihrer P~mkte. Zwei Figuren in unserer Geometrie sind congruent, wen- 
sie dutch eine reelle lineare Transformation aus einander hervorgehei% 
die die zu Grunde gelegte quadratische Gleichung in sich iiberfiihrt. In 
dieser Geome~rie gelten alle Axiome ausser dem Euklidischen und Archi- 
medischen Axiom; wir mfissen dann aUerdings an den Axiomen der An- 
ordmmg entsprechende Modificationen anbringen. Doch mit diesen wollen 
wit uns nicht aufhalten, da sie f~ir unsere Zwecke gar nich~ in Betracht 
komm en. 

In dieser elliptischon Geometrie grenzen wit ein Oebiet ab, in dem 
wit als Punlde unserer neuen Oeometrie nur diejenigen Punkte bezeiclmen, 
deren Coordinaten x, y folgenden Bedingungen geatigen:. 

t ' : >  :> t ; 

.we neine  beliebige gauze rationale Zahl ist. Die Oeraden unserar G'oo- 
m~trie seien die Oeraden der elliptischen Oe0me~ie, sow.elf die Coordi- 
n ~ m  der Punkte auf denselben die oben. aufg.e.~ellten Bedingungen er- 
~ . ~ .  Die S~ecken- und Winkelabtr~ang: de S-lron wir ebenso" wie m 
.~!r elliptischen Geomeh'i% so dass, wean in dieser zwei S~recken oder 
~.hd~el congruent sind~ sie auch in unseror con gmen~ sind. Nun mitssau' 
wit sber noch zeigen, dass wit dutch: S~recken: uad Winkelabh:agtmg 
nich~ aus umserem Oebiete herauskommau kSnnen. Das sell folgemcler- 

�9 m~ssen geschehen: 
Wir ~ragen eine bel~ebige S~recke e a/ff der x-ATe veto Anfang~- 

o his P ab P q 
Wir untersuchen, ob Q noeh zu unserem Oebiele gehS~. Naeh D e . ~ n i ~  
is~, weml i formeU ffir ~ gese[zb isi: 

- (~ + c , ) ] ( i +  e)) i -  e 
(i - c) ( i  + "(c + c,)) - -  i + c '  

M~thematisohe A~lden.  LII~. 
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denn eongruente Strecken auf derselben Oeraden bflden mit den ,Sehnitt- 
punk~en" der (~eraden mit dem Fundamentalkegelschnitt gleiche Doppel- 
verhiiltnisse. 

Daraus folgt: 
2c 

c ' ~ - c l =  1 - e "  

und da nun c nach Definition grSsser als -7 -  und kleiner sis ist, 

so folgr 

Nun is~ aber: 

-- 2n -4- 2n 
t t , < c + c l <  ," ,_(§ 1_(;) 

denn hieraus folgt: 

was ja sicher riehtig ist. 

Folglich is~: 

nf  2n  
t t - - n '  < T '  - 

2n ~ ,< t 2, 

< c T c z <  +r 

Q liegt also noch ~nnerhalb unseres Gebietes. Dann aber kommen wir 
auch aus unserem Oebiete nicht heraus, wenn wir irgend eine innerhalb 
unseres Oebietes auf einer Geraden dutch 0 gelegene Strecke yon irgend 
einem Punl~ auf derselben oder einer anderen Oeraden dutch 0 abtragen, 
wie~' man sich sofor~ tiberzeugen wird. Denn die Geraden durch 0 gehen 
im:Si-~e unserer Geome~rie congruent in einander fiber dutch Drehnng 
um O, und diese Drehung fiihrt PunkCe unseres Oebietes in eben solche 
'fiber. Eine Drehung wird nllmlich vermi~elt dutch.die ,Transformations- 

x '  ~ a b Y~+b '  x y;~+.~ ' y ,  

y~. ~ b a 
.V~-+b' x -t ] /=,+b, y" 

g!eiehungen: 

Voraasgeset;zt is~,."6~s: 

_ .  {x} §  
y t 

ist. Dann ist: 
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oder 

n n { x ' } n n  
t < y' < 7 + 7  

t < y' +~" 
womit unsere Behauptung erwiesen ist. 

Zwei~ens tragen wit die beliebige Streeke O P = c yon einem Punlde 
der x-Axe mit den Coordinaten (d, 0) auf einer zur x-Axe senlrreehten 
{~eraden ab. Wit wollen sehen, ob der andere Endpunkt dot Strecke 
noch i~nerhalb unseres Gebietes liegt. Dieser Endp~m~t babe die Coordi- 
naten d, e. Dan~ folg~ verm~ge unserer Definition der Congruenz, dass: 

und 

is~. Nun ist: 

und 

Folgl~eh ist: 

i -  c iV t  + d' -- e 

e~---c]/1 + d  ~" 

{} d < + - i -  
t < c 

2n 2n 
t < e <  + t'" 

Also liegt auch der andere Endpnn~ yon e in unserem {~ebiete. Da 
e > c ist~ wie aus obigen Formeln hervorgeht, so folgt unmittelbar, dass 
msn such dutch die umgekehrte Abtragung nieht aus unserem Gebiete 
herauskommen kann. -- Haben wir jetzt eine beliebige Streeke A~ auf 
der Oraden a und woUen diese yore Ppn~e A' auf der beliebigen Geraden 
a' unseres Gebietes abtragen, so FaLlen wi t  yon 0 auf a trod a' Lote~ die 
diese Geraden in C resp. 19 sch~eiden. C nnd D mfissen augenscheinlich 
Punkte unseres Gebietes sere, we'nn a und a' Geraden unseres Gebietes 
sin& i)ann ergiebt sich auf. ( ~ , ' d  der vorher bewiesenen Mfiglichkeit 
yon zwei bestimmten A.rten des congruenten Abtragens, dass wit such 
die Streeke A B  auf der ~ez~len s yore Punkte A" aus nach heiden 
Seiten h inabt ragen kSnnen, oboe sus dem eingeschr~inkten Gebiet der 
Nichb:.Arq~e~seh_e~.: Ebene herausz.kkommen, 
" D~SS Wir dareh Wi,~oIabt~agen nicht aus unserem .Gebiete hersua 

D i e  ~]~ .~rg . eh~ .  de~ ei~jef'ChJrte Geo~etrie erfiillt s ~ n m t Z i c ~ '  
: A u s r ~ a h r ~ . : ~  :.E~kl~d,sehen und drch~med~schen Axio.ms~: " 
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Das bei dem Aufbau dieser Geometrie benutzte Nicht-Archimedischo 
Coordinatensystem entspricht durehaus dem in unseren fr~iheren Betrach- 
tungen benutzten Systems der Pseudogeometrie. Nun haben wit gesehen~ 
dass, wenn wir die Strecke 0 P =  c yon P aus congruent abtragen bis Q, 
P Q  ~--- q sich dutch c folgendermassen ausdritck~: 

e t ----- c \ l  - -  e t / >  c .  

Dieselbe Beziehung hiitten wir friiher folgendermassen ausgedrtickt: 

Abet wit haben bewiesen, dass, wenn in elner Geome~rie c~ pseudogr~sser 
i s t  als c, die Winkelsumme in jedem Dreieck grosset als zwei Rechto isL 

~olgli~h haben wit eine Geometrie construirt, die allen Axiomen I, I!,  I V  
G i ge leistet, in dee femer dutch jed2n Punkt ~u jeder Geraden unend~ich 
rifle Parallelen'~'g~h sind, in dee abet n~chtsdestoweniger die Winkel- 

m ]ed~  ~reieck grosset als ~wei recMe Wi~kel ist. 
1)as Archicnedische Axiom �9 dann natiirlich nicht. 
:Damit ist die Unbeweisbarkeit des I. Legendre'schen Satges ohm Zu- 

Milfenal~ne des Archimedischen Axioms nachgewiesen. Die zu diesem Beweise 
benutz~e Hfilfsgeometrie k6nnen wir deshalb ,,Nicht-Legendre'sche" Geometrie 
nennen, was wit schon in der Einleitung erw~hn~ hatten. 

w  

D i e  S e m i . E u k l i d i s c h e  G e o m e t r i e .  

�9 Wit wollen nun noch, wie schon oben gesagt,~ den Zusammenhang 
zwi~li~n.:&n Hypothesen-iiber die Winkelsnmme ira Dreieck und iiber 
A:~7.~hi.'und E/dstenz yon Parallelen etwas eingehender prtlfen. Dazu 
c~nst~e]i~:Wii~"Fffm"zuniichst in der im vorigen Pamgr~p..ho~i-gebrau~hten 
,~lbq!t~l~h~et~" ~hen Ebene eme zwelte Geomd~le...:~Di~-.Punk-te der- 

diej   Buckle, deren Coor a en e nen. 

w o n :  eine-~tiebige ganze rati~rnale posifiv~ Zahl bedea~e~::.~:Dle . "" Oarsde~i 
�9 ' - *  2 , ~ c . �9 

unserer : . ~ ~ ~  seiea ~tie Geraden der zu {~raude, .gel~g~O~metne,  

ebenso wie in '~e~ k u , : ~ ( l ~ . ~ e ~ ' , E ~ l h I i s c l ~ e n  O e o ~ - s b d a S $ ~  
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wenn in dieser zwei Strecken oder Winkel congruent sind, sis auah in 
unserer congruen~ sin& Ebenso wie in der vorhin construirten Geomeh'ie 
ist es wieder unsere hufgabe naehzuweisen, dass wir dm'eh Streckan- 
and Winkelabtragung niemals aus unserem Punktgebiet herausk6nnen. 
Zunilchst: ist klar~ dass die Transformation 

x : - -x  + a, 
y ' ~ y + b ,  

welche die Parallelverschiebung yon Strecken und Winkeln vermittelt~ 
nicht Punkte unseres Gebietes in Punkte, die demselben nJcht angeh~ren, 
iiberftthr~. Denn nach Definition ist 

Folgl/ch ist 

- - n <  

;g 

< + n .  
b ' 

X t 

was unserer Behauptung en~spricht. 
Um siimmgliehe Ab~ragungsoperationen vollfilhren zu kSnnen, haben 

wir noch eine Drehung .m den Coordinatena~fangspunkt 0 hinzuzunahmau. 
Diese wird vermitteR dutch die Transformationsgleiehungen: 

Ist nun..: 

, b a 

x t < + ", - n <  y 

w0m~i~tsere~Behauptung erwiesen isk 
~. ~dser so r Geom~trie gelten demgemiiss siimmtlicl~ 

�9 A~om~:~r  .(~,u.p, pen I, lI, .IV. Fernor hsben aber such siimmtliche Siltz~ .~ 

s ~ ~ , ~ : . / : ~ t ~ i c k  zu :6un h,~on, in derselben atiltigkei~. : ~  
W ~ - ;  ,~t. in jedem .Dreioek gleieh zwei rechten Winkol~ ~ 1 ~  

.~~ ;~ /~ t~ : ,k lml /gh .o :  mCht eongruonte Dreieeko. 
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�9 Aber durch einen Ptmkt ausserhalb elner Geraden giebt es mehr als 
e/he jene nicht schneidende Gerade: Das Parallelenaxiom gilt nicht. Ver- 
binde ich z-m Beispiel den Punkt (t, 0) mR dem Punkte (0, 1), so gehSrt 
diese Gerade zu unserem Gebiet, denn sis verbindet zwei Punkte desselben: 
die Pnntrt;e (0, 1 ) u n d  (1 t - - l ) .  Diese Gerade sctmeidet~ aber die 

t g 

Coordinatenaxe y ~ 0 nicht in einem Punkte unseres Gebietes; ebenso- 
wenig aber die Gerade durch ( - - t ,  0) und (0, 1), die yon tier ersten ver- 
schieden ist. 

Das ResuRat ist also: 
Es giebt I~icht-Arch~medische Geometrien, in denen das Paralle~en- 

axiom nicht giiltig ist und dennoch die Winkelsumme in jedem Dreieck 
gleich swd rechten Winkeln ist. 

Eine solche Geometrie wollen wir ,,Send-~uklidisch" nennen. 
Es ergiebt sich also, dass keiner der Siitze: die Winkelsnmme im 

Dreieck bet~riigt zwei Rechte; die Abstandscurve ist sine Gerade etc., mit 
dem Parallelenaxiom als iquivalent angesehen .werden l~ann, und dass 
Euklid mR der Aufstellung des Paxallelenaxioms gerade das Richtige ~raf. 

w 10. 
Der Legendre'sche Satz in der elliptischen Geometrie. 

Zum Schlusse woUen wir noch kurz in diesem Zusammenhange die 
,,elli/2tische Geome~rie behandeln. In derselben wird vorausgesetzt, dass 
sich alle Geraden wirklich schneiden. Damit diese _A~ahme den Axiomen 
nlcht widerspricht, mfissen wir einige leicht einzuffihrende Aenderungen 

den Axiomen der Gruppe II - -  den Axiomen der Anordnung - -  machen. 
Nichts hlndert abet auch in einer solchen Geometrie die oftmals gebrauchte 
Pseudogeometrie einzufiihren und auch den allgemeinen Satz des w 6 ab- 
zuleiben. Betrachten wh" sine Gerade dutch den Pnn~t 0 und sei J ihr 
unendlich ferner p,n,l~. Dann kann ich auf O J eine al."!Sunkt J~ so finden, 
da~s O.Ji ~ J ~ J  ist, denn J ist ein wirklicher Pnn]r~'~i'.m der elliptischen 
(~eome~e. Femer sei OJ~ ~ J~Ji. Wenn mm OJ s nichi pseudokleiner 
ais: Js~=: wKre: so mfiss~e auch Off 1 pseudogr~sser sein als J1 J" gemiss des 
~ s  ~m w 6, was nat~lich nicht der Fall ist. D ann ist abet nach 
d~i l~:~n Satz eine jede Strecke OA pseudokleiner ~ls d~e yon A nach 
d~d~ t l~Se i t e  0A.congruent abgetragene strecke .AA i. .Daraus folgt 

' r ' .  . I  " 

a h e r : : ~ : ' . ~ e m  Satze. des w 7, dass die Winkelsumme in jedem Dreieck 
grSsser als.: ~ e i  rechte.Winksl ist. Wir habsn also da~ Resul~t: 

Giebt :'es in einer Geamvbie kei/ne Parallden und: gdten in derselben 
alle A.viom~ dgr G r u ~  s  und die ent,~echend m o d i ~  tier Gru~pe I:~ 
dann ist die W i n ~ ~  :ste~s~ ffrb~er. .als. zwei: rechte Win~ . .  
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Dieser Sa~z spricht die hSchst tiberraschende Tha~sache aus, dass 
das Analogon des ersten Legendre'schen Satzes fiIr den Fall der Nich~- 
exis~enz yon Parallelen (ohne Voraussetzung der Stetigkeit) gilt. 

Die verschiedenen, so gewonnenen Einzelresul~ate ordnen wir am 
Besten in folgendes Schema ein: 

Die Winkel- 
summe im 

Dreieck ist: 
Durch einen Punkt giebt es zu einer Geraden: 

> 2 / /  

- - 2 / ~  

< 2 R  

H keine P~rallele 

Elliptische 
Geome~rie 

(Unmfiglich) 

(UnmSglich) 

eine ParaUele 

(Unm~glich) 

Eul~lidische 
Geometrie 

(UnrnSglich) 

unendlich viele ParaUelen. 

Nicht- Legendre'sche 
G eometrie 

Semi- Eu}lldische 
Geometrie 

Hyperbolische Geometric. 

Zum Schlusse effiille ich die angenebme Pflieht, meinem hochver- 
ehrten Lehrer, Herrn Prof. Dr. Hilber.t~ dem ich die. Anregung zu dieser 
Arbeit verdanke, und der w~ihrend tier Ausfgdn'ung mich St0ts mit fdrder~r. 
dem Rath unterstfitzt hat~ meinen herzlichsten Da-~ auszusprechen. 


