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Sur l’application des series de M. Lindstedt 
A 1’Ctude du mouvement des cometes periodiques. 

Par H. v. Zeipcl. 

Introduction. 
I1 est bien connu que dans le calcul du mouvement 

des planktes on peut se servir de certaines series appelees 
par M. PoincarC les series de M. Lindstedt. Les elements des 
planetes se trouvent ainsi dCveloppCs suivant les puissances 
d’une petite quantite p de l’ordre des masses planetaires. 
Les coefficients des diverses puissancei de p sont des series 
de Fourier d’un certain nombre d’arguments dependant line- 
airenient du temps. Dans les series dont il s’agit on suppose 
essentiellement que les masses des planktes sont assez petites 
par rapport B celle du Soleil. Mais, dans les applications 
faites jusqu’ici, il a ete admis aussi que les excentricites 
et les inclinaisons des orbites sont petites. Les series de 
M. Lindstedt sont semiconvergentes. Etant donnee ensuite 
leur forme purement trigonomktrique, il est B esperer qu’elles 
representeront le mouvement des planktes avec une t r k s  
grande approximation pendant des espaces de temps extreme- 
ment longues. 

En  essayant d’etudier au moyen de series analogues 
le inouvement dans un systeme planetaire, les excentricites 
et les inclinaisons &ant quelconques, on se heurte B la 
difficult6 de resoudre d’une manihre gCnCrale les equations 
des variations seculaires. Quand le degre de liberte de ces 
equations depasse l’unite, l’integration ne peut encore &re 
effectuee que dans les voisinages des valeurs maxima et minima 
de la partie seculaire R de la fonction perturbatrice. On 
sait que la fonction R est minima, quand les excentricites 
et les inclinaisons s’annullent. C’est it cause de cette pro- 
priete de la fonction R qu’il est possible de former les series 
de M. Lindstedt representant le mouvement des planktes, dont 
les excentricites et les inclinaisons sont petites. Mais la 
fonction R posskde souvent d’autres maxima et minima. 
Quand la valeur de R est voisine d’une telle valeur maxima 
ou minima, il est encore possible de calculer des series de 
M. Lindstedt representant le inouvement. Dans les orbites ainsi 
obtenues les excentricites et les inclinaisons peuvent &re 
considerables. C’est cela que je me propose de  montrer 
dans ce memoire. 

Pour ne pas trop compliquer l’exposition je me limi- 
terai d’abord A un cas special en admettant qu’une masse 
infiniment petite (astero?de, cornhte, satellite ou meteorite) 
est attiree par le Soleil et par une plankte perturbatrice se 
mouvant autour du Solei1 dans un cercle. Dans l’etude du 
mouvement d’un tel corps on est ramen6 li un systhme ca- 
nonique d’equations differentielles ayant trois degres de liberte 

et rentrant dans le type general d’equations, qui a ete Ctudie 
par M. PoincarC dans son travail ,Les mdthodes nouvelles 
de la mdcanique celeste#, t. 11, Chapitre XI. Les equations 
des variations seculaires forment un systkme canonique, dont 
le degre de liberte est I’unitC. Elks  peuvent donc &re in- 
tCgrCes au moyen d’une quadrature et par des series trigo- 
nometriques d‘un seul argument. Mais quoique l’existence de 
ces series est demontree, on ne sait pas en general comment 
former analytiquement leurs coefficients. Ainsi, en cherchant 
de calculer 1es series de M. Lindstedt, on est force, meme 
dans ce cas relativement simple, de limiter le problkme et 
d’admettre qu’on se trouve dam le voisinage d’une valeur 
maxima ou minima de la partie seculaire de la fonction 
perturbatrice. 

Au chapitre I1 nous montrons comment les series de  
M. Lindstedt peuvent alors etre calculees. La methode y 
exposee a l’avantage de  pouvoir Ctre appliqute dans la 
pratique. 

Dans le chapitre suivant se trouvent quelques etudes 
sur la fonction R nCcessa,ires ou utiles pour les recherches 
des maxima et minima de cette fonction. 

Les recherches sur les maxima et les minima de la 
partie seculaire de la fonction perturbatrice, exposees au 
chapitre IV, prouvent que des orbites li grandes inclinaisons 
et ayant des excentricites toujours petites ne peuvent exister 
qu’en dehors de la planhte perturbatrice. A I’interieur de 
l’orbite de cette plankte il ne peut y avoir des astero‘ides 
ayant des inclinaisons depassant une certaine limite, fonction 
du rapport a des deux grands axes. Cette limite est d’environ 
39’ auprks du Soleil, decroit quand a augmente et s’annulle 
quand a = I .  Pour les orbites B grandes inclinaisons et 
B l’interieur de la plankte perturbatrice la limite supeneure 
de I’excentricite est considerable - meme si la limite in- 
ferieure est petite - et se rapproche de I’unitC, quand 
l’inclinaison est voisine de 90°. Une telle orbite sera sous 
certaines conditions bouleverske par la plankte perturbatrice. 

Je dis, par definition, qu’une orbite est stable (ou que 
le mouvement y est stable), si e lk  ne coupe jamais ni le Soleii 
ni l’orbite de la planhte perturbatrice et si le rayon vecteur 
reste toujours au dessous d’une limite fixe et finie. 

Les etudes mentionnees au chapitre IV m’ont permis 
aussi d’etablir qu’il peut exister des orbites de comktes k 
mouvement stable dependant de 6 constantes arbitraires 
d’integration. 
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J en ai trouve plusieurs types differents. Pour toutes 
ces orbites le grand axe, 1 excentricite et l'inclinaison ne sont 
que peu variables; et la longitude du nceud posskde toujours 
un moyen mouvement. Quant a la distance g du perihelie 
au ricend il y a un premier type de cometes a mouvement 
stable, pour lequel g est toujours voisine de * QOO, un second 
type, pour lequel g est toujours rapprochee de oo ou de 180' 
et enfin un troisieme type, dans lequel cet angle g est animC 
d'un moyen mouvement. 

Les resultats, auxquels nous sommes arrives dans le cas 
simple, oil il n'y a qu'une seule planete perturbatrice, sont 
valables aussi dans le cas plus general, oh une masse in- 
finiment petite est attiree par le Soleil et par un certain 
nombre de planhtes, dont 1es masses, les excentricites et les 
inclinaisons sont petites. 

L'etude des perturbations seculaires dans ce cas general 
nous a conduit au theorkme suivant : 

P o u r  q u e  l ' e x c e n t r i c i t e  d e  l ' o r b i t e  d e  l a  inasse 
i n f i n i m e n t  p e t i t e ,  e t a n t  p e t i t e  a un c e r t a i n  m o m e n t ,  
r e s t e  t o u j o u r s  p e t i t e ,  i l  f a u t  e t  i l  suf f i t  q u e  l ' i n -  
c l i n a i s o n  s o i t  s i t u e e  e n t r e  c e r t a i n e s  l imi t e s ,  q u i  s o n t  
fonc t ions  d e s  masses  p l a n e t a i r e s  e t  d e s  r a p p o r t s  d e s  
g r a n d s  axes.  

U n e  r e s i s t ance  f a i b l e  c o n t r e  l e  i nouvemen t ,  
qu i  a p o u r  e f fe t  d e  d i m i n d e r  le g r a n d  axe  e t  l 'ex- 
c e n t r i c i t e ,  t e n d  d o n c  auss i  a e t a b l i r  c e r t a i n e s  
I i m i t  e s p o u r  1 ' i n c 1 i n a i s o n. 

Nous avons demontre aussi que les series de M. Lind- 
stedt peuvent &tre appliquees a l'etude du mouvement des 
cometes dans le systeme solaire si les elements se trouvent 
dans le yoisinage de certaines valeurs qui rendent maxima 
ou minima la partie seculaire R de la fonction perturbatrice. 
Si l'orbite de la comkte est instable, les series en question 
ne sont valables que pour le temps entre deux captures 
consecutives de la comkte par une plankte. I1 est ainsi 
possible de calculer des series d'une forme purement trigono- 
metrique qui representeront le mouvement de plusieurs des 
comhtes periodiques pendant des espaces de temps beaucoup 
plus Ctendues que celles pendant lesquelles sont valables 1es 
methodes anciennes. 11 semble notamment que les methodes 
exposees peuvent &tre employees pour les cometes Encke, 
Halley, l'uttle, Pons - Brooks et Olbers. 

C h a p i t r e  I. 
Equations difF6rentielles du mouvement. 

I .  Les recherches suivantes ont pour but d'etudier le 
mouvement d'une masse infiniment petite (asterolde, comete, 
satellite ou meteorite), qui est attiree par Ie Solei1 et par un 
certain nombre de planetes, dont les masses, les excentricites 
et les inclinaisons sont petites. D'abord nous simplifierons 
la question en admettant qu'il y a une seule planete per- 
turbatrice (Jupiter) et que cette planhte se meut autour du 
Soleil dans un cercle. 

Soient x ,  y, z, r les coordonnees rectangulaires et le 
rayon vecteur de la comete dans un systeme de coordonnees 
dont l'origine est au centre du Soleil, et dont l'axe des z 
est perpendiculaire a l'orbite de Jupiter. Choisissons comme 
unite de longueur la distance de Jupiter au Soleil, comme 
unite de masse la soinme des masses du Soleil et de  Jupiter 

et-fixons lunite du temps de sorte que la constante f de 
Gauss soit = I .  Soit enfin ,u la masse de Jupiter et H 
I'angle au Soleil entre les rayons vecteurs men& rers la 
comkte et vers Jupiter. Alors les equations du mouvement 
de la comete peuvent s'ecrire: 

Y 

+ p ( -..I - vr - z r c o s N + r '  
(Voir par ex. Tisserand, 'Traite de Mec. Cel., t. I, p. 7 5 ) .  

Kous allons introduire comme variables les >elements 
canoniquesc, definies de la maniCre suivante. Imaginons un 
point mobile attire par un centre fixe par une force de la 

grandeur A, r etant la distance du point mobile au centre 

fixe. Le point mobile decrit alors une section conique autour 
du centre fixe comme foyer d'aprts les lois de Kepler. Ad- 
mettons que l'orbite soit une ellipse et soient Q, e, I, I, g, 8 
ses elements Kepleriens de sorte que a est le demi grand 
axe, e l'excentricite, 1 l'inclinaison, I l'anomalie moyenne du 
point mobile, g la distance du pkrihelie au nceud ascendant 
et d la longitude de ce nceud. Les coordonnees x,  y ,  z du 
point mobile par rapport au centre fixe et ses coinposantes 

?-- 

d x  dz d~ 
d t  

de vitesse x' = - 11' = - 
d t '  - d t '  

= - sont alors certaines 

fonctions bien connues des elements Kepleriens a, r, 4 I, g, d 
ou bien des elements canoniques L, G, 0, I, g, 8 ,  dont les 
trois premiers sont definies comme il suit 

L = I/;, G = I /~ ( I -P?) ,  0 = I/a(i - ~ ~ ) c o s I .  

En introduisant dans les equations ( I )  au lieu des 
variables x,  y ,  z, x', y', z' les elements canoniques L, G, 0, 
I, g, 8 ,  les equations deviennent: 

~- 

O h  (D = wo+p(D, 

Dans les formules qui precedent et dans ce qui suit 
nous designons par I l'angle a i g u  entre les plans des deux 
orbites. Les angles t' et g sont comptes dans le sens du 
mouvement de la masse infiniment petite. L'angle 8 et la 
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longitude de la planete perturbatrice sont comptCs sur le 
plan de’ I’orbite de cette planLite dans un sens, qui, aux 
nceuds, fait l’angle aigu I avec le sens des angles I et g. 

Nous poserons encore 

E’ = 1/-;~cosj’3f q‘ = V 2 - r . 7 s i n y : l ’  . 
La longitude de la plankte perturbatrice est representee par 
* t  suivant que cette plankte tourne dans le sens direct ou 1 Les equations du mouvernent deviennent ‘lor’ 
dans le sens indirect. 

Cela Ctant, il est evident que la fonction perturbatrice 
ne contient les deux longitudes 4 -et f t que dans la com- 
binaison 6 f t. 

6‘= B T f .  
Nous mettons par suite 

Les equations (2) subsistent encore si au lieu de 4 et rD 

2. La forme canonique drs equations est conservee, 
now ecrivons 6’ et @ * 0. 
si au lieu des variables 

L, G, 0, 4 g, 6’ 
nous introduisons les variables nouvelles 

XI = L . ~ 2 = 0  x , = L - - G  
y1 = I + g y2 = 4’ y:j = - ‘q 

et encore en mettant 

E = V G  cosy3 q = -l/z.r3 sinyR 
(voir Poincad: Les methodes nouvelles de  la mecanique 
celeste, t. I, p. 18). 

Les variables zlr x2, y?, E ,  g satisfont ainsi aux 

( 3 )  

La fonction Fl peut Ctre developpee en serie de Fourier 

(4) 1 E; = 2 Cm,,  m2 ( E l  7) C O ~  ( t f l 1 ~ 1  + mP ~ 2 )  

+z sm,, m, (5, 7) sin (9% yl % y’2) 

oh Cm,,m, et S,,, .m dependent aussi de x1 et de x2. 

3. Si l’inclinaison I est un angle tres aigu, il est 
avantageux de faire un autre changement de variables. Dans 
ce cas nous introduirons au lieu de 

I ,  2 

4 G, 0, 4 6, 6’ 
les nouvelles variables 

xl’ = L ~ 2 ’  = L -  0 xS‘ = G -  8 
yl‘ = I + g +- 4’ J J ~ ’  = -- g - 4’ y s ’  = g . 

.~l‘yl’ + x~’_v,’ + ~ 3 ~ ~ 3 ’  = L I + Gg + 06’ On a 

de sorte que la transformation est canonique (loc. cit. p. 1 7 ) .  

Maintenant nous ecrirons l’expression de la fonction I;L 
de la manikre suivante 

4. Les coefficients des developpements (4) et (6) jou- 
issent de certaines proprietes de symetrie dont nous aurons 
i faire l’usage dans ce qui suit. En  effet, la fonction per- 
turbatrice ne change pas si toutes les longitudes changent 
leurs signes. On a donc 

cm,, ing ( E l  - 7)  = Cni,, 7 4  ( 5 , ~ )  
Sm,, Ilr, ( E ,  - 7) = snr,, nz, ( E ,  7) . 

Ensuite, la fonction perturbatrice ne chahge pas non 
plus, si toutes les longitudes augmentent en mCme temps de 
l’angle z. I1 suit de 1k que 

Cm,,7n2 (-21 -7) = Cm,,7ntn, (Sin) 
srfl, ,7/Z, (-g, -7) = s?B,,l?l, (5, 7) 

si ml + m2 = pair, tandis que 

Cm,,p,,2 ( - E )  -7) = - Cm,,m,  ( E l  7) 
sml,% ( - E l  -7) = - s m , , m ,  ( E j  7) 

si nil + m2 = impair. 
On aura des relations tout-k-fait analogues, quand il 

s’agit des coefficients du developpement (6). 
Je dis maintenant, que la fonction F1 est holomorphe 

si les orbites ne se coupent pas, d’une part au voisinage du 
point E = ‘7 = o et d’autre part au voisinage de F‘ = 7’ = 0. 

En effet, il est bien connu que PI peut alors Ctre 
developpee ou bien d’aprhs les puissances de c, l’inclinaison 
etant quelconque, ou bien d’aprhs les puissances de sin ‘ I p  I, 
l’excentricite &ant quelconque. Si l’excentricite et l’inclinaison 
sont petites toutes les deux, ce dCveloppement prend la forme 
(voir Tisserand, Traite de MCcanique Celeste, t. I, p. 3 1 4 ) :  
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et On a a + a' + B = nonibre pair = 2 y 
- IBI = nombre pair 2 o 

f - ( z y /  = nombre pair 2 0. 

Fl peut donc se developper d'une part d'aprks les 
puissances de c cos g et e s i n g  et d'autre part d'aprks les 
puissances de sin ' I2 ICOS g et sin '1. /sin g. 

Cela &ant, on verifie facilement les formules suivantes : 
a = q ' 2  

V4X1 - ~2 - 82 

E sin =- -- .'I ___--______._ 

e c o s g  = :-- 
2 x1 -vFx;--Tqj 
2 x1 

( 7 )  

est 
holornorphe, si les orbites ne se coupent pas, d'une part au 
voisinage du point 5 = 7 = 0, et d'autre part au voisinage 
de = = 0 .  

C h a p i t r e  11. 

Calcul des sCries de M. Lindstedt. 
5. Nous demontrerons maintenant, qu'on peut satisfaire 

tormellement aux equations (3 )  par les series 

7 = q 0 + p q l + p ? q ' ) + . . '  I 

oh x,', -Y.,~, 2 et q a  sont des series de Fourier des trois 
argu rnents 

ZUl = n i + c1 

lU2 = (q  T I) t + c, 
u, = b t + C .  

Les quantites cl, c2, c sont des constantes arbitraires. Enfin 
les coefficients q et LI sont donnes par des developpernents 

tandis que n est une constante independante de p. 

Les diverses quantites inconnues peuvent $tre deter- 
minees en egalant dans les deux membres des equations (3 )  
les termes de m&me ordre par rapport 9 p. 

Ainsi, les termes d'ordre zero donnent les conditions 

Nous satisferons a ces equations en admettant que 

xl0 = constante arbitraire 
I n =- que 

x1 0" 

et que xzo, ylo, yio, Eo et qo sont des fonctions de w in- 
dependantes de wl et de w.!. 

En egalant dans les equations (3)  les termes du premier 

O h  

derivees de  
ces fonctions par rapport 9 w1 ou 9 cu, ne contiennent aucun terme independant de w1 et de w2. 
independants de wl et lug des deux membres des equations (IO), nous obtenons donc les equations suivantes 

En Cgalant les termes 
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0 - d q  
dw 

@l__ - 

tandis que [q'] est la partie de q', qui est independante 
d e  w1 et de w2. 

La premiere des equations (11) montre que 

x20 = constante arbitraire. 

Pour determiner les fonctions Eo et qo il faut integrer 
les deux dernieres des equations ( I  I ) ,  qui forment un systeme 
canonique A un degre de liberte: 

xl0 et zr0 devant &re trait& comme des -parametres 

6 .  L'integration de ce systeme est theoriquement trks 
simple. Elle peut, en effet, etre effectuee par une quadrature 
e n  vertu de l'integrale 

R = const. 

Mais pratiquement il est assez difficile d'integrer en 
toute generalit6 les equations ( I  z), puisque la fonction R est 
tres compliquee. Mais heureusement il y a des cas etendus oh 
l'integration est m&me pratiquement assez simple. Cela arrive 
si  les valeurs originales de 5' et de 7' se trouvent dans le 
voisinage d'une valeur maxima ou minima de R regardee 
comme fonction de 5' et de 7'. 

11 est bien connu que la fonction R ( q o ,  q', 8, q), 
regardee comme fonction de 8 et de q, posshde une valeur 
minima pour 5 = q = o au moins pour des petites in- 
clinaisons, c'est-&dire si le rapport zlo : zoo est voisin de l'unite. 
A ce minimum correspondent des series de la forme (8), qui 
representent les mouvements des astero'ides h petites ex- 
centricites et petites inclinaisons. 

Une etude approfondie de  la fonction R, A laquelle 
nous consacrerons 1e chapitre IV, montrera d'une part que 
la fonction R n'a pas, pour toutes les valeurs des parametres 
x I o  et r?' dans le doniaine o < zZo < qo, une valeur minima 
dam le point $ = 7 = 0. Mais cette etude montrera 
d'autre part qu'en revanche la fonction R possede d'autres 
minima encore inconnues. Les positions de ces nouvelles 
minima dependent des valeurs des parametres xl0 et s90. 

Elles sont situees ou bien sur l'axe des 8 ou bien sur l'axe 
des q, de sorte que dans les orbites correspondantes la ligne 
des apsides coincide avec la ligne des nceuds ou en est 

perpendiculaire. A ces valeurs minima nouvelles correspon- 
dent, comme nous le montrerons, des series de la forme (8 )  
faciles A calculer, representant les mouvements de comktes, 
dont les perihelies sont h peu pres fixes par rapport a m  nczuds. 

Enfin nous montrerons aussi que la fonction R atteint 
parfois m e  valeur maxima, si l'inclinaison est nulle. Au 
voisinage de ce maximum il existe des series analogues aux 
series (8) d'une forme tres simple, et qui peuvent 8tre appli- 
quees A l'etude du mouvement de comktes, dont les orbites 
sont toujours peu inclinees et dont les perihelies tournent en  
vertu des perturbations seculaires. 

7 .  En retournant maintenant aux equations ( 1 2 )  nous 
admettrons que la fonction R (xIo, x,', 8, 9 )  a une valeur 
maxima ou minima pour 

5 = Po q = o .  

Remarquons d'abord que R est une fonction paire de q- 
R peut donc &re developpee d'apres les puissances croissantes 
de - 2O.O et 7'. Soit 

R = A + 'Iz B (g - t o y  + cqz + . . . 
La quantite d est encore indeterminee. Nous la de- 

terminerons de sorte que 8' et qo soient des fonctions pen- 
odiques de IU ayant la periode z z .  Mettons 

Nous montrerons maintenant que I'on peut determiner 
les constantes 61.2k ainsi que les fonctions pJ, q0" sous la 
forme 

0.v + C V - 2 k  cos (v--ZK) w +. . . 
2 R  -<- V. 

0.v ov 
$.V = s v  sin v ui + s v ~ 2  sin (v- z) w + . - . 

de sorte que les equations (12) sont satisfaites, E &ant me 
constante arbitraire. 

Pour calculer toutes les inconnues il faut Cgaler les 
coefficients des m&mes puissances de E dans les deux membres 
des equations (12). Les termes de degre zero disparaissent 
evidernment des deux membres. En ne conservant que les 
termes du premier degre il vient 

01.0 qo.1 + c S1OJ = 0 

B clo.I + 6'.oslo.1 = 0 .  

Pour que cl0.I et sl0.I ne disparaissent pas, il faut donc niettre 

aI .O- - - B C .  

Puisque pour 5 = $O.O, q = o la fonction R est 
Nous pouvons donc poser maxima 011 minima, on a B C > 0. 

61.0 = + V B C  
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clo.I = - ___ C - _-__ V B C  
B '  1 / B C  - 

S,OJ = 1 + VZZC = 2 VBC est =+= 0. 

Evidemment on peut continuer ainsi sans etre jamais 

@'.O slo.I - B c,o.I = 

oh les constantes R20.', QnO", QOo." sont connues, puis- 
qu'elles ne dependent que de sl0.I, clo.' et des coefficients 
des termes du troisikme degre dans le developpement de R 
d'aprks les puissances de - E0.O et 1. Les equations pour 
determiner c20.21 s20.21 coo.2 deviennent 

2 d . O  c20.2 + c S 2 O J  + P20.' = 0 

B c20.2 + 2G1.0 s20.2 - Q20.2 = 0 

H c00.2 - QoO.Z = 0 .  

Elks donnent uniformement les valeurs des quantites 
cherchees puisque 

B C =  3 B C  0 et B =k 0. ax .o? - 

Nous allons maintenant determiner les fonctions 5O.3 

et qO.3 et la constante a'.', Les equations dont i l  faut se 
servir sont 

- a'.' ( 3 4 O . 3  sin 3 141 + cI0.3 sin w )  

- a'.' qo.' sin w C (ss0.3 sin 3 w + s lo .3  sin 11) 
+ P y 0 . 3  sin 3 w + P10,3 sin UI 

6 I . O  (3sy0.3 cos 3 UJ + s lo .3  cos W) 
+ UI" Slo" COS UJ -B (C3°'3 COS 3 W + COS U J )  

+ Q 3 0 . 3  cos 3 w + Q 1 0 . 3  cos w 

ou les constantes 4 O . 3 ,  P 1 0 . 3 ,  Q 3 0 . 3 ,  Q 1 0 . 3  sont connues. 
En effet, elks ne dependent que des coefficients dejja dC- 
termines, qui entrent dans to.', p2,  q0*', q0.', et des coef- 
ficients des termes de la troisihme et de la quatrikme degrC 
dans le developpement de  R d'aprhs les puissances de  
- Po et 7. Les equations ci-dessus peuvent s'dcrire 

3 61.0 . c70.3 + c . s 3 0 . 3  + 4 0 . 3  = 0 

B . ~ ~ 0 . 3  +3aI'c'. 0 . 3  - Qs0.3 = 0 s3 

a''O. CL0.3 + c . s 1 0 . 3  + a I . 2  c l o . I  + 5 0 . 3  = 0 

B . c10.3 + ,.,I.O . s10.3 + ,,1.2 slO.I - ~ ~ 0 . 3  = 0 .  

Les deux premikres donnent sans ambiguite les in- 
connues cS0.3 et q O . 3 .  Dans les d e w  dernikres equations 
nous pouvons mettre 

q o . 3  = 0 

- a'.'. zc20.' sin z w  G C ~ ~ O . ~ s i n  2w + P20.z sin Z U I  

6''o- 2S20" COS 2/11 EE - B ( C Z O ' ~  COS 2 U J  + Coo") 

+ Qr0.' cos Z U J  + QOo.' 

B ..p" + ia1.0. si 0.k - Qi o.k  = 

si i + I .  Si au contraire i = I ( R  etant alors = 2 / +  I )  

nous mettrons slo.2.J+l = 
0 ,  

et nous aurons pour determiner c10.2.J-t1 et des equations. 

.o . C10.2/+ I + &21. clo.l +p,o.2l+I = 0 
B .C10.2 .J+I  + & Z l .  sl 0.1 - Q10.21+I = 0 .  

Ici les constantes P;.', Q : . ~ ~  P ~ ~ . ~ ~ +  I ,  Q ~ ~ . ~ ~ +  I sont 
connues. Enfin les determinants 

p o 1 . 0 ? . -  B C  = (i2 - 1 ) B C  

a'.oslo.~ - B . c l O J  = 2 1 / B C  et 
sont I$. 0. 

integre 'les equations ( I  2 )  par des series de la forme 
Ainsi en admettant pour o1 l'expression ( 1 3 )  nous avons. 

I ou k = 2 I ou 2 I + I .  Les equations pour 61.2 . . . a', 2.J-2 

o.k 0 . k  calculer ci et si seront toujours de la forme 

i o ' . 0 . p . k *  c . s:.k+ p y  = 0 
2 

00 

Eo = 2.5' (&2) COS k W 
k =o 

et ' p k  &ant des series ordonnees il'aprhs les puissances. 
positives de E'. 

8. Maintenant, voici comment il faut determiner q' et 
yZo par la troisikme des equations ( I  I ) .  En introduisant dans. 

la derivee 7 du second membre de cette equation les ex-. 

pressions de Eo et T O  donnees par les formules ( 1 4 ) ~  cette 
dCrivee peut &re developpee en sene de Fourier de la. 
mani6re suivante 

aR 
ax2 

00 

k = o  

oh les x k  s6nt des series ordonnees d'aprks les puissances. 
positives de s2. 

Ce developpement effectue, la constante q1 et 1x 
fonction y 4 0  seront donnees par les formules 
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00 

.4= I 

Venons en maintenant a la seconde des equations ( I  I) .  

C'est une equation differentielle avec les deux fonctions in- 

connues yl0 et [xll]. "our determiner ces fonctions il nous 
faut encore une relation. 

Pour la trouver retournons aux equations (10). Dans 
les derivees partielles de Fie, qui s'y trouvent, nous intro- 
duirons pour go et qo leurs developpements ( 1 4 ) ,  mais now 
laissons B leurs places yl0 et y20. En designant par x l'une 
quelconque des fonctions xi1, xzl et tl, nous aurons une 
equation de la forme 

. .  

Des relations ( 1 1 )  il suit que sm,o,o = O . 
En admettant que n n'est pas un noinbre rationel on peut satisfaire A cette equation en posant 

En appelant pour un instant [y] la partie indCpendante de w1 et de zu2 d'une fonction sp periodique de periode z n  
de  toI  et de w 2 ,  nous aurons donc pour les fonctions 

des dereloppements de la forme (18).  

par y une quelconque des fonctions yll, y?' et T~ nous aurons des equations de la forme 

xi1 - [.TI11 Xz1 - [X.?1] F' - [;;'I 
Introduisons pour xi1 son expression dans le second membre de la troisikme des equations (10). En designant 

et  en vertu des relations ( I  I )  on a C?,l, 0,o = 0 . 
Nous pouvons donc niettre 7, c'est-h-dire l'une quelconque des fonctions 

3'11 - [nil Yn' - [Yz'l 'I1 - [+I 

Passons maintenant ?i l'equation qui determiners la fonction x1 z. Cette equation peut s'ecrire 

Cherchons au second membre les termes independants 1 nous obtenons donc une equation de la forine 
d e  zul et de wz. Les dCrivCes tie Fl" qui se trouvent dans 
la premiere ligne ne contiennent aucun terme independant 
d e  wl. Les termes independants de rul et de to2 dans 
le second membre viennent donc tous des deux dernieres 
lignes. Chacun des six termes de ces lignes se compose de 
deux facteurs dont l'un a la m&me forme que le second 
membre de la formule (I 7), tandis que l'autre a la forme du 
second membre de I'equation ( I  9). I,e produit des deux fac- 
teurs et la somme des deux dernicires lignes du second membre 
est donc une serie de la m&me forme que le second membre 
d e  l'equation (17). En egalant dans les deux mernbres de 
l'dquation ( 2 1 )  les parties independantes de w1 et de UJ? 

m= I 

L'inconnue y i o  a disparu avec zui et le membre A droite 
est tout-a-fait connu. De cette equation nous tirons [xl'] 
sous la forme 

m= I 

ou Ti1 est line constante encore indeterminee. 

*) h'ous verrons au no. 13  [formules (38), (44) et (46)], que yL est toujours < o  et que les noeuds tournent par suite toujours dam le 
sens indirect (voir le no. I). 
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Nous sommes maintenant en Ctat de determiner la con- 
stante J1 et la fonction yl0 par la seconde des equations ( I I ) .  

Nous pouvons, en effet, mettre aR ~ sous la forme 
ax1o 

00 

= 2 &'Zk ( E ' )  cos k w ax, 0 
k=o 

et nous aurons enfin 

Introduisons maintenant les developpements (24) et ( 1 6 )  

Nous de  yl0 et de yso dans les developpements ( I S )  et ( 2 0 ) .  

aurons ainsi des developpements des formes 

2' c,n, m l ,  m? ( E 2 )  Em COS (m UJ ?tZ1 UJ1 7 4  W z )  (C) 

z sm, m,, m2 ( & 2 )  P sin (rn w + 7tEl wl + m2 w2) (s) 
oh Cm, m,, m, et S,", m,, m2 sont des series ordonnees d'aprks 
les puissances positives de E' avec des coefficients qui de- 
pendeqt de xlo et x,'. Nous dirons que ces series sont du 
type (C) et du type (S). Nous dirons en analogie que des 
series des formes 

2' c, (8') 6.'" COS ??Z W 

Z S, ( E ' )  E" sin m w 

(CO) 

(SO) 

sont des types (Co) et (So). 
En somme, il nous a reussi de determiner les fonctions 

x i o  511 

x20 X 2 l  - [.*'I 
go f 1  - [PI 

par des series du type (C) et les fonctions 

0 
Y1 Y1' - [PI'] 
Ye0 Y2' - [YZ111 
T o  T 1  - [T'I 

par des series du type (S). Enfin nous avons developpe les 
constantes 

en series procddant d'aprks les puissances positives de F'. 

9. Nous allons demontrer maintenant qu'il est possible 
de determiner ainsi successivement tous 1es coefficients des 
series (8) et (9) jusqu'8 un degre quelconque. 

Admettons, en effet, que nous ayons developpe les 

crl et q1 

fonctions x l k - ~  k 

x z k - ~  k 
bk- I e 

X1 X I 0  XI1 . . .  
x20 q' - . .  -2, - b Z k 1  

Ek - [gk3 g o  g1 . . . 

p l o  yll . . . Y l k  - [Plkl 
y 2  0 yz' - . . h k - I  JI2k - [ y / ]  

T o  . . . 9k-I  Tk - iTkl 

Qk1 b' dl 91, 8, q?, . . . 

en series du type (C) et les fonctions 

<I 

en series du type (S), et que nous ayons trouve enfin q u e  
les constantes 

sont donnees par des series de puissance en E' .  Je dis qu'on 
peut alors continuer et determiner les inconnues, 

par des series du type (C) et les fonctions 
[X.3fiIr [ p ] ,  X I k + l ,  X,k+I - [ x q k + l ]  et gRtr - [gkR' ' ]  

[ Y ~ ~ I ,  [YZ~I, [&, yiktl - [Y lk+ ' l l  y s R + I  - lY2k+11 
et qk+I - [ q R + I 1  

par des series du type (S) et enfin les constantes d+' et 
$ + I  par des series de puissance en E*.  

Afin d'obtenir les equations necessaires pour le calcul 
de ces inconnues il faut introduire dans les equations (3 )  
les developpements (8) et Cgaler ensuite les coefficients d e  
p k t l  dans les deux membres. De cette maniere nous 
pouvons ecrire les formules suivantes : 



361 4391 362 

Nous avons dejh employ6 la premiere de ces relations pour determiner [ x l k ] .  Elle est donc dejh satisfaite. La 
Nous pouvons mettre la constante 

Les equations ( 2 8 )  nous donnent de la mCme maniere, en mettant pour [xsk] son d6reloppement deja connu, 

deuxieme nous donne, apres integration [qk] en forme d'une serie du type (Co). 
d'integration = 0, puisque x,' est deja une constante arbitraire. 

les deux relations: 

Ici Uk est une serie connue du type (So), V k  une serie connue du type (Co). 

tion [$'I du type (Co) et une fonction [.qk] du type (So). Mettons en effet 
En choisissant d'une inaniere convenable la constante ces equations peuvent &re satisfaites par une fonc- 

Oh 

Les derivees partielles de la fonction R, qui apparaissent 
dans les seconds membres des equations ( 2 9 ) ,  peuvent Ctre 
Ccrites sous la forme 

'x3 

m 

Nous ecrirons B au lieu de Boo et C au lieu de Coo 
comme a la page 354. 

En introduisant tous ces developpements dans les 
equations (29)  et en egalant dans les deux membres les 

termes de mCme degre en E,  nous obtenons des relations, 
qui determineront 1es inconnues des formules (30) et (31). 

Dans la premiere des equations ( 2 9 )  il n'y a pas d e  
termes de degre zero en E .  Au contraire, dans la seconde 
equation il y en a et elles nous donnent pour determiner Ek.O 

Qok.O . etant une constante connue. 
Les termes du premier degre en E conduisent aux 

formules 
6 ~ . o c l k . r  + (p+ 1.0 . c1 0.1 + c q k . ~  + p 1 k . 1  = 
B q k . ~  + b k + l . o  . s l ~ . ~  + 6 ~ . ~ s l k . ~  - ~ ~ k . 1  ~ O } ( 3 2 )  

oh PIk.' et Qlk.I sont des constantes connues. 
Nous pouvons mettre 

SlkJ = 0 

24 
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sans restreindre la generalite, puisque e, 1e coefficient de 
sin w dans T O ,  est arbitraire. 

Aprhs cela les equations ( 3 2 )  donnent sans difficulte les 
valeurs des inconnues ilk.' et a'+'.' puisque le determinant 

&O slo.I - B clo. 1 = 2VE += 0 .  

agalons maintenant les ternies du second degre en 6 

dam les deux membres des equations ( 2 9 ) .  I1 vient 

- ~ 1 . 0 .  pczk.2 sin zw EZ ~ s ~ k . 1  sin zw + sin z t o  

a'.'. z s p  cos 2w = - B ( p c o s  2z.9 + cob.') 

+ Q2 cos 2 1u + QOk." 

ou les constantes 

deviennent 

Qzk.', Qok.' sont evideminent connues. 
Les equations pour determiner cZk.', qk.' et cok.' 

2 d . O  c p  + c Q.2 -4- P2k.' = 0 

BC2k.Z + 2 6 ' . 0 S g k . 2  - Q2k.2 = 0 

B COk.2 - Qok.z = 0 .  

Elks  donnent uniformement les valeurs des constantes 
cherchees. 

Pour determiner les constantes c3'.3, c, ' .3 ,  s,)'.3, q '.3 
nous trouverons des equations, qui sont tout-A-fait et o k + ~ . z  

analogues A celles, qui nous ont fourni les quantites cy0.3, 

clo.3, s30.3, s1'.3 et GI.'. On ne rencontrera donc aucune 
difficulte. En  continuant enfin comme au no. 7 on pourra 
calculer successivement les coefficients des developpements 
(so) et ( 3 1 )  jusqu'A un degre quelconqae. fividemment la 
fonction [ g k ]  pourra donc &re developpee en serie du type 
(C,,) tandis que la serie donnant [qk] sera du type (SO). 
L'integration des equations ( 2  9) est donc effectuee comme 
nous l'avons desire. 

Passons maintenant a I'equation ( 2  7) et egalons y dans 
les deux membres les termes independants de ?ill et de w2. 
I1 vient ainsi 

# + I  + ($1 -s d[y  - - une fonction connue du type (C"). 
du, 

I1 faut donc mettre q k t r  == le terme constant du 
second membre de sorte que devient une serie de 
puissance en 2. Ensuite on aura [y2 ] aprks une integration 
sous la forme d'une serie du type (SO). 

' 

Apres cela nous nous tournons vers l'equation (26) .  En 
ne conservant que les termes independants de to1 et de toy 
elle nous donne la condition 

L 

oh W k  est une fonction connue du type (Co). I1 y a deux 
inconnues [ y lk ]  et [xlktl], qui entrent dans cette equation. 
I1 nous faut donc encore une relation. 

Dans ce qui prechde nous avons fait disparaitre des 
equations ( z s ) ,  (26), ( 2 7 )  et (28) les termes qui sont in- 
dependants de w1 et de wi. Ces equations peuvent donc 
Ctre satisfaites par des fonctions periodiques de periode z m  
de w, wI et to?, de la m&me manihre que nous avons satis- 
fait aux equations (17) et (19) par les formules ( 1 8 )  et (20). 

Nous aurons ainsi 

x!+l - [x!"] = xi, R 4 xi I.)'/] (34) 

etant du type (C) et X: du type (S). 

En connaissant maintenant xlk+' - [.qk+'], qui entre 
dans l'equation (26), nous pouvons satisfaire a cette equation 
et aux equations ( 2 7 )  et ( 2 8 )  par des fonction de la forme 

.I; k+I -- [J;+I] = q, + y ty/] ( 3 5 )  

[EL'"] = p k  + P' [ j ' l b ]  (36)  
p t r  - 

q t + I  -- [q""] = Qk + Q [nR] (37) 

oh 6, *, P' et Qk sont du type (s) tandis que y,', p k  et Q' 
sont du type (C). 

figalons maintenant dans les deux membres de la 
premiere des equations (3 )  les termes, qui sont de degre 
R + 2 en p. 

I1 vient ainsi: 

oh M et N sont des fonctions tout-A-fait connues, la premiere du type (C) la seconde du type (S). 
ici que les termes, qui sont independants de to, et de  to! on aura l'equation 

En ne conservant 

Je dis maintenant que 
[MI = 0 . 

En cherchant l'expression de Jf on troure, en effet, facilement 



365 4391 366 

On peut retrouver cette meme fonction en mettant au 
second membre de l'equation ( 2  I )  tuI + dw, au lieu de uil et 
en developpant d'apres les puissances de dwl. Le coefficient 
de du!, dans ce developpement n'est autre chose que M. 
Donc [MI est le coefficient de duq, dans le developpement 
d'apres les puissances de dtq , de la partie du second membre 
de ( 1 7 ) ,  qui est independente de t q  et de w2. On a par 
suite [MI = 0. 

L'Cquation (38) se simplifit donc et devient 

d [.xi '+I] 
u1 _~ 

dw = "I 
Apres l'integration on aura [slk+'] sous forme d'une serie 
du type (G) avec une constante arbitraire. 

Cette constante arbitraire sera determinee de sorte que 
le second inenibre de I'equation . (33)  ne possi.de pas de 
terme constant. 

Cette determination faite, nous pouvons satisfaire & 
l'equation (33 )  par une serie [ y l k ]  du type (So). 

.En  introduisant enfin ce developpement de [ylk] dans 
les formules (34)-(37) nous pouvons trouver sous la forme 
desiree les expressions des fonctions 

x;+ 1 - (x;+'] 
$ k + r  - [gh+1] 

$+ 1 - [ Y ~ + ' I  
$ + I  - [ , k + I ] .  

Du reste, nous awns  deji forme les expressions des 
fonctions 

et des constantes d k + I  

[xlktrlI b 2  k 11 [ E R I j  [Ylkl j  [ d l ,  [qkl 

et qk+' . 
La proposition de la page 360 se trouve ainsi demon- 

tree. 1,es equations (a) peuvent donc etre satisfaites forrnelle- 
ment par les series (8) et (9). Les fonctions x: et 5' sont 
du type (C) tandisque JJ; et qh sont du type (S). La so- 
lution depend des 6 constantes d'integration 

c ,  c, , c2 , r, .qO, x2? 

Pour ces orbites la distance du perihelie au nceud ne 
fait que des petites oscillations autour de la valeur o ou x. 

10. Dans ce qui precede nous avons admis que la 
fonction R a une valeur maxima ou une valeur minima pour 

E = 60.0, 'q = 0 
et nous nous somines appuye sur ce fait que 

Admettons maintenant que la fonction R possede une 
valeur maxima ou minima pour 

8 = 0, '1 = 7 p o .  (40) 
Ce cas peut &tre ramen6 facilement au cas dejd etudie. 

Mettons en effet 

y1" =p, + ,1276, yz" =J'2 + 1 /27r ,  F = q, q" = -5. 
Les equations (3)  deviennent. alors 

dYv" - a F  d . ~ ,  ap 
d t  %V" d t  aXV 

a p  d r  = aF d!! = 
d t  %" d t  ap * 

~- _ - -  - 

On peut ecrire 

F1 == 2'C",nI*~,,~~ (r, 7") cos (ml"y1" + q " y g " )  
+ ~ S c , , , I ~ ~ , m 2 ~ ~  (r, q") sin (7&"y1" + m2wyp") . ](41) 

Maintenant, en vertu des proprietCs de symetrie des 
coefficients du developpement (4), etudiees au no. 4, les 
coefficients du dCveloppement (4 I) possedent les proprietes 
de symetrie Suivantes : 

CwmI**, ,n9" (5") --q') = Cu,l*,, m2" (sD17") 
s",l-, %" (F, - ,q") = - s",nI-, m," (F", '1") . 

Enfin la fonction R a une valeur maxima ou minima 
au point (40)~ c'est-&-dire au point 

5" = qo.o - - p o . 0  - 1  f = o .  

Nous sommes donc ramenes au cas deji dudie. 
et q" peuvent &re 

developpees en series compktement analogues aux series (8). 
Les fonctions x;, Tk sont du type (C), tandisquey;' et fk 
sont du type (S). 

Pour les orbites, ainsi definies, la distance du perihelie 
au nceud fait des petites oscillations autour de la valeur 

11. Admettons maintenant que la fonction R a une 
valeur maxima ou minima pour 5 = q = 0. Ce cas est 
ramene immediatement au cas plus general du nos. 7 ,  8, 9 
en y mettant seulement 5O.O = 0. LAX series (8) existent 
donc aussi dans le cas special, qui nous occupe. Les x; et 
gk sont du type (C), les y k  et qk du type (S). Les orbites 
ainsi definies sont caractensees par des excentncites petites. 
Ensuite, la distance g du perihelie au nceud possede un moyen 
mouvement, dont la valeur est +b, suivant que R est minima 
ou maxima au point 5 = q = 0. Ces orbites sont evi- 
demment celles des asteroldes. Nous montrerons plus tard 
aux nos. 16, 17, 22, 23 dans quelles conditions la fonction R 
est maxima ou minima pour 5 = q = 0. Nous trouverons 
ainsi les conditions necessaires et suffisantes pour que l'ex- 
centricite d'une orbite restera toujours petite, si e lk  est petite 
& un moment donne. 

1 2 .  Nous supposons enfin que la fonction R a une 
valeur maxima quand I'inclinaison est nulle. nans  ce cas 

Les variables nouvelles x, ,  yvwr 

+1I2m ou -yz76. 

24+ 
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nous choisissons les variables definies au no. 3. On est 
donc encore ramen6 au cas general Ctudie au nos. 7 ,  8 et 9 
de sorte que les equations (5 )  sont satisfaites formellement 
par certaines series analogues aux series (8). Les x i k  et 5'' 
sont des series du type (C) les y i k  et 7'' du type (S). Les 
orbites correspondantes appartiennent aux comhtes periodiques, 
dont l'inclinaison est petite. La distance g du perihelie au 
nceud possede un moyen mouvement positif, dont la valeur 
est b. Nous etudierons au no. 25 dans quelles conditions 
ces series existent. 

Pour toutes les orbites que nous avons rencontrees aux 
nos. 7 - 1 2  les elements a, e et I font seulement des petites 
oscillations autour de certaines valeurs moyennes invariables 
(p  et E etant petites). Enfin, pour toutes, la longitude d du 
nceud va toujours en diminuant, puisque q est toujours une 
quantite negative. (Voir la note de la page 357). 

C h a p i t r e  111. 
ktude de la partie skculaire de la fonction 

perturbatrice. 
13. Nous avons vu que le calcul des series de M. Lind- 

stedt depend de I'integration des equations ( I  z )  des variations 
seculaires. Dans ces equations R est le terme independant 
de  6 et de 8' dans le developpement de la fonction pertur- 
batrice F; en serie de Fourier d'apres les cosinus et les sinus 
des multiples de ces deux arguments. 

I1 importe d'etudier de plus pres cette fonction. Pour 
l'etude en question il est plus commode de retourner aux 
variables kepleriennes a', I", eO, goI qui correspondent aux 
variables canoniques XI ' ,  x2', go, 7'. Dans ce chapitre nous 
ecrirons presque partout a, 4 e, g au lieu de a', Io, eO, go. 
Les differences a--uo, 1-1' , e -  e , g -go entre Ies elements 

osculatrices a, 4 e, g et les quaiitites constantes ou & variations 
seculaires a', Io,  eo, go sont evidemment de  l'ordre de la 
masse perturbatrice p. Puisque .qo et x20 devaient &re 
regardees comme des paramktres, il en est de meme de a 
et de K, en mettant 

Puisque l'inclinaison I n'est pas un angle obtus, on a toujours 
O J k - c I .  

En Climinant par la formule (42) I'inclinaison I, R 
devient une fonction de e et de g dependant en outre des 
deux paramhtres a et R .  I1 nous suffit d'etudier la fonction R 
dans le domaine 

En effet, pour des valeurs de e > k', on aurait cos I > I .  

Pour e = k', l'inclinaison I disparait, de la fonction 
perturbatrice depend de g et 8' seulement dans la combinaison 
g+ 8'. Dans ce cas R est donc independante de g de sorte 

clue R = const. pour c = k'. 

perturbatrice 
Pour former la fonction R il faut. partir de  la fonction 

I I 
r cos w - - 

A r 
F =.-- 

1 

definie au no. 2 ;  la developper en serie de Fourier des deux 
arguments 6 et 8' et conserver seulement le terme independant 
de ces deux arguments. Dans l'expression de Fl r est la 
distance entre le Soleil et la comkte, A la distance entre 
la comhte et Jupiter et N l'angle au Soleil entre les rayons 
vecteurs menes vers la comete et vers Jupiter. On aura 
ainsi, en designant par w l'anomalie vraie, 

R 
r cos N = r cos (HI  + g) cos 6' - r sin ( w  + g) sin 8'. l f F 2  

A' = I + r 2  - Z Y C O S H .  

I1 est donc evident que le second terme de Fl, developpe en serie de Fourier, ne contient aucune partie independante 
I 

r 
2x  2 x  

de  l'argunient 8'. Ensuite le terme constant du developpernent de - est 

z r T $ d [ d d '  = ~ L2j*ja+ du dd' = 
4 xz a 

d l  = ( I  - e cos u) du = - du 

0 0  0 0  

puisque Y 

a 
a etant l'anomalie excentrique. 

Ainsi, a une constante pres, la fonction R est donnee par l'integrale double 

1.a distance A peut facilement &re expnmee comme 
fonction de u, 4', e, g, a, k en utilisant les formules bien 
connues 

r = U ( I  - ccosu)  
r cos w = a (cos u - e)  
r sin u) = a - l / r - e 2  sin u . 

La fonction R est donnee sans ambiguite par la for- 
mule (44)  toutes les fois que les orbites ne se coupent pas. 
Evidemment R est holomorphe pour toutes les valeurs de  
e, g, a, k du domaine (43) auxquelles correspond une orbite 
ne rencontrant pas celle de  Jupiter. 
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Les cercles (45) et (46) limitent dans le plan des 5, y 
des domaines A, B, C, A', B', marques par ces lettres sur 
les figures ci-dessus. 

14.  I1 importe d'etudier le caractkre de la fonction R, 
si  les orbites se rencontrent. Jhidemment, pour que les 
orbites ce coupent, il faut et il suffit que l'une ou l'autre 
des conditions suivantes soit remplie : 

U ( I  - e') 
I f e cosg  

I = 1) 

2 )  e = R' 
et que, de plus, a satisfasse h l'inegalite 

I I < a < . 
I +R'  I - R' 

La premikre de ces conditions exprime que Y = I, 

En introduisant quand M = - g, ou quand w = rn - g. 
les variables 

x = e c o s g  
la relation I )  peut s'ecrire 

y = e s i n g  

A2 = (I + ?)[I - zcos (d '+Y) ]  . (47) 

Pour determiner z et Y nous aurons les equations 

C'est l'tquation de deux cercles dont les centres sont aux 

points x = F', y = o et qui passent, 1'un par le point 

x = - I, y = 0, l'autre par le point 3: = + I ,  y = 0. 

La position des cercles (45) par rapport au cercle 

2a 

x? +Y2  = K'' (46) 

qui limite le demaine (43), depend des valeurs de a et de R.  

I1 faut distinguer ainsi 5 cas differents. 11s sont 
caractens& assez nettenient par les figures ci-dessous avec 
leurs inegalites correspondantes. On a admis pour fixer les 
idtes que R' = '/2. Dans tous les cas R' est le rayon du 
cercle complktement trace. L'un des cercles non complete- 
ment traces passe par le point s = + I ,  y = 0, l'autre 
par le point 3~ = - I, y = 0. La distance minima de  

ces cercles k l'origine est dans tous les cas 

Figur 1-5. 

- 

Nous allons demontrer maintenant le thdoreme snivant : 
L a  f o n c t i o n  R e s t  r e p r e s e n t e e  d a n s  les  d i v e r s  

d o m a i n e s  A, B, C, A', B' p a r  d e s  f o n c t i o n s  ana ly t i -  
q u e s  d i f f e ren te s .  C h a c u n e  d e  c e s  f o n c t i o n s  r e s t e  
. ho lomorphe  d a n s  le d o m a i n e  c o r r e s p o n d a n t  e t  s u r  
s e s  f ron t i6 re s  (Ie c e r c l e  e = R' excepte) .  

Afin de demontrer cette proposition je vais d'abord 
,exprimer R par une integrale simple en effectuant l'inte- 
gration par rapport h 8'. Mettons &4' sous la forme 

( I  + Y 2 ) Z C O S  Y = 2 Y C O S  (w fg) 
(I + r2) z sin Y = 2 r sin ( w  + g) cos I. 

On en deduit 

[ I  - sina I s i n 2  ( w  + 9)) (48) 
4 r2 

( I  + YZ)* 
Z S  = 

ou bien 
(I - Y' )?  + 4r' sin! /sin2 (w +g) 

2 ' 2  = I - - 2  = - (49) 
( I  + Y'?)Z 

Mettons 

En substituant ensuite dans la formule (44) l'anomalie vraie w au lieu de l'anomalie moyenne I et en utilisant 
l'equation connue y2  dw 

nous aurons enfin X exprimte par une integrale simple 

d l  = - 
a2 l fF2 

2 x  
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I1 est bien connu et facile L verifier que I; est re- 
presentee, si o S 2 < I ,  par la sene hypergeometrique 

I;((.) = v 4 ,  I , 4  ( 5 2 )  

ou bien par l’integrale elliptique de premiere espece au 
moyen de  la formule 

On sait de plus (voir Picard: Trait6 d’analyse t. 111 
page 173)  que F(P)  est de la forme 

I;((.) = A ( 2 ’ 2 )  log 2’2 + B ( 2 ’ 2 )  

A (0) * 0 . 
(54) 

(55) 

dans le voisinage de ‘r = I ,  A et €3 Ctant developpees 
suivant les puissances de zr2, et que 

Ensuite A, €3 et log 2’’ sont r eeks ,  si 2’’ est reelle 
et >o. Enfin on a Cvidemment 

A (0) < 0 (56) 
car, si A ( 0 )  > 0, on aurait pour z = I ,  lim P ( Z )  = -00, 

ce qui est impossible puisque F ( z )  > 0. 
Maintenant il est facile d’Ctudier la fonction R au 

voisinage d’un point eo, go, %, Ro situe sur l’un des cercles 
(45) et h l’interieur du cercle (46). Admettons, pour fixer 
les idees, qu’on se trouve dans le cas de la Fig. 2 et que 

I .  
a0 (1  - e o 2 )  - - 
I - eo cosgo 

En mettant 
MI0 = n - go 

nous aurons Z2 = K pour w = w0 
et O S Z ~  < I  pour w + wo . 

Choisissons maintenant la quantitC 6 aussi petite que 
l’on veut, et ttudions la fonction R pour les valeurs reeiles 
de  e, g, a et R,  qui se trouvent dans le domaine 

I e -eo l  < d, Ig-gol < d, la-%l < d, l ~ - - o I  < d. ( 5 7 )  

Nous pouvons Cvidemment trouver une petite quantitC E, 

telle que la limite supeneure de r2 est -= I ,  quand e, g, a et K 
appartiennent au domaine (57), tandis que w se trouve dans 
I’un des domaines 

0 I u, I wo -- & w , + & I w S z n .  (58)  

Cela Ctant, partageons le chemin d’inttgration de  l’in- 
tegrale (51) dans les trois parties 

0.. . fwo - &) (wo - &) . . -  (wo +&)  (wo +&)  * .  . 2 7 t  - 
En effectuant l’integration sur la premiere et sur la 

troisikme de ces parties nous trouverons Cvidemment des 
fonctions holomorphes dans le domaine (57) .  I1 nous reste 
seulenient L Ctudier I’integrale 

w0 - E 

Ici nous ferons usage de  la formule (54). La quantit6 
z ’ ~  peut se mettre sous Ia forme 

Les deux facteurs peuvent &re dCveloppCs d’apres les 
puissances de w - wo, e - eo, g - R ~ ,  a - a. et R - KO et 
disparaissent avec ces quantitds. Ensuite, pour e = eo, g = go, 
a = a. et R = Ro la racine w = wo est une racine simple 
pour les deux facteurs. Par suite il est possible de mettre zJ2 
sous la forme 

2” = [ ( U J  - WO + + f4’] T. (61) 

Les fonctions rCelles HI et W2 ne dependent pas de w, sont 
developpees d’apres les puissances de e - eo, g -go, a - 
et R - Ro et disparaissent avec ces quantites. Enfin T est 
dCveloppCe d’apres les puissances de w - WO, e - eo, g - go,  
a - Q, R -KO et ne disparait pas avec ces quantites. Mettons, 
pour simplifier, w au lieu de. w - U J ~  + HI. 

Cela dtant, l’integrale I de la formule (59) peut s’ecrire 

700 + E 7u0 + E 

I’ I = J ’Hlog  [ 0 2 + f i 2 ]  d w +  H ’ d w  = Il + Ill 
WO-E w0-e 

oh H et H’ sont holomorphes pour w = wo, e = eo, g = go, 
a = %, R = R o .  La seconde integrale du deuxikme membre 
est une fonction holomorphe dans le domain (57).  I1 importe 
d’etudier l’integrale 4. 

Mettons 

J? = f H d w  (63)  
W O  - 4 

et appliquons la methode de l’integration par parties. I1 vient 

O h  

7uo- E 

7un+ E 

Wo-E 

Le premier terme de l’expression de I, est une fonction 
holomorphe dans le domaine (57) ,  si e est assez grande p a r  
rapport L d, ce que nous pouvons supposer. 



3 7 3  4391 3 74 

Dans l'integrale 1, nous pouvons Ccrire 

- 2 w . N  = w 2 . G l  + w.G2 = + w - G 4  (64) 

oh Gl et G2 sont developpees d'aprks les puissances de 
w2, c -- co, g - go, a - 4 et k - KO 

tandis que et Gd sont developpees suivant les puissances de 

oi2 + Nza, e - co,  g - gol a - a. et k - KO. 
On peut mettre 

)(65) 
= u 2 2 u g  + [w2 + u 2 2 ]  Ug' 

G4 = 
e n  designant par Uz5 H3 et H4 les parties de G8 et G4 qui 
sont independantes de wz + N2'. gvidemment Us et H4 
sont holomorphes pour .c = eo, g = go, a = 4, k = KO. 

H; + [o' -I- HZz] H4' 

Nous aurons ainsi 

tug-€ Wo-E wO-E 

en  mettant 

Wo-E 

Les trois premiers termes sont evidemment des fonc- 
&ions holomorphes pour c = co, g = go, a = a,,, k = k0. 

Dans le calcul de f, nous pouvons appliquer la formule 
R 

I1 vient ainsi 

= n. H2 I . H3 + fonction holomorphe. 

Ainsi nous avons demontre que l'expression ( 5  I )  de R 
peut se mettre sous la forme 

R = z.IH~~.N~ +us (66) 
si c, g, a et k se trouvent dans le domaine ( 5 7 ) .  Dans ce 
domaine les fonctions H,, H3 et H5 sont holomorphes. 

I1 reste A montrer que les fonctions H2 et H3 ne 
disparaissent pas identiquement. 

D'abord Hy ne peut pas &tre identiquement nulle; en 
effet, dans ce cas la quantite r' pourrait s'annuller dans le 
domaine ( 5 7 )  pour des valeurs de c et de g telles que 

* I  
a ( 1  - c') 

I - e cosg  
ce qui est impossible. 

Ensuite Us n'est pas non plus identiquement zero. 
Pour le rnontrer cherchons la valeur de H3 pour c = eo ,  
g = go, a = 4, k = KO. Dans la formule (64) on a 

Ga = w2Gl = A ~ w ~ + A ~ ~ ~ + . - '  
(67) 

- - - A2 h'z2  + A4 HZ4 - - 
+ (A2 - 2 A4 "2 + . . . ) ( 0 2  + u, 2) + * . . 

oh ASl A4,  - . - sont developpees suivant les puissances d e  

G'O) etc. 
Ha, G3 etc., en 

f - to, g - go, a - ao, k - ko. 
Nous designerons par A2(o)l A4('), . * 

ce que deviennent les fonctions A, ,  A4,  . 
y mettant w = WO, c = co, g = go, a = a,,, k = KO. 

Les relations (65) et (67) montrent maintenant que 
f&tO) = - A (0). 

9 

La fonction N definie par la formule (63) peut s'ecrire - 
u = Bl w -I- B2 w2 +. . - .  

A2'0' - B,(O). 
Les equations (64) et (67) montrent donc que 

En dtrivant par rapport A w la formule (63) et en  
mettant w = wo, c = co, g =go, a = a,, k = KO apres la 
differentiation il vient ensuite 

BI(O) = fp. 
En rapprochant enfin les formules (54), (56), (59) et 

(62) on en deduit que 

Nous avons donc en effet 

et H3 n'est pas identiquement nulle. 
Retournons maintenant encore une fois A la formule (66) 

pour etudier la fonction H2. Evidemment cette fonction 
s'annulle quand e et g satisfont 

H3(0) < 0 

C. Q. F. D. 

I'equation 
U ( I  - e 2 )  - I + e c o s g  = o . (68) 

E n  effet, pour de  telles valeurs de e et de g les orbites 
se coupent et la quantite d4, donnee par la formule (6r),  
s'annulle en posant uJ = ~ - 

I1 faut donc que 

sur la courbe (68) .  

Je dis maintenant que la fonction H2 change de signe, 
quand on traverse la courbe (68) .  En effet, en partant des 
forniules (60) et ( f i r ) ,  il est facile de calculer les premiers 
termes du developpetnent de Hz d 'aprb  les puissances d e  
e - co et de g - go. 

H~ = K .  [( zao eo - cosgo) (c - co) + co singo (g - go) + . - . ] 
K etant une quantite qui n'est pas nulle. 

Les termes du premier degre ne disparaissent pas, et  
il en suit, que le signe de  H2 change, quand on traverse 
la courbe (68) .  

D'aprks la formule (66) la fonction R est ainsi d o n n k  
par deux fonctions analytiques differentes R' et R" dans les 
deux domaines A et B de la Fig. 2 .  De ces fonctions A? 
est holomorphe dans le domaine A, et R" dans le domaine 23. 
Ensuite ces fonctions R' et R" sont holomorphes aussi sur 

On trouve ainsi 
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les arcs des cercles (45), qui separent les domaines A et B 
I’un de I’autre, sauf dans les points d’intersection des courbes 
(45) et (46). Enfin on a R’ = R” sur la frontikre, qui 
gepare les domaines A et B. 

Nous avons suppost! dans la demonstration precedente 

que r 
< a < i .  

I + R’ 

Mais il est evidemment possible d’employer presque 
sans changement la m b e  methode pour traiter les cas 

I I 
< a < -  ~~ 

et 
I - R’2 I - R‘ 

representes par les Fig. 3 et 4 de la page 369.  Pour cal- 
culer R il faut employer des fonctions analytiques differentes 
dans les domaines A, B, C, A’, B’. Ces fonctions sont holo- 
morphes, chacune dans le domaine A, B, C, A’ ou B‘, auquel 
elle appartient, et aussi stir les frontikres de ce domaine a 
I’exception du cercle (46) .  

I1 reste seulement a dire quelques mots sur la fonc- 
tion R au voisinage d’un point d’intersection des deux 
cercles ( 4 5 )  dans le cas 

I 
1 < a < - - - .  

I - R‘2 

Pour ces valeurs des elements les orbites se coupent 
en deux points symetriques, et la fonction 2’ s’annulle pour 
les deux valeurs w = +- z. 

Alors il faut partager le chemin d’integration de l’in- 
tegrale (51) en quatre parties 

z z z 7c 

2 2 2 2 
& -- f . ’ .  - + &  + & . . . - -  _ _  

3n & F-&. . .  3? + & .  
7c 

2 2 2 
- + & .  . .  - - 

L’integration effectuee sur la premikre et sur la troisikme 
de ces parties nous donne des fonctions holomorphes au point 
considere. Les integrales &endues sur la deuxikme ou sur la 
quatrikme partie demandent une attention speciale. En con- 
tinuant comme nous l’avons fait auparavant, il est evident 
que nous parviendrons a une expression de la forme 

R = Ro + lRll + jR$l 
donnant la fonction R au voisinage du point considere. 
Ici A!,,, A!, et R2 sont holomorphes B ce point. R1 change 
son signe quand on traverse l’une des courbes ( 4 5 ) ;  et R, 
quand on traverse I’autre. 

Nous aurons ainsi quatre elements differents donnant 
la fonction R dans les quatre domaines A, B, C, B’ en- 
tourant le point considere. 

Evidemment, la proposition de la page 369 se trouve 
maintenant demontree. 

15. En passant maintenant a l’etude de la fonction R 
au voisinage d’un point du c e d e  (46)  nous posons 

L’equation a ( I  - R 1 2 )  
- - 

I + R’ cos 241 

a deux racines simples W et -W, si 

I 1 
<a<--------- (69) 

I + R‘ I --’. 
Designons par wo la valeur de W quand a = %, R = KO- 

Par suite, et etant donnee la formule (60) ,  I’equation 
I? = o a une racine double se reduisant ?t wo et une autre 
racine double se reduisant A - wo pour x’ = y’ = 0, a = a,,, 
R = R o .  Ces racines sont developpables suivant les puissances 
entikres et positives de x’, y’, a - aol R - Ro.  

En mettant, au voisinage de w = wo, la quantite 7 1 2  

sous la forme ( 6 1 )  les fonctions HI et H? sont evidemrnent 
holomorphes et nulles pour x’ = y‘ = 0, a =ao, R = Ro, 
tandis que la fonction T est holomorphe et * o pour 10 = W J ~  

et x‘ = y’ = 0, a = a,,, R = KO. On trouve sans peine que 

les termes non ecrits &ant au moins du troisihme degre 
en x’ et en y’. 

Dans le voisinage de w = - wo on aura pour zff 
une forme analogue en changeant seulement en - too- 
Soient Hl’, EL,‘ et T’ ce que deviennent les fonctions HI,  
H2 et T aprks ce changement. 

Maintenant, en utilisant une mCthode analogue A celle 
qui nous a conduit a la formule (66) ,  nous pouvons arriver 
ii ]‘expression suivante 

R = z I H z ~ H 3 + z / U ; , ’ / H 3 ’ + E L 5  . 
Ici les fonctions H3, H3‘ et 8 5  sont holomorphes 

pour e = R‘. Leurs developpements d’aprks les puissances 
de x’ et d e  y’ ne contiennent par suite que des termes d e  
degres pairs. 

Ensuite nous avons, comme la page 374, 
N3 = H3‘ = I&to, < 0 

pour e = R’ c. 2. d. pour x’ = y’ = 0. 

variables r, 7’ du no. 3 au moyen des formules 
Introduisons maintenant au lieu des variables x‘, y‘ les 

faciles ?i deduire. A l’ensemble des deux courbes ( 4 5 )  dans 
le plan des x ,  y correspond dans le plan des x’, y’ la courbe 

et dans le plan des p,  7’ une courbe (C’) ,  dont il est inutile 
d’ecrire 1’Cquation. Cette courbe (C‘) posshde ti l’origine un 
point double, dont les deux tangentes font Ies angles f w o  
avec I’axe des 5‘. Les branches de cette m&me courbe divisent 
le domaine avoisinant I’origine en quatre parties. Nous de- 
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signerons par A(+) la partie environnant l’axe positif des $‘, 
par B(+) la partie entourant l’axe positif des q’ et enfin 
par A(-) et B(-) les deux parties opposCes L A(+) et L B(+’ 

D’aprks ce qui precede, autant que subsistent les 
inegalites (69), la fonction R est donnee dans les quatre 
domaines A(-+), B(+), A(-),  B(-) par quatre fonctions dif- 
fCrentes qui sont, toutes les quatre, holomorphes au voisinage 
de E‘ = q‘ = 0. En Ccrivant sCpar6ment les termes du 
premier degrt! on aura ainsi 

R = - A 
R = - Bq‘+ !& (r,7’) n )) 

+ 9, (p ,  7’) dans le domaine A(+) 

@+’ R = + A ~ + ’ $ 3 1 ( - $ ‘ r ~ , ’ ) ~  a B A(-)  
R = + B7/’ + !p2 ( F ,  - -T I )  B B B B(-). 

Evidemment, dans ces formules, les coefficients A et B 
ne sont janiais negatives. A est d’ailleurs toujours >o, et B 
ne peut s’annuller que si wo = * ‘/2 n, c’est-a-dire si 

I a=- 
I - R‘” 

Retournons enfin aux variables e et g. Autant que les 
inegalites (69) ont lieu, la fonction R peut, au voisinage du 
cercle e = R’, Ctre dCveloppCe en une sCrie de la forme 

R = R, + Rl (R’ - t)’la + R2 (R’ - t)’/l + R3 (R’ - e)”* + . * . . 

Le coefficient Rl n’est jamais positif et ne peut s’an- 

nuller que pour g = + 112 7r si a = I On a donc I - R“’ 
dans le cas des inegalites (69) 

sauf aux deux points exceptionnels, oh les cercles (45) et (46) 
se coupent tous les trois en une fois. 

Dans ce chapitre nous n’avons parle jusqu’ici que de 
la partie seculaire R de la fonction perturbatrice. Mais il 
est possible d’etudier de la mCnie rnaniere les autres coef- 
ficients des developpeinents (4) et (6). On demontre ainsi 
que les coefficients Cvz,,m, (tl 7) et Sm,,m2 ( E l  q) sont holo- 
morphes par rapport aux variables 5, 7, xI et x2 mCme si 
les orbites se rencontrent , si seulement l’inclinaison n’est 
pas nulle. Si au contraire l’inclinaison disparait on choisit 
les variables du no. 3 et on demontre cornme au no. 1 5  
que les coefficients C‘m,~,n,,~ (p, 7’) et S’,;, mz* (5’) 7’) du 
developpement (6) sont holornorphes par rapport aux vari- 
ables F, 7’, xl’ et .x2’ au point = q’ = 0, mCme si les 
orbites se rencontrent. On demontre en mCme temps que 
les fonctions analytiques qui representent ces coefficients C, 
S, C’, S’ doivent Ctre remplacees par d’autres fonctions, 
dks que l’orbite de la comete a traverse l’orbite de Jupiter. 
Dans la demonstration on rencontre au lieu de la fonction 

00 +00 +m 

P ( z )  de la formule (50) une fonction F(n)(z) qui s’obtient 
de F ( z )  en mettant seulement dans son expression (50) 
cos n (d‘ + Y) dd’ au lieu de de‘, n etant un nombre entier. 
Maintenant la thCorie des fonctions 6(”) de Laplace apprend 
que F(n)(z)  est donnee au voisinage de z = I par une 
expression de meme forme que l’expression (54) de I;(.). 
Dans la demonstration on ne rencontrera par suite aucune 
difficulte nouvelle. 

C h a p i t r e  IV. 

Maxima et minima de la partie skulaire 
de la fonction perturbatrice. 

16. Au chapitre 11 nous avons montre que I’intCgration 
des equations ( 1 2 )  des variations seculaires se simplifie beau- 
coup au voisinage d’une valeur maxima ou minima de la 
fonction R. I1 importe donc de trouver les points (e, g) du 
domaine (43) pour lesquels la fonction R atteint ses maxima 
et minima. 

Dans l’etude, que nous avons en me,  il est avantageux 
de distinguer trois cas, caracterises par la position des nceuds 
de l’orbite de la masse infiniment petite: 

1” Les deux nceuds se trouvent L l’interieur de l’orbite 
de Jupiter, de sorte que l’orbite de la comete en restant 
dans son plan peut Ctre reduite au Soleil sans couper 
l’orbite de Jupiter. 

2” Les deux nceuds sont situes I’extCrieur de I’orbite 
de Jupiter, de sorte que l’orbite de la comete en restant 
dans son plan, peut se reduire 5 un cercle infiniment 
grand autour du Soleil coinme centre sans toucher L 
l’orbite de Jupiter. 

3” Des deux nceuds I’un est situC en dedans de, l’autre 
en dehors de l’orbite de Jupiter. Les deux orbites se 
comportent alors comme les anneaux d’une chaine. 

En  traitant maintenant le cas I”, nous commencerons 
par admettre, que le demi grand axe a est une quantite 
petite. Alors il est facile d’etudier completement la fonc- 
tion R, en se servant de son developpement d’aprhs les 
puissances de a. 

Nous partons des formules 

d2 = I + r 2 -  2 r c o s N  
- - I + Y Z  - 2 1  [cos (w  +g) cos 8‘- sin (w +g) sind’cos I ]  

- - 1+r2- z r [pCOS~f+vCOSN]  

oh w signifie l’anomalie vraie de la cornete, tandis que 

p = cos2 ‘ I s /  v = sin2 ‘I2 I 
k,?= w+g+d’  N =  ~ + g - d ’ .  

En employant les formules de Tisserand (Trait6 de 
MCcanique Celeste t. I p. 457) nous aurons le developpement 

m 



les A(n? dependant seulement de p et de v. Les indices i , j ,  n 

n - 1 il - ljl = nombre entier pair 20 . 

'J 
satisfont, comme on sait, A -la relation 

Etant donnee une fonction @, developp& en serie de 
Fourier d'aprks plusieures arguments u, u, . * nous designerons 

[( :)''asin z i w ]  I = o 

P ( i  -- m, i - m - z i  + I ,  e') 

par [@I, 

[@I*,, 
b la partie du developpement, qui est independante de u, et par 

le terine du developpement, qui ne contient ni u ni v, etc. 
Nous avons ainsi 

[Tisserand t. I, page 258, formule (I>,)]. Ici, P ( a ,  48, y, x )  designe, comme toujours, la sene hypergeornetrique de Gauss. 
Enfin, pour i = 0, le facteur, qui multiplie P, est = I *  

L'expression cherchee de la fonction R devient ainsi 

Nous nous servirons souvent des variables 

La fonction R peut evidemment &re developpee en 
serie d'aprks les puissances de x 2  et de y'. Nous p&.ons 

x == c c o s g  y = c s i n g  . 

D'aprks Tisserand (t. I page 458) la fonction A!?' est donnee par la formule 

A'Z?) 2.1 = k:;?)(yv)iP(zi - zm, 2 i  + z m  + I ,  z i  + I ,  v) 

R = R o ~ o + R 2 ~ o X ~ + R o . z y ~ + ' . - .  ( 7 7 )  

Ici les coefficients sont developpables suivant les puis- 
Etant donnee l'expression ci-dessus de R2 sances de az. 

on trouve facilement que 

O h  (zm + 2 i ) I  ( z m ) I  kitm) = 
~ 4 ' ~  ( z i ) !  ( m + i ) I  ( m - i ) !  (m!)' 

Cette formule se simplifie en vertu d'une proprikte des polynames hypergeometriques et peut s'ecrire 

( 7  3) 

1.2 = 1.2 ( Kf)' 4 F ( i - m l i + m + l / z ,  z i +  1,sin21) . (74) 

(7 5 )  



Ies coefficients PZi et QZi etant certains polynames en k2 .  
Apres ces preparations nous allons chercher toutes les 

maxima et minima de la fonction R, en admettant toujours 
que a est une quantite petite. Dans ces recherches un rBle 
capital est joue par une quantite kz0,,,  qui est la racine 
de  I'equation - 

Ro.2 - 0 
3 
5 

qui, pour a = 0, se reduit 21 -. Cette racine peut evi- 

demment &re developpee d'aprhs les puissances de a2, de 
sorte que 

kz0., = - + K 2 a 2 + K 4 a 4 + - . .  ( 7 9 )  
3 
5 

K2,  K,, - . . &ant des coefficients numeriques. 
I1 rCsulte maintenant des formules ( 7 7 )  et (78) que la 

fonction R a une valeur minima ti l'origine x = y = 0, si 

Po., < A2 < I . 
Si au contraire 

o < R' < K2, . ,  

alors R est minimax au point x = y = 0. 
Jhudions maintenant la fonction R au voisinage du 

cercle e = K'. Nous savons dej21 que R a une valeur con- 
stante sur cette courbe. Cette valeur est une valeur maxima 
pour R dans le domaine ( 4 3 ) .  En effet on a, en posant 
e = R' aprhs la differentiation, 

aR . aRo __ - - a"+. . . 
a(,2) 

3 
1 6  Rz = a2- [5 - K' - 5 ( I  - P) cos zg] +. - 

Le membre fr droite est > o, quelle que soit g, si a 

Pour decouvrir toutes les autres maxima et minima 
est assez petite. 

pour R il faut resoudre les equations 

Si a est petite, ce que nous admettons encore, toutes 
les , r a c k s  de  ces equations se trouvent necessairement sur 

sin z g  = o . les axes oh 

En effet, les formules ( 7 1 ) '  ( 7 2 )  et ( 7 4 )  montrent que 
aR 
a, 
- est divisible par le facteur 

a' e' sin' /sin z g . 
Dans le developpement de l'autre facteur d'aprhs les 

puissances de az le premier terme a la valeur 

' 5  
8 .  

_- - 

Cet autre facteur ne peut donc disparaitre, si a est petite. 
Par suite, pour toutes les solutions des equations (80) on a 
necessairement sin 2g = 0. 

Deux cas sont ainsi fr distinguer suivant que 

cos 2R = + I ou c o s z g  = - I . 
Dans le premier cas nous avons d'aprhs les formules 

( 7 5 )  et ( 7 6 )  

Par suite, dans ce premier cas, les Cquations (80) 

Dans le second cas, oa cos zg = - I ,  Ies mtmes 
n'ont aucune solution dans le domaine 0. < e2 < kt2. 

formules nous donnent 

Le membre 21 droite s'annulle dans le domaine o < e2 < I 

seulement en posant 

e2 = E ~ ~ , ~  = I - d" - R2 + c2 a2 + c4a4 + - - (81) 
3 

oh les c2, c4, . . - sont des polynames en 1/2. 
Regardons 1'Cquation 

e20.2 = o . 
E l k  est satisfaite en posant 

3 
5 

k2 = k'a = - f &'a2 + &'a4 +. . . . 0.2 

Par suite, quand K 2  croit vers R'20.2, les deux solutions 

x = o y = f eo.2 

- = - -  - des equations aR aR 
ax a, 

coincident avec la solution d6ja Ctudiee 

x = y = o .  

I1 faut donc que I'equation 

Ro.2 = 

0.2 = Kao.2 . 
soit satisfaite pour K2 = k'20.2. On a donc 

klz - 

11 nous reste 21 examiner, si a u  points 
z 
2 

g = f - e = eo.2 

la fonction R est maxima ou minima. ~~ 

La formule 7 2  montre que ~ est divisible par le 
facteur 

a2 sin' I- c4  . 
En posant cos zg = - I dans le dCveloppement de  

I'autre facteur d'aprhs les puissances de a2, le premier terme d e  
25' 
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‘5 ce dkveloppement devient + - en vertu de l’expression (76) 

de Re.  On a donc - > o au point (82 ) ,  si R‘ < k20.7.. 

Ensuite on a tvidemment __ - - o en ce point. 

a2R 4 

age a2R 

at ag 
Enfin l’identite 

a2R 
montre, que __ est divisible par a2e2  au point (82). E n  

posant cos 2g = - I dans le dtveloppement de  l’autre 
facteur suivant les puissances de a*, le premier terme de  
ce developpement devient 

15R2 : ( I  - e2)3. 

Ee2 

azR 
On a donc aussi 7 > o au point (82) si R? < R20.2 

Par suite la fonction R est minima au point (82). 

Cela ttant, nous pouvons enoncer comme demontrCe 
la proposition suivante : 

Si a e s t  p e t i t e  e t  R20.2 < k 2  < I, l a  f o n c t i o n  R 
posshde  d a n s  l e  d o m a i n e  (43) u n e  s e u l e  v a l e u r  
min ima ,  s i t u e e  a u  p o i n t  e = 0.  - Si a u  c o n t r a i r e ,  
a e t a n t  p,etite, o n  a o < R2 < R20.2, a l o r s  R a line 
min imax  a l ’o r ig ine  e t  s e s  s eu le s  v a l e u r s  m i n i m a  
d a n s  l e  d o m a i n e  (43) aux  d e u x  p o i n t s  s y m e t r i q u e s  

g = f - ,  e = eo.2. - E n f i n  la  v a l e u r  c o n s t a n t e ,  

q u e  p r e n d  R sur le c e r c l e  e = R‘, e s t  s a  p l u s  g r a n d e  
va leu r  d a n s  l e  d o m a i n e  (43); e t  i l  n’y a p a s  d ’ a u t r e s  
v a l e u r s  max ima  p o u r  R d a n s  c e  domaine .  

ae2 et si a est petite. 

7r 

2 

Les figures ci-dessous montrent la nature des courbes 
R = const. 

Figure 6. Figure 7. 

R2,., < R‘ < I 

17. Admettons maintenant que le demi grand axe a 
prend des valeurs plus grandes et quelconques, sans que 
neanmoins l’orbite de  la masse infiniment petite coupe celle 
de Jupiter. Alors il est encore possible de  montrer (par 
calcul numerique) que la fonction R a une valeur minima 
a l’origine x = y = 0, tant que 

R20.2 < k3 < I . 
La quantitd RZ0:2J fonction de  a, qui pour des petites 

valeurs de a est donnee par le dtveloppement (79), augmente 
avec a et atteint probablement la valeur R%., = + I  pour 

Pour le voir il faut developper R en s6rie de  puissances 
de  x2  et dey2  et Ctudier les signes des coefficients R2.0 et Ro.2 
de  ce dtveloppement 

o < R2 < R20.2 

a =  I. 

R = Ro.o + RZaO xe + R0. ,y~  + ’ ‘ * . (77) 
Nous montrerons d’abord comment les quantites R7..-, 

et ROa2 peuvent &re exprimtes au moyen des coeflicients 
et 2“ des developpements: 

[ I  +a2-  2 a ( p c o s ~ + v c o s ~ ) l - * ’ *  = P O +  ~ C I . O ~ ~ S M +  2 c 0 . ~ c o s ~ + 4 c ~ . ~ c o s ~ c o s ~ + . . .  

[ I  + a2 - 2 a (p cos M +  v cos N)]-”* = eO.0 + 2c’*ocos M +  2e0.1 cos N +  4e1.1 c o s ~ c o s  N + -  * * 

Dans ce but nous partirons des formules bien connues 

.d2 = I + y2 - 2 r [cos (w + g) cos 8’ - sin (w + g) sin 8’ cos I] 
I = u - e s i n u  r = a ( 1  - e c o s u )  r c o s  w = a ( c o s u  - e) r s i n w  = a V r  -ec‘sinu 

2% ZIT 2x 7.x 

On a comme toujours 

0 0  0 0  

R 
v z  ’ 

cos I = 

Enfin p et v seront definies par les relations 
p + v =  I p - v = R .  

En posant g = o nous trouverons l’expression de  R2.0. En effet, on a dans ce cas 

En mettant 
n2 = I + ( I  - G cos - a [p c~~ (. + e’) + c~~ (U - el) - c cos 8’1 . 

no2 = I + a2 - 2 a [p  cos (U + 8’) + Y cos (U - e’)] 
on en dkduit facilement le developpement 



3135 4392 386 

n 

Dans 

Cette 

On a 

1 cosu a'cosu a cos 8' 
- +7-- 

A0 A0 4 no 
I - ecosu  - ~tr(-- 

3 a2 cos' u + e' (- Y T z -  a cos u CQS 8' 3 a' cosp I a3 cos u cos 5' 3 a' ~0;~' 5 ' )  + +--- +- + . * .  . 
A0 2 AO5 ~~5 2 

I'expression (83)  de R nous introduisons de nouvelles variables d'inttgration par la substitution 

expression devient alors 
M =  u+8' N = u - 5 ' .  

zx 2n 

aussi 

d M d N .  
- I j"j-I- e c o s u  

A 7 r 2  n 
0 0  

2 COS'U = I + cos ( M +  N )  2 ~ 0 5 ~ 8 '  = I + cos ( M -  N )  2 C O S U C O S ~ '  = COSM+ C O S N  . 
I1 est facile maintenant d'effectuer les integrations dans la formule (84). Le coefficient de e2, qui d'aprks ( 7 7 )  

n'est autre chose que R2,0r aura la forme 

2 (85) 
Rz,o = - - 3 ( p . 0  + , , . I )  + La ( , I . ,  + p . 1 )  + - - 2  3 (I + .') ( p . 0  + - a,3 3 (,I., + eo .I )  . 

4 4 

IT 

2 
Pour trouver l'expression de Ro,2 mettons g = -. On a alors 

A2 = I + a? ( I  - e cos a)' + 2 a [ VI - e2 sin u cos 5' + (cos u - e) sin 5' cos I] . 

21 = u'--. 7r 

2 

Posons 

I1 vient alors apres dtveloppement 

A' = Aoz + e [ - 2 a3 sin u' - 2 a k sin 8'1 + e2 [a' sin' u' + a cos u' cos 8' + a h  sin a' sin 8'1 + - - - 
Oh A02 = I 1- a' - 2 a [p cos (24' + 8') + Y cos [u' - el) ]  . 

On en deduit ensuite 
I - e sin u' - I sin u' a? sin u' I a k  si; 8') + - -+e(--+- A 0  A0 

A A0 JO 

3 a2 sin2u' 3 a k  sin u' sin 8' I a cos 21' cos 5' 3 a' sin' u' ash  sin u' sin 5' 3 n2kz sin28') +. . . . +- ( 2 A03 2 A 0  2 4 ) s  2 AO5 + 3 d05 2 ,405 +- -+ e2 - - ____ - - _____ - 

En introduisant les 

l'expression de R devient 

On a aussi 

nouvelles variables 
M = u' + 8' N = u' - 8' 

ax 21: 

d M d N .  
- I JJI - esinu' 

47r?0 n 

2 sin2 u' = I - cos ( M +  N )  2 sin u' sin 5' = - cos M + cos N 
2 cos u' cos 8' = 2 sin2 8' = I - cos (AT - N )  cos M + cos N . 

Apres avoir effectue les integrations dans la formule (86) on trouve enfin pour Ro.2 la forme suivante 

I ) - - a  (cI.0 + COJ)  (,LO - p . 1  - L a 2  ( p . 0  - c I . I )  + --ak 3 

+ --.a 3 ( p . 0  - e I . I  

4 4 4 Ro.2 = 

( 3 &i& eI.o - ,,.I) + 3 & 2  eO.O - , I . , )  . 
4 1 - 1  ( 4 

Les formules (85) et (87) se simplifient en vertu des formules de recurrence 

3 C O . O  + 6 I . l  = 3 ( I  + a') (e0.' - el.') - 6 a (p - Y) (ex.' - e0.') 

3 + ,'.I) -- C 1 . I  - - 3 ( I  + a') (e0.O + , ' . I )  - 6 a  (p + Y) 
hciles h verifier (voir: Jacobi, Gesammelte Werke Bd. VI, S. 140). 
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Les coefficients ci.' et i.' peuvent ewe developpes en 
d r i e s  de puissance de a pourvu que la( < I .  (Voir: Poincare, 
LeFons de MCcanique celeste, t. 11, p. I I I). On pourrait 
donc developper R2.0 et Ro.2 de la mCme manihre. On aurait 
mCme pu trouver ces developpements d'une maniere plus 

Nous obtenons ainsi finalement 

simple en partant du developpement ( 7 2 ) .  Mais les series 
obtenues de cette manilre convergent trop lentement, quand 
a est voisine de  I'unite. 

I1 vaut mieux de  commencer par le calcul des quan- 
tites b'.', definies par le developpement 

L 

' (89) 

co.o + cI.I = + E(b0.0 - 3bI.I) - 2 (b1.0 + b0.1) 
a (E' - 4) 

a ( ~ 2  - 4R2) 
co,o - c I . I  - E (b0.O + 3bI.I) - 2 k ( b l . O  - b0.') 

cI.o + co.I = 

- 

(b0.0 - 3p) - & (b1.0 + b0.1) 

a (&Z - 4) 

a ( ~ 2  - '4 P) 

3 a  (&' - 4kS) 

cI.o - co.l  - z k  (b0.O + 3b"') - 6 ( b l . O  - b0.') - 

eO.O - eI . I  - & ( 3  c0.0 4- C I . 1 )  + 2 K (61.0 - P I )  - 

(voir: Jacobi, Gesammelte Werke Bd. VI, S. 142). 
En effet, les developpements pour bi.' convergent beaucoup plus rapidement que ceux qui donnent ci.', ei.', - - -. 
Voici maintenant comment nous avons calcule b 0 . O ,  bl.O, b0.' et b'.'. Des formules de Tisserand (Traite de  

Mecanique celeste, t. I pages 444, 447) on deduit inimediatement les developpements 
00 m 

m= I m= I 
m 

m= I m= I 

Ici les b(2)sont les coefficients de  Laplace. Enfin les relations (c), (d), (e) de Tisserand (loc. cit. pages 447, 452, 
456) feront connattre entilrement les quantites Q'T?, qui dependent seulement de p et de v, c'est-A-dire de K. Les 

2.1 formules de  Tisserand sont 
2 Q(n) = R(n) -An,-') 

' J  ZJ Z J  (4 
I f J  2 2 I i+ I ,  v) (4 

) (" + i + j )  (" - i +i 
2 2 c(n? = 

f J  [n(i)l"n("+'--i)n("- i-i 
2 2 

Oil  n(s) = 1 ' 2 . 3  - . - s = s !  . 
Le calcul des polynames de Jacobi, qui apparaissent dans la formule (d) est simplifiC par certaines formules d e  

recurrence h trois termes reliant ces polyndmes. 
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R2,0 

Ro,2 

C'est au moyen des formules (88), (89), ( 9 0 ) ~  (c), (d), (e) que nous avons calcule le tableau ci-dessous donnant 
3 2 . 0  et Ro.2. 

II II 

oo t 0 . 1 6 6 5 9  
10 +0.16389 
2 0  +o,15669 
30 +0.14709 
40 +0-137'5 
5 0  +0.12826 
60 +o.r2113 
7 0  +0.11601 

90 +o.11193 

o +o.r6659 
10 +0.14645 

30 +0.03086 
40 -0.03001 
50 -0.07988 
60 -0.11687 
7 0  -0.14178 
80 -0.15602 
90 -0.16064 

80 +0.11295 

2 0  +0.99494 

0.5 

+0.32 2 56 
+0.3 I 230 
+0.28684 
+ 0 . 2  5 64 5 
+ 0 . 2  2 844 
+ 0 . 2  05 7 9 
+o.r8899 
+O.I 7 7 58 
+ 0 . 1 ~ 1 0 0  

+o.r6886 

+0.32 256 

+O.I 5 2 18 
+ 0 . 0 2 7  I I 

-0.07260 
-0.14268 
- 0.1 887 6 
- 0 . 2  I 7 2 0  

- 0.232 56 
- 0 . 2  37 42  

+0.27094 

a 
0.6 

+ 0.62 800 
+0.58906 
+0.50394 
+0.41859 
t-0.35143 
+ 0.303 2 7 
+ 0 . 2  7038 
+ 0.249 2 7 
i - 0 . 2  3 7 49 
+0.23370 

+ 0.6 2800 
+0.48429 
+ 0 . 2  I 04 I 
- 0.0 I I 29 
- 0.1 5035 
- 0.23 149 
- 0 . 2  7805 

-- 0.3 I 740 
- 0.32 145 

- 0.304 I 5  

On voit de ce tableau (oh 1, signifie arccosk) que 

4 . 0  > 

o < a l o . 9  O < P <  I .  
quand 

I1 est m&me vraisemblable que reste >o, autant 
que o < a %  I .  

I1 apparait aussi que l'equation Ro,2 = o definit une 
fonction de a, qui augmente avec a (au moins tant 
que a S 0.9) et qui prend la valeur Po., = + '15 pour 
a = o et probablement la valeur kz0,, = + I pour a = I .  

On a enfin Ro,2 > o quand kz0, ,  < k2 < I et Ro,2 < o 
quand o < k2 < kz0., . 

I1 est facile de calculer des valeurs de la fonction k0,, 
ou bien de la fonction Zo.2 = arccos ko.2 en partant du 
tableau donnant Ro.2 et en se servant des methodes or- 
dinaires d'interpolation. Nous avons trouve ainsi les chiffres 
d u  petit tableau ci-joint. 

a 4 . 2  

0.0 3902 . .  . .  
.. . .  

0.4 34.9 
0.5 32.4 
0.6 29.4 
0. I 2 5 . 7  
0.8 20.9 
0-9 14 

La fonction k0,, ttant ainsi definie, nous pouvons 
Cnoncer le theoreme suivant : 

0. 'I 

f 1 . 3 2 0 0 3  
+I.I5399 
+0.86804 
+0.64958 
+ 0.508 54 
+0;4I95 2 

+0.36345 
+ 0.3 29 I 7 
+0.3 106 I 
+0.30474 

+ 1.32003 
+0.85034 
+ 0 . 2 2 0 5 0  

- 0.1 I 793 
-- 0 .2  7 365 

- 0.38200 
.-0.34655 

-0.39946 
- 0.40 7 5 3 
- 0.40989 

0.8 

+3.3769 
+2.4508 
+ 1.4643 
+0.9 5 9 I 
t o . 6 9 8 2  
+0.5518 
+0.4658 
+O.4154 
+0.3888 
+0.3804 

+3.3769 
+ 1.3829 
+ 0.05 5 4 
-- 0.32 7 2  

- 0.4449 
- 0.4840 
-0.4967 
-- 0.5001 
- 0.5006 
-0.5006 

0.9 

+ 14.81 9 
5.614 

+ 2.359 
+ 7.344 
+ 0.915 
+ 0.697 
+ 0.576 
+ 0.507 
+ 0.471 
+ 0.460 

+ I 4 8 7 9  
+ 1.276 
- 0.466 
- 0.648 
- 0.657 
- 0.638 
- 0.619 
-- 0.604 
- 0.596 
- 0.592 

o la f o n c t i o n  R a un ... 
min imum,  s i  k2,,, < k2 < I ,  et  un  min imax ,  si 

o < k 2  < ks0,,.  

En rapprochant ce resultat A celui du no. I X  nous 
pouvons Cvidemment exprimer le theoreme en question de 
la manilre suivante : 

A d m e t t o n s  q u e  l ' e x c e n t r i c i t e  d e  I ' o r b i t e  d ' u n e  
masse  in f in in i en t  p e t i t e  e t  i n t e r i e u r e  i la p l a n e t e  
p e r t u r b a t r i c e  e s t  p e t i t e  A u n  m o m e n t  d o n n e ;  p o u r  
q u e  c e t t e  e x c e n t r i c i t e  r e s t e r a  t o u j o u r s  p e t i t e  i l  f a u t  
e t  i l  suf f i t  q u e  

Dans cet enonce nous avons neglige la masse pertur- 
batrice et le carre de  I'excentricitC. 

18. I1 serait interessant de connsltre A quelles valeurs 
l'excentricite pent croitre si l'inclinaison de l'orbite B un mo- 
ment quelconque depasse la limite 10,2. Cette question, assez 
difficile en general, se simplifie si le demi grand axe est 
petit. Soient donc a, I ,  f ,  g les elements d'une orbite (on 
plus exactement les parties seculaires de  ces tlements); et 
admettons que a' peut &tre negligee par rapport B l'unite- 
En  ne conservant dans le developpement (15) que les deur 
premiers termes, et &ant donnee l'expression (76) de  R2, les 
relations entre I ,  e, g peuvent s'ecrire de  la maniere suivante 

I < 10.2 * 

R2 = cos2 I ( I  - e') 
h = ( 2  - 3s in2 I )  ( 2  + 3 2 )  + 15sin'Z-eZ-cos 2g 

Puisque a est petite, la formule (79) nous donne 
oh k2 et h sont deux paramltres constants. 

Po., = 3 .  
5 
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Admettons maintenant que 
3 cos2 I < - 
5 

c’est-B-dire que I > 39’ 14’- - . On aura alors aussi K 2  < R2,, ,  . 
La courbe que decrit le point dont les coordonnees polaires 
sont e et g aura donc le mCme caracthre que l’une des 

courbes de la figure 7 de  la page 384. Pour g = f - 

l’excentricite atteint sa plus grande valeur E, donnee par 
la plus grande racine de  l’equation 

7r 

2 

1 - 1 - 4 6 2  
I - x2 

- 2 - 18B2 + 6 k 2  = h .  

E sera donc une fonction de 4 de e, et de g. Fixons l’in- 
clinaison I (>  39’ 14’) et cherchons la plus petite valeur Em 
de E, quand e et g prennent toutes les valeurs possibles 
entre les limites 

O l C l I  0 S g l 2  7r . 
7r 

Admettons que E = xflz pour e = eo , g = go * & - . 
Cela est impossible. Fixons, en effet, c = eo et faisons 

varier g vers -. Alors R2 reste constante, tandis que h 

prendra pour g = - une valeur plus petite que sa valeur 
pour g = go. 

7r 

2 
7r 

2 

Maintenant nous avons 

E2 > e20,2 = I - 1/ k2 
puisque 

3 

(voir le no. 1 6  et la fig. 7 ) .  La valeur de E correspondant 
C. 
I L  2 e = eo, g = - serait donc plus petite que Em ce qui 

est absurde. 
Pour obtenir Em il faut donc supposer cos 2g = - I .  

L‘equation pour E devient alors, apres 1’Climinatiun 

2 

de  k2 et h, 
I + 4 J P  

- 2 -  I ~ E ~ + ~ c o s ~ I . ( I - c ~ )  + 
I - E2 

+ 2 - 6 c o s 2 1 -  6 e 2 ( -  3 + 4 c o s 2 1 )  = o . 
Aprhs transformation cette equation peut s’ecrire 

6 
I - E2 

En choisissant toujours la plus grande racine nous 

si 

(P -- 2) ( 3 x 2  - 3 + 5 cos2I)  = 0 . 

5 5 
3 3 

5 
3 

aurons 
x2 = I - - cos2 4 

E2 = e3 , si c2 > I - - COS’I . 

c2 < I - - c o s 2 1  

et 

11 s’ensuit aue im = V I  - - c o s 2 I .  5 
3 

C’est la limite que l’excentricite atteindra necessaire- 
ment par suite des perturbations seculaires, si l’inclinaison 
de l’orbite depasse B un moment quelconque 39O 14’ (en 
supposant que a est trhs petite). 

Nous donnons ci-dessous quelques valeurs numeriques 
de la quantite 6, : I 

40’ 0.148 
45 0.408 

55 0.67 2 

f i m  

5 0  0 . 5 5 8  

6 0  0.764 
7 0  0.89 I 
80 0.915 
9 0  1.000 

On voit que E,, augmente rapidement, dks que Z de- 
passe . 

19. Parmi les asteroldes, en nombre de 665, dont les 
ClCnients se trouvent au Berliner Jahrbuch pour l’annee x9 I I ,  

il n‘y a que six pour lesquelles la quantite 

= arccos (Vr - e2 cos I )  

(2) )  (183), (473)s (5311, (582L  (594). 

I, = 3800 4 . 2  = 3273 pour (594) 
4 = 36.7 4 . 2  = 37.5 pour (2) 

depasse la limite Voici les planetes en question 

On a ainsi 

tandis que pour les autre quatre planktes la difference 1, -- I,.* 
est moins considerable. 

Pour les deux planktes (594) et (2)  l’amplitude des 
perturbations seculaires de l’excentricite doit stre consjdh-able. 

En  ce qui concerne les cometes periodiqiies il doit 
&re mentionne que la quantite 1, -- Zo.2 est en general >o. 
C’est seulement la comkte Tempell qui fait exception. On 
a, en effet, pour cette comkte 

I. = 25P9 = 26P9 . 
Nous allons faire ici une remarque importante au point 

de vue de l’evolution du systhme planetaire. Admettons qu’il 
y a dans l’espace une resistance contre le mouvenient. I1 
est bien connu qu’elle aura pour effet de rendre les excen- 
tricites (et les grandes axes) de plus en plus petites pour 
enfin les reduire 2 zero. Mais alors, en vertu de ce qui 
preckde, l’eset combine de la resistance et des perturbations 
seculaires d’une plan& exterieure sera necessairement d e  
diminuer aussi les inclinaisons et de les abaisser plus ou 
moins au-dessous de  la limite Ensuite, si la resistance 
est plus grande contre le mouvement retrograde, les parti- 
cules qui tournent dans le sens indirect seront plus tat tirCes 
vers le Soleil que les autres. I1 arrivera ainsi un moment 
quand la nebuleuse primitirement caotique aura, B l’interieure 
d’une masse perturbatrice et dominante (Jupiter), I’aspect 
que presente actuellement notre systeme solaire. 

2 0 .  Nous avons demontre au no. 16 que la fonction R 
posshde des valeurs minima en deux points symetriques 

y = C eo.2 x = o  
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si a est petit et si 
R0.2 O . 

Ces minima, existent-ils pour des valeurs quelconques 

I1 ne m’a pas rtussi A le demontrer generalement. 
Mais je dernontrerai maintenant que, a ayant une valeur 

quelconque, ces minima sur I’axe des y existent, si K’ est 
assez petit. 

En effet, l’expression de R peut s’ecrire, en vertu des 
formules (44) et ( 5 0 ) ~  de la maniere suivante 

de  a, quand l’inegalite ( 9 2 )  est satisfaite? 

2 x  

n 
2 

Ensuite, pour g = f -, nous avons, d’apres la 
formule (48), 

4 Y l  

( I  4- Y2)2  
=‘L - - (sin2 w + cos’ Z C O S ~  w)  

Nous regarderons a comme une quantite fixe, mais 
arbitraire, et K comme une .infiniment petite du premier 
ordre. Nous poserons enfin 

et inversement 

en adrnettant que e est fini et different de zero. 

eK , - p2 = 

e = 1 / I - e k  
7c 

2 
-4lors, pour g = % -, la quantite z2 est infiniment 

petite du premier ordre et peut Ctre developpee pour toutes 
les valeurs reelles de l’argument u, d’apres les puissances 
de K. En mettant pour simplifier 

@ = --2 
I + a2 ( I  - cos u)‘ 

7x 

2 
nous aurons, pour ,y = + -, 

4 a2. a?.( e sin2 u + (cos u - 112 > .  K + . . . zF = 
e 

Dans la formule (93) ,  donnant R, la fonction P(z )  
est une sene hypergeometrique en zs [voir la relation (52 ) ] .  

La fonction R peut donc, pour g = f -, Ctre de- 

Les premiers termes 

iT 

2 

veloppee d’aprhs les puissances de K. 
de  ce developpement sont faciles A deduire. On obtient 

en posant 2x  

R 0 = LJ@’ln ( I  - cos u) du 
2 7 c  

0 

+ 3a” J-@’I’ sin2 u ( I  - cos u) du 
87c 

0 

2x  

Q = gJ’@s/a ( I  - cos u)3 du , 
876 

0 

Q est une quantitC positive. Dans l’expression de P 
le second terme est evidemment positif. Le premier terme 
l’est aussi, car la quantite positive @ diminue avec cos u. 
On a donc P > 0, Q > 0. 

I1 est facile maintenant d’obtenir une solution de 
l’equation aR-. - 

a t  
7r 

2 
quand g = f -. En introduisant e au lieu de e et en 

developpant suivant les puissances de R, cette equation devient 
en effet 

les Al, A$, . . . etant des polynames en e et L. Elle a 

une racine positive developpee suivant les puissances de K, 
et se reduisant A V Q  : P, quand K = 0. 

e 

Par suite les equations 

_- aR - - 
at  % 

a!? - - 
sont satisfaites en posant 

76 

Le demi grand axe a &ant fix6 arbitrairement, la sCrie 

Je dis maintenant que l a  f o n c t i o n  R es t  min ima  
donnant co,2 converge, si K est assez petit. 

76 

2 
a u  p o i n t  e = c ~ , ~ ,  g = f--, s i  k e s t  assez  pe t i t .  

On a, en efiet, dans ce point 
2 aR 4 e 2  a2R 

at2 K a ,  K~ 8e2 
aeR---- - +-- 

Enfin, &ant donnee les formules (48) et (93), on ob- 
iT 

2 
tient sans peine pour g = -C - 

26 
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En y mettant 
r2 sinz w = uz (I - ez) sin2 u 

r4 cos' zu = uz (cos u - e)2 
RZ 

sinz( = I -~ 
I - ez 

cette formule devient, aprks developpement et en n'y ecrivant 
que le terme independant de R, 

Par suite au point (94) la fonction R prend en effet 
une valeur minima, si R est assez petit. 

Pour de petites valeurs de u la quantite eo,2 de la 
formule (94) peut Cridemment &re developpee suivant les 
puissances de a'. Le developpement ainsi obtenu coincide 
avec celui que donne la relation (81). En effet, nous avons 
vu au no. 16, que cette formule (81) donne tous les minima 
de  la fonction R, quand a et R sont petits. 

Nous pouvons appliquer le resultat de ce numero en cal- 
culant d'aprks le no. I o les series de M. Lindstedt, qui existent, 
quand Ies elements se trouvent dans le voisinage des points 
(94). Les orbites correspon,dantes appartiennent A une certaine 
classe de cometes it mouvement stable. Dans ces orbites le 
demi grand axe est arbitraire ; l'excentricite est pres de l'unite ; 

la distance du perihelie au nceud est voisine de I+ -; l'in- 

clinaison est considerable ; enfin le paramktre a (I - e') est 
petit, de sorte que les deux nceuds se trouvent a l'interieur 
de l'orbite de Jupiter. 

2 I. I1 serait peut-&re interessant d'appliquer les resultats 
du numero precedent fr un cas de la nature. Nous allons 
donc calculer la quantite eo.2 en partant des valeurs de a 
et de R,  qui appartiennent a la comkte de Halley. 

z 
2 

Le demi grand axe de l'orbite de cette coniete est 

I 7.9676. 
C'est la moyenne tiree de toutes les apparitions de la comete 
depuis 1378 jusqu'a 1835. (Voir J. G. Galle, Verzeichnis 
der Elemente der bisher berechneten Kometenbahnen.) En 
choisissant comme unite de longueur le demi grand axe de 
l'orbite de Jupiter nous obtenons donc 

u = 17.9676: 5 . 2 0 2 8 0 0  = 3.45345. 

Pour calculer approximativement le parametre R nous 
partons des elements osculateurs suivants, dus il. h.I. Rosen- 
berger (voir loc. cit. p. 5 0  et 5 1  et A. N. 13, p. 7 2  et 95) 

argument du perihelie I I O O  37' 59" equinoxe moyen de 1835 
longitude du nceud 5 5  9 47 Novembre 15.94542 t .m. 
inclinaison 162 14 43 1 de Paris 
excentricite 0.967 3881 9 . 

En rapportant les elements au plan invariable du sy- 
stkme solaire et en prenant pour l'inclinaison la valeur de 
l'angle aigue, nous avons obtenu 

I = 18'47'44. 
g = 114 2 7  26 . 

On voit que g n'est pas tres eloigne de 90'. 
Les valeurs indiquees pour c et Z nous donnent pour 

K et k' les chiffres que voici 

R = 1/1 - e2 cos 1 = 0.239789 

= 0.970825. R' = I/I-&R" 
Puisque R n'est pas trks petit nous n'avons pas 

employe le developpement (94) pour calculer eo,2. Nous 
avons prefere de determiner cette quantite en calculant au 
moyen de  quadratures mecaniques un certain nombre de  

iT 

2 
valeurs de la fonction R sur l'axe, oh g = -. La valeur 

de e, qui rend R = minimum, est la valeur cherchee de eo,2.  

Dans ces calculs nous nous sommes servi des formules 
(48), (51) et (53). Le champ d'integration a ete divisC de 
10' a 10'. Pour le calcul de l'integrale elliptique complCte de 
la premikre espkce les tables de  Legendre ont ete employees. 
Voici les valeurs de R ainsi obtenues 

e 
0.86 
0.88 
0.90 
0.9 2 

0.940 
0.944 
0.948 
0.9 5 2 

0.956 
0.960 
0.964 
0.968 

R 
0 . 2  76633 
0.270214 
0 . 2  639 53 
0.258338 
0.253932 

0.252861 
0.252609 
0.2 5 2639 

0.253301 

0 . 2  53 1 37 
0.254408 
0 . 2  5 1389 

On trouve de ces nombres au rnoyen de calcul d'inter- 
polation que 

eo.2 = 0.9537 . 
C'est donc une valeur assez voisine de l'excentricite 

actuelle de l'orbite de la combte de Halley. 

2 2 .  Nous allons maintenant etudier les maxima et les 
minima de la fonction R dans le deuxikme cas de la page 378. 

Nous admettons d'abord que est une quantitC petite. Alors 
a 

il est facile d'etudier complhtement la fonction R en se servant 

de son developpement d'aprks les puissances de L. 
Nous ferons l'usage des notations du no. 16. 

a 

En partant des formules de Tisserand y citees on deduit immediatement le developpement 
m 

:f - 1' = 2(97z+1, )JA:?cos [(i + j )  ( w  + g) + (i - j )  S'] 
71=1 
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d’ou suit 

Oh 

D’apr6s les formules de Hansen (loc. cit.) nous avons ensuite 

[voir: Tisserand, t. I, page 2 5 5 ,  formule (D2’)]. 
L’expression cherchee de la fonction R devient ainsi 

en posant 

I1 faut remarquer que 
- ( zm+I) ,  zm - 

XO - - 

(voir: Tisserand, t. I, page 2 5 5 ) .  

Nous ecrirons le developpenient (96) de  la manihre 

(97) 
suivante R = R’, a’s + Rt5 ~ ‘ 5  + . . - .  

En partant des formules (73), (74), (95) et en intro- 
duisant dans la seconde 

il est facile de donner les expressions des coefficients f 1 3 ,  
RIG; . . 

On trouve ainsi 

En developpant encore suivant les puissances de x2 et de y2  nous poserons 

R = R’o.o + R’2.0 x 2  + R’0,2 y 2  + * - - . (99) 

Ici les coefficients sont developpables suiyant les puissances impaires de a‘. h a n t  donnees les expressions ci- 
dessus de R’, et on en deduit facilement que 

R’2,0 = - - ( I  - 5 k 2 ) a r 3 + - ( I  45 

( I  - 5 , 4 ’ ) ~ ’ ~ + - ( 2  45 

- 1 4 K ~ + 2 1 k ‘ ) a ’ ~ + P ~ ’ a ’ ~ + . . .  

- z z k 2 +  2 8 k 4 ) a r 5 + Q 7 ’ a r 7 + - . .  . 
16 256 

16  256 
R’0.2 = - - 

Zci les coefficients P‘zj+I et Q’2i+I sont certains 

Dans les recherches que nous avons en vue il importe 
polynarnes en k2. 

d’etudier les equations 
R‘2,0 = 0 

et R’o,2 = 0 .  

Soient k’L’z,o la racine de la premiere, et k’20,z la racine 
de la seconde de ces equations, qui pour a’ = o se reduit 

1 -. Ces quantites peuvent se dCveIopper d’apr6s les puis- 
5 

sances de ur2. On trouve facilement 

I 

I ( I o o )  I 

On a donc pour des valeurs petites de a’ 
K‘2, , ,  < K’20,2 . 

Nous allons maintenant chercher tous les maxima, 
minima et minimaxima de la fonction R, en admettant, que 
a’ est une quantite petite. 

h d i o n s  d’abord, comment se comporte la fonction R 
au voisinage de l’origine x = y = 0. I1 resulte des forinules 
(99) et (100) que dans ce point la fonction R est 

26. 
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minima, si R'zo.2 < kz < I 

minimaxima, si R'22.0 < R2 < k'zo,2 
maxima, si o -<- R' < K",,, . 

Gtudions maintenant la fonction R au voisinage du 
cercle e = R'. Nous savons dCjA que R a une valeur con- 
stante sur cette courbe. Cette valeur est une valeur maxima 
pour R dans le domaine ( 4 3 ) ,  si etant donne R > 0, on 
prend a' assez petit. En  effet, en posant c = R' aprhs la 
differentiation, il vient 

Le membre h droite est > 0, quelle que soit g, si a' 

Pour decouvrir tous les autres maxima, minima et 
est assez petit. 

minimaxima pour R il faut resoudre les equations 

Si u' est petit, ce que nous admettons toujours encore, 
toutes les racines de ces equations se trouvent necessairement 

sin 2 g  = o . sur les axes oh 

aR 
a, 

En efiet, les formules (74), (95) et (96)  montrent que - 
est divisible par le facteur 

a'; e' sin? 1 sin 2 g , 

Dans le developpement de l'autre facteur d'aprhs les 
puissances de a'' le premier terme a la valeur 

Cet autre facteur ne peut donc pas disparaitre en m&me 

pour laquelle nous avons le de- temps que la derivee ~ 

veloppement a ( 2 )  ' 

Par suite, pour toutes les solutions des equations (102) 

En etudiant la premiere des equations (IOZ), deux cas 
on a necessairement sin 2g = 0. 

sont a distinguer suivant que 

c o s 2 g  = + I  ou c o s 2 g  = -1 . 

Pour chacun de ces deux cas la fonction aR est de 
la forme a(,?) 

Dans les deux cas le terme du troisihme degrC en a' 
est le meme, mais les termes de degre superieur sont dif- 
ferents pour -1es deux cas. &ant donnee la forme generale 

les coefficients R'2m+I des formules (96 )  et (97) ,  on voit 
mmediatement que le coefficient, qui multiplie a r Z m C 1  dans 

e developpement de ~ sera de la forme a ( 2 )  ' 
- 37n - '1, 

( I  - c') %n+ I 

K27n+, etant un polyname en R' et en e'. 
On peut conclure de ce qui prechde, que les equations 

,102) ne possedent dans le domaine (43 )  que les quatre 
iolutions suivantes 

g = 0 ou m 1 

:n supposant toujours, bien entendu, que, R? &ant fixc, a' est 
mez  petit. (Nous n'avons pas donne ici tous les details 
iu  calcul trhs CIementaire.) 

La quantite e"2,0 n'est pas toujours positive. En  effet, 

:lle s'annulle pour une certaine valeur de R3 voisine de -. 
- 5 

joit maintenant - R2 une racine de 1'Cquation c'22.0 = 0. Je 
iis que R2 coincide necessairement avec la quantite #22.0, 

p i  annulle le coefficient R'2,0. E n  effet, quand R' passe 
a valeur R2, les deux solutions 

I 

- 

x - e'2.0 y = o 

aR aR - 
ax a, 

des equations 
- -- - -- 

coincident avec la solution deja Ctudiee 
x = y = o .  

I1 faut donc que R' annulle le coefficient R'2,0 et que 
par suite R 2  coincide avec la quantite RIP2,0, donnee par la 
premihre des formules ( 10 I ) .  

De la mCme manihre on demontre que la quantite 
R'Z0,2r donnee par la seconde des formules ( 1 0 1 )  est la 
seule racine de I'equation 

- 

- 

,la - 
0 . 2  - O - 

11 nous reste h examiner si aux points (103) et (104)  

La formule (96)  montre que y est toujours divisible 

la fonction R est maxima, minima ou minimaxima. 
a8R 

par le facteur 8,- 
ar5 sin' I. e' . 

Dans le developpement de l'autre facteur d'aprhs les 
puissances de a'" le premier terme devient 

aux points (roq), si a! est assez petit, et si le point en 
question ne coincide pas avec le point e = 0. 
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Ensuite on a dans tous les quatre points (103) et 

0 .  - - a2R 
(104) 

Enfin l'identite a?R - 2p.+4e2-- aR a2R 
a e 2  a ( 2 ) ?  

- 

montre que ~ est divisible aux points (103) et (104) par 
le facteur 

ar3 e 2  . 
ac2 

Dans le developpement de l'autre facteur suivant les 
puissances de a'? le premier terme devient, en vertu de 
l'expression (98) de R3', 

a2R 
a,- On a donc 9 > o aux points (103) et (104 )~  si a' 

est assez petit et si le point en question ne coincide pas 
avec l'origine e = 0. 

Par suite la fonction R est minimaxima aux points (103) 
e t  minima aux points ( 1 0 4 ) ~  si a' est assez petit et si le 
point en question ne se confonde pas avec e = 0. 

Cela etant nous pouvons Cnoncer comme demontree la 
proposition suivante, valable si, aprcis avoir fixC arbitrairement 
R2 dans le domaine o < K 2  < I, on choisit a' assez petit. 

E n  n e  c o n s i d e r a n t  q u e  l e s  va l eu r s  d e  l a  fonc- 
t i on  R l ' i n t e r i e u r  e t  s u r  l a  fronticire d u  d o m a i n e  
c I R', c e t t e  f o n c t i o n  a u n e  v a l e u r  c o n s t a n t e  e t  
m a x i m a  s u r  l a  fronticire e = R'. 

Si  R'20,2 < R2 < I, l a  f o n c t i o n  R n e  p o s s e d e  d a n s  
l e  d o m a i n e  e < R' ni  m a x i m a ,  n i  m i n i m a x i m a  e t  
p r e n d  u n  seul m i n i m u m  a u  p o i n t  e = 0. - S i  
K'22.0 < R2 < R'20,2, l a  f o n c t i o n  R n ' a  a u c u n  max imum 
d a n s  l e  d o m a i n e  e < R' e t  posscide d a n s  c e  d o m a i n e  
un  seu l  m i n i m a x i m u m ,  s i t u e  A l ' o r i g i n e  e = 0, 

e t  s e u l e m e n t  d e u x  m i n i m a  aux  p o i n t s  g = f -, 
e = e'o,2. - Si  e n f i n  o < k2 < R"Z,O la f o n c t i o n  R 
posscide d a n s  l e  d o m a i n e  e < R '  un  seu l  max imum 
s i t u e  A l ' o r i g i n e  e = 0, s e u l e m e n t  d e u x  m i n i m a  

aux  p o i n t s  g = f -, e = e'o,z e t  s e u l e m e n t  d e u x  

m i n i m a x i m a  a u x  p o i n t s  g = o ou n-, e = e'z.o. 

7c 

2 

7x 

2 

Les figures ci-dessous montrent le caractere des courbes R = const. dans les trois cas indiques. 

Figure 8. Figure 9. Figure 10. 

23. Admettons maintenant que la quantite a' (c'est i 
dire L, prend des valeurs plus grandes et quelconques, sans 

que neanmoins l'orbite de la masse infiniment petite coupe 
celle de Jupiter. Alors il est encore possible d'etudier (au 
moyen de calcul numerique) les signes des coefficients R2,0 
et R'o,2 du developpement (99) et de discuter ainsi comment 

a 

se comporte la fonction R au voisinage de l'origine e = o 
pour des valeurs diverses des parametres a' et R. Pour le 
calcul numerique des coefficients R'2,0 et R'o,2 il  faut donner 
leurs expressions analytiques sous une forme convenahle. 

Nous allons maintenant exprimer ces coefficients au 
moyen des quantites bpi.', c p i j 1  e P i j  definies par les formules : 

. .  . .  
Entre ces quaiitites et les fonctions analogues b'J, c'J, 

t i j ,  definies auparavant (voir pages 383 et 387), existent, 
en vertu de la formule a'a = I ,  les relations suivantes 

al"b'j - b l i j  
. .  cij = a'Bla c l z ~  

a% p i j  - - e f i j  

De l'autre cBte il est facile de voir qu'il n'est pas 
necessaire d'admettre que a < I dans la demonstration des 
formules (88). Ces formules sont ainsi valables aussi quand 
a > 1. En introduisant maintenant dans ces expressions . .  . .  (88) 
au lieu de a, cij, k j  les quantites analogues a', c"Y, e"J en 
se servant de la formule aa' = I et des relations (105) on 
trouve immediatement pour R'2,0 et R'o,2 les formules suivantes 
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0.8 

+ 2 . 7 0 1 5  
+ 1 . 7 2 4 0  
+0.7602 

t o . 1 2 9 2  

-0.0165 
--0.0428 
- 0 . 0 5 5 1  
-0.0596 

+0.3254 

+0.0333 

+2.7015 
+I.3429 
+0.4556 
+0.1806 

+o.ozro  
--0.0082 

- 0 . 0 2 5 0  

-0.0338 
-0.0366 

+0.0735 

4392 

0.9 

f13.391 
+ 4.165 
+ 1.207 

+ 0.149 

- 0.030 
~- 0.059 
- 0.074 
- 0 . 0 7 7  

f 0.426 

0.028 

+I3.391 
f 2.090 

0.497 
+ 0.199 

+ 0.026 
- 0.008 
- 0 . 0 2 8  
- 0.038 
-. 0.042 

f 0.084 

404 

20  

30 
40 
5 0  
60 
70 
80 
90 

R'2 .O 

a' p . 1  + L (clI.o + p . 1 )  R'2.0 = - 
2 

(106) 
,' p I  - L (clI.o + p . 1 )  + - 3 a ' 2  R ( p . 0  - c'o.I) - 3 ar3 ( I  - p )  ( p . 0  - e l l . ' )  . I 4 4 4 R6.2 = 

. .  
Pour le calcul des coefficients c r i j  et e"J nous avons suivi la methode exposee aux pages 387 et 388 en y 

C'est de cette manihre que nous avons calcule le tableau ci-dessous donnant R'2,0 et R'o,2. L'argument 1, est 

. .  . .  
ecrivant seulement a', btij) c r i j ,  eri9' au lieu de a, b*J) c7J ,  e i j .  

encore defini par la relation 
c o s ~ ,  = VI  - e ~ c o s ~  = R . 

+0.05133 
+0.03699 
+ O . O Z Z ~ Z  

+0.01050 

+o .oor ro  
-0.00540 
-0.00919 
-0.01043 

+0.06664 

' 1  o 
10 

2 0  

30 
R10.2 40 

5 0  
60 

80 
90 

70 

+0.06664 
+0.06173 
+0.04933 
+0.03419 
+ O . O Z O I 4  

to.00885 
+0.00060 

-0.00804 
-0.00906 

-0.00491 

0.5 

f o . 1 6  I 28 
+ 0.147 46 
+O.I 1405 

+0~07597 
+0.04294 
f O . 0  1793 
+0.00048 
- 0.0 1074 
- 0.0 I 697 
- 0.0 I 896 

+O.I 6 I 28 
+o. 144 I 6 
+o. I 0546 
+ 0.06 58 I 

+ 0.0 I 363 
-0.00036 
- 0.00906 
-0.0 138 I 
-0.01532 

+0.03498 

a' 
0.6 

+ 0.37 680 
+0.32958 
+0.23022 
+o.137 14 
+0.06982 
+0.02567 
--0.00206 
- 0.0 1867 
-0.02 7 45 
-0.03020 

+0.37680 
+0.31443 
+0.19838 
fo.107 24 
+ 0 . 0 5 0 8 2  

+o.o I 740 
-0.00254 
-0.01 4 2 7  
-0.02050 

-0.02 244 

On voit du tableau que l'equation R'2,0 = o a toujours 
une racine I. = 1'2.0 = arccos k'2.0 si a' i 0.9 et que 
1'Cquation Rr0., = o a aussi une racine 1, = 1'o,2 
= arccos si a' I 0.9. I1 apparait aussi que 

R'2,0 > o si K'22.0 < K 2  < I 
R'2,0 < o si o < k2 < k'22,0 
R'0.2 > o si k'20., < k2 < I 

R'o,2 < o si o < k 2  < R'20.2 . 
Du tableau nous avons tire par calcul d'interpolation 

quelques valeurs des quantites 1'2.0 et Les voici 

a' 1'2.0 1 '0 .2 

0.0 63D43 63"3 . .  . . .  . . .  
. .  . . .  . . .  

0.4 61.43 60.89 
0.5 60.34 59.67 
0.6 59.06 58.38 
0.7 57.56 5 7 . 2 5  
0.8 55.95 56.6 
0-9 54-1 57,2 

0.7 

f0 .92402  
+0.7 3 7 6 7 

+0.22245 
f o . 1 0 0 3 7  

+0.43 3 7 9 

+0.03154 
-- 0.007 5 I 

- 0.0 2 9 3 6 
- 0.04048 
-0.04390 

+o.g 240 2 

+0.66537 

+0.1497 I 

f0.06405 

+0.328 19 

+ 0.0 I95 3 
- 0.00548 
- 0.0 I 985 
- 0 . 0 2 7  37 
- 0.0297 0 

On y voit que la quantite 1'2.0 - 1'o,2 est positive 
quand o < a' < 0.74-  * et negative quand a' > 0.74- .. 

Les fonctions P2,,, et R'20.2 Ctant ainsi dCfinies nous 
pouvons Cnoncer comme demontre le thCor6me suivant : 

A l ' o r i g i n e  x = y = o l a  f o n c t i o n  R e s t  m i n i m a  
s i  R 2  > R'22,0 e t  R'20.2; m i n i m a x i m a  s i  R2 e s t  s i t ue  e n t r e  
R'32.0 et Rf20.2 e t  m a x i m a  s i  R2 < k'22,0 et Po,,. 

En rapprochant ce resultat B celui du no. 11 nous 
pouvons exprimer le theoreme en question de la maniere 
suivante : 

L a  c o n d i t i o n  n e c e s s a i r e  e t  su f f i s an te  p o u r  q u e  
l ' e x c e n t r i c i t e  d e  l ' o r b i t e  d ' u n e  masse  in f in in l en t  
p e t i t e  e t  e x t e r i e u r e  B l a  p l a n e t e  p e r t u r b a t r i c e  res te -  
r a  t o u j o u r s  p e t i t e ,  s i  e l l e  e s t  p e t i t e  B un  moment  
d o n n e ,  c ' e s t  q u e  l ' i n c l i n a i s o n  d e  l ' o r b i t e  n ' e s t  p a s  
s i t u e e  e n t r e  l e s  d e u x  a n g l e s  1'2,0 e t  1'o,2. (Dans cet 
enonce nous avons neglige la masse perturbatrice et le carre 
de l'excentricite.) 

Les astero'ides exterieures B la pIan6te perturbatrice 
appartiennent ainsi h deux categories. Dans la premiere 
categorie les inclinaisons sont plus petites que 1'2.0 et To., ; 
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dans la seconde elles sont plus grandes que ces mCmes 
quantites. 

Nous avons demontre au. no. 2 2  que la fonction R 
possede des valeurs minima en deux point symetnques 

x = o y = fe’0,2 
si a’ est petit et si R2 < R120,2. I1 me semble tres vraisem- 
blable que ces minima existent pour des valeurs convenables 
de kP, tant que a’ < 0.74’ . (valeur de a’ qui fait = k‘2,0). 
Si au contraire a’ > 0.74. -, il est probable que deux minima 
symetnques se trouvent sur l’axe des x au nioins pour des 
valeurs convenables de Ra < k’22~, .  Mais pour demontrer 
rigoureusement l’existence de ces minima et pour en deter- 
miner la position il faudrait avoir recours aux calculs nu- 
meriques. 

24. Nous allons maintenant montrer que la fonction R 
peut posseder des valeurs minima aussi dam le troisjbme 
cas de la page 378. Dans ce cas, nous l’avons deja re- 
marque, les deux orbites sont situees l’une par rapport a 
l’autre comme deux anneaux d’une chahe. En traitant les 
deux premiers cas de la page citee nous avons profit6 de 
ce fait, que la fonction R pouvait Ctre Ctudiee complktement, 
si n ou a’ etait assez petit. Maintenant nous verrons qu’une 
etude complete de la fonction R est possible dans le troisikine 
cas (c’est-&dire dans les domaines B et B’ de la page 369), 
si la quantitk R’ est assez petite. 

Admettons donc que R’ soit petit. Alors, pour que 
les domaines B et B‘ existent, il faut que a’ - I soit aussi 
petit. En mettant 

a’ = I + sk’ 
- I < s <  + I .  

il faut que 

En mettant ensuite 
e = Ek’ 

nous avons O S E I I .  

Cela etant, la quantite z“, introduite par la formule (49) ,  
est de l’ordre de k” et developpable d’apres les puissances 
de K’. En effet, nous avons 

Y 

U 
- _  a’ = I - e c c o s u - d  = - K’ (& cos u +s) 

Dans l’etude de la fonction R nous partirons des for- 
mules (93) et (54). Comme variable d’integration nous in- 
troduirons z au lieu de u au moyen de la relation 

IG 24 

z = f i  (1.9) 

en designant par B la base des logarithmes naturelles. Nous 
trouvons ainsi 

a’ Y dz R -  ( 1 1 0 )  

I1 faut maintenant etudier de plus pres la quantite 2”. 

Mettons 

w = a” ( I  + 9) 

La formule (49) peut s’ecrire aIors 

r’2 = a’ zp-2. (112) 

Introduisons maintenant dans les formules ( I  I I )  

donnant a, a’ et Y, les expressions suivantes 

Z ? + I  
d r  = I - e c o s u  = I - ~k’- 

a’ = I + sR’ e = el! 

2.2 

Z ? + I  
a’r cos zu = cos u - e = -~ - ~ k ‘  

a’ rs inro  = Vr -e2s inu  = VI-&’R”-- 
2 2  

I z% - 

2zv-i. 

Les fonctions z 2 @ ,  z ’ a ’ ,  z‘W deviennent alors des 
polynames de quatrikme degre en z et peuvent se developper 

’npres les puissances de k’. Mettons 

(113) I z 2 a  = a, K‘+a, # a + . . .  
,2 a’ = (D1’ &’ + as’ R‘2 + . . . 
Z?VJ = wo + W , k ’ + . . .  . 

Les coefficients mi, Oil  !Pi, qui sont des polynames 
de quatrieme degre en z ,  sont aussi des polynames en  
E , V I ~ ,  s, cosg  et sing. En  mettant pour simplifier 

. ,- - I -  

on trouve facilement que 

a,’ = z [ ( e - e l y ) z 2 +  z s z + ( ~ + ~ ~ r ‘ ) ]  (115) 

a1 = 2 [(& + E l  y )  2 2  + 2 s z  + .(& - El y’)] 

Wo = 2 2 9 .  1 
I1 importe d’etudier les racines de l’equation 

L a 1  = 0 .  (1 16) z 

Admettons d’abord que . g = 0, de  sorte que 
Alors les racines de 1’Cquation (116) sont y = y‘ = I .  

z =  - s , m -  2 8 2  

8 + 61 
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Ces racines sont des imaginaires conjuguees si 
E 2  > ‘I2 (I + sf). 

Leur valeur absolue commune 

l’z 
est alors < I. Les racines de l’equation (I 1 6 )  sont donc 
I’interieur du cercle )z/ = I, quand 

g = o et 1/2(~+s2) < E~ < I . 
Cherchons maintenant dans quelles conditions une 

racine de l’equation (116) peut se trouver sur le cercle 
la1 = I. En introduisant 

V T  * z = E  
dans l’equatiun, dont il s’agit, il vient 

s + e cos u + V - I  El sin (u + g) = o . 
Cette equation ne peut &re satisfaite que dans les 

conditions suivantes 

I ”  si E = I en mettant cos u = - s 
2” si E C O S ~  = - s  )) I =  -g  
3” si E C O S ~  = + s  )) 14 = - g + n .  

I1 faut conclure de la que l’equation (I 16) a ses ra- 
cines a l’interieur du cercle 1 1 1  = I aussitat que 

~ c o s g >  /sI et E < I . ( 1 1 7 )  

La fonction ( D l f  s’obtient de (D1 en changeant seulement 
le signe de E ~ .  I1 est donc evident que l’equation 

a ses deux racines B l’exterieur du cercle I z I = I, quand 
E et g satisfont aux inegalites ( I  17). 

Les quantites E + el y et E + E~ y‘ ne peuvent pas 
disparaitre que si 

I 
g = z .  & = E  

C’est donc seulement dans ce point qu’une racine de 
l’equation (I 1 6 )  peut devenir infinie ou une racine de 
l’equation (I 18) peut s’annuller. I1 est par suite possible 
de trouver une quantite e si grande que les racines de 
]‘equation (I 16) sont B l’interieur du cercle 

I z l  = e 

( 8 1  = 

tandis que les racines de l’equation (I I 8) sont B l’exterieur 
du cercle 

e 
aussitat que E et g appartiennent au domaine 

et 

T c  n 
2 2 

O S E l I  -- - i : - g ~ + -  . ( 1 1 9 )  

Regardons maintenant les equations du quatrieme degre 

Z P C P  = 0 ( 1 2 0 )  

( 1 2 1 )  $(D’ = 0 . 

En faisant aller R’ vers zero, une racine de chacune 
de  ces equations va vers zero, tandis qu’une autre se 
rapproche de l’infini; les deux autres racines de l’equation 
(120) se confondent avec les racines de l’equation ( I I ~ ) ,  
tandis que les racines restantes de I’equation (I 2 I )  coincident 
avec les racines de l’equation (I 18). 

Tournons-nous enfin vers l’equation 

2 w =  0 .  (1 2 2 )  

Quand k‘ va vers zero, deux racines de cette equation 
se rapprochent evidemment de zero, tandis que les deux autres 
se rapprochent de  I’infini. 

Choisissons maintenant e‘ > e .  Apres cela nous pouvons 
evidemment trouver une quantite 6 si petite que les con- 
ditions suivantes 1O-5” soient remplies, aussitat que E et g 
appartiennent au domaine (I 19) et R’ au domaine 

lR‘l < d :  (123) 

I” une racine de l’equation (I zo), une racine de l’equation 
( I  z I )  et deux.racines de l’equation (I 2 2) doivent rester 

A l’interieur du cercle 121 = I ;  
2” une racine de l’equation ( I  zo), une racine de ]’equation 

( I  2 I) et deux racines de l’equation ( I  2 2) doivent rester 
A l’exterieur du cercle 1 z I = e’; 

3 ”  les deux racines restantes de l’equation (120) doivent 
se trouver dans le cercle Iz/ = e ;  

4” les- deux racines restantes de l’equation ( I  2 I )  doivent 

&tre situees en dehors du cercle 1 z 1 = L; 
4 

5” la quantite 2’’ doit rester plus petite qu’un certain 
nombre 8, choisi arbitrairement et <I, pour toutes 
les valeurs de z situees entre les deux circonferences 

9‘ 

Enfin nous imposerons B la quantite d de l’inegalite 
( I  2 3)  une sixieme condition. Fixons arbitrairement dans le 
domaine (I I 7 )  un point E ~ ,  go et une quantite 6” si petite 
que le domaine 

l & - E o /  < d” Ig-goI < 6” ( 1 2 4 )  

se trouve B I’intCrieur du domaine (I I 7). Evidemment nous 
pouvons admettre que la quantite d de la formule ( I  23) est 
si petite que pour toutes les valeurs de R’ du domaine ( 1  2 3)  
et pour toutes les valeurs de E et g du domaine (124) 1’6- 
quation (120) ait trois racines A I’interieur du cercle 121 = I ,  

tandis que l’equation (I 2 I) ait trois racines B l’exterieur de  
ce cercle. 

Apres ces preparations retournons maintenant i l’ex- 
piession ( I  10) de la fonction R et B la formule (54) don- 
nant P(z ) .  Admettons toujours que ( R’I < d et etudions la 
fonction R d’abord dans le domaine (124). En vertu de  
I’equation (I I 2) nous pouvons ecrire 

(D 2 (D‘ 

R’ 2 R’ 
log 2’2 = log R’2 + log - + log ~ - 2 log w 
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Posons pour abreger \voir formule (54)] 

ou 

D’abord, en effet, la fonction ZC’’ est holomorphe et 

a’ r a’ r 
A(z ’ ’ )  = p ;  B ( z ’ ~ )  = Q .  ( 1 2 5 )  

r / I + Y 2  1GFP 
Alors I’expression ( I  10) de R peut s’ecrire 

R = RI logK‘* + R2 + R3 + RI + R5 

I c l = 1  

; z J = 1  

D’aprks la cinquieme condition de la page 408 la 
fonction P est holomorphe et uniforme dans le domaine 

L s l x J s e  l & - E o J  < 6” /g-gol < 6“ jk’l < 6 .  
e 

Ensuite nous savons que I’equation ( I  2 0 )  a trois racines 
A I’interieur du cercle Iz I  == I et sa quatrieme racine A 
I’exterieur du c e d e  121 = e‘, tandis que l’equation ( 121) 
a trois racines A I’exterieur du cercle I z /  = I et sa quatrikme 

racine dans le cercle 181 = 7. Par suite la fonction 

log- est holomorphe et uniforme dans le dornaine 

I 

(D e 
K’ 2 

1 r l z j ~ e  I E - E ~ /  < d“ I g L g O l  < 6” I K ’ I  < d 

tandis que la fonction log ~ est holomorphe dans le domaine 
2 (D’ 

K‘ 
5 ] z i s  I I & - E o I  < d” Ig-gol < 8” lk’l < d .  

e 
Cela Ctant, nous pouvons. dans les formules donnant 

R, et R3 changer les chernins d’integration et ecnre 

l z I = o  I 

J I z /  =- 
P 

Maintenant laissons le point E ,  g sortir du dornaine ( I  24). 

Fixons arbitrairement petite une quantite dl .  
Je dis que les fonctions R1, . - . R5 definies tout A 

I’heure restent holomorphes dans le domaine 
z m 

0 5 E - C I - d l  -- - s g S + -  lk’l < d . (128) 
2 2 

< d’ en valeur absolue dans le domaine ( I 29) et sur les trois 

:hemins d’integration ) z l  = I ,  , s i  = e, z1 = L. Par 

suite les fonctions P e t  Q sont holomorphes dans ces mCmes 
:onditions. - Ensuite, etant donnees les positions des racines 
3e l’equation ( I Z Z ) ,  la fonction log Vr est aussi holomorphe 
ians le domaine 

o l e l r  -- - < g ~ + -  ‘4’1 < 6 (129) 

et sur le chemin d’integration 1 z 1 ,  = I. - Enfin des polynBrnes 

du quatrieme degre ~ et 7, qui sont holornorphes dans 

le domaine (128) ,  1e premier a trois racines dans le cercle 
121 = e, tandis que le second a une seule racine dans le 

cercle 1 z i = L. Par suite, la fonction log - est holo- 

rnorphe et uniforme dans le domaine ( 1 2 8 )  et sur le chemin 

d’integration 181 = Q, tandis que la fonction log- est 

holomorphe et uniforme dans ce meme doniaine (128) et 

sur le chemin d’integration 1z/  = - . 

e 

7c 7T 

2 2 

zz(D Z2(D’ 

R’ R 

(D 

e R’ 8 

8 0’ 
K’ 

I 

e 
Cela etant, les fonctions R1, . . . R5 sont evidemment 

holomorphes dans le domaine ( I 2 8), 

I1 reste A Ctudier ces fonctions au voisinage de E = I .  

Evidemrnent, d’apres ce qui preckde, les fonctions R,, R4, R5 
sont encore holomorphes pour E = I .  De l’autre c6te R2 
et Rs sont developpables d’apres les puissances de Z / G  
et k’, puisque les fonctions 4 log- log __ peuvent &re 

developpees ainsi, z etnnt quelconque sur le chemin d’inte- 
gration. 

En resumant, nous pouvons conclure que la fonction R 
peut dans le domaine B (voir page 369) etre mise sous la 
forme 

C. Q. F. D. 

(D z (D’ 

R’z’ K’ 

R = Rl log + R’ . (130) 

Ici R1 et R’ sont dCveloppables d’apres les puissances 
entikres et positives de R’, pourvu que Ik’l < d, et cela 
quelles que soient les valeurs de E et g dans le domaine 
( I  19). - Ensuite ces fonctions sont developpables suivant 
les puissances entieres et positives de E - et g - ~ 0 ,  

E~ et go &ant un point quelconque du domaine o 5 E < I ,  

- - IgS-. - Enfin au voisinage d’un point quel- 

conque du cercle E = I elles peuvent &re dCveloppCes 
d’aprks les puissances entikres et positives de I / T E  et de 
g-go. 

Nous allons calculer maintenant les parties de R1 et R’, 
qui sont independantes de k’. Dans ce but nous mettons 
R’ = o dans les formules ( I I I ) ,  ( 1 2 5 ) ~  (126) et (127). 

On obtient alors 
a’ = I ? - = I  

rn z 
2 2 

P = L A  (0) 
v2 
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R1 = -‘A(o) +. . - 

R’ = I A (0) log 

V2 

v2 4 

I + 2 r v I - & ~ C O S g  1 + -B(o)  +. . .  . v2 

4392 

+ (131) 

4 1 2  

(D I I 

R‘ a 2 

a (D‘ 

R’ 

- = ( 6  + 61 y) + 2s-  + (6 - 81 Y’)>  

- = (& - &I y ) 2  + 2 5 2  + (& + E l  7’) - 
Q = L B ( 0 )  l 6  
w = 2  

En designant par a1 et e, les rac-.ies de l’equation (I 16) et par zl’ et z2’ les racines de  1’tquat.m ( I  I S ) ,  nous 
pouvons introduire dans les formules ( I  2 7 )  les expressions suivantes : 

log - @ = log (& + &1 y )  + log ( I  - -;) + log ( I  -- :) = log (& + El  y) - 5 - . - . - 7 ZY .- .  . a 

R’ z 
2 0’ 

R 
2 

( 8“,> ( z“,> 81 
log- = log (& + 81 7’) + log I - -’ + log I - 7 = log ( E  + 61 y’) - -’ -- . . . - 

Ces developpements sont valables, puisque z1 et 2, sont B l’interieur du cercle la1 = e, tandis que zl’ et zp’ 

sont B l’exterieur du cercle la1 = L. e 
En mettant K’ = o dans les formules ( I  26) et ( I  2 7 )  on obtient ainsi 

I R1 = - A ( o )  lG 

V2 

V2 

R. = I A ( o ) l o g ( & + & I  y) 

R3 = I A (0) log ( 6  + &, 7’) 

I I 
R4 = - - A ( 0 )  log- 6 4 

R5 = ‘ B ( 0 )  . v2 

Les recherches de ce numero avaient pour but de 
trouver toutes les solutions des equations 

a R - a R - o  - - (132) at a, 
qui existent dans le domaine B, en admettant que K’ est 
petit. Recherchons d’abord toutes les solutions des equations 

a I ’ i n t e r i e u r  du domaine (119) en mettant pour abreger 

f = I + 2 & v I - & ~ C O S g .  

On obtient apres derivation 

Les equations (I 33) possedent donc une seule solution 
ti l ’ i n t e r i e u r  du domaine (119). Cette solution 

correspond B une valeur maxima de la fonction f: 

Retournons maintenant aux equations (I 3 2). Pour 
des petites valeurs de R’ elles possedent une seule solution 

s. 0. .<. + -. 
Cette solution, qui peut s’ecrire 

;c z 
2 

?i l ’ i n t e r i e u r  du domaine o S e  SK’, - - --h - 
2 

c = el = ~ ( & + p ( ~ ’ , ~ l o g ~ )  1 ; g = o (134) 

ob @ (0, 0) = 0, correspond a une valeur minima de la 
fonction R, puisque A ( o )  -= 0, comme nous l’avons YU a 
la page 371. 

Considerons l’equation 

Pour des petites valeurs de R’ elle a une seule racine 

s = s1 = I + p1 (K” &’log K’) 
lG 

oh p1 (0,o) = 0. 
Nous pouvons maintenant enoncer comme demontrC 

le theoreme suirant : 
P o u r  d e s  va l eu r s  a s sez  p e t i t e s  d e  K’ l a  fonc- 

t i o n  R p o s s e d e  n i  max ima  n i  m i n i m a x i m a  d a n s  le 
d o m a i n e  B. Si  1 0 ’ -  1 1  > sl R’, R n ‘ a  p a s  d e  m i n i m a  
d a n s  c e  domaine .  Si a u  c o n t r a i r e  1 0 ’ -  I /  < s1 R’, l a  
f o n c t i o n  R p o s s e d e  d a n s  le d o r n a i n e  B un s e u l  
m i n i m u m  s i t u e  a u  p o i n t  (134) .  
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Si les parametres a’ et k‘ varient, les points 

e = el g = 0 ou 7r, (135) 
oh la fonction R est minima dans les domaine B ou B’, 
se deplacent. Mais, il ne m’a pas rCussi B les poursuivre 
analytiquenient, si a’- I et R‘ cessent d’Ctre petits. Mon 
but a etC seulement de diriger l’attention sur I’existence de 
ces minima assez remarquables. Evidemment il n’offre pas 
de  difficult6 seneuse de  trouver par calcul numerique leurs 
positions pour des valeurs donnees des parametres a’ et R’. 

Nous pouvons appliquer le resultat de ce numero en 
calculant d’aprks les nos. 7, 8 et 9, les series de M. Lindstedt, 
qui existent, quand les elements se trouvent dans le voisinage 
des points (I 35). Les orbites correspondantes appartiennent 
A une certaine classe de  comhtes a mouvement stable. Dans 
ces orbites le demi grand axe, I’excentricite et l‘inclinaison 
sont B peu prhs constants; la distance du perihelie au nceud 
est toujours voisine de o ou de n;  la ligne des nceuds a 
un mouve‘ment retrograde; enfin les orbites de la comhte 
et de la planete perturbatrice sont situees I’une par rapport 
B I’autre comme les anneaux d’une chaine. 

2 5 .  En etudiant la fonction R pour des petites valeurs 
de a au no. 16 et pour des petites valeurs de a‘ au no. 2 2  

nous avons dejh fait la remarque, que dans ces deux cas la 
fonction R augmente si, g restant constant, l’excentricite e 
va en augmentant vers la valeur k’. La formule (42) nous 
montre que l’inclinaison I diminue vers zero, quand l’ex- 
centricite e croit vers R’. Pour les valeurs de  e voisines de  R’ 
il est donc avantageux d’introduire les variables du no. 3. 
Entre les variables E’, 9’ de ce no. 3 et les variables kep- 
leriennes nous avons Cvidemment les relations suivantes 

- z V i V T 7 -  2 v a v I c k l s I  r2 + - __ 
= z v ; ( v 1 - e 2 - - k )  

’I‘ : F’ = t g g  . 
Si donc, g restant constant, l’excentricite c augmente 

vers k‘, le point correspondant f: 9’ se rapproche de l’origine. 
sur une ligne droite. 

I1 faut donc conclure que la fonction R considCree 
comme fonction des variables F‘ et 9’ du no. 3 a une valeur 
maxima au point F‘ = q‘ = 0, si a est assez petit ou 
bien si a’ est assez petit. 

Kous savons deja que R est holomorphe au voisinage 
de 2’ = 9’ = o aussiti3t que 

I 
o < a < - -  

(136) I + k’ 
0 < a ‘ < 1 - R K ’  ou bien que 

(voir le chapitre 111). Ensuite, etant donnees les proprietes 
de  symetrie de la fonction perturbatrice exposees au no. 4, 
il faut que R est de la forme 

R = Po., + Rw2.0 PB + Rwo0.2 9’’ -t . . * . 
D’aprks ce qui a ete dit tout B l’heure, les inegalites 

RW2.0 < O p o . 2  < O (137) 
subsistent aussitat que, k’ ayant etC fix6 arbitrairement mais 
< I ,  on choisit a ou a’ assez petit. 

On peut se demander, si ces inegalites ont lieu toujours 
en m&me temps que l’une ou l’autre des inegalites (136). 
Pour repondre A cette question introduisons dans les formules 
(72) et (96) au lieu des variables kepleriennes e,  I ,  g les 
variables du no. 3, c’est-&-dire F, 9‘ et x?’ = vi (I - k ) ,  
au moyen des developpements suivants, faciles A deduire, 

1 e2 = # P  - __ R ( F ‘ 2  + p )  + . . . 
va 

Dans ces dCveloppements les termes negliges sont au 
moins du quatrieme degre en 5’ et 9’. En ne conservant 
dans R que les termes en E’’ et en 9” il est facile d’obtenir 
pour RCZ.O et pour Rw0., des developpements d’une part 
d’aprks les puissances de a d’autre part d’aprks les puis- 
sances de a’. Ces developpements, dont les coefficients ne 

dependent que de k’, convergent d’une part quand a < ~ 

I +R’  
et d’autre part quand a’ < I - R’ (voir Poincare, LeFons de 
MCcanique Celeste, t. I1 no. 287) .  Dans 1es formules (72) 
et (96) les developpements des fonctions 

x o z m ,  zi et xo-(zm+ I), zi 

d’aprhs les puissances de e4 ne contiennent que des termes 
positifs. Ensuite dans les developpements des fonctions AFT) 
d’aprks les puissances de sin2 1 [voir formule (74)] les termes 
sont alternativement positifs et negatifs. On peut conclure 
de cela et des formules (I~S), que la seconde des in- 
Cgalites ( I 3 7) est toujours remplie, quand l’une ou l’autre 
des inegalites (I 36) est satisfaite. 

I1 semble Ctre plus difficile de discuter rigoureusement 
le signe du coefficient A?,., quand a ou a’ n’est plus une 
quantitt assez petite. Mais voyons ce qu’il arriverait, si le 
coefficient R‘2.0 pouvait Stre positif, &ant donnee l’une ou 
I’autre des inCgalitCs (136). Alors la fonction R aurait une 
valeur minimaxima au point F‘ = q’ = 0. Par suite, une 
orbite infiniment peu inclinee vers l’orbite de la planete 
perturbatrice, et ne pouvant jamais rencontrer l’orbite de  
cette planete, pourrait par l’effet des perturbations seculaires 
obtenir une inclinaison finie. Cela me semble t r e s  invrai- 
semblable. J’ai donc pen& qu’il serait probablement inutile 
d’examiner le signe du coefficient A?,., au moyen de calculs 
numeriques necessairement assez longues. 

I1 faut conclure de ces recherches et de celles du 
no. 1 2  qu’il existent des orbites de comete B mouvement 
stable, dont les inclinaisons sont petites, et pour lesquelles 
la distance du perihelie au nmud possede un moyen mouve- 
ment positif (de la valeur +a d’aprhs le no. 7). Dans ces 
orbites l’excentricite est B peu prks constante (= k’) ainsi 
que le demi grand axe. Enfin les nceuds tournent dans le 
sens opposC B celui du mouvement de la comete. Parmi 
ces orbites deux classes sont h distinguer. Dans I’une les 
deux nceuds se trouvent ?i l’inteneur de l’orbite de la plankte 

I 

27. 
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perturbatrice, dans I’autre les iiceuds sont situes, au contraire, 
en dehors de cette’orbite. 

C h a p i t r e  V. 

Ginkralisations. Applications aux orbites instables. 
26. Dans ce qui precede nous avons suppose qu’il y 

avait une seule planete perturbatrice, et que l’excentricite de 
son orbite etait nulle. Mais il est possible de generaher 
en admettant que le nombre des planktes perturbatrices est 
quelconque N et que leurs masses ainsi que les excentricites 
et les inclinaisons de leurs orbites sont petites. Alors les 
coordonnees de ces N planetes peuvent se developper en 
series trigonometriques renfermant 3 N - I arguments, qui 
dependent lineairement du temps. Soient 

wi = nj t f -y;  i = I, 2 , ’ .  .AT 

w; = purrit+ y; 2 = 1 , 2 ; - * ( 2 f l - 1 )  

ces arguments. Les nj et les 72; sont de l’ordre zero, tandis 
que y est de l’ordre des masses planetaires. Les yi et les yf 
sont des constantes. 

Dans l’etude du mourement d’une comete de masse 
infiniment petite dans ce systeme planetaire nous choisissons 
comme variables les quantites 

X I  = L -r, = 0 g = - 1 / ~ - ~ c o s g  
____ 

J l l = l + g  , ? = e  q = - 1 / z ( L -  G ) s i n g  

g’ = I / z ( G  - 0) cosg 

ou bien 
XI’ = L q’ = L - 0 
y l l=~+g+e y 2 ~ =  - g - d  q ~ = V z ( ~ - - - ~ ~ ) s i n g  

si I’inclinaison est petite (roir le no. 2) .  Le plan invariable 
de tout le systkme est choisi comme plan fondamental. 

Cela Ctant, il est possible de generaliser les methodes 
du chapitre I1 et de trouver des developpements de la 
forme (8), oii les xVi, yVi, et qz sont des series de Fourier 
renfermant d’une part les 3 N -  I arguments mi et w;, et 
d’autre part les trois arguments 

11’1 = n f + CI 
ILJ = b f + r  

IU’ = q t + c‘ . 

Ici q ,  c et c’ sont des constantes, q et CI sont donnees 
par des series de la forme (9), tandis que n est une con- 
stante independante de p. 

Je n’entrerai pas dans tous les details de l’exposition 
des series (8). Je resterai seulement devant les equations 
donnant go et qo. Ces equations sont 

2x- I 

&.fg+CI1- - - - a w i= I 

Dans I’expression de R, qui est la partie seculaire de 
.a fonction perturbatrice, il faut introduire pour les elements 
ies planetes leurs parties seculaires d’ordre zero par rapport 
i y .  R est donc developpable suivant les puissances des 
1 N -  2 quantites E jcos  w/ et Eisin w;, les Ei designant 
ze qu’on appelle les modules des excentricites et des in- 
zlinaisons. En  negligeant d’abord ces modules, ce qui re- 
vient a negliger les excentricites et les inclinaisons, la fonc- 
:ion R aura la forme 

Les bi sont les masses des planetes, la masse de Jupiter 
Ctant choisie comme l’unite; les ai sont les parties seculaires 
d’ordre zero des demi grands axes des orbites des planktes; 
enfin les Ri s’obtiennent par la formule (44) en y mettant 
seulement 

a 
~ au lieu de a . 
a2 

-4lors les equations ( I  39 )  prennent la forme des equations 
( 1 2 )  en y introduisant R‘O’ au lieu de R. 

Admettons que la fonction Po’ possede une valeur 
maxima ou minima dans un point sur I’axe des 5: ou sur 
l’axe des q. 

I1 est facile de s’en convaincre que, dans le voisinage de 
cette vnleur maxima ou minima de Po’, les inconnues go et qo 
peuvent en general se developper suivant les puissances de 

& cos w Ei cos 0;‘ 
i =  I,~*-.(ZN-I) 

e sin iu Ei sin w [ .  

E etant un petit parametre arbitraire; enfin on aura pour rsl un 
developpement analogue procedant suivant les puissances de 
E ? ,  El2, . * * E22N-I. Apres cela il ne sera pas difficile de 
calculer les series de M. Lindstedt, qui auront enfin la forme 
dejh indiquee. 

2 7. I1 importe donc avant tout d’etudier la fonction R‘O) 
dans le domaine e . 5 k ’  et de trouver dans ce domaine les 
points oii R‘O’ est maximum ou minimum. 

Nous aurons alors h considerer uiie famille de cercles 
( I ~ I ) ,  qui s’obtiennent de l’equation (45 )  en y introduisant 

successivement - au lieu de a pour i = I ,  2, - * .  N, a 

ai 

(. * ; ) 1 + y 2  = (I -- ;)! i =  I, 2, - .  . N. (141)  

Au moyen de ces cercles le domaine (46) sera divise en 
un certain nombre de parties (Dj). A l’un quelconque de 
ces domaines (0)) correspond une fonction Ril holomorphe 
dans ce domaine et sur ses frontieres (le cercle c = k’ ex- 
cepte) et donnant dans ce domaine la valeur de R‘O’. 

Considerons, en particulier, le cas oii l’inclinaison est 
petite, et introduisons les variables et 7’ du no. 3. I x  
domaine avoisinant l’origine 5‘ = q’ = o sera divise en 
un certain nombre de domaines (Dj) par un certain nombre de 
courbes passant par l’origine et correspondant aux courbes ( I 4 I ) .  



41 7 4392 4’8  

Pour l’un quelconque (Dj) de ces domaines avoisinant l‘origine 
il existe une fonction Rj holomorphe pour p = .qr = o et 
representant la fonction I?(’) dans ce domaine. 

28. Considerons maintenant les valeurs maxima et 
minima de la fonction A?’’. 

A I’origine 5 = 7 = o la fonction RcO) peut h e  
minima, minimaxima ou maxima selon les valeurs des para- 
metres a et k. I1 est evident que Rt0’ est toujours minimum 
B I’origine si K 2  est assez prbs de l’unite. 

Considerons d’abord les orbites oh a est plus petit 
que le demi grand axe de l’orbite de Jupiter. Etant donnee 
la masse dominante de cette planete, il est evident, en re- 
gardant les tableaux donnant R2.01 R0,,, et que 
la fonction R‘” est minima A l’origine = 1 = o si 

La proposition de la page 390 et la remarque sur 
I’evolution du systeme glanetaire de la page 392 sont donc 
encore valables pour les parties du systbme solaire 8 l’in- 
terieur de l’orbite de Jupiter. Seulement, par l’effet des 
autres plancites la iimite f0., (de la page 389) sera un peu 
plus elevee. 

Considerons ensuite les valeurs de a qui sont plus 
grandes que le demi grand axe de l’orbite de Jupiter. Si a 
est situe entre certaines limites, notamment si a est plus 
grand que le demi grand axe de l’orbite de la dernibre 
planete (Neptune) ou un peu plus grand que le demi grand 
axe de l’orbite d’uraniis, de Saturne ou de Jupiter, alors 
peut devenir maximum pour des petites valeurs de R’. Au 
contraire, si a est un peu plus petit que le demi grand axe 
de l’orbite de Saturne, R(O) est minimaximum pour des valeurs 
petites de k’. 

Nous pouvons coiiclure de 18 qu’il peut exister dans 
le systkme solaire des orbites toujours peu excentriques ayant 
des inclinaisons voisines de 90’. Ces orbites peuvent exister 
notamment un peu en dehors de l’orbite de Jupiter, de 
Saturne ou d’Uranus. Mais surtout elles pourraient se trouver 
A I’exterieur de la dernibre plankte du systbme. 

La fonction R peut encore prendre des valeurs maxima 
ou minima en dehors de l’origine 8 = 9 = 0. Si les elements 
d’une comkte sont voisins d’un point 5, q, oh R‘O’ est ainsi 
maximum ou minimum, les series de M. Lindstedt peuvent Ctre 
appliquees A l’etude de son mouvement. L’orbite ainsi definie 
peut i3re instable, notamment si le point g, q, oh la branche 
consider& Rj de la fonction R ‘ O )  est maxima ou minima, 
est situe un peu en dehors du domaine (DJ), dans lequel 
la branche consideree reprCsente la valeur moyenne RcO) de 
la fonction perturbatrice. 

_ -  

- _  

29. Considerons en particulier le cas de la coniete 
d’Encke. L’inclinaison de son orbite est petite. Nous choi- 
sissons donc les variables r,  q’ du no. 3. Soit n le demi 
grand axe de son orbite, ai (i = I ,  2, . . * 8) les demi grands 
axes des orbites de Mercure, de Venus, de la Terre, . . - de 
Neptune. Alors nous avons 

C’est donc seulement pour les indices i = I ,  2, 3, 4 que les 
cercles (141) peuvent couper le cercle (46). 

Pour la comete d’Encke l’angle g est d‘environ 185’. 
C’est donc dans le domaine (Dj) environnant la partie ne- 
gative de l’axe des 

Nous ecrirons 
qu’il faut Ctudier la fonction I?‘’’. 

R(0) = 3 0 )  + 3 0 )  

oh Z(O) est dQ A influence de - Jupiter, de Saturne, d’Uranus 
et de Neptune, tandis que 2’) est dil aux quatre planetes 
interieures. On ,aura donc 

pour tout le domaine avoisinant l’origine 5‘ = q’ = 0, 
tandis que, pour le domaine (0,) environnant la partie 
negative de l’axe des PI 

On aura 
zy0 < 0 R’O’,., < 0 

~ 

puisque la fonction R“’ est maxima a l’origine (voir le no. 25). 
Ensuite on aura 

~ 

1.0 ’ O . R‘O’ 

[voir le - troisikme des developpements (70)]. - Enfin les - coef- 
ficients Z‘O’jj sont petits par rapport aux R ( O ) ~ , ~  et R’O’o .z ,  
puisque les masses de Mercure, de Venus, de la Terre et 
de Mars sont petites par rapport B la masse de Jupiter. 

On voit donc que la branche, qui represente R ’ O ’  dans 
le domaine entourant la partie negative de l’axe des p ,  a 
une valeur maxima dans un point sur l’axe positif des 5‘ 
et situe tout pres de l’origine. 

I1 faut conclure de lh qu’il est possible de representer 
le mouvement de la combte d’Encke au moyen de series 
d’une forme purement trigonometrique, et cela pour tout le 
temps entre deux captures de la combte par I’une des quatre 
planktes interieures. 

H. u. Zeipel. -~ Upsala, 1909 Novembre. 

(122) Grda. Korrektion der Ephemeride (B. J. 19 I 2 )  : 19 10 Febr. 9 - 3851 2 + 2’ 14%. 
(410) Chloris. Korrektion der Ephemeride (V. R. I. 38) : 19 I o Febr. 8 - 46’ + 218. 
(550) Snta. Correction de 1’CphCmeride (V. R. I. 38): 1910 Fevr. 14 t36’ -416. 
(639) [1907ZT]. Korrektion der Ephemeride (V. R. 1. 38): 1910 Febr. 8 +7’” 51’ -4912. 

C. I;. Pechiile. 
C. R PechiiZe. 

A. Charlois., 
C. I;. Pechiile. 




