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Beitr:hge zur Theorie der Punktmengen. 

Von 

A. SCHO~LmS in Kiinigsberg i./Pr. 

I. 

Als eines der aUgemeinsten Probleme ans der Theorie der Punkt- 
mengen k ~ n  man die Aufgabe bezeichnen, die grundlegenden S~itze der 
.Analysis Situs mengentheoretisch zu formulieren und zu begriinden und 
die Beziehungen darzulegen, die zwischen den mengentheoretisch-geometriscl~en 
und den analytischen Ausdrucksweisen derselben Begriffe und Siitze ob- 
walten. Die paradoxen Resultate, wie sie z. B. in der eineindeutigen Ab- 
bildung der Continua und in der Peanoschen Kurve vorliegen, haben die 
naiven Vorstellungen der Analysis Situs grfindlich zerstiir~. Um so mehr 
mug man verla,,gen, da~ die Mengentheorie wiederum Ersatz schaff% und 
die geometrischen Grundbegriffe in einer Weise definiert, die ibnen ihren 
nattirlichen f'dr die Analysis Situs charakCeristischen I~hal~ wieder zuriick- 
gibt. Ist auch die vielgeschm~ihte Anschauung keine Quelle des Beweises, 
so scheint es mix d o c h -  wenigstens im Gebiet der AnaljTsis S i t u s -  ein 
Ziel der Forschung zu sein, den Inhalt der geometrischen Definitionen mit 
dem Anschamlugsinhalt in Ubereinstimmung zu bringen. 

Einen ersten Beitrag zur Liisung dieser Aufgabe hat bekannflich Herr 
C. J o r d a n  dutch seinen Kurvensatz geliefert; einen zweiten ich lrtirzlich 
selbst, indem ich zeig~e*), in welcher Weise der Kurvensatz des Herrn 
C. J o r d a n  einer Umkehrung fiihig ist. Dieser Satz besagt beka,~n~ch, 
dat~ eine im Intervall to. . .  t 1 umkehrbar eindeutige und stetige Beziehung 
x = f( t )  und y =  (p(t) - -  falls zu t o und t 1 dasselbe Wer~epaar x, y ge- 
h S r t -  eine PunkCmenge bestimmt, die die Ebene in ein ~_ul~eres und 
ein Inneres teilt. Es erweist sich aber nicht jede Punktmenge, die die Ebene 
in ein Au$eres und ein Inneres teilt, als eine stetige Kurve. Der geo- 
metrische Begriff der Gebietsgrenze, die eine Scheidung der Ebene in zwei 
getrennte (}ebiete bewirkt~ kann daher nicht als Xquivalent der analytischen 
Stetigkeit angesehen werden. Er ist vielmehr der weitere; um ihn in den 
engeren Begriff der stetigen Kurve fiberzuf'tihren, muB man zu ihm, wie 
ich a. a. O. zeig+~e, eine wesentliche Bedingung hinzuffigen. 

*) lqachr, d. GSttinger Ges. d. Wiss. 1902. 
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Was diese Bedingung betrifft, so kann man sie als eine Verallgemeinerung 
de~enigen axiomatischen Tatsache ansehen, die dem Dedekindschen Schnitt- 
prinzil~ zu (}r-uncle liegt. Dieses Prinzip, das eine eineindeu~ige Beziehung 
zwischen dem Zahlenkontinuum und den Punkten einer Geraden herstel]t, 
15st damit ffir den elementaren Fall einer Geraden die gleiche Aufgabe, 
die hier ffir eine beliebige Kurve behandelt wird; es ist geometrisch da- 
mit iiquivalent, dab zwei auf verschiedenen Sei~en einer Geraden liegende 
Punkte durch ihre Verbindungslinie stets einen und nur einen Punkt der 
CTeraden ausschneiden. Die Eigenschaft, die ~ r  diejenigen Punktmengen 
efffillt sein mul~, fiber die Werte eines Parameters stetig und ein- 
eindeutig verteilt werden sollen, ist hiervon die genaue Veratlgemeinerung. 
Sie verlan~, dal~ zwei auf verschiedenen Selden der Punktmenge liegende 
Punk~e durch einen Streckenzug verbindbar sind, der einen und nut einen 
Punl~t der Punktmenge enthiilt. Dieser Punl~t is~ alsdann wieder der 
Schnitt der bezfiglichen Kurve mit dem Streckenzug. 

Der eben erw~ihnte Streekenzug kann eine unendliche ZaM yon Strecken 
enthalten; er besitz~ aber dann nut einen einzigen Grenzpunkt, niimlich 
den Kurvenpunkt selbst. Das Auftreten solcher Streckenzfige wird ver- 
st~indlich, wenn man beachtet, wie umfassend die Kurvenklasse ist, auf die 
sich der fragliche Satz bezieht. So gehgren zu ibnen auch diejenigen, die 
aus funktionentheoretisc:ben Fundamentalbereichen ableitbar sind, indem 
man diese Bereiche den zugehSrigen Substitutionen unterwirffi; voraus- 
gesetzt .nur, dal~ hierdm-ch eine Teilung der Ebene in zwei Gebiete der 
genannten Art ents~eh~*). 

Im Folgenden gebe ich eine ausffihrliche Darlegung dieser Ding% 
die in vieler Hinsicht yon dem Beweisgang, den ich in meiner Note be- 
folgte, abweicht, fibrigens inhal~lich in vielen Punkten fiber sie hinausgeht. 
Ich gehe yon den Eigenschaf~en des einfachen Polygons als geome~rischer 
Grundlage aus und bestimme die bezfiglichen Punktmengen so, dal~ sie 
sich als natiirliche Verallgemeinerungen des einfachen Polygons ergeben. 

Wenn die ansffihrliche Darlegung etwas umst~indlich ausgefaUen ist~ 
so liegt dies an zwei Umst~nden. Da man n~imlich yon einer rein geometri- 
schen, resp. mengentheoretischon Problems~ellung ausgeht, so entbehrt 
man die einfachen Hfilfsmittel, fiber die die Analysis vefffigt, und hat 
die ihnen entsprechenden Tatsachen aus den axiomatischen Grundlagen 
der Geome~rie und der Mengenlehre erst abzuleiten. Um dies durchzuffihren, 
konsh'uiere ich eine Punktmenge, die mit Bezug auf die gegebene fiberall 
dicht; ist und zu ihr dieselbe Stellung einnimmt, wie die endlichen Dezimal- 

*) Ein vorztigliches Beispiel bildet die yon Herrn Fzicke un~ersuchte Kurve, die 
aus einem Kreisbogenviersei~ als Fund~men~albereich en~stehk Vgl. diese Annalen, 
Bd. ~ ,  S. 58~ff. 
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brfiche zur Gesamtheit alter Zahlen. Ich gelange zu ihr mi~telst der obea 
gena.nn~en Stxeckenziige~ die yon einem inneren Punkt~ zu gewissen K-arven- 
punkien hinlaufen und sich um ihn immer mehr verdichten. Die zweit~ 
Schwierigkei~ besteht darin, da$' die :Nahlr der versehiedenen Punk~ 
mengen auBerordenffich manuigfueh is~; erst eine allm~hliche Analyse 
aller MSglichkeiten ffihr~ aus diejenigen Mengen, die als die einfachsten 
Typen anzusehen siud, and sieh als stetige Kurven in dem obigen S~ne 
erweisea. Gerade hierin liegt abet die Schwierigkeit des Beweises. Denn 
der Beweisgang muB aueh die 1Watur derjenigen Punktmengen erkennen 
lassen~ die der oben eingeffihrten Bedingung nicht gentigen; er muB ferner 
erkennen lassen, warum fiir diese Punktmengen die Umkehrung des 
Jo~danschen Satzes nicht zutrifft. 

In gewisser Hinsicht beriihren sich die folgenden Untersuehungen auc-h 
mit dem l~balt des yon Herrn Hi lb  ert unl~ngst veriiffenflich~en Aufsa~zes: 
Uber die Grundlagen der Geometrie*). Dort wird die Umkehrung des 
Jordanschen Kurvensa%zes ftir einen spezieIlen Fall (den sogenann~en ,,wahren 
Kreis ~) ebenfalIs bewiesen. Freilich ist tier Ausgangspun'kr bier und dor~ 
wesenflich verschiedeaer Art. W~ihrend bei den folgenden Untersuehungen 
nur elementare geome~rische HJlfsmittel angewand~ werden, und die ana- 
lytisehe Darstellung das letzte Ziel der Untersuchung bfldet, operier% 
Herr H i lbe r t  yon vornherein mit den umkehrbar eindeutigen und stetigea 
Transformationen der Za~enebene in sich. Aus ihnen scheidet er mi%tels~ 
gewisser Axiome die ,Bewegungen" aus, und beweist mi~ Hilfe dieser 
Axiome, dab alle Lagen, in die ein Punk~ durch diejenigen ,,Drehungen" 
fibergeh~ bei denen ein Pun kt lest bleibt~ eine Jordansehe Kurve bilden 
(den ,wahren Kreis~, die stetig und eineindeu~g auf den gewStmlichen 
K_reis abbfldbar is~. Dies beruh~ wesentlich darauf~ dab der wahre Kreis 
in einfacher Weise durch die P1mkte eines gewShnlichen Kreises bestimmt 
is$. Im tibrigen spie]en aueh im Hilber~schen Beweis die Wege, die einen 
guBeren oder inneren Punk~ mi~ den Punkten des wahren Kreises ver- 
binden~ eine wichtige Roile. W~ihrend abet bei ibm die Exis~enz solcher 
Wege eine fast unmittelbare Folge seJner hnnabmen tiber die Abbildung 
ist, ist bei der vorliegenden Untersuchung die Punktmenge nut dutch die 
Eigenschaf~en der Gebietsteilung gegeben; die den Wegen en~sprechenden 
S~reckenziige sowie die auf der Kurve durch sie bes~imm~e Teilmenge 
mtissen daher kons~ruk~iv Schrit~ f~r Schritt erzeugt werden**). Ge~ade 
diese konstraktive Erzeugung sowie der 1Wachweis der aus ihr ~ie~enden, 
f'th ~ den Beweisgang niitigen Eigenschaften bilden eine t~uptaufgabe tier 
fo!genden Darlegung. 

*) Diese Annalen, Bd. 56, S. 381. 
**) Dies g~schieh~ bier ira wesentliehen ebenso, wie in der S. 195 zi~ier~n Note- 
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Einige Siitze fiber ebene Polygone. 

Sind A1, A~, A s , . . . ,  A~ beliebige Punkte, so soU die GesamtheR 
der S~recken AIA~, A ~ A s , . . . ,  A~_IA ~ als Streckenzug oder Weg be- 
zeictme~ werden. Falls der S~recl~enzug sich nicht selber kreuzt, m(ige 
er einfach heit~en. Fiillt der Endpun]d des Streckenzuges mit dem Anfangs- 
punkt zusammen, so heil~t er geschlossen; er bilclet dana ein t)olygon. 
Das Polygon hefl~t einfach, were1 der Streclcenzug ein einfacher is~. Alle 
Polygone, yon denen im Folgenden die Rede sein wird, liegen ganz im 
endlichen Gebiet*). 

Eine grtmdlegende Eigenschafr elnes einfachen Polygons is~ die, dat~ 
es die Ebene in ein Aufleres und ein Inneres zerlegk Wird ein einfacher 
Weg, der entweder ganz oder doch abgesehen yon seinen Endpunkten 
dem !nneren oder Aui]eren des Polygons ungehiirt, als innerer~ resp. 
ti~eflerer Wey bezeichne~, so lautet der Satz, der die beztigliche Eigen- 
schaf~ ausdriickt, in ausfiil~licher Dars~ellung folgendermal~en: 

I. Jedes einfache ebene ]Polygon ~ bestimmt in der Ebene ~ drei 
t)unktmengen~ ngmlich die Punkte des Polygons ~ ,  die Menage 2 der iiufleren 
~unkte und die Menge ~ der inneren Punkte, sodafl 

ist~ und folgende .Beziehungen statthaben: 1) Je zwei _P~nkte von ~ oder 
lassen sich dutch einen einfachen inneren resp. iiu/3eren W ~  verbinden, und 
umgekehrt. 2) Auch jeder 2unkt yon ?~ liiflt sich mit jedem Punkt you 
oder ~ dutch einen einfachen inneren oder iiufleren W ~  verbinden; jeder 
Punkt yon ~ t~flt sich daher mit jedem ~Pun]~'t yon ~ (lurch einen Weg 
verbinden~ der nut einen Punkt yon ?~ enthiilt. 

~kus diesem Satz folg~ noch, dug zwei Wege, die denselben Punk~ 
v(m 2 oder ~ mi~ demselben Polygonpunk~ verbinden, niemals einen 
weiteren Polygonpunk~ einschliegen. 

Auf den Beweis**) gehe ich nicht niiher ein; dagegen is~ es fiir 
das Folgende niitzlich, zu zeigen, wie man die im Satz genannten Wege 
wirklich ausfiihren ka~m. 

Auf zwei beliebigen S~recken, die keinen Punkt gemein haben~ gib~ 

*) Eine wesenfliche Besehr~nkung ist hierin nicht entJa~ten. Die Transfor- 
mation mitCelst reziproker l~adien ka~n eine gegebene Pm~ktmenge in eine andere 
fiberffihren, die im Endlichen liegt, und im Sinn der Analysis sihls mit der erst~n 
gleichwerifig ist. 

**) Wie Herr Hilhert kfir~ch hervorgehoben hat, beraht der vors~ehende 
Sat~ auf alex axiomatischen T~tsa~he, dal~ eiae unbegren~t~ Gerad6 die Ebene in 
zwei dutch sie getreml~e Gebiete zerleg~; vgl. G~dlagen der Geome~rie, S. 7. 
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es ein Punktepaar, dessen Abstand ein Minimum is~. Ein solches Minimum 
existiert daher auch ffir je zwei nich~ anstoBende Seiten des Polygons ~. 
Ist t das kleinste yon ihnen, so ziehe man im Abstand e <: i/~ ~ zu jeder 
Polygonseite eine ~ul~ere Parallele und scMage um jede konvexe Ecke 
yon ~ einen Kreis mR dem Radius , ,  so bilden diese Parallelen mit den 
i;nerhalb jedes Kreises liegenden Verbindung'slinien ihrer Beriihrungs- 
punkte ein einfaches Polygon ~ ,  das im Aul~ern yon ~ verliuR. Analog 
kann man mittelst innerer Parallelen und der um die konkaven Ecken 
gescMagenen Kreise ein einfaches Polygon ~ konstruioren, das im Innern 
yon ~ verl~iuft. Beide Polygone haben die Eigenschaft, dal~ keiner i~er  
Punkte yon ~ um mehr als e en~ernt is~. 

Sind nun a i und a~ zwei ~iul]ere Punkte, die mindesbns den Ab- 
stand ~ yon ~ haben, so zeichne man ein Polygon ~ ,  sodaB ~ <~ V und 

< 1/2 ~ ist, und ziehe einen einfachen Streckenzug, der yon a i nach a~ 
fiihrt. Enthilf~ er keinen Punkt yon ~ ,  so ist er yon selbs~ ein guBerer 
Weg. Enthilt  er dagegen einen Punkt yon ~ ,  so kreuzt er notwendig 
auch ~ ;  ist a" der erste und a" der letzte Kreuzungspun]~t, so ersetze 
man das zwischen a" und a'" gelegene Wegstfick dutch denjenigen Teil 
des Polygons ~ ,  der yon a' his a/' reicht. Der so modifizier~e Strecken- 
zug ist dana ein ~iuBerer Weg. Analog verf'~hr~ man mit zwei ~nneren 
Punk~en. Endlich kann man mittelst der Polygone ~ und ~i auch er- 
reichen, dab ein yon einem ~iuBeren zu einem inneren Pun~t ffihrender 
Weg das Polygon nut einmal und zwar an einer beliebig gegebenen 
Stelle trifle. 

Die im Satz I. enthaltenen Eigensehaften sind, soweit das Gebie~ 
der Analysqs situs in Frage komm~, fiir den Polygonbegriff grundlegend. 
Insbesondere fliel~en aus ibm die bekannten Folger~ngen fiber Teihng, 
Zusammense~zung und Kreuzung yon Polygonen. Ihr Bestehen sou daher 
als charakteristisches Merkmal atler derjenigen Punktmengen augesehen 
werden, die ich als Vera~lgemeinerungen des Polygor&egriffs einffi~e. Es 
gelten d~nn auch ffir diese Pun~mengen alle die ebengenann~en Folge- 
rungen~ deren alleinige Quelle der Satz I. ist. 

Die n~chs~e Yerallgemeinerung des Polygonbegriffs, die ich vornehme, 
besteht darin, dab die Sei~enzahl unendlich groli wird. Um dies dtu~ch - 
zufiihren, leite ich zuvor einen Hiilfsa~z fiber ebene Polygone ab (w 2). 
Abgesehen yon Satz I. und den eben genannten aus ibm tlietienden 
Folgerungen benutzt er noch die Tatsache, dal~ bei jedem ein Polygon 
lrreuzenden Streckenzuge die Kreuzungspunkte in _~int~tts- mid Austritts- 
17un~Je geschieden werden kSnnen, und deren gegenseRige Bezie-hungem. 
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Beweis eines Hiilfsatzes fiber ebene Polygone. 

Sei q ein Quadrat mi~ dem Mi~telpunk~ O, und A,  L ,  L" Punk~e auBer- 
halb q. Man zeichne (Fig. 1) zwei einfache Streckenziige 

I = A B . . . L  und I ' = A B ' . . . L "  

und nehme innerhalb yon q zwei Pu~k~e M und M'  in der Weise an, dab 
I und 1' mit M O M "  ein einfaches Polygon 

p ---- A B . .  �9 L M O M ' L ' . . .  B ' A  

bestimmen, yon dem keine Ecke auf q F~illt. ha iibrigen kann dieses 
~0 Polygon das Quadra~ beliebig oft kreuzen. Die Schnitt- 

~ A  punkte yon L M  und L ' M "  mit q seien Q und Q'. 
Wir verbinden die Pun~te A und O durch einen 

in Bezug auf p inneren Weg A . . .  O. Dieser Weg 
kreuzt das Quadrat q entweder nur einmal, oder es 
gibt einen Punk~, in dem er q zum letzten Mal kreuzt. 
Sei K der Kreuzungspunkt und /~P'  dasjenige not- 

~is. 1. wendig exislierende Intervall yon q, das K enthiilt, 
sodag P auf dem Streckenzug I, P '  auf I' liegt und P P '  keinen weiteren 
Punkt yon p enth~ilt. Dadurch wird ein Polygon 

?(3 = A B .  . . 1~t ~'. . . B ' A  

bestimmt, das, weil K, also aueh die Punkte yon P P "  innere Punkte 
yon p sind, ein Teilpolygon yon p ist. Es gehSrt daher O, und damit 
aueh der Streekenzug M O M ,  zu den iiufieren Punkten des Polygons ~. 
Da ferner der yon A nach O fiihrende Weg bei K in q eintritt, so folgt, 
dab auch der Streckenzug I bei P in q eintritt, und ebenso 1' hei /~'. 

Die Punkte Q und Q' zerlegen q in zwei Teile. Einer yon ihnen 
ist dadurch definiert, dab die inneren Punkte yon zP2' ihm nicht an- 
gehSren; wir bezeichnen ihn dutch q'. Wird er ~on den Streckenziigen 

und I' nicht gekreuzt, so besteh~ er aus lau~er ~iufleren Punk~en yon p. 
Dies ist unmittelbar kIar, falls /~ und P '  mit Q und Q' identisch sin& 
Is~ aber P yon Q verschieden, so folg~ es daraus, dab der Streckenzug 1 
sowohl bei P,  wie auch bei Q in das Quadrat q eintrit~. Wird dagegen 
q' yon I oder 1" gekreuzt, und ist /~-der erste Kreuzungspunk~ yon Q 
aus, so folgert man zun~chst wieder, dat~ Q]~ eine iktBere Strecke ftir p 
ist. Der bei B in q eintretende S~reckenzug wird dann q in einem Punk~ 
S verlassen, der notwendig auf q' liege; dexm sonst miiBte er den Strecken- 
zug Q M O . M "  Q' kreuzen, was ausgeschlossen ist. Es sind dann entweder 
alle Punkte yon S Q '  ~uBere Punk~ yon p, oder es gib~ ein in S be- 
gi•nendes Intervall S T  dieser AI~, sodag wieder T ein Kreuzungspunkt 
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yon p 'und q ist, und der bei T in q eintretende Streckenzug in einem 
Punkt U aus~ri~, der auf q zwischen S und Q' enthalbn ist, usw. 

Nun sei ~ der kleinste Abstand der Sbeekenziige L . . - A - . .  L '  und 
11/O M',  so konstruiere man auf die in {} 1 angegebene Weise mit ~ .~ 1/3 
das Polygon p,. Dieses mag die auf q' gelegenen iugeren Strecken 
(JR, S T , . . .  in Q1, _R~, S1, T1, U1, . . .  schneiden. Alsdann bestimmen 
die yon /~i bis Si, yon T i his U1 ' ' '  reichenden Streckenziige dieses 
Polygons p, nebst den Sbeeken Qt~, S I T 1 , . . .  mid dem Streckenzug 
Q L . . .  A . . .  L'Q" ein einfaches Polygon 

~ =  A . . .  LQt t l  . . .  S1T1. . .  Q ' L ' . .  . A , 

yon dem Mar ist~ dab p ein Teilpolygon yon ihm ist; denn der ganze 
Streckenzug Q / ~ l " "  S i T i " "  Q" hesteht, yon den Endpunkten abgesehen, 
aus ~ufleren Punkten yon p. Es ist daher O ein innerer Punkt yon ~.  

Da p Teilpolygon yon El ist und ~ Teilpolygon yon p, so ist auch 
Teilpolygon yon El. Aus der Definition yon ~ mid ~ ist daher er- 

sichtlich~ dab das Polygon ~ ,  das ~ zu ~ erg~inz~, deEniert ist durch 

~t = t ) . . .  L Q B ~ ' . .  S~T~. . .  Q'L' . . .  1)', 

und dab auch fiir ~ der Punkt O ein innerer Punkt ist. 
Die vorsbhenden Be~rachtungen beruhen, insoweit das Polygon p 

in Betrach~ kommt~ ausschlieNich darauf, da$ man mit zwei einfachen 
Streckenziigen 

M L .  . . A . . .  L'M" mid M O M "  

operiert, die einander nicht kreuzen und der Bedingung geniigen, dab 
A,  L,  L' auBerhalb und M O M '  innerhalb yon q liegen. Der Verlauf 
yon M_OM" innerhalb yon q kommt jedoch ftir den Beweis nut insofern 
in Frage, dab dieser Sbeckenzug dutch 0 gehen muB. 

Die erhalbnen Resulta~e kSnnen daher auch als Eigenschaften der 
Streckenziige 

A B . . .  L M  und A B ' . . .  L'2I" 

angesehen werden. Um in diesem Fall das Intervall /)~P' zu definieren, 
kann man folgendermagen verfahren. Man kann zun'~chs~ zeigen, (taft 
sich M mit M" dutch einen innerhalb q verlaufenden Streckenzug ~ ver- 
binden liBt, der mit den beiden gegebenen St;reckenziigen ein einfaches 
Polygon p bestimmt, und dann B1)', wie vorsbhend minds4 p defmieren. 
Oder abet man definiere, ohne l 1 zu zeichnen, /)/~' als dasjenige Inbrvall  
yon q, das mit den Streckenztigen A - . -  B mid A - - .  P '  ein einfaches 
Polygon ~ bestimmt, das den Punkt A e n t ~ t ,  mid, falls es mehrere 
solche Polygone gibt, so ist ~ dasjenige, das alle andern als Teilpolygone 
enth;41~. Mit P P '  is~ dann wieder der Teil q' yon q bestimmt. Was 
ferner E1 betrifft, so bei'uht seine Bestimmung nut auf der Exisbnz 
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einer GrSBe ~ und der M(iglichkei~, yon dem Polygon pa die yon ~a bis 
S~, yon T~ bis ~:~... reichenden Streckenzfige zu konstruieren. 

ttiervon werden wir in w 3 Gebranch zu machen haben. 

w  

Die Polygone mit unendlich vielen Seiten. 

Es handelt sich jetzt datum, den Polygonbegriff auf den Fall aus- 
zudehnen, dab die Zahl der Seiten fiber alle Grenzen w~ichst. 

Sei also 
{ A , } =  4 ,  A2, A~, . .  . , A ~ , . . .  

eine Menge unendlich vieler Punkte, so soil die Gesamthei~ der S~ecken 
Ai A~, A~A3, . . ., A~A~+ I~ . . . wiederttm als Streckenzug bezeichne~ werden. 

Er heil~t einfach, falls nur je zwei aneinander g~enzende 
A ~ a ~  Sh-ecken einen gemeinsamen Punkt besitzen. Dieser Strecken- 
a - ~ .  zug hat mindes~ens einen Grenzpunk~; er kaml abet auch 

3 ~  unendlich viele haben, die sogar eine beliebige Kurve aus- 

'AA,~A 
machen k6imen, und die wir zu dem Streckenzug hinzu- 
rechnen. 

:Fig. 2. 
Die nebenstehenden Beispiele sollen eine Vorstellung 

yon der groBen Mannigfaltigkei~ solcher Streckenzfige geben. In Fig. 2 
bilden die H~iufungspunkte ein S~iick einer Geraden g~ in Fig. 3 erftillen 

sie den Umfang eines Quadrats; man kann diese Beispiele 
a., A auch so modifizieren, dab die Strecken mit wachsendem v 

~t, 2 beliebig klein werden. 

dag die yon itmen gebildete Figur, wie das eiMaehe 
A,~ Polygon, die Ebene in ein _&ugeres und" ein Inneres 

~ilt. Ffir den S~eekenrag yon Fig. 2 kann dies z. B. :Fig. ~k 
so geschehen, da~ man ihn zuni~chst an g spiegelt, and 

die so ents~andene Figur noch einmal an der Geraden, die A mit dem 
aus ihm entstandenen Spiegelbfld verbindet. Die so entstandene Punkt- 
menge soll jedoch nicht als Verallgemeinerung des Polygonbeg~riffes be- 
~rachte~ werden, da sie nicht den siimflichen Eigenschaften yon Satz I. 
geniigk Es ist nnra6glich einen auf g enthaltenen tMnk~ p der Punkt- 
menge mi~ einem inneren oder ~ttgeren Punk~ dutch einen Streckenzug 
zu verbinden, der attger p am" innere oder ~tlBere Punkte enth~t. 

Aus diesem Grunde b e s c ~ e n  wir uns im Folgenden anf solche 
S~reekenztige, die nur e/hen einzigen Grenzpunkt A~ besitzen; er is~ dann 
auch Grenzpunkt der Punktmenge {A,}. Nux diese Streckenziige be- 
zeichnen wit yon jetzt an als Wege, und falls sie sich nich~ selber kreuzen, 
als einfache Wege. Bei einem einfachen Weg~soll auch ausgesehlossen 
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sein, dab der Punk~ Ao in eine Seite A,A ,+  1 hineinf~llt. Die Punkte A~ 
und A~ bilden den Anfangspunkt mid den F, owllmnkt des Weges. Eine 
endliche Liinge braucht jedoch ein solcher Weg nicht zu besitzen*). 

Zwei derartige einfache Wege, die yon demselben Anfangspu~k~ zu 
demselben Endpunk~ laufen, die einander nicht kreuzen und yon denen 
jeder aus einer endlichen oder unendlichen Zahl yon Strecken besteht, be- 
zeichne ich nunmehr allgemein Ms einfaches Polygon. Auf sie kami n~imlich 
der Satz I. vollinttalflich tiber~ragen werden. Naturgem~B kann dies nut 
so bewiesen werden~ dab man sh~ks mit Polygonen yon endlicher Sei~enzahl 
operier~; diese sollen, falls es zur Unterscheidung nS~ig is~, auch als ge- 
w6hnliche Polygone bezeichnet werden. 

Seien also 
= A A i A ~ . . .  Ao und ~' ---- A A , ' A ~ ' .  . .  Ao 

zwei einfache Weg% die zusammen das einfache Polygon 
~ = A A I . . . A ~ . . . A ~ ' A  

bildeu. Man lege (Fig. 4)um A~ als Mit~elpunkt ein Quadrat ql, das (lurch 
keine Ecke yon ~ hindurchgeht; iiberdies soll A augertmlb yon ql liegen. 
Die le~zten Schnittpunkte yon qi mit 
und !3' seien Q1 und Q1; mid es falle Qi A~ , 

A~ A,~ + 1 ; ferner seien . . . . . . .  

li ~ A A 1 .  ". A~ und la" = A A I ' . . .  As 

die yon A naeh A~ und As gehenden Teile 
yon g und g'. Auf sie k~innen wir dann Aa 2, 
die Betrachtungen yon w 2 anwenden. Ge- 
m~iB w 2 bestimmen wit auf itmen zwei 
auf qi liegende Ptmk~e B1 und /)l' und 
dami~ ein Polygon A, 

?(31 = P l " "  A 1 A A i ' " "  Pl' ,  Fig. 4. 

sodaB A~+~, A~+l und A~ zu den 6u~ere~ Punkah voa ~ gehSren. 
Wenn d den kleins~en Abstaad der'beiden Streckeaziige 

f A i - . . A - - , A r  mid A z + l - . - A ~ - - . A e + l  
bedeute~, so kann man, wie in w 2, zu denjenigen Teilen yon I~ und ll,  
die innerhalb yon qi liegen, mi~ ~ ~ i/~ d die zugeh6rigen w Strecken- 
ztige konstruieren, mid erhiil~ somit wieder das einfache Polygon 

!}a = A .  .- A~Q~I~ . . .  S~Ti . .  . QI 'A~A.  
Fiir dieses Polygon sind A~+l, A~+l and A~ innere Punk~e. 

*) Die PunkCe 
x = i / n ,  y = ( -  i ) ~ .  i l ~  ~ = i ,  ~, ~ , . . . ,  

dutch Stxecken verbunden, liefern e'men solchen Weg. 
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Endlieh is~ wieder 

dasjenige Polygon, das ~, zu ~ l  erg~nzt; es is~ daher Ao~ innerer Punk~ 
auch yon ~l.  Aus der Definition yon ~i und ~1 ist iiberdies klar, daft 
beide den Streckenzug ~Pi''" A . . - i O  i' el:thalten. 

Aus der Bestimmuug yon ~, und ~l  folg~ weibr, dab der Abstand 
des Punkbs A~ yon ~i und ~0~ grSBer als i/~ ~ ist. Man kann daher 
um A~, als Mitblpunkt ein zu q, paralleles Quadrat q~ so legen, dab % 
innerhalb ~ l  und auSerhalb ~i liegt; es geniigt, die Seite yon % kleiner 

als I/~o~]/2 zu nehmen. Wir wihlen % iiberdies so, dab A~.+i und A~+i 
zu seinen iiuBeren Punkten gehSren. Mit dlesem Quadrat kann man 
ebenso operieren, wie mit ql und gelangt dadurch zu den drei Polygonen 

,~=.P2 .. . A, A A , ' . . .  B~', 
~ =  4 . . .  4 , ,  Q~R~. . .  S~T~ . . .  q~'~i~'. . .  A ,  

~-= r~. . .  A ~ Q ~ . . .  S~T~.. . O~'~,'... r~', 
wo re> ~ und ~:> O is~ und Ai, Az+i, resp. A[,A[~+I die ldtzte Strecke 
der Streckenziige ~ und ~,  die % kreuzk Diese drei Polygone besitzen 
zu A~ und zueinander die n~mlichen Beziehungen, wie ~l, ~ l ,  ~l. Ins- 
besondere enthalten ~ und ~:~ beide den Streckenzug B ~ - - - A . - .  Pz'. 
Ferner abet ist ~, Weilpolygon yon ~2, da !~ eine Strecke yon % enb 
hilt,  und q~ auBerhalb yon ~1 liege; ebenso folg% dab ~ Teilpolygon 
yon ~,  ist. Was schlieBlich ~ betrifft, so zeigr man leicht, dab es 
innerhalb des Quadrates ql liege. Von dem Streckenzug ~ / ~ . - .  Q~' ist 
es unmiitelbar .Hat, denn er liegt gemiiB seiner Definition (w 2) entweder 
auf q~ oder innerhalb %. Da nun Ao gem~B Festsetzung yon dem Strecken- 
zug A~.-. A . . .  A~ mindestens den Abstand (~ besiizt, so k5nnen die auf 
q~ liegenden Punl@e /)~ und/)~' diesem S~reckenzug nich~ angehSren. Sie 
liegen daher auf A~---A~-. .  Ae, und da AiAz+ 1 und A~Ar auBerhalb 
yon % liegen~ auf A~ +l. . .  A~.--Ag+ i. Dieser Streckenzug liegt fiber nach 
Festsetzung innerhalh yon qi, denn A2A~+, und Ag A~+i sind die letzten 
S~reeken yon ~ und ~'~ die ql schneiden. Daher lieg~ auch P~-- .  A z Q~ 
und B~'--. A~ Q~' innerhalb yon q,, also aueh ~ selbst. 

In dieser Weise kann man fortfahren, indem man eine gegen A~ 
konvergierende Reihe yon Quadrabn 

q:, q~, % , " ' ,  q, ,---  

benuizt. Man erh~lt durch sie drei Reihen yon, Polygonen 
~,, ~ ,  -.., ~,, . . . ,  
~ ,  ~ ,  ---, ~ ,  ..-, 
~:, ~ , . - . ,  ~ , . . . ,  
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sodal~ je zwei Polygone ~ ,  ~ + 1  und ~ ,  ~ + 1  in der oben augegebenen 
Beziehung zueinander stehen und ~R~+ 1 i~-erhalb q~ hegt. Aus der Kon- 
s~ruktion dieser Polygone geh~ ~iberdies hervor, da6 fiir irgend einen yon 
A~ verschiedenen Punkt iv yon ~ stets ein kleinster Index v existiert~ 
sodaB p den Polygonen ~ und ~ als Polygonpunkt angehSr~ 

Mit Hfilfe dieser Polygone beweisen wir den folgenden Satz: 
II. Ist ~ ein dnfaehes Polygon mit unendlieh viden Seiten, haben ~ 

und ~ die oben angegebene Bedeutung, ist ferner ~ die Menge der Punlde, 
die fiir irgend ein 2 innere Punkte eines Polygons ~ ,  also auch aller Poly- 
gone ~+~ sind, und ~ die Menge aller iPunkte, die fiir irgend ein 
iiuflere Punkle eines Polygons ~ und damit auch aller Polygone ~.+~ 
sind, so geniigen diese Mengen tier Gleichung 

und es gilt fiir sie der Satz I. des w 1. 
Aus der Definition der Polygone ~ ,  ~ . ,  ~ .  folgt zun~chst, dab 

jeder Punkt, der nicht dem Polygon ~ angehSrt, flit jedes X entweder 
dem Innern oder dem Umfang yon ~ und damit dem lnnern yon ~ + 1 ,  
oder dem ),uBern resp. dem Umfang yon ~ ,  also auch dem Auflern yon 
~ + 1 ,  oder abet dem Innern yon ~R~. angehSrt. Punkte, die weder zu ~ ,  
noch zu ~, noch auch zu 9.I geh5ren, kSnnen daher an sich nur solche 
sein, die for jedes X innere Punk~e yon ~ .  sind. Da aber ~ innerhalb 
von q~-i liegt, so sind diese Punkte zugleich innere Pvn~e  aller q~.; 
es giebt aber nur einen solchen Punkt, n~mlich A~. Da nun A~ zu 
gehSrt, so ist~ damil die obige Oleichung erwiesen. 

Sind nun i '  und i"  zwei Punkte yon ~, so existiert ein erstes Poly- 
gon ~e'  dem beide als innere Punkte angehSren. Sie sind mithin durch 
einen Weg verbindbar, der innerhalb ~e lieg~ und daher zu ~ gehSrt. 
Sind a" und a'" Punkte yon ~I, so gibt es ein erstes-Polygon ~ ,  auBer- 
hal}) dessen sie liegen; sie sind daher durch einen Weg verbindbar, der 
auBerhalb yon ~ verl~iuft, also zu ~ gehSrt. Ist~ ~ ein yon ~ ver- 
schiedener P u n ~  yon ~ ,  und i ein Punkt yon ~, so gibt es ein erstes 
Polygon ~ ,  sodaB i innerhalb und p auf ~ liegt, woraus die bezfiglic-he 
Verbindbarkeit yon ~ mit i folgt; ebenso folg~ sie ffir 1~ und einen Punkt 
yon ~. Ist endlich ~o mit A~ identisch, und i ein Punk~ yon ~.~ der 
inuerer Punlr~ yon ~ ,  also auch aller ~ + ~  is~, so b&rachte man die 
aus den Quadraten qr qr+~, . . . ,  q~+~ liegenden Intervalle 

P P;, - .  . ,  P;+,,- . -  

und nehme auf ihnen je einen Punkt 
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an. Man ]:ann dann i mit P~" durch einen Weg verbinden, der inner- 
halb ~ liege, PC" mi~ P~'~_: dutch einen Weg, der innerhalb ~r und 
aul~erhalb ~ lie~, usw. Die Gesamtheit dieser Wege bildet dann einen 
inneren Weg, der nut A~ als Grenzpunkt entihiilt. Analog beweist 
man die Verbindbarkeit yon A~ mit einem Punkt yon ~l dutch einen 
~'ufleren Weg. 

Der Satz II. 1513t sich auch auf solche Polygone ausdehnen, in die 
eine endliehe Zahl yon Streckenzfigen mit je einem Grenzpunkt eingeht. 
Doch isl~ damit die Grenze der Verallgemeinerungsf~kigkeit des Polygon- 
begriffes nicht erreieht. 

Es is~ ersichflich, dal~ die in w 1 erw~mten Siitze fiber Teilung, Zer- 
legung und Zusammense~zung yon Polygonen anch ffir die bier be- 
traehteten Polygone in Kraft bleiben. 

w 

Einige allgemeine Eigenschaften der Punktmengen. 
Die Punk~mengen, mi~ denen wir uns zun~chs~ besch~igen, sind 

abgeschlossen~ sodaB ihre Grenzpunlrte ihnen zugehSren. Eine solche 
Menge zel"~llt nach einem yon Herin G. Cantor herrfihrenden Satz*) 
in eine gewisse abzShlbare Menge isolie~er Punkte, und eine ~erfekte 
Menge. Es genfigt daher, zun~chst perfekte Mengen in Betracht zu 
ziehen. Da eine perfekte Menge, die in einem Gebie~ iiberall dicht is~, 
alle Punkte des Gebiets enth~lt, so ist sie durch die Grenze des Gebiets 
hinl~nglich chamkterisiert; wir werden daher zun~chst nur mit nirgends 
dichten Mengen operieren. F~ir eine solche existiert kein auch noch so 
kleines Fl~ichenstfick, (lessen sRmtliche P~nld~e ihr zugehSren. Wir nehmen 
wieder an, dab die zu betrachtenden Mengen ganz im Endlichen ent- 
halten sind**). 

Far diese Mengen sind zun~chst einige allgemeine Begriffe und Eigen- 
schaf~en zu erSrtern. Ieh beginno mit dem Abstandsbegriff. 

Ffir eine jede abgeschlossene Menge ~: lassen sich bekanntlich stetige 
Funktionen des Otis definieren; alle aus dem Stetigkeitsbegriff fliel~enden 
Folgerungen gelten ffir sie in der gleiehen Weise wie i~[ir das Kontinuum***). 
Insbesondere gilt aueh der Satz, dal~ eine stetige Funk~ion des Or~s, die 
eine obere odor antere Grenze besitz~, an mindestens einer Stelle der 

*) Math. Ann. 23, S. 463 ft. 
**) Vgl. die Anmerkung auf S. 198. 

~**) Vgl. meinen Bericht fiber Mengenlehre~ Jahresb~r. d. deutsch. Math. Ver. 
Bd. 8, % S. 115 t~. 
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Menge ~: eia Maximum resp. ein Minimnm erreicht. Dies ffihrt zu 
folgender Definition des Abstands eines beliebigen Punktes p der Ebene 
yon der Menge ~. Ist t irgend ein Punkt yon ~ ,  and Q(p, t) der Ab- 
stand yon p and t, so ist Q(p, t) eine in 2: stetige Funktion, wie aus 
elementaren geometrischen Tatsachen fol~. Andrerseits gibt es fiir alle 
GrSBen Q(iD, t) eine untere C~renze, also auch mindestens elnen Punkt 
yon ~:, fiir den sie angenommen wird. Den so bestjmmten Minimums- 
weft yon 0 bezeichnen wh- als Abstand Q~p, ~)  des Pun]~'tes p yon ~. 
Er ist selbst eine stetige Funktion yon10, wie ebenfalls leicht gezei~ wird. 

In ~hnlicher Weise kann man den Abstand zweier abgeschlossener 
Mengen ~ and ~ '  definieren. Sind niimlich t und t '  zwei ihrer Punkte, 
so ist #(t, t~ stetige Funk~ion yon t and t'; es gibt daher wieder ein 
M~nimum aller Wer~e e(t, t~), das wir dutch ()(~:, ~ )  bezeichnen and als 
Abstand der Mengen ~ and %' definieren. 

Sei nun q ein Quadrat, in dem ~: enthalten ist, and ~(q) die Menge 
aller Punkte, die dem Innern and dem Umfang yon q augehSren. Setzt 
man dann 

e (q)  = + S fq), 
so heil~t 9~J~(q) die Komplemen~irmenge yon ~: beziigtieh q. Kiirzer be- 
zeichnen wir die Mengen ~(q) und ~O~(q) auch (lurch ~ und ~ft, 
sehreiben also 

es kann dana ~ insbesondere auch die s~mtlichen Punkte der Ebene 
bedeuten. 

Um einen Punkt m yon ~)~ lege man jetzt ein Quadrat, dessen innere 
Punkte ebenfalls zu DJ~ gehSren, -and lasse es parallel mit sieh so wachsen, 
dab m sein Mit~elpunkt bleibt. Da #(m, ~:) stetige Funktion yon ~: ist, 
so gibt es uater diesen Quach-aten ein grSt~tes, and auf seinem Umfang 
liegt mindestens ein ~un]~t yon ~ .  Man lasse das Quadrat nun weiter 
wachsen, doch so, dai~ diejenigen SeiYsen, die Punkte yon % enthalten, 
lest ble~7~en, and nur die andern sich welter yon m en~fernen. Auf diese 
Weise werden schlieBhch sgmtliche Seiten lest, and es entsteht ein Recht- 
eck, dessen Inneres zu ~:  gehSrt~ wg.hrend auf jeder Seite mindestens ein 
Punkt yon ~: lie~o~. Dieses Rechteek nenne ich de~ zu m geIs punt~t- 
freien Bereich. 

Dabei ist zu bemerken: 1) Fgllt beim Wachstum des Quadrats ein 
Punkt yon ~: in eine Ecke, so kSnnen be/de in der Eeke zusammen- 
stoBende Seit~n lest werden (Fig. 5), es kann e/he bestimmte Seite lest 
werden (Fig. 6), es kann abet auch das weitere Wachstum des Quadrats 
so effolgen, dab eine bdiebige der beiden Seiten fes~ wird (Fig. 7). Ira 
letzten Fail w~hle man eine yon ihnen beliebig als festwerdend. Es hegt 



~08 A. Sc~oEm~Lizs. 

dann ~eilich eine Unbestimmtheit in der Gestalt des Rechteeks vor, doeh 
ist dies ohne Belang. 2) Da ~ im Innern eines Quadrates q liegt, so 

Pig. 5. ~ig. 6. :Fig. 7. 

kann eine Seite auch dadurch lest werden, dab sie mit einer Seite yon q 
zusammenf~llt*). 

Der so definierte Bereich hat gemi~B seiner Konstruktion die folgen- 
den Eigenschaften: 

1) Seine inneren Punkte gehSren zu ~ .  2) kuf  seinem Umfang 
liegt eine zu ~ gehSrige Teilmenge ~ ,  die aus einer endlichen oder un- 
endlichen Zahl yon Punkten besteht, und sogar die M~ichtigkeit des Kon- 
tinuums haben kann. 3) Eine Fergr6/3erung durch Parallelverschiebung 
auch nut einer seiner Seiten l~iflt do" JBereich nicht zu. 

Diese Bereiche habe ich bereits in meinem Bericht eingefiihrt**); sie 
bilden das Analogon zu den punktfreien Intervallen der linearen Mengen. 

w  

Der Begriff des Zusammenhangs. 

Der Zusammenhang ist sowohl fiir eine perfekte Menge ~:, wie auch 
ftir ihre Komplementiirmenge ~ zu definieren. Da es sich bier um 
Eigenschaften allgemeinster Art handelt, so nehme ich ~: zuniichst als 
beliebige perfek~.e Menge an. 

Herr G. Cantor ,  der allen diesen Dingen zuerst methodisch gereeht 
geworden ist, benutzt ftir die Definition des Zusammenhangs den Abstands- 
begriff. Er definiert eine beliebige Punktmenge T als zusammenh~ingend***), 
,,wenn ftir je zwei Punkte t and t' derselben, bei vorgegebener beliebig 
kleiner Zahl e immer eine endliclze Zahl Punk~e tl, t 2 , - . ,  t~ von T auf 

mehffache Art vorhanden sind, sod~  die Entfernangen t~, t~ ~, t.2t~,.., t,t" 
s~imtlich kleiner sind, als e." Wenn nan auch der Abstand zweier Punkte 
flit die bier vorliegenden Untersuchungen einen axiomatischen geometrischen 

*) Der an sich mSgliche Fall, dab eine SeRe eines neuen Bereiches an eine 
SeRe eines schon vorhandenen stSl~t, ist bier ausgeschlossen; vgl. w 8. 

**) a. a. O. S. 81ff. 
***) Mat;h. Ann. Bd. 21, S. 575. 
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(]rundbeg-riff bildet, so schein~ es mir doch zwecl~miiBig, rein mengen- 
theoretische Definitionen iiberall da zu bevorzugen, wo es mSglich is~ 
besonders abet, wenn ihnen der Vorzug theoretischer Einfachheit zukommt. 
Eine solche Dei~nition ;st i~tir eine peffekte Menge 2: mSghch; ich definiere 
n~mheh: 

Eine perfekte Menge ~ he;fit zusammenhiingend, wenn sie nicht in Te~7- 
mengen zerlegbar ist~ deren jede perfekt ;st. 

Diese Definition finder sich~ wie ieh nachtr~.glich bemerkt% bereits 
be; tterrn Jo rdan*) ;  Herr S tudy ,  dem ich sie brieflich mitteilt% hat 
sich ihr angesehlossen**). Herr J o r d a n  stellt jedoch die Definition nut 
auf~ um aus ihr die Cantorsche Formulierung abzuleiten lind dann mit 
dieser zu operieren. Demgegeniiber ;st zu bemerken~ dab die Definition 
nicht etwa nut for~nale Vorziige besitzt. Es geniige, aus folgendes hinzu- 
we;sen. Der Zusammenhang ;st eine f'dr die gesam~e Analysis sihls wichtige 
und grtmdlegende Eigenschaf~. Da man nun die Analysis situs als diejenige 
Wissenschaf~ auffassen kann, die sich be; den umkehrbar eindeutigen und 
stetigen Abbildungen invariant verhiilt***), so mut~ auch der Zusammenhang 
der C~ebilde be; solchen Abbildungen invariant bleiben. In der Tat kann 
aber diese Eigenschaft aus der obigen Dentition auf das eiafachste ge- 
folger~ werden, was ich hier noch anfiihren m~ichte. 

Seien niimlich die be;den pers Mengen ~: und ~_~ eineindeutig and 
stetig aus abgebilde~ und sei die Menge ~ zusammenE4ngend. 
Wiire nun die Menge ~ nicht zusammenh~ngend, so miil~te sie in zwei 
Teilmengen ~1' and ~:1" zerfallen~ die beide perfekt sind. Die ihnen be; 
der stetigen Abbildung entsprechenden Teilmengen ~:' und ~:" yon ~: 
miiBten daher ebenfalls peffelr~ seint)  , was jedoch~ da ~ zusammen- 
hiingend ;st, unmSglich ;st. 

Ich erw~hne noch, dal~ die Invarianz des Zusammenhangs be; den 
stetigen aber nur einseitig eindeutigen Abbfldungen nicht vorhanden ;st. 
Es genfige, auf dasjenige Be;spiel als Beleg hinzuweisen, das ich in me;nero 
Bericht ausffihrlich behandelt habe, und das die Peanosche Abbfldung 
des Quadrats auf die Gerade betrifft-~). Einer das Quadrat durehziehen- 
den Strecke entspricht ni~mlich be; dieser Abbfldung s~ets eine nirgends 
dichte auf der Geraden liegende Punl~tmenge, die als solche in beliebig 
viele abgesehlossene Punkhnengen zerlegbar ;st. 

*) Cours d'analyse, 2. Anti. Bd. 1, S. 25. 
**) Geomeh-ie der Dynamen, S. 248. AIs ich Herrn Study die bezfigliche briefliche 

MiF~eilung machO, war mir die Stelle des Jordanschen cours d'analyse, unbekannt. 
***) So verF~r~ auch Herr Thomae, Abr~ einer Theorie der Funktionen, S. 5. 

t) Vgl. me;hen Bericht fiber Mengenlehre, a. a. O. S. 117. 
it) a. a. O. S. 121fl ~. 

Matheraatische Annalem. LVIIL 1~ 
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Wit beschr~inken uns nunmehr auf zusammvnhiingende Mengen ~:. 
Um den Zusammenhang flit die Menge ~ zu definieren, die Komple- 

mentSxmenge einer zusammenh~ingenden Menge Q: ist, verfahre ich folgender- 
maBen. Sei m irgend ein PunJ~ yon ~t)~, so gibt es jeclenfa~s andre 
Punkte yon ~ ,  die sich mR m durch einen e~nfachen Weg verbinden 
lassen, der ganz zu ~ gehSrt; man sieht auch ]eicht, dab ein solcher 
Weg immer nur eine endliche Zahl yon Strecken enth~iR. Nun ist m 
entweder mit jede~t andern Punkt yon ~ durch einen solchen Weg 
verbindbar, oder nichk Im ersten Fall folgt, dab man auch je zwei 
Punkte m" und m" dutch einen solchen Weg verbinden kann. Die beiden 
yon m" und m" nach m fiihrenden Wege stellen ihn n~imlich unmittelbar 
dar, falls sie sich nicht kreuzen; kreuzen sie sich, so liefern ihn die 
Teflwege his zum ersten Kreuzungspunkk Wh- deflnieren daher: 

Die Kom~lementiirmenge ~i~ einer zusam~nenMingenden ~rfekten Meng~e 
heiflt zusammenhii~gend, rest. zusammenhiingendes Gebiet, falls je zwei ihrer 
t)unkte dutch einen e~'nfachen Weg verbindbar sind, der ihr ganz angeh6rt*). 

Ist die Menge ~ nicht zusammenhiingend, so scheiden wir sie in 
zwei Teilmengen 2 und ~ und zwar auf folgende Weise. Zu 9.;[ rechnen 
wir die Punkte auf dem Umfang des Quadrates q, in dem ~: enthalten ist, 
sowie alle diejenigen, die mR ihnen dutch einen eirdachen zu ~ gehSrigen 
Weg verbindbar sind; alle audern recbnen wir zu ~. Zwei Punl~te a" 
und a" yon 2 sind dan~ wieder dutch einen zu 9.I gehSrigen Weg ver- 
bindbar; die Menge ~ stellt daher ein ~usammenhiingendes Gebiet dar. 
Dagegen ist kein Punk~ yon ~I mit einem Pnnl~t yon ~ durch einen zu 

gehSrigen Weg verbindbar. Wir bezeichnen daher ~I und ~ als getrennte 
Mengen, resp. als solche, die dutch ~ voneinander getrennt sind. 

Da ~: zusammenlgingend ist, so schlieBen zwei Wege, die yon einem 
Punk~ ~n zu einem Punk~ nt' gehen, entweder ed/e Pnnl~e yon ~: ein, 
oder keinen. Nun liefert das Quadrat q ein zu ~I gehSriges Polygon, das 

einschlieBt. Daraus folgt, dab zwei zu ~ gehSrige Wege, die yon i 
zu i" laufen, niemals einen Punkt yon ~ einschlieBen. Denn sonst l~ge 
~: ganz in dem yon ihnen gebildeten Polygon p und es wfi_rden alle 
zwischen q und p liegenden Pun~e zu 9~ gehSren, also auch p, resp. i 
und i" selbst. Wit bezeichnen daher ~ als Aufleres, ~ als lnneres be- 
~iiglich ~.  

Ist die Menge ~ nicht zusammenh~i~agend, so zerf~lt sie in zwei 
Mengen ~ und ~ '  ~ ,  sodaB ~ alle Punkte yon ~ enth~t, die mit einem 
behebig fixierten Punkt i~ verbindbar sind, mad ~"  die iibrigem Es sind 

*) Diese DetOnation ist mi~ tier Cantorschen inhaltlich iibereinstimmend. Doch 
dfirfte es sich empfeMen, die Defmitionen f~  die Mengen ~: und ~ zu sondern. 
Vgl. auch Study, a. a. O. 
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daher ~1 und ~i' ge~ennte Mengen. ]Kit ~1' k a ~  man fihn!ich veffahren, 
und gelang~ so zu dem Resultat, dab ~ in eine Reihe getrennter Teil- 
mengen 

- �9 �9 

zerfallen kann, deren jede ein zusammenh~ngendes Gebiet ist. Die Iudizes 
v kSnnen his zu transfiniten Ordnungszahlen aufs~eigen; die Gebiete lassen 
sich abet auch so ordnen, dal~ nur endliche Indizes auftreten, z. B. so, 
dal~ man in jedem ~, den Punkt m r beliebig annimmt, und die Gebiete 
nach der GrSBe des Abstandes o(m,~ ~i) ordnet. Es folg~ schlieBlich: 

IH. Die Ko~nplementgrmenge einer zusammen~ingenden Menge %: bildet 
entweder ein zusammenhiingendes Gebiet, oder sie zerf~llt in zwei getrennte 
Mengen ~I und ~, sodafl es in ~ kein Polygon gibt, das %: einschlieflt, 
w~hrend in 2[ solche Polygone existieren. Die Menge ~ ist stets zusam- 
menhiingend, die Menge ~ bildet entweder ein zusammenh~ngendes Gebiet, 
oder sie zerfiillt in dne endliche oder abzgihlbare Menge getrennter Gebiete 

Ist im besonderen %: wieder eine nirgends diehte Menge, so stellt 
ein in beliebig viele Teile zerlegtes einfaches Polygon den einfachsten 
Typus solcher Mengen dar. Es war aber notwendig, die Natur dieser 
Mengen aus den zu Grunde gelegten Definitionen in aUgemeinster Weise 
abzuleiten. 

Die einfachsten zusammenhKngenden Mengen ~ sind diejenigen, deren 
Komplementgrmenge in zwei getrennte ~tr~ete zerf~]lt, oder selbst zusam- 
menM/ngend ist. Auf sie lassen sic~ die iibrigen Mengen ~ zuriickfiihren. 
Mit itmen werde~ wir uns daher zun~chst ausschliel~lich besch~ftigen. 

w  

Die zu e inem zusammenh~ngenden Gebiet  geh~rige Gebietstei lung.  

Sei also ~ eine nirgends dieh~e, zusammenh~ngende Menge, deren 
KomplementT~r-menge nut aus einem oder hSchstens zwei Gebieten besteht. 
Irgend eines yon ihnen bezeichnen wit jet~ durc-h ~ .  Zu jedem l~mkt 
m gehSr~ ein punkffreier Bereieh (w 4). Diese Bereiehe stehen za der 
Menge %: in einer einfachen Beziehung. Wie ieh in meinem Bericht ge- 
zeigt babe*), 1 ~  sich n~imlieh das Gebie~ ~ mi~ einer abz~hlbaren 
Menge solcher Bereiche so bedecken, dab die aaf dem Umfang der 
Bereiehe enthaltenen Punk~e yon ~: nebst deren Grenzpunkten die gesamte 
Menge ~: konstituieren. 2)ie Menge ~s stem also zu diesen 2 ~ d c ] ~  genau 

*) a. ~, O. S. 81ff, 
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in derse[ben J~eziehung, wie die lima/re nirgends dichte Menge zu ihren 
punkffreien Intervallen. 

W~hrend es sich in meinem Bericht nut datum handelte, den Existenz- 
beweis ffir diese Tatsachen zu ffihren, wollen wit bier eine spezielle Kon- 
s~ruktion der Bereiehe ausffihren, die ffir die vorliegenden Aufgaben 
zweclrm~l~ig isk Um die Begriffe zu fixieren, denken wit uns in der 
Ebene eine x - u a d  eine y-Achse beliebig angenommen und lassen die 
Seiten der Bereiche diesen Achsen parallel laufen. Um ferner die Be- 
trachtung mSglichst einfach zu gestalten, m5ge der Menge ~: ein Stiicb 

einer Gerade~t nicht angehSren; ferner so]] die 

! ~ r n  

s ,  " s 

~ig. 8. 

zu ~: gehSrige Menge ~)~ in zwei Mengen ~ und 
zerfallen, and man ziehe zun~ichs~ die Menge 

in Betracht. 
Sei m irgend einer ihrer Punl~e und S der 

zugehSrige punk~eie Bereich. Auf dem Urn- 
fang yon S lieg~ da~m (Fig. 8) eine endliche oder 

I 

unendliche Menge yon punkffreien Interwllen s ,  
deren innere Plmkte zu ~ gehSren, w~hrend ihre Endpunkte und deren 
Grenzpun~e eine Teilmenge yon ~: konstitmieren. Ein solches Intervall s' 
kann iibrigens auf zwei verschiedenen Seiten yon S enthalten sein; dies 
wird immer und nur dann der Fall sein, wenn ein Eckpunk~ yon S zu 

gehSrt. 
Die so bestimmte Interva.!]menge denken wir uns der GrSBe nach 

geordnet, und bezeichnen sie dutch 

(1) 6 '  {s~'} " ' ' ' 

Man fixiere nun eine positive Umlaufsrichtung fiir den Umfang yon 
S, die wit im folgenden fes~halten, und besfimme eine Reihe gegen Null 
abnehmender Zahlen 

e: > e-2 > ~3 > ' "  �9 > e, > "  "'. 

Die Intervalle s / '~  ~: teilen den Umfang yon S in eine endliehe Zahl 
konsekutiver Teile. Duzu gehSren sie selbst, sowie die etwa zwischen je 

zweien yon ihnen enthMtenen Teilintervalle. 

~ s~- Diese alle denken wix :ins in positiver Eeihen- 
" folge dmrchlaufen, und bezeichnen sie, yon irgend 

einem beginnend, dutch 
S | 

- i s ;  (2) 6 ,  = { s, ,  �9 
. . . .  ~I soda~ in diese Menge jedenfMls alle IntervMle 

-- s~' ~ e, eingehen. 
Piff. 9. 

Ffir jedes zu 6 '  und ~ :  gehSrige Intervall s~ 
benutzen wit (Fig. 9) nun seinen MittelFunkt als Konstruktionspun]~ m~ 
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flit einen neuen punktfreien Bereich Si; es bleibt da~m fiir S~ yon vorn- 
herein die Seite fest~ auf der m t liegk GehSrt; dem Intervall s t eine Ecke 
yon S an, so kann der Bereich ~-qt mit einer oder mR zwei Seiten an $ 
angrenzen (Fig. 9). Den Bereich S bezeiehn_en wir jetzt noeh als Polygon ~- 

Die Bereiche St bilden mR S zusammen ein Polygon ~ ,  dessen 
Inneres zu ~)~ geh~r~, w~hrend auf seinem Umfang eine Tefimenge ~E' 
yon ~: liege, die auf ~ '  eine In~erva]l~menge 

(3) ~ "  {~,"} "' " " = s~ , s~ , . . . s~ , . . . 

bes~immt, die wieder der GrSSe nach geordnet sein soll. Wir defim~eren 
nun auf ~ '  eine zu ~ analoge Intervallmenge ~ und zwar folgendermaSen. 

Gem~i$ der angegebenen Konsh-uktion wird ein J_utervall st, das 
einen Punk~ m~ enthiilt~ durch einen zu ~ '  gehSrigen Linienzug l~ erset ,  z t ,  

der durch 27 in gewisse zu ~ "  gehSrige Intervalle zeffifllt. Unter ihnen 
m~igen solehe enthalten sein, die nieht kleiner als e~ sin& Fttllen sie den 
Linienzug I~ nicht ganz aus, so zeffi~llt er in sie und die etwa zwisehen 
je zweien yon ihnen resp. zwischen seinen Endpunkten hegenden Inter- 
valle. Alle diese, ira posi~iven Sinn durcMaufen, bezeichnen wit dutch 

s~, s ~  - �9 �9 si~; 

dabei ist zu beachten, dab sil und si~ mit s i ein Stfick gemein haben 
kSnnen. Enth~lt jedoch ~ kein Interva!l s/'~_ ~ ,  so bezeichnen wit den 
ganzen Linienzug I i durch si0. 

Ist andrerseif~ s~ ein solehes Interval] yon 6 i ,  das n i c h t  zu 6 '  gehSr~, 
und enth~lt es kein lntervall s / ' ~  e~, so bezeictmen wit st nunmehr dutch 
si0 , so dab s t = s~o ist. Dasselbe soll geschehen, wenn s~ ein einziges Intervall 
s f f>  ~2 darstellt, sodal~ also e~ > s/ '  => e~ is~. In jedem 

andern Fall z e r f i i l l t  s~ in mindestens ein resp. mehrere s i~-~ISiy'--lt 
Intervalle s / ' ~  e~ und in die etwa zwischen je zweien 
yon ihnen resp. zwischen seinen Endpunlcten liegenden 
In~ervalle; alle diese, in posi~iver Reihenfolge durch- 
laufen, bezeiohnen wir ~ d a n n  dutch 

1~ig. 10. 
si~, sis, �9 " "si~. 

Auf diese Weise ist der ganze Umfang yon ~ '  in lau~er Intervalle si~ 
zerleg~; sie kons~Ruieren die In~ervallmenge 

(4) ~ s  ---- { st~ } , 

in die jedenfa~s alle Intervalle s [ ' ~  ~s eingehen. 
FAn Intervall sik kann, wie "Fig. 10 zeigt, auSer a u f  e i n e r ,  z w e i  oder 

auch auf d r e i  SeRen yon ~ '  enthalten sein. 
Wit  fahren nun in der Kons~raktion tier Bereiche fort. Ffir jedes 

Intervall st~ , das keine konkave Ecke yon ~ '  en th~ ,  benutzen .wir semen 
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Halbierungspunk~ m~ als Konstruklionspun~ eines Bereiches S~. Falls 
jedoch s~ eine konkave Ecke en~hiil~, so soll diese (Fig. 11) den Pnnl~ m~ 
abgeben; da~n bleiben, fiir m~ yon vo~herein zwei Bereichseif~n fes~. 
A!le diese Bereiche S~ bilden mit ~ '  zusammen ein Polygon ~ ' ,  dessen 
lnneres zu ~ gehiir~, wiihrend sein Umfang eine Teilmenge ~"  yon 
en~hiilt, die auf ~"  eine gewisse Menge puuld~eier Inbrvalle 

(5) ~ " =  {s, '} = s;', s,"' , . . ,  s~", . . .  
bestimmk 

Wir definieren nun wieder eine auf ~"  liegende Inbrvallmenge ~ .  
Jedes Intervall s~ yon ~ ,  das zugleich zu ~ "  geh~ir~, wird durch unsre 
Konstruk~ion durch einen zu ~"  gehSrigen Linienzug I(~ ersetzt. Liegt 
auf ibm kein Inbrvall s~" ~ ea, so bezeichnen wit ihn dutch s~o; enthiil~ 
jedoch I~ solche Inbrvalle, so bezeichaen wir sie, sowie die eiwa zwischen 
je zweien yon ihnen resp. zwischen den Endpun~ten yon I~ hegenden 
Teilinbrvalle, in posi~iver Reihenfolge dutch 

s~l, s~s, . . ,  s~,. 

Ist dagegen s~ ein Intervall, das nicht zu ~ "  gehSr~, und enthiilt es 
kein Inbrvall s~"':> e3, so bezeichnen wit es dutch s~o; ebenso, falls es 
ein ein~iges In~ervaU s~"'_~_ e~ dars~ell~; es isi~ also s~ = s~ o. In jedem 
andern Fall zerfiitlt s~ und en~hiil~ mindesbns ein Inbrvall s~ ~e~; 
alsdann bezeichnen wit diese Inbrvalle und die etwa zwisehen ihnen resp. 
den Endpunkbn yon s~ liegenden Teflinbrvalle dutch 

Auf diese Weise is~ der ganze Umfaug yon ~"  in lauter Inbrvalle s ~  
zerfill~, die zusammen die Menge 

. (6) = { 
m 

_ I ausmachen, die alle IabrvaUe s~""___ es entlliilt. 
~ - ~mik Auch die In~ervalle s ~  Bind hSchstens auf drei Selden 

yon enthalbn. Dies beruh~ cl.arauf, dab (Fig. 11) bei 
~i~: 11. den Inbrvallen s~, in die eine konkave Ecke f~ill~, diese 

Ecke als Punk~ m~ benutzt wird, mid dab auf jedem InbrvaU s~, das 
auf drei Seibn yon ~ '  liegt, eine soIche Ecke vorhanden ist (Fig. 10). 

In dieser Weise fahren wit fork Wit gelaugen so zu den Bereichen 

(7) S, St, S,~, S,~,,... S~, 
wo ~T eine Gruppe yon v Indizes bedeu~, zu den Polygonen 

(8) $",.. .  
deren I- ,eres st~e~ zu ~rt gehSr~, mid zu den auf ilmen liegenden Int;er- 
vallmemgen 
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(9) 6 ,  ~ ' ,  ~ " , . - - 6 %  ~(~+~), 

resp. 

(10) ~1, ~ ,  ~ . " "  ~. ,  ~.+~, 
soda$ ~ = {s~} are Interva/le s~(~) 2> ~, en~ l~  and jedes s~. kJchstem, 
auf drei Seiten yon ~(~-~) liegen kann. 

Die so definierten Bereiche S~ bezeiehne ich als eine zu ~ ge~rige 
einfa&e G&~steilung. 

Wir hubert ira Vorstehenden die Menge ~q als eiae Menge ,~ voraus- 
gesetz~. Is~ sic eiae Menge 93, oder gehSrt zu ~E nut eine einzige zusam- 
menhiingende Komplement~hznenge 9X~ so benutzen wit die Eekea des 
Quadrats q, in dem ~ liege, a~ erste Pun~e fiir die Konsh-aktion tier 
Bereiche. Wit beglnnen mi~ irgend einer Ecke, verfahren ebenso mit einer 
zwei~en, die nich~ bereits dam zur ers~en konstruier~en Bereieh angehSr~, 
und eventue11 noeh mit der dritten uad vierten. Wir erhalten dann ein 
ers~es Polygon ~ ,  dessert Jiufleres zu ~X gehSrt, w~hrend auf seinem Urn- 
fang eine Teilmenge SE' l ie~,  und auch bier jedes punktfreie IntervaU auf 
h~chstens drei Seiten yon ~ '  enthalten is~. Mi~ diesem Polygon verfahrea 
wit nun analog wie oben, und gelangen zu den gleiehen Resultaten, wie 
Ftir die Menge ,~, nur mi~ dem Unterschied, ~ bier das .iuflere aUer 
Polygone ~(~) zu ~ gehSr~. 

Es erfibrig~ noch die Frage, ob ein Bereich Szr an einen bereits vor- 
haudenen Bereich Sn angrenzen kann. Is~ dies der Fall, so kann der 
ihnen gemeinsame Punk% nich~ zu ~92 gehSren. Denn gKbe es einen 
solchen Punkt m, und fa$~ man ihn zun~ichst~ als Punk@ yon Sa~ auf, so 
kSnnte man einen zu 9~ gehSrigen Weg legen, der yon m o fiber mi, mtt,..- 
naeh m~ und zuletzt naeh ra fiihrte, and ebenso einen Weg yon m o fiber 
m~ nach m. Diese beiden Wege bilden dann ein Polygon p, das zu 
gehSrt, und es wiirden Punkte yon % sowohl auBerhalb wie innerhatb 
yon p liegen, was ausgesehlossen ist. 

Es kSnnen daher S~ und S~ nm- Punk~e yon ~E gemein haben. Dies 
is~ abet auch mSglieh. Da 5E naeh Annahme kein S~fick einer Geraden 
en~hal~en soll~;e, so folg% wei~er, dab nur ein Eekpunk~ yon Sg mi~ einem 
Eckpunk% yon N~ zusammenfaUen kaun. Dadurch wird abet die wei~ere 
Konstrukt;ion der Bereiehe nieht modifizier~; ebensowenig wird die ein- 
deu~ige Be~imm~hei~ der Polygone ~(') und der Mengen ~(*) resp. ~ ,  
dadurch gdi~der~. 

Ich bemerke noch, daB, wenn S~ und &v den Punl~ t gemein Imben, 
die beiden yon m o naeh t dutch S~ resp. 8~ ff~hrertden Wege eia Polygon 
p bilden, soda~ sowohl sein AuSeres wie sein Inneres Punk%e yon ~5 enl is t .  
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w  

Die einfache gesehlossene Kurve. 

Der allgemeine Kurvenbegriff der Analysis hat im Lauf der Zeit 
einen auBerordentlich ausgedehnten Inhalt angenommen. Jhn durch eine 
i~qniv~lente mengentheoretische Definition zu erschSpfen, ist ausgeschlossen. 
Es gentige, auf zwei Beispiele hinzuweisen. Der Peanoschen Kttrve, bei der 
x trod y eindeu~ige and s~tige Funl~ionen einer Vaxiablen sind~ gehSren 
alle Punkte eines Quadrates an. Bei der mengentheoretischen Definition 
kann abet die Punktmenge immer nur als Ganzes in Betrach~ kommen; 
andrerseits geh(h4 es zu den elementarsten E~ordernissen der Analysis 
situs, die iDimension als Invariante zu betraehf~n trod zwischen Strecke 
und Fliiche zu un~erscheiden, sodaB bier ein prinzipieller Gegensatz zu 
Tage tri~. 

Ein zweites Beispiel is~ das folgende. Wird eine Eqgicykloide so be- 
stimmt, dab die beiden Kreisradien in einem irrationalen Verh~iltnis stehen, 
so besteh~ sie ans unendlich vielen einfachen B(igen, die einen Kreisring 
iiberall dicht erftillen~ ohne dab ihr jedoch jeder Pun~ des Kreisringes 
zugeh(i~. ]~ier sind also x and y in der Weise st~tige and eindeui~ige 
Funktionen einer Variablen, dab die durch sie dargestellte Punktmenge 
nicht abgeschlossen ist, w~rend es doch ein grtmdlegendes Erfordernis der 
Geometrie ist, tinter den Begriffen Kurve, Fl~he usw. abgeschlossene Mengen 
zu verstehen. 

Angesichts dieser Sehwierigkeit halte ich es ffir zweckmi~Big, die 
Defmityionen zun~chs~ so eng wie mSglich zu fassen und yon solchen 
Punktmengen auszugehen, die Ver~eter der einfachsten Kurventypen sind. 
Dabei lasse ich reich yon einer doppelten Uberlegtmg leiten. Wie berei~s 
oben bemerk~ wurde (w 5), diirffe es im Sinn der Analysis situs liegen, 
die Bezeichmmgen so zu wgMen~ dab sie bei eineirMeutigen and stetigert 
_kbbildungen invariant bleiben, genau wie die Dimension trod der Zusam- 
men/hang. Zweitens abet sollen sie den natiirlichen Verallgemeinerungen 
der eimCaehsten Figuren en~slaredben , zumal derjenigen, die sich mit Strecken- 
ztigen bilden lassen, d. h. des einfaehen Polygons. 

Eine der wichtigsten geometrischen Eigenschas der einfact~n ge- 
schlossenen Kurve ist die, dal~ sie," genau wie das Polygon, eine einfache 
Gebietsgrenze isi, also die Ebene in zwei dutch sie getrenate Punktmengen 
teil~, in ein JLu,~eres f~ and ein Inneres ~. Doch f~llt, analog zu den 
Ausfiihrangen yon w 3, nich~ jede Punktmenge, die eine solche Teilung 
bewirk~, under den einfache~ Kurvenbegriff. Man be~rachte nut die im 
Begin n des w 3 e r w ~ e n  Beispiele, die sich auf Kurven iiber~ragen 



Bei~rt~ge zur Theorie der Punktmengen. I. 217 

lassen*). Die eineaehe Kurve erhalten wir dann ersi, wenn wit fiir die 
Mengen 9~ und ~ die dem einfachen Polygon zugehSrigen und im Sa~z I 
enthaltenen Eigenschaften vorausse~zen. Wit definieren also: 

Wenn eine perfekte ~lenge ~ die .Ebene in zwei Yeilmengen ~ und 
zerlegt, die den Bedingungen des Satzes I go~iigen, so l~eiflt sie eine ge- 
schlossene einfache Kurve. 

Ffir eine gesehlossene einfache Kurve % sind demnach die Mengen 
9.I und ~ so definier~, dab je zwei inhere, resp. je zwei ~iuBere Punkte 
durch einen gewShnlichen inneren resp. iiut~eren Weg verbindbar sind, 
und da~ such jed~r Kurvenpunk~ t mi~ jedem ~ut~eren und jedem inneren 
Punk~ dutch einen Weg verbindbar is~, der yon t abgesehen, nut iiui~ere 
resp. innere Punkte en?~h~lt. Ein ~ut~erer und ein innerer Punkt kSnnen 
daher so verbunden werden, daft der Verbindungsweg nut einen Kurven- 
punk~ enlh~lt; einen mu~ er aber auch mindes~ens enthal~en. 

w  

Allgemeine Eigenschaften der zu einer einfaehen geschlossenen 
Kurve geh~rigen Gebietsteilung. 

1) Ist ~ eine ei~fache geschlossene Kurve, so f~illt bei der zum Innern 
oder _~ufleren gdg~rigen Gebietsteilung niemals ein Punkt eines Bereiches S~ 
mit einem t)unkt eines JBereiches S~ zusammen. 

Man betrachte zuni4chs~ die zur Menge ~ gehSrigen Bereiche. Giibe 
es nun einen den Bereichen Su und Sx gemeinsamen Punkt, so kSnnte 
man zu diesem Punk~, wie in w 6, yon m aus einen Weg sowohl darch 
Sx, wie dutch Sx hindurcMegen, und diese beiden Wege wiirden ein 
Polygon liefern~ das in seinem !nnern, wie in seinem Aut~ern PunkCe 
yon ~ enth~ilt**). Das steht abet d~;mit in Widerspruch, dab bei den bier 
betrachteten Mengen jeder" Ptmkt t mi~ jedem innern und jedem iiufiern 
Punkt dutch einen innern resp. i~uBern Weg verbunden werden kann. 
Daraus folg4 noch, dat~ die s~mtlichen Polyg(~ne ~('d gewSh,liche Poly- 
gone sind. 

Das gleiche folgt fiir die Bereiche, die zur Gebietstmilung der Menge 
gehSren. 

2) Sei s' irgend ein punI~Cfreies Intervall der Menge ~ ' -~  {s,'} (w 6), 
und m irgend ein auf ibm liegender ~unkt yon ~ ,  so gibg es einen angeb- 
baren Bereich SN, dem m angeh6rt. 

*) Ein einfaches Beispiel s~ll~ auch ein in einem Rechteck enthal~enes end- 
liches S~(ick der Kurve y ~-sin l/x dar. 

**) Wie z. B. ein Kreis mi~ einem seiner R~en- 
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Sei n'~mlich m' der Konstruktionsp,ml~t yon s'. Wenn dan)) (Fig. 12) 
cler zu m" gehSrige Bereich S' den Puul~ m nicht enth~lt, so endeb er in 
einem zwischen m und m' gelegenen Punk4 ml, der eine konkave Ecke eines 

gewissea Polygons ~(i) (w 6) ist. Das Intervall, das 
s" diesen Punkr m 1 enth~ilt, geh~irt einer gewisse- Menge 

~ '  I r @~ an;  es i ~  ~ ~olches d~..rch s K zu bezeir "~ , ulna 

,,~ m, s" besitzt den Punkt m~ als Konstruktionsp~14 rex, 
wo K eine Gruppe yon u Indizes bedeutet. Wenn :Fig, 12. 
dann der zugehSrige Bereich SK den Pun~  m noch 

nich~ enth~lt, so endet er in einem zwischen mK and m gelegenen Punkt, 
der wieder ein Konstraktionspun~ mL eines l_utervulles sL ist, usw. Ist 
nun 6 das Minimum aller hbsti[ude ~)(ram', ~) so hat jeder zu einem Punkt 
yon ram" konstruier~e Bereich mindestens die Breite ~, wie aus der Defi- 
nition dieser Bereiehe tmmii~elbar ersichtlich ist. Unsre Konstruktion 
kommt daher nach einer endlichen Zahl yon Schrif.ten zu Ende. Es ~b t  
also aueh einen Bereich S~, der den Punl~t m enth~ilt. 

Der vors~ehende Satz gil~ aueh fiir jedes Intervall irgend einer Menge 
- -  }; also: 
3) Sei s o )̀ irge~ul ei~ punktfreies Intervall einer Menge ~c-)~_ {s~")}, 

und m ein auf ibm liege~zder Punkt yon ~ ,  so gibt es einen angebbaren 
.Bereich S~v~ dem m angeh6rt. 

Der Beweis wird ebenso geftihrt, wie der Beweis voa Satz 1). 
4) Sei r irgend ein rechteckiger Bereich~ dessen Inneres zu ~ gehgrt, 

so kann es nicht unendlich vide aneina,~dergrenzende Bereiche Sv geben, die 
das _P~chteck r durchsetzen. 

. ~  Angenommen, es giibe unendlich viele solche 
h~ . . . .  Bereiche, sei SK einer yon ihnen, und sL dasjenige 

auf ibm enthaltene punk~eie In~ervall, das r 
"~ "~ durchdringt. Wir wiihlen die zu sz senkreehte 

~ : [  x~ Mittellinie von r als y-Aehse eines rec.h~winkligen 
Kpordinatensystems uad legen die x-Achse so, da$ 

Fi~. ~a. die im folgenden zu betrachtenden Bereiche posi- 
tive Ordinaten besitzen (Fig. 13). Die Breite des Rechtecks r sei 2d. 
Ferner sei h~ die Gerade, gegen die sich die Bereiche S~ verdichten, und 
es seien 

die Gleichungen der Geraden h~ und der oberen Grundlinie 1 yon r. 
Seien nun g' und g" zwei dutch die Gleichungen 

x = d - - ~ ,  x = - - d - t - ~ ,  0 < ~ < : d  

gegebene Geraden. Wean dann der Konstruk~ionspunk~ mz des In~erva!l~ s~ 
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zwischen g '  und 9" liege, so ist die l~he  hz des zugeh~rigen Bereiehes S~ 
im allgemeinen mindestens gleich e. Nut in dem Fall, dab der Abst~nd 
des Bereiches Sz yon der Geraden 1 kteiner als ~ is~, kann auch h~ < e 
sein; es wiirde aber dann der Bereich S~ bis an 1 heranreiehen. Da abet 
die HShen der Bereiehe gegen Null konvergieren, wenn es unendlieh viele 
solche Bereiche ~b~, so folgt, dat~ der Konstruktionspunlr~ mz nur fiir 
eine enaT/che Zahl yon Bereichen zwischen g" und g"  ffallt. Da e beliebig 
ist, so gilt dies aueh ftir das Innere yon r selbst. 

Sei nun der Bereieh Sx so gewghlt, dab fiir ihn und alle folgenden 
Bereiche dies nich~ meln- der Fall ist; wit nehmen an~ der Punkt mz habe 
eine positive Abseisse. Der zuge- 
hSrige Bereieh Sz kann daun an 
sieh noeh aul~erhalb 1: liegen; gem~B 
Sa~z 4) gibt es aber einen angeb- 
baren Bereich, der in 1: eindring~ 
und dater auch r durchdring~; wie 
aus den in w 4 angegebenen Eigen- 
schaf~en dieser Bereiche hervorgeht~ 
kann er nicht~ innerhalb 1: endigen. 
Dieser Bereieh (Fig. 14) sei S'; sei 

Is '  

Y 

T 

t 
~ 

X 

Fig.  l& 

m' der Konstruktionspnnk~, zu dem er gehSrt, ~" dessen Abscisse, und h" 
die HShe yon S'. Gem~B seiner Definition en~h~t dieser Bereich auf der- 
jenigen Seite, die 1: durchdring~, im Intervall 

h ' . . .  + h' + hx*) 
mindes~ens einen Punkt t '  yon 2:'; is~ ~/ seine ibscisse, so is~ also 
(1) ~[ -~ ~' + h' + hK. 

Mit demjenigen In~ervall dieses Bereiehes, das r durehdringt, ver- 
fahren wir nun ebenso. Wenn der zu seinem Konstruktionspun~ gehSrige 
Bereieh noeh auBerhalb 1: liegt, so gFot es einen angebbaren Bereieh S ' ,  
der 1: durchdring~. Der Konstruktionspunkt m" dieses Bereiehes khnn 
dann ebenfalls eine positive Abscisse ~" haben; is~ dies der Fall, so ist 
m" Mitre eines Intervalls, dessen linker Endpunk~ links yon r liege, es 
is~ also, wie man leieht finder, 

(2) < __< 
2 2 

Ferner e n t h ~  S" auf der Gegensei~e yon m" wieder einen tbm k:~ t ' ;  so 
da~ diesmal 

O) 4" 
*) Der Summand hit en~sprich~ der M~glichkei~, dab m" auch auf derjonigen 

freien Seite yon S K liegen kann, die zur y-Achse parallel is~, und deren Lii~e h~r i8~ 
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isi. tta~ auch der Konstruktionspnnkt~ m"' des a'~ehs~en Bereiches ,q'" N 

der r durchse~t, eine positive ~bscisse ~", so folg~ ebenso 

U ' - - d  
t 

( 4 )  , , = + 

und falls sich dies ~-maI wiederholt, sodat~ auch ~<e+~)> 0 ist, so ist 

h'" It(e) d d d h ' + ~ :  ~- + . . .  + (5) ~(~+l) < ~ _~ ~ ~-~ ~ ~ ~-~ 

Diese Ungleiehuag zeig~, dab ~(r nicht bestiindig posRiv sein kann; man 
kann ja S~ so w~ihlen, dalt sogar 

hx + l{ + h" + . .  �9 + h(e) 
beliebig klein wird. 

Der Konstruk~ionspunkt m(~) tritt daher fiir ein gewisses 0 auf die 
liake Seite der y-Achse; er kann abet auch nicht~ immer [inks bleiben, 

~ig. 15. 

er trit~ alsdann wieder nach reehts und dies 
wiederholt sich unaufherlich. 

Wir projizieren jetzt (Fig. 15) die Pu~kte 
V ] r  m, m , . - .  re(e),.., anf die x-Achse. Die Pro- 

jektionspunkte ~, ~ , - . .  ~(e), . . .  besitzen links 
und rech~s yon der y-Achse je einea Grenz- 
pank~, dessen Abscisse ~ und ~ ,  absolut ge- 

nommen, ein Minimum is~. Diese Punkte liegen nicht iar~erh~lb der 
beiden Geraden g" mid g", und da e be[iebig war, so folg~ 

Pt  

Man nehme nun ~' beliebig aa mid ziehe die (]eraden g~ mid gz, 
deren Gleichm~gen 

x = ~ +  ~, x = ~ -  ~ 

sind, und die Geraden g /  mid g/ '  mR den Gleichungen 

x =  ~ -  ~, x = ~ + ~ .  

GemiiB der Definition yon ~ and ~ kann man, welches auch $ sei, einen 
Index 0 so bestimmen, da$ ~ir 5 ~ q kein Punk~ m (") zwischea g/ und 
g/ f i l l t ,  und zugleich je unendlich viele Punkte zwischen g / u n d  gt" und 
zwischen gr' und g~" liegen. Man kann abet den Index p noch der weiteren 
Bedingung unterwerfen, dat~ f'fir jedes 6 ~ p die Abscissen ~(~)und ~(~+~) 
verschiedenes Zeichen besiizen. Sei z. B. ~(e):> 0, sei wieder S(~) der zu 
m(O gehSrige Bereich, h(e) seine H~ihe, and mSge der reehte Endpunl~ re+ i 
des Intervalles ~e+l) yon S(e), das den Punk~ miZ+~)enth~ilt, die ikbscisse 
~e+ 1 besRzen. Wenn nun auch ~(r 0 sein sol], so muB jedenfaUs 
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sein, wie leicht ersieh~lich. Nun ist aber ~e+~ =< ~(~), und daher geng4g 
Gleichung (1) 

~e+ ~ --<-- ~(~) + h(e) + h(~-) < ~, + ~ + h(r + h(~), 
wo h (~) die HShe des Bereiches ist;, auf dem der Punkt re(e) liegt. Die 
obige Ungleichung fiihrt daher auf 
(6) h(e) + h(~) > f,  + d --  3~,  
was ffir hinreichend groBes ;t resp. O niemals der Fall ist. Man kann 
daher O in der angegebenen Weise bestimmen. 

Da nun die Bereiche S(r und S(e+') beide das Rechteck 1: durch- 
dringen und da re(e+ x)Halbierungspunkt des in tr x endigenden IntervaUes 
s(e+x) isis, so folgt weiter~ dab der Bereich S(r mindestens um das Stfick 

fiber g~" nach links hinausragen wird. Da aber das Rechteck r zu 
gehSrt, so runS, ~e+ ~ ~> d sein, also ist 

Solcher Bereiche gibfi es daher unendlichviele~ und ebenso gibt es unend- 
lichviele, die nach recbts um 

(8) d, d + - 

hinausragen. 
Man unf~rwerfe p endlieh noch der weiteren Bedingung, da$ ffir 

~ ~ nicht allein die P n , I ~  m(a) zwischen g~' und g[" resp. zwischen 
g~' und g / '  fallen, sondern auch die dutch 
sie bestimm~en Ptmkte t(~) was gemii$ Glei- 
chung (3) immer mSglich ist. 

Seien nun (Fig. 16) S (~) und S(~) zwei 
Bereiche, die die gleiche Lage haben, wie 
der eben bestimmte Bereich S(e), sodaB also 
m ("+~) und m(TM) trod zugleich t (~+~) und 

~Y 

t 6 ' .  1 
! !: %~r 

~" S ~'~ 1 

* ~ (o9  

.X 

�9 ~ig. 16. 

t(~+1) zwischen gz' und g[' liegen, w~lrend S(~ und S(~) fiber g[ min- 
destens um dz hinansragen. W~hlt man nun auf der y-Achse zwei 
Pl~nl~e ~a und ,~ innerhalb S (~) und S (~) und w'~hlt ~ so, da$ 

(9) f , -  - < f < 
ist, so bestimmen die Geraden 

eln Rechteck~ das (tea Punl~t #,+1) yon ~ im Innern enthiil~. Es mug 
also auch sein' Umfang mindestens einen Pnnl~t yon ~E enfnalten~ und tier 
kann gem~g der Bestimmnng des Rechtecks nur auf der Gera(ten x ~- 
liegen. Da es nun unendtichviete solche Bereiche S(* and S(~) gibt, so 
miissen sich diese Pnnlc~e gegen die Gerade h~ h~afen, also mug der 
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Sclmit~ yon x = ~ mit h~ zu ~ gehSren, und zwar ffir jedes gem~B (9) 
bestimm~ ~. 

Diese Folgerung eath~l~ aber einen Widerspruch. Verbinde~ man 
n~imlich zwei dieser Punkte, Pl und 2~, mit einem inneren Punk~ m durch 
je einen inneren Weg~ so stellen diese beiden Wege im Verein mit der 
Strecke 21 2~ ein Polygon p dar~ auf das der Sutz I resp. II zutrifft. 
Innerhalb dieses Polygons liegen nun aber Punkte yon ~:. Deun ist p 
ein Punkt zwischen 21 und p,, so liegen auf der <lurch ilm parallel zur 
y-Achse laufenden Geraden Punl~e yon ~: in beliebiger N~ihe aa 2- Diese 
Punkte kSnn~en aber yon einem zur Menge 9.I gehSrigen tiufleren Punkt 
nieht dutch einen ~ut~eren Weg erreicht werden, da jeder solche Weg das 
Polygon kreuzen, und demnach Punkte yon ~ oder ~ enthalten mtiBte. 
Damit ist der Satz 4) bewiesen. 

5) Je zwei ;iuflere oder je zwei innere ~unkte lassen sich dutch Wege 
verbinden, die nut eine endliche Zahl van Bereic]~en der Gebietsteilung durch- 
setzen. 

Es genfigfi den Beweis ~ r  solche Wege zu ffihren, die einen beliebigen 
Punier m mit dem Ausgangspunkt m o der Gebiets~eilung verbinden. 

Sei 1 ein yon m o zu einem Punk~ m ffihrender einfacher innerer resp. 
iiul~erer Weg und 2 a  das Minimum aller Abst~nde 0(~, ~) ,  wo a ~ 0 
ist. Wir  ersetzen jede Strecke 1 yon ~ dutch einen Streckenzug, dessen 
Seiten den Aehsen parallel laufen, und (lessen Punkte yon 1 hSehstens 
den Abstand @ besi~zen. Der so konstruierte Streckenzug ist ebenfalls ein 
innerer resp. ~iuBerer Weg ~' mit endlieher Streckenzahl. Dieser Weg wird 
den Bereich S O in einem Interval] s o' kreuzen; es gibt dann eine bestimmte 
Strecke 1 o' yon ~, die den Kreuzungspunkt m o" enth'~l~, und ganz oder 
teilweise aul~erhalb yon S O liege. Das Intervall s o' gehSr~ ~einer gewissen 
]~fenge ~(~) an (w 6); gem~iB Satz 3) existiert daher ein wohldefinierter 
Bereich :S~, dem m s" angehSr~ und in dem d~her die Seite 1 o" ganz oder 
teflweise en~hal~en is~. 

~Nur der Fall bedarf der weiteren ErSr~erung, da~ der Kreuzungs- 
p~m~t m" yon g mi~ S~. ebem~alls noeh auf 1 o' enthal~en ist. Er f~llt 
dann in ein punk~freies IntervalI s~*) einer gewissen Menge ~(~  und gem,S 
Satz 3) gibt es einen Bereich S~'~ dem der Kreuzungspunk~ m" angehSr~, 
und in den daher die Strecke 1 o eintritt. F~llt nun anch der Kreuzungs- 
punkt yon ~" mit S~" in die S~reeke lo, so kann dies doch nieh$ unend- 
lieh of~ gesehehen. Dies folg~ unmittelbar aus Satz 4). Zieht man n~m- 
lich zu 1 o' zwei Parallelen, die yon 1 o' hSehstens den &bsf~nd ~/~a haben, 
so bes~immen sie einen Bereich r, der $o' einschlie]t und g~n~ zu ~0~ 
gehSr~, und auf den daher Salz 4) anwendbar is~. 

Die Sh-ecke ~o" k~n,  d~her nut eine endlic'he ZabJ yon Bereichea 
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durchdringen .Da andrerseits gem~l~ Satz 3) die Konstruktion neuer Be- 
reiche niemals abbrechen kann, so folg~ nunmehr, dab man durch eine 
endliche Zahl yon Schritten zu einem letzten wohlbestimmten Bereieh der 
Gebietsteflung kommt, der den Endpuukt m im ln~ern oder auf dam 
Umfang enth~lt, womit der Satz bewiesen ist. 

Dutch die vorstehenden S~tze ist die Besonderheit~ der einfachen ge- 
schlossenen Kurve, resp. der zugehSrigen Gebietsteflung vollsfi~ndig charakte- 
risiert. Sie geniigen jedenfatls zur Ableitung der weiteren Folgerungen. 
Ehe ich hierzu iibergehe, bemerke ich noch folgendes. 

Ist die Menge ~: keine einfache geschlossene Kurv% so kann~ wie der 
Beweis yon Satz 4) zeigt, die Notwendigkeit entstehen, die Konstruktion der 
Bereiche his zu irransfiniten Indizes for~zusetzen. F~lls n~mlich die Gerade 
h~ das Rechteck ~: kreuzt, werden sich die Bereiche, die den endlichen 
Indizes entsprechen, nut his h~ erstrecken; man hat dann mit dem auf 
h~ liegenden pnnJ~ffreien Intervall s~ die Bereichkonstrulr~ion yon neuem 
zu beginnen*). Es gilt daher f[ir eine solche Kurve auch nicht der Satz 5). 

Bei einer einfachen geschlossenen Kurve bleibt man jedoch mit allen 
Konstruktionen ira Endlichen. Diese ffir die folgenden Schliisse wichtige 
Tatsache zeigt die Zweckm~Bigkeit der bier gewiihlten Gebietsteilung. Sie 
versteht sich jedoch nicht yon selbst und bedurfte eines ausf'tihrlichen Be- 
weises, und dies um so mehr, als sie sich als die wesentliche Quelle der 
weiteren Resultate erweisen wird. 

w  

Eine Eigenschaft der Bereiche 8~ bei unbegrenzt wachsendem ~. 

Ich leite nunmehr einige Eigenschaften der Cxebietsteilung ab, die 
sich auf die Bereiche S~v bei unbegrenzt wachsendem v beziehen. 

Ist die Menge ~ keine einfache geschlossene Kurv% so kann es un- 
endlich viele Bereiche S~ geben, die ein punktfreies Intervall yon gegebener 
L'~nge enthal~n. Ein einfaches Beispiel einer solchen Menge bildet z. B. 

die Kurve y = sin ~**) .  Fiir eine einfache gescMossene Kurve trifft dies 
X 

jedoch nicht zu. Vielmehr besteht der Sa~z: 
6) ~ e/net einfachen gescKtosserten J~urve haben die ~Bereiche SN der 

Gebietsteilung die Eigenschaft, daft mit wachsendem ~ die Liinge der auf 
ihnen liegend~ punktfre~n Intervalle unter jede Grenze s~nkt. 

Der Beweis dieses Satzes ist etwas umsfi~ndlich, weft es sich n~mlic-h 

*) Es ist nich~ sch~Kerig, sich derar~ge Kurven herzus~llen; das in w 3 aus 
Fig. 2 abgeleite~e Polygon s~llt berei~ eine derar~e Kurve dar. 

**) Auch das in w 2 erw~n~ aus Figur 2 abgelei~te Polygon bildet berei~ ein 
Beispiel einer solchen Menge. 
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wieder darnm handdt,  diejenigen Punktraengen auszuscheiden~ Ftir die 
der S~tz nieht zu~rifft. Wit  beweisen ilm wie folg~: 

Tr~fe der Satz nicht zu, so g~be es far unendlieh viele Indizes 

mindestens je einen Bereieh 
. �9 �9 � 9  �9 

der ein punktfreies IntervaU enthielte, das g~'SBer als 2d isk Dabei 
genfigt es, Intervalle, die aus zwei oder drei S~recken bestehen, nur dann 

t 

, _!2 
I ! 

~ 2  
Pig .  17. 

X 

hierher zu reehnen, wen n mindestens eine 
dieser Strecken grSl~er als 2d ist. Ich 
bezeichae diese Streckea jetz~ durc-h rq. 
Es gib~ dann aueh unendliehviele dieser 
Strecken, die der x-Aehse oder der y-Achse 
parallel laufen; es sei die x-Aehse. 

Wir  projizieren wieder (Fig. 17) die 
Mittelpunkte /~e der Strecken r e in die 
Punkte ~e der x-Achse. Diese Punk~e 

haben mindestens eine HKufungsstelle ~ ;  dutch sie legen wir parallel zur 
y-Aehse die Gerade g~. Man bestimme nun wieder zwei Geraden g~ und 
g~ durch die Gleiehu:agen 

x = ~ - ~ ,  x = ~ + ~  
und projiziere die zwisehen ihnen liegenden Punkte #e auf die y-Achse, 
so haben aueh diese Projektionspunkte mindestens eine Grenzstelle ~/~, und 
es gibt unter ihnen unendliehviele Punkte 

~ / ~  ~ ' " ~ ( "  . . .  

die sieh in der vorstehenden Reihenfolge yon derselben Seite her gegen 
~9~ verdiehten. Seien 

~ , ~ , '  ,, . . .  ~<~ . .  

die zugeh~rigea Halbierungspunk~e und 
I i~,  ~ ' ,  . . .  i~o~ , . . .  

die entsprechenden Bereiehe. 
Man bestimme nun noch zwei Geradea d z und d~ dureh die Gleichungen 

so werden die sKmtlichen Bereiche l~(~ den Streffen zwisehen d~ und dr 
durehsetzen und sieh gegen eine dutch V~ gehende Gerade h~, verdichten. 
Die zwischen d z und d~ liegeadea Punl~e yon h~ kSnnen daher nicht zu 

geh~ren; dies steht, wie leicht ersichtlich, damit ira Widersprudh, da$ 
es far jeden Plm~t yon D~ gemi4$ w 8 einen angebbaren Bereieh ~qN gibt~ 
der ihn im lnnern oder auf dem Umfang eathMk 
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Es miiBte daher das ganze zwischen d z und d~ liegende Stiick yon 
h~ zu ~: gehSren. Man w~i~e zwei seiner Punkte Pl und io~, die sym- 
metrisch zu g~ liegen, und verbinde sie mi~ einem inneren Pu~kt i mid 
mit einem iiufleren Punkt a dutch je einen inneren resp. ~ul~eren Weg. 
Analog wie in w 8 schlieBt man dann, dab die beiden Polygone Pi mid p~, 
die (lurch iolp~ lind diese Wege bestimm~ werden, nut innere resp. nut 
duflere Punkte enthalten. Sie liegen daher auf verschiedenen Seiten yon 
h~, und zwar mSge Pi auf derselben Seite liegen, "wie die Bereiche 2(~). 
Nun seien Pl' mid io~' zwei zwischen Pl und 22 symme~risch zu g~, ge- 
legene Punkte, so gibt es ffir die Punkte yon ~i'~" ein yon Null ver- 
sehiedenes Minimum Q ihrer Abstiinde yon den Wegen, die i mit iol mid p~ 
verbinden. Zieht man daher ha Abstand ~', so dab Q '<  0 und zugleich 
q'<loilo ~ ist, eine das Polygon Pi durchsetzende ParaUele zu h~, so wird 
dutch sie und ~i'P~' ein Rechteck ~: bestimmt, dessen Inneres zu ~ gdliSrt 
lind dieses Rech~eck wiirde yon unendlieh vielen Bereichen /~(~) durch- 
kreuzt. Dies is~ abet, wie wit sofort zeigen, uuraSglich. 

MSgen n~.mlich unt;er ihnen zun~chst unendlich viele enthalten sein, 
fiir welche die Seite, die die Strecke r 1 enth'~;lt, nigher zu h~ lieg~ als 
die Gegenseite und sei /~(z) einer yon itmen. Falls nun ffir das punkt- 
freie Intervall, dem r~ angehSrt, der Konstruktionspunkt ~n(i) in den Mittel- 
punk~ f'~llt, so wird er bei hinreichend grot]em ~ zwischen gz mid g~ 
enthalten sein, und der zugehSrige Bereich miil~te his h~ heranreichen. 
Es entsteht also ein Widerspruch. F~llt er nicht in den Mi~telpunkt des 
Intervalls, so kann der zugehSrige Bereich zun~chst auBerhalb des Recht- 
ecks r liegen; wit nehmen an, es sei rech~s yon r. Gem~iB Sa~z I. yon 
w 7 gibt es aber einen Bereich, der in ~ eindringt, und falls er night bis 
h~ heranreicht, wird er das Rechteck durchsetzen. Auf der das Rechteck r 
durchziehenden Seite l ie~ dann rechts yon r e i n  Punkt t, lind diese Seite 
en~h~lt ein punktfreies Intervall, das r durchzieh~. F ~ t  dessen Kon- 
struktionspunkt innerhalb r, so reicht der zugehSrige Bereich bis h~. 
F~llt er aul~erhalb r, so gib~ es einen Bereich, der in r eindringt, mid 
entweder his h~ heranreicht, oder r durchsetz~; man gelang~ also ent- 
weder zu einem bis h~ sich erstreekenden Bereich oder zu einer unend- 
lichen Folge angTenzender Bereiche, die r durchsetzen, was in w 7 eben- 
falls als unmSglich erkannt wurde. 

Gibt es schliel~lich nur eine endliehe Zahl yon Bereichen, f i r  welche 
die S~recke r~ n~her an h~ liegt, als die Gegenseite, so gibt es unendlich 
viele, bei denen die Strecke rl den grSBeren A b s ~ d  yon h~ hat als die 
Gegensei~. Sind /~)  mid / ~ )  zwei yon ihnen, so wiederhole man die 
~orstehenden Schlfisse fiir das zwischen R (l) und / ~ )  liegende Gebie~. 
Bei hinreiehend gro~em 1 wfirde folgen, da~ Bereiehe oxistieren, die his 

Ma~hematische Annalen. LYIII, 15 
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in den Bereic~/~(~) hineinreichen, oder abet die dutch w 7 ansgeschlossene 
Lage besitzen. Damit is~ der beziigliche Satz bewiesem 

Aus dem somit bewiesenen Satz zieht man endlich die Folgerung, dab 
auch die Seiten der Bereiche S~ mit wachsendem v gegen iVull konvergieren. 
DaB dies fiir den Flitcheninbal~ der Fall is~, is~ Mar; ffir jede einzelne 
Seite bedarf es des Beweises. 

Giibe es unendlich vide Bereiche, bei denen eine Seite grN~er ist 
als 2d, so g~ibe es wieder unendlich viele, bei denen diese Seite derselben 
Achse parallel ist; sei es die x-Achse. Man projiziere wieder die Mittel- 
punkte dieser Seiten auf die x-Achs% and betrachte einen Grenzpunkt ~ 
der so entstehenden Punktmenge. Wie oben~ schiiel~ man~ dab die Be- 
reiche, ftir welche die Projektionen ihrer Konstruktionspunkte /~(e)nahe 
bei ~ liegen~ gegen mindestens eine Gerade h~ konvergieren miiflten; auf 
ihr g'~be es wieder ein Stfick~ das zu ~ gehSrt% and ein wie vorstehend 
bestimmtes Rechteck ~:, dessen Inneres zu ~ gehSren mfiBte and das yon 
unendlich vielen Bereichen/~a) durchsetzt wiirde, lnnerhalb yon ~: miiBt~n 
aber andererseits Punk~e t liegen, da die punkffreien Interval1% die auf 
den Bereichen /~(~) enthalten sind~ mit waehsendem Index~ wie eben be- 
wiesen, unter jede Grenze sin~en. Also folg~: 

7) Bei einer einfachen geschlossenen Kurve haben die Bereiche S~ der 
zugehgrigen einfachen Gebietsteilung die ~igenschaft, daft mit wachsendem ~, 
jede ihrer Neiten unendlich klein wird. 

w 10. 

Die in ~ iiberalldichte Teilmenge ~ .  

l m w  6 haben wir eine unendliche Folge yon Polygonen 

sowie die ~uf ihnen gelegenen Intervallmengen 

eingefiihrt, and zwar besteht ~ = {s~} aus einer endlichen Menge kon- 
sekativer Intervalle, die den Umfang des Polygons ~(~-1) bilden, and zu 
der jedenfalls a~le auf ~(~-1) liegenden 2mnktfreien Intervalle st(') ~ e~ ge- 
hgren. Die Endptml~e dieser Intervalle sind I~nl~e yon ~ ;  sie miigen 
die Menge ~:, kons~ituieren. Es ist dann ~:~ eine Teilmenge yon ~ + l -  
Sei nan ~ diejenlge Menge, die alle Mengen ~ enth~t, sodaB 
(1) ~ = !ira ~, 

ist, so ist ~:~, wie sich zeigen wird, eine in ~ iiberall dichte Menge, aus 
der dutch tIinzuf'tigung ihrer Grenzpunk~e die Menge ~: hervorgeht. 
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Dieser Beweis folg~, was ich vorausschicke, aus der oben gew~hlten 
Bezeiehnungsweise der in ~ ,  eingehenden Intervalle szr Sie stellt eine 
Erwei~mng des Dezimalsyst~ms dar, und zwar in der Weise, dab die 
Basis beliebig ist und yon Stelle zu Stelle wechseln kann*); aueh kSnnen, 
wie im Dezimalsystem, die endlichen Briiche, die die Menge 2: r darsteUen, 
als unendliche Brfiche geschrieben werden. Die in w 6 e'mgef'tit~e Be- 
zeiehnungsweise in Verbindung mit den Siitzen yon w 9 Iiefer~ damit d~n 
geometrischen Ersatz i~ir das im Gebie$ der Analysis ,nmittelbar gegebene 
Dezimalsystem. Dies beweist ihre innere Zweekm~il~igkeit, ja vielleieht 
:Notwendigkeit; sie ist die Quelle, aus der die behauptete Eigenschai~ 
yon ~r flieBt. Die Konstrak~ion dieser Intervalle s~ und der in w 6 resp. 
w 9 enthaltene Naehweis ihrer formalen und materielten Analogie mi~ 
dem Dezimalsystem diirfte das haup~s~ichlichste Hfilfsmit~el dars~ellen, 
das ~ r  die vorliegenden Untersuehungen zu sehaffen war. 

Die hiermi~ angedeutete Beziehung der Punkte yon ~ zu den Inter- 
vallen s~ woUen wit nunmehr genauer untersuchen resp. begrfinden. 

Gem~t~ der fiber ~: gemachten Annahme lii~t sich jeder Pnnkt t mi~ 
dem Ausgangspunk~ m d e r  Gebietsteilung dutch einen Weg ~ verbinden, 
der, falls er unendlich viele Strecken enth~l~, in t seinen ei~zige~ Grenz- 
punkt besitzt. Der Punkt m ka.~n sowohl zu 9.I als auch zu ~ gehSren; 
wir werden fiir das folgende m als inneren Punkt w'Khlen. Er liegt da- 
mit i~nerhalb aller Polygone ~(~). 

Lieg4 zun~ichst t nicht auf dem Umfang eines Polygones ~(~), so wird 
der Weg ~ jedes Polygon ~r kreuzen. Falls niitig, Iiifi~ er sich so redu- 
zieren, dal~ er ~(*) nur einmal kreuzt; hierzu genfigt es, m m i t  dem letzten 
Kreuzungspunkr yon ~(~) durch einen innerhalb ~(~} verlaufenden Weg 
zu verbindem Auf dem Umfang des Polygons ~(~-1) sei s~ dasjenige 
Interval], das den Kreuzuzagspunkt~ en~h~lt, und ~o~ de~ Kreuzungspunk~ 
so wird (lurch den Weg ~eine nnendliche Re~e  yon Int~rv~.]]en 

(2) 
definier~, und eine unendliche Folge yon Pun~en  

(3) . - . ,  

die nach Annahme in t ihren eb~z/gen Grenzpunkr besitzen. 
Die bier definierte Intervall~olge ist dutch t e/ndeu~ bes~immt. Ge- 

hSr~e n's zu einem yon m nach t ~hrenden Weg 1" die Intervallfolge 

s;, . . . ,  

*) Eine solche bewuBte Verallgemeinerung des Dezimalsys~ems dfiri~e slch zu- 
erst bei Strau~ fineten, Ac~a math. Bd. 11, S. 15. Vgl. auch Brod~n, Math. Ann_. 
Bd. 51, S. 362, sowie meinen Berieht fiber Mengentehre, Jahresber. d. Deutsch. Math. 
Yet. Bd. 8, 2, S. 102. 

15" 
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und w~ren i~tir irgend ein v die Intervalle s~v und s~, verschieden, so 

wtirden die Wege I und l '  ein Polygon bestimmen, das mindestens einen 
auf dem Umfang yon ~('-~) gelegenen Punkt yon ~ einschlieBt;. Kreuzen 
sich n~i_m]ich I und 1' zwischen ~(~-1) und t~ so w~ire dies ein gewShn- 
liches Polygon, kreuzen sich I und I' nichi~ ein Polygon mit dem Grenz- 
punkr t. Damit isi die Eindeutigkei~ der IntervaUfolge 2) erwiesen. 

Dasselbe ist der Fall, wenn t auf dem Umfang des Polygons ~(~-~) 
liegt~ aber nicht zur Menge ~:~ gehSrt. Alsdann kann man t mit m 
durch einen gewShnliehen Streckenzug verbinden, und erhiilt so eine zu- 
n~ichst endliche Reihe yon Intervallen 

(4) s~, s~, . . .~  s~ ; 

und zwar ist t innerer Punld~ yon sz. Andererseits ist t in diesem Fall 
gemeinsamer Punkt aUer Polygone 

(5) 1), $% 1 ) , . . . ,  

und jedes dieser Polygone enthiilt ein wohldefinier~es Intervall, dem t 
als innerer Punkt angehSrt. Es wird also auch in diesem Fall durch t 
eine Intervallfolge 

(6) . . . ,  . . .  

bestimmt; dab sie eindeutig ist, bedarf bier keines besonderen Beweises. 
Also folgt: 

8) dTeder t)unkt t, der nicht zu ~ gehb'rt, bestimmt eindeutig eine 
lnte~allfotge {s~} *). 

Wenn dagegen t e i n  Punkt yon ~ ist, so ist er gemeinsamer t)unkt 
zweier auf einem Polygon ~(~-1) liegenden Intervalle sL und s~,. Er ist 
aueh in diesem Fall auf allen Polygonen 5) enthal~en, and bestimmt zu- 
n~ichs~ wieder die endliche Reihe 4). Jetzt kann man aber diese Reihe auf 
zwei verschiedene Arten zu einer unendlichen Reihe erg'~nzen. Sei t Anfangs- 
punkt des Intervalles sz, wo dies Intervall die in w 6 de~inierte Richtung 
hat. Es kann dann s~ auch noch dem Ums yon ~(~) augehSren, als- 
dann erh~lt es gem~il~ w 6 die Bezeichnung s~o. GehSr~ aber s~ nich~ 
dem Umfang yon ~(~) an, so entsteh~ aus ibm ein zu ~(~) gehSriger 
Linienzug, und dieser wird gemiit~ w 6 entweder ebenfalls durch sLo be- 
z e i e h n e ~ , -  falls er n~nlich kein punktfreies Intervall en~h~l~, alas der 
Menge ~ + 1  angehSrt -, oder abet er zerf~ll~ in gewisse Intervalle sly. 

*) Man kann diesen Sa~z als eine Ausdehnnng des in w 7 ange~3hr~n Salves 
ansehen, dab zwei Bereiche S~  und S v lreinen Punlrt'gemein haben. Der Satz yon 
w 7 gilt dann ffir Punkte yon ~r' der obens~hende auch ~3r Punk~ yon ~. 
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Dann wird t Anfangspunld~ yon sz~ seln. In analoger Weise behaudeR 
man das so bestimmte InlervaU sz~ resp. sz~. Man exhii~t also auch bier 
eine unendliche Folge yon IntervaUen 

(7) 8 L ~  8 L i ~  S I . i k ~  " " " r  S L I r  " ~ " 

wo alle Indices i, k, l, . . . ,  0 oder 1 sind, sodaB t gemeinsamer Anfangs- �9 
p u n ~  aller dieser Intervalle ist. Das gleiche ergibt sieh flit das Intervall 
sz., nut  mi~ der Mal~gabe, dal~ in diesem Fall start sz~ das Intervslt 
sz,~, zu w~hlen ist, wo (w 6) ~ den grSS~n zul'~ssigen Index darstellt. 
Die so bestimmh~ Intervallreihe sei wieder 

(7a) 

wo i, k , . . .  diesmal 0 sind oder den griiBten zul~ssigen Index be- 
deuten. Man hat also bier zwei unendliche Folgen yon Intervallen, die 
beide den Punk~ t bestimmen. Also folgr 

9) Jeder Pundit yon 7s r bestimmt ~wei verschiedene Folgen yon Inter- 
vallen {s#}, yon der Art, daft yon einem gewissen Glied an t gemeinsamer 
:EndFankt aller dieser Intervolle ist. 

Von den Intervallen sN der durch t bestimmten Folgen 1M~t sich 
zeigen, dab sie mR wachsendem ~ unendlich klein werdem Gemi~l~ Satz 6 
bedarf dies nur fiir diejenigen Intervalle s~ eines Beweises, die (w 6) 
nicht selbst punktfreie Intervalle s~ ~) ~ 8, sind, sondern zwischen je zwei 
solehen konsekutiven Intervallen liegen. Ist s~ ein solehes, so enth~il~ 
es eine endliche oder unendliche Menge pu~k~freier Inf~rvalle 4 " ) ~  ~.  
Sei s" das griiSte yon ihnen~ so gibt es ei~e kleinste Zahl Q, sodas 
s ' ~  % ist; daher wird s' ein Intervall sR der Menge ~r und es zerf '~t 
s~ in mindestens zwei Intervalle s~ und sR,. Mit jedem dieser In~ervalle 
tcitt flit einen gewissen Index a resp. d das gleiche ein. Da nun die 
ln~ervalIe s!') auf s~ tiberall dicht liegen, so kann es keinen Tell yon s# 
geben, der bei allen ZerF~llungen als Ganzes erhalten bleibt; woraus die 
Behauptung folgr d. h.: 

10) Die Intervalle s~ d~r Mengen ~ ,  werden mit wachsendem v un~ 
endlich klein. 

Beachtet man nun, dab ein Punk~ t entweder E n d p n ~ t  resp. Grenz- 
punk~ der auf den Intervallen s~ liegenden Punkte io~ war, oder dati diese 
Interva]le yon einem bestimmten an den Punk~ t als gemeinsamen End- 
punkt besRzen, so folg~ noch, dab t in a / ~  F~'fllen Grenzpunkt yon End- 
puu~lv~en yon Intervallen s,v~ also yon Punk~n yon ~r  ist. Also folgt 

IV. Die ~ n ~  aller auf den s~mtliche~ Bereichen S~ liege~u~e~ 
punktfreien Intervalle {s~')} b e s t i m ~  eine in 5s iiberall dichte Menge ~E~. 
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Die Beziehung zwischen den Intervallen s~ und den Punkten yon 
findet5 ihren Abschlu$ dutch folgenden Satz: 

V. geder Folge { s~} vo~ I n t e r v ~  

si~ s i ~  si~:~ . . . ~  SN~ ' ' "  

ent@richt ein und nut ein t)un~ yon fs 

Wie wit eben sahen, wird mit waehsendem v jedes Intervall s.v un- 
endlieh klein. Da abet gem~il~ w 9, Sa~ 7 auch Breif~ und ttShe der 
Bereiehe S~ mit waehsendem v unendlich klein werden, so wird aueh 
der A b s ~ d  der Iatservalle der obigen Folge zuletz4 unendlich klein, also 
auch der Absf~nd ihrer Endpunkte. Diese Endpunkte gehiiren zu ~E, sie 
bestimmen daher zum mindesten einen Grenzpunkt~ der als solcher eben- 
falls zu ~ gehSrt. Falls nun die In~ervalle s~ yon einem bes~immten 
Glied an einen gemeinsamen Endpunk~ besi~zen, so bestimmen sie diesen 
Punlr und nur diesen. Ist dies nieht5 tier Fall~ so schlieBt; mau die Ein- 
deufigkei~ des zu itmen gehSrigen Punktes t folgendermaSen. Die Folge 6) 
bestimmt mindestens einen Punkt yon ~;  er sei t" und gehSrt nieht zu ~ .  
Andrerseits gehSr~ zu t' eine und fiur eine Folge; diese isi daher mit 
6) identisch. Zu der dutch t' bestimmten Folge gelang~en wit abet oben 
so, da$ wit einen Weg I legten, der gewisse Punkte p~ und daxai~ 
die sie enthaltenden Intervalle s~ definier~e, und in t '  seinen einzigen 
Grenzpunkt besitz~. Da nun die Intervalle sN mit wachsendem v tm- 
endlich klein werden, so besilzen ihre Endpunkte denselben Grenzpnnkt, 
wie die Punk~e p~r also auch nut ei_aen, womit der Satz bewiesen is~. 

w 11. 

Die umkehrbar eindeutige mad stetige lbbildung der einfachen 
geschlossenen Kurve auf den Kreis. 

Um den Punk~ m, der den Konstruktionspunk~ des Bereiches S bildets, 
legen wit einen Kreis ~, der innerhalb S liege, und bilden ihn folgender- 
magen auf die Menge ~ ab. 

Gem~$ w 6 liegen auf dem Umfang yon S die ~t konsekutiven 
In~rvalle 

(1) s ,  s,, ~ , . - . ,  ~ ,  

deren Endpunk~ die Teilmenge ~E I yon ~E bilden. Wir verbindon die 
Punktr yon ~1 mit~ m; sie zerf'~llen den Kreis in X konsekutive Kreis- 
hSgen, die wit dutch 
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bezeiehnen. Ihre Endpunkte miigen die Menge ~ bilden. Dies e Menge 9,~ 
beziehen wit so auf ~ ,  daft den Endpunkten yon k~ die Endpunk~e yon 
s~ zugeordnet werden. 

Beim l~bergang yon S zu ~" ents~da~ naeh w 6 aus einem Intervall 
s~ entweder ein einziges Int~rvall s~o, das auch mit s~ identiseh sein kann~ 
und s~et~ dieselben Endpunk~e hat wie s o oder es gehen aus ibm die 

Tei!intervalle 
sa, s~, - - - ,  s~s 

hervor. Die Endpunk~e alhr so aus den IntervaUen s~ abgeleite~en Inter- 
val!e s~ bilden die Teilmenge ~ yon 22 Demgemg$ soil, fails aus s~ ein 
s~o entsf~ht, k~ dureh k~o bezeiehnet5 werden, sodafl k~ ~ k~o is~; im andern 
Fall teilen wit den Bogen k~ in tt der Einfaehhei~ halber gleiehe Tefle 

G , "  ", G" 

Die Endpunk~e aUer dieser aus den KreisbSgen k~ enhs~ehenden Biigen k~a 
bilden die Menge ~ ;  wir beziehen sie so auf 2:~, daft den Endpunkhm 
yon s~a die Endpunk~e yon ki~ entsprechen. 

In dieser Weise fahren wir for~; es en~stehen so die auf dem Kreis 
liegenden Mengen 
(3) ~ ,  ~ , - - - ,  ~,, �9 -. 

die den auf den Polygonen !~ (~) liegemen Mengen 

(4) 

en~sprechen. 

(5) 

�9 �9 �9 

Wird insbesondere dutch 

die Menge bezeichne~, die alle ~ enthlqlts, so sind die Mengen $~ und ~ 
eineindeutig aufeinander bezogen. 

Von der Menge %~ haben wit bereits gesehen, das sie (w 10) eine 
in % iiberall dicht~ Menge ist, das gleiche gilt abet auch fth" die Menge ~, 
in Bezug auf den Kreis ~. Um dies nachzuweien, is~ nut zu zeigen, 
dab es keine Folge {sir} gibt, bei der sich sch!ie$1ich dauernd tier 
neue Index 0 einsh~llk Dies ergibt sich leich~ als Folge der in w 6 ent- 
hal~eneu Kons~rul~ionsvorschrift, und zwar folgendermasen~ 

Gemgfl w 6 kann das In~ervall s~ auf drei verschiedene Arden in ein 
IntervaIl s~0 tibergehen. Es kanu zun~hsis sN einen Punkr mN en~halten~ 
doch "so, das der aus sir en~s~henda Liaienz-ug yon ~('} ein einziges 
In terval l  sao bildek ~ Auf diesem Linienzug lieg~ ds~n ein grS~tes pnnkf~- 
@eies Intcrvall d und es existier~ ein Index e, sodaS s ' ~  ~e isr also 
gemg$ w 6 s' ein In~ervall der Menge ~e wird. In diesem Fa!! is~ dann 
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Q derjenige Index, sodaB der bezfigliche Linienzug zwar noch in die 
Menge ~e_l,  aber nich~ mehr in die Menge ~e als g a n z e s  Interval[ ein- 
geht; beim ~bergang yon ~e-1 zu ~e zerf~i~ er daher in mindestens 
zwei Intervalle, deren eines s' ist. 

Analog ist es, we nn s~ selbs~ ein punk~freies l_utervall einer gewissen 
Menge ~e darste]l~. Beim Uber~o~ng yon ~e zu ~e+~ entsteht dann aus 
ibm ein Linienzug, der entweder selbst aus mehreren Intervallen yon 
~e+ z besteht, oder aber tinter die vorstehende Betrachttmg f'~llt. 

Wenn endlich s# nicht selbst ein In~ervall s e dars~elR, so en~h~lt es 
wieder ein grSBtes tntervall s, das einer Menge ~e angehSrt; es wird 
daher ss als ganses Intervall zwar noch der Menge ~e-1, aber nich~ mehr 
der Menge ~e angehSren. 

Jeder Kreisbogea kN muff da~er Fdr einen angebbaren Index e in 
mindestens zwei gleiche KreisbSgen zeffallen, woraus der iiberall dichte 
Charakter der Menge ~ hervorgeh~. 

Aus der eineindeutigen Beziehung der Mengen ~ und ~:, kann ihre 
umkehrbar s~etige Beziehung leich~ gescMossen werden. Sei n~mlich t 
ein Punk~ yon ~,  der nicht zu ~,  gehSr~, und seien 

Pp 

( 6 )  = ' - ,  " ' "  

irgend welc-he P u ~ e  yon ~ ,  deren Grenzpunk~ ~ ist. Alsdann gib~ es 
notwendig ein ~t, sodaB t~ einem Intervall s~ sls Endpunk~ ~ngehSrt, 
ebenso ein /~, sodal~ t /  Endpunk~ eines Intervalles s~ ist, usw. Durch 
die Folge {~])} wird daher eine Folge yon Intervallen 

(7) ' ' ' 8L~ SM~ �9 �9 "~ SR~ " " "  

defiuiert, deren Endpun]~e nach Annahme gegen t konvergieren. Andrer- 
seits gehSr~ zu t such eine Folge 

( S )  s~, s ~ ,  . - - ,  s ~ , , - - - ,  s ~ ,  �9 �9 �9 

und diese Folge enthiil~ gewisse Intervalle 

(9) s~, s ~  - . - ,  s ~ ,  - . . ,  

bei denen die Indices~.~nzahlen mi~ denen der Folge (7) iibereinstimmen. 
Um die Beziehung zur Menge ~, herzustellen, hat man die Folge (7) in 
die Form (8) ~iberzuffihren; dies kann auf folgende Weise geschehen. 

In der Folge (9) is~ der erste Index kons~ant; er sei i. Ffir die 
Folge (7) braucht dies nieht der Fall zu sein; es is~ abet ausgeschlossen, 
dab ein yon i verschiedener e r s t e r  Index i' u_uendlich oft in ihr vor- 
kommk W~e  dies der Fall und wiiren 

S ~ S " S ' ,  . . . S(e)~ . . .  
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die zugeh~irigen Intervalle, so miit~ten auch sie gegen t konvergieren, aIso 
auch irgend wetche auf ihnen gelegenen Punk~ p(e); zugleich wi~re t tier 
eiazige Grenzpunkt dieser Punkte. Sie mtiBten daher einen Weg f" be- 
stimmen, der yon m nach t fiihr~. Abet dieser Weg kreuzt den Bereich S 
nicht auf demjenigen Interva~l, wie der zur Folge (8) gehSrige Weg I; die 
Wege f u n d  f' wtirden also ein Polygon bilden, das einen Punkr yon ~: 
i~  Innera enthielte, was unmiighch ist. Daher muB in (7) der ers~e 
Index yon einem bestimmten Glied an derselbe Index i sein, wie in (9) 
resp. (8). Damit ist der ers~e Index der Folge (8) bes~imm~. 

Ma~ tflge jetz~ aus (7) diejenigen Intervalle, die nieh~ den Index i 
enthalten. Von der iibrigbleibenden Folge beweist man dann genau wie 
eben, daf} sie nur eine endliche Zahl yon IntervaUen enth'~l~, deren 
zweiter Index yon dem zweiten Index k der Folge (8) verschieden is~. 
Fiir die Folge (7) exis~ier~ also ein angebbares In~ervall, yon dem au 
alle folgenden Intervalle die niim!ichen Indices i und k en~halten, wie die 
Infervalle yon (8), womit auch k bes~imm~ is~. In dieser Weise kaun 
man forffahren cud so beliebig viele Indices yon (8) bestimmen. Dami~ 
is~ (7) in (8) iibergeftihr~. 

Den Intervallen yon (8) entsprechen anf dem Kreis ~ die Kreisb~igen 

G ,  G , - - " ,  
die gegen einen bes~immten PunkC'k konvergieren. Gegen diesen Punkt 
konvergieren nun auch die Punkte 

(11) k:, G ' - ' ,  �9  �9 

Wegen der eineindeu~igea Beziehung der Mengen ~ und ~ sind n~imlich 
diese Puakte Endpunkte der Intervalle 

(12) 

deren Indices mit denen der Folge (7) iibereinstimmen. Da in ihr yon 
einem bes~immten Gliede an der erste Index den Weft i hat, so sind die 
KreisbSgen yon (12) yon einem bestimmten Glied an si~mflieh Teilb~igen 
yon k~. Von einem andern Glied an sind si4mtliche KreisbSgen yon (12) 
Teilb(igen yon k~ usw. Demnach bes~immen die Folgen (10), (11) cud 
(12) denselben Punk~ ]~. Es entspricht daher einem Pun~ t, welches 
auch die Jim darst~llende Folge sei, ein und nut ein Ptmkt k. 

Analog gestalt~ sich der Beweis in dem Fail, dab dex dutch die 
Folge {~)} definierte Punkt t zur Menge ~:~ geh~irK Auch bier wird 
&arch den Punkf t eine Folge (7) bestimmt; yon i.hr beweisf man, dab 
ihre Indices yon einem bes~immt~n Gliede an mi~ den Indices mindest~ns 
einer der beiden Folgen iibereinslimmen, die in diesem Fail dem Puukte t 
entsprechen (w 10). 
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In derselben Weise kann man zeigen, dab jedem Punk~ k des 
Kreises ~ ein und nut ein Punk~ yon 2; zugehSr~. Der Beweis, dab 
eine Folge yon der Form (7) imrmer eine Folge yon der Form (8) be- 
stimm~, gestal~e~ sich ebenso, wie der vorstehende. 

�9 Die Mengen ~ und 2:~ stehen also in der Beziehung, dab jedem 
Grenzelement tier einen Menge ein und nur ein Grenzelement der 
anderen entsprich~ womi~ die gegenseitige s~etige Beziehung erwiesen 
is . Also folg : 

VI. Jede einfache geschtossene Kurve l~ifl~ sich umkehrbar eindeutig 
und stetig auf die Punkte eines Kreises abbilden. 


