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Beitrage zur Theorie der Punktmengen. I

Von

A. ScroENrFLIES in Kénigsberg i./Pr.

Als eines der allgemeinsten Probleme aus der Theorie der Punkt-
mengen kann man die Aufgabe bezeichnen, die grundlegenden Sitze der
Analysis Situs mengentheoretisch zu formulieren und zu begrinden und
die Beziehungen darzulegen, die zwischen den mengentheoretisch-geometrischen
und den analytischen Ausdrucksweisen derselben Begriffe und Sitze ob-
walten. Die paradoxen Resultate, wie sie z. B. in der eineindeutigen Ab-
bildung der Continua und in der Peanoschen Kurve vorliegen, haben die
naiven Vorstellungen der Analysis Situs griindlich zerstért. Um so mehr
muB man verlangen, daB die Mengentheorie wiederum Ersatz schafft und
die geometrischen Grundbegriffe in einer Weise definiert, die ihnen ihren
natiirlichen fiir die Analysis Situs charakteristischen Inhalt wieder zuriick-
gibt. Ist auch die vielgeschmihte Anschauung keine Quelle des Beweises,
so scheint es mir doech — wenigstens im Gebiet der Analysis Situs — ein
Ziel der Forschung zu sein, den Inhalt der geometrischen Definitionen mit
dem Anschauungsinhalt in Ubereinstimmung zu bringen.

Einen ersten Beitrag zur Losung dieser Aufgabe hat bekanntlich Herr
C. Jordan durch seinen Kurvensatz geliefert; einen zweiten ich kiirzlich
selbst, indem ich zeigte*®), in welcher Weise der Kurvensatz des Herrn
C. Jordan einer Umkehrung fihig ist. Dieser Satz besagt bekanntlich,
daB eine im Intervall §, .- ¢, umkehrbar eindeutige und stetige Beziehung
=1(¢) und y = @(¥) — falls zu 4 und 4, dasselbe Wertepaar z, y ge-
hort — eine Punktmenge bestimmt, die die Ebene in ein AuBeres und
ein Inneres teilt. Es erweist sich aber nicht jede Punktmenge, die die Ebene
in ein AuBeres und ein Inneres teilt, als eine stetige Kurve. Der geo-
metrische Begriff der Gebiclsgrense, die eine Scheidung der Ebene in zwei
getrennte Gebiete bewirkt, kann daher nicht als Aquivalent der analytischen
Steligkeit angesehen werden. Er ist vielmehr der weitere; um ihn in den
engeren Begriff der stetigen Kurve tiberzufithren, muB man zu ihm, wie
ich a. a. O. zeigte, eine wesentliche Bedingung hinzufiigen.

*) Nachr. d. Gottinger Ges. d. Wiss. 1902.
13*
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Was diese Bedingung betrifft, so kann man sie als eine Verallgemeinerung
derjenigen axiomatischen Tatsache ansehen, die dem Dedekindschen Schnitt-
prinzip za Grunde liegt. Dieses Prinzip, das eine eineindeutige Beziehung
zwischen dem Zahlenkontinuum und den Punkten einer Geraden herstellt,
16st damit fiir den elementaren Fall einer Geraden die gleiche Aufgabe,
die hier fiir eine beliebige Kurve behandelt wird; es ist geometrisch da-
mit dquivalent, daB zwei auf verschiedenen Seiten einer Geraden liegende
Punkte durch ihre Verbindungslinie stets einen und wur einen Punkt der
Geraden ausschneiden. Die Eigenschaft, die fiir diejenigen Punktmengen
erfillt sein mufl, tiber die Werte eines Parameters stetig und ein-
eindeutig verteilt werden sollen, ist hiervon die genaue Verallgemeinerung.
Sie verlangt, daB zwei auf verschiedenen Seiten der Punktmenge liegende
Punkte durch einen Streckenzug verbindbar sind, der eimen wund nur einen
Punkt der Punktmenge enthiilt. Dieser Punkt ist alsdann wieder der
Schnitt der beziiglichen Kurve mit dem Streckenzug.

Der eben erwihnte Streckenzug kann eine unendliche Zahl von Strecken
enthalten; er besitzt aber dann nur einen einzigen Grenzpunkt, nimlich
den Kurvenpunkt selbst. Das Auftreten solcher Streckenziige wird ver-
stdndlich, wenn man beachtet, wie umfassend die Kurvenklasse ist, auf die
sich der fragliche Satz bezieht. So gehdren zu ihnen auch diejenigen, die
aus funktionentheoretischen Fundamentalbereichen ableitbar sind, indem
man diese Bereiche den zugehérigen Substitutionen unterwirft; voraus-
gesetzt nur, daB hierdurch eine Teilung der Ebene in zwei Gebiete der
genannten Art entsteht®).

Im Folgenden gebe ich eine ausfiihrliche Darlegung dieser Dinge,
die in vieler Hinsicht von dem Beweisgang, den ich in meiner Note be-
folgte, abweicht, tibrigens inhaltlich in vielen Punkten tiber sie hinausgeht.
Ich gehe von den Eigenschaften des einfachen Polygons als geometrischer
Grundlage aus und bestimme die beziiglichen Punktmengen so, daB sie
“sich als natiirliche Verallgemeinerungen des einfachen Polygons ergeben.

Wenn die ausfiihrliche Darlegung etwas umstindlich ausgefallen ist,
so liegt dies an zwei Umstinden. Da man nimlich von einer rein geometri-
schen, resp. mengentheoretischen Problemstellung ausgeht, so entbehrt
man die einfachen Hiilfsmittel, iber die die Analysis verfiigt, und hat
die ihnen entsprechenden Tatsachen aus den axiomatischen Grundlagen
der Geometrie und der Mengenlehre erst abzuleiten. Um dies durchzufiihren,
konstruiere ich eine Punktmenge, die mit Bezug auf die gegebene iiberall
dicht ist und zu ihr dieselbe Stellung einnimmt, wie die endlichen Dezimal-

*) Ein vorziigliches Beigpiel bildet die von Herrn Fricke untersuchte Kurve, die
aus einem Kreisbogenvierseit als Fundamentalbereich entsteht. Vgl. diese Annalen,
Bd. 44, S. 584f.
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briiche zur Gesamtheit aller Zahlen. Ich gelange zu ihr mittelst der oben
genanmten Streckenziige, die von einem inneren Punkte zu gewissen Kurven-
punkten hinlaufen und sich um ihn immer mehr verdichten. Die zweite
Schwierigkeit besteht darin, daB' die Natur der verschiedenen Punkt-
mengen auBerordentlich manuigfach ist; erst eine allmihliche Analyse
aller Moglichkeiten fiihrt auf diejenigen Mengen, die als die einfachsten
Typen anzusehen sind, und sich als stetige Kurven in dem obigen Sinne
erweisen. Gerade hierin legt aber die Schwierigkeit des Beweises. Denn
der Beweisgang muB anch die Natur derjenigen Punkfmengen erkennen
lassen, die der oben eingefithrten Bedingung nicht gentigen; er mufl ferner
erkennen lassen, warum fiir diese Punkimengen die Umkehrung des
Jordanschen Satzes nicht zutrifft.

In gewisser Hinsicht beriihren sich die folgenden Untersuchungen auch
mit dem Jnhalt des von Herrn Hilbert unlingst veréffentlichten Aufsatzes:
Uber die Grundlagen der Geometrie®). Dort wird die Umkehrung des
Jordanschen Kurvensatzes fiir einen speziellen Fall (den sogenannten ,,wahren
Kreis®) ebenfalls bewiesen. Freilich ist der Ausgangspunkt hier und dort
wesentlich verschiedener Art. Wihrend bei den folgenden Untersuchungen
nur elementare geometrische Hilfsmittel angewandt werden, und die ana-
lytische Darstellung das letzte Ziel der Untersuchung bildet, operiert
Herr Hilbert von vornherein mit den umkehrbar eindeutigen und stetigen
Transformationen der Zahlenebene in sich. Aus ihnen scheidet er mittelst
gewisser Axiome die ,Bewegungen® aus, und beweist mit Hilfe dieser
Axiome, daf alle Lagen, in die ein Punkt durch diejenigen ,Drehungen“
ibergeht, bei denen ein Punkt fest bleibt, eine Jordansche Kurve bilden
(den ,wahren Kreis), die stetiz und eineindeutig auf den gewohnlichen
Kreis abbildbar ist. Dies beruht wesentlich darauf, daf der wahre Kreis
in einfacher Weise durch die Punkte eines gewdhnlichen Kreises bestimmt
ist. Im tibrigen spielen auch im Hilbertschen Beweis die Wege, die einen
duBeren oder inneren Punkt mit den Punkten des wahren Kreises ver-
binden, eine wichtige Rolle. Wihrend aber bei ihm die Existenz solcher
Wege eine fast unmittelbare Folge seiner Annahmen ither die Abbildung
ist, ist bel der vorliegenden Untersuchung die Punktmenge nur durch die
Eigenschaften der Gebietsteilung gegeben; die den Wegen entsprechenden
Streckenziige sowie die anf der Kurve durch sie bestimmte Teilmenge
missen daher konstruktiv Schritt fir Schritt erzeugt werden®*). Gerade
diese konstruktive Erzeugung sowie der Nachweis der aus ihr flieBenden,
fiir den Beweisgang notigen Eigenschaften bilden eine Hauptaufgabe der
folgenden Darlegung.

*) Diese Annalen, Bd. 56, S. 381.
*#) Dies geschieht hier im wesentlichen ebenso, wie in der 8. 195 zitierten Note.
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§ 1.

Einige Siitze iiber ebene Polygone.

Sind 4., 4,, 4;, ---, 4, beliebige Punkte, so soll die Gesamtheit
der Strecken A4,4,, 4,4,,---, 4,_,4, als Streckenzug oder Weg be-
zeichnet werden. Falls der Streckenzug sich nicht selber kreuzt, moge
er einfoch heiBen. Fallt der Endpunkt des Streckenzuges mit dem Anfangs-
punkt zusammen, so heifit er geschlossen; er bildet dann ein Polygon.
Das Polygon heiBit einfach, wenn der Streckenzug ein einfacher ist. Alle
Polygone, von denen im Folgenden die Rede sein wird, liegen ganz im
endlichen Gebiet*),

Eine grundlegende Eigenschaft eines einfachen Polygons ist die, daB
es die Ebene in ein Auferes und ein Inmeres zerlegt. Wird ein einfacher
Weg, der entweder ganz oder doch abgesehen von seinen Endpunkten
dem Inneren oder AuBeren des Polygons angehort, als inmerer, resp.
duperer Weg bezeichnet, so lautet der Satz, der die beziigliche Eigen-
schaft ausdriickt, in ausfithrlicher Darstellung folgendermaBen:

I Jedes einfache ebene Polygon P bestimmt in der Ebene € dres
Punktmengen, nimlich die Punkte des Polygons B, die Menge N der duperen
Punkte und die Menge I der inneren Pumkte, sodaf

C=P+A+IJ

ist, wnd folgende Beziehungen statthaben: 1) Je zwei Punkte von I oder U
lassen sich dwrch einen einfachen inneren resp. duferen Weg verbinden, und
wmgekehrt.  2) Auch jeder Punkt von B lift sich mit jedem Punkt von I
oder A durch einen einfachen inneren oder iduferen Wey verbinden; jeder
Punkt von A lipt sich daher mit jedem Punkt von I durch einen Weg
verbinden, der nur einen Punlt von P enthdilt.

Aus diesem Satz folgt noch, daB zwei Wege, die denselben Punkt
von A oder I mit demselben Polygonpunkt verbinden, niemals einen
weiteren Polygonpunkt einschlieBen.

Auf den Beweis®**) gehe ich nicht ndher ein; dagegen ist es fiir
das Folgende niitzlich, zu zeigen, wie man die im Satz genannten Wege
wirklich ausfiihren kann.

Auf zwei beliebigen Strecken, die keinen Punkt gemein haben, gibt

*) Eine wesentliche Beschrinkung ist hierin nicht enthalten. Die Transfor-
wation mitelst reziproker Radien kann eine gegebene Punktmenge in eine andere
tberfithren, die im Endlichen liegt, und im Sinn der Analysis situs mit der ersten
gleichwertig ist.

*¥) Wie Herr Hilbert kiirzlich hervorgehoben hat, beruht der vorstehende
Satz auf der axiomatischen Tatsache, daB eine unbegrenzte Gerade die Ebene in
zwei durch sie getrennte Gebiete zerlegt; vgl. Grundlagen der Geometrie, S. 7.
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es ein Punktepaar, dessen Abstand ein Minimum ist. Ein solches Minimum
existiert daher auch fiir je zwei nicht anstoBende Seiten des Polygons ‘B.
Ist 0 das kleinste von ihnen, so ziehe man im Ahstand & <1, zu jeder
Polygonseite eine #uflere Parallele und schlage um jede konvexe Kcke
von P einen Kreis mit dem Radius ¢, so bilden diese Parallelen mit den
innerhalb jedes Kreises legenden Verbindungslinien ibrer Beriihrungs-
punkte ein einfaches Polygon PB,, das im AuBern von P verliuft. Analog
kann man mittelst innerer Parallelen und der um die konkaven Ecken
geschlagenen Kreise ein einfaches Polygon %5, konstruieren, das im Innern
von P verlduft. Beide Polygone haben die Eigenschaft, daB keiner ihrer
Punkte von P um mehr als ¢ entfernt ist.

Sind nun @, und @, zwei #uflere Punkte, die mindestens den Ab-
stand % von P haben, so zeichne man ein Polygon $,, sodaB <<% und
¢ <Y, 0 ist, und ziehe einen einfachen Streckenzug, der von @, nach g,
filhrt. Enthélt er keinen Punkt von %, so ist er von selbst ein duBerer
Weg. Enthilt er dagegen einen Punkt von %, so kreuzt er notwendig
auch B ; ist o’ der erste und &” der lefzte Kreuzungspunkt, so ersetze
man das zwischen o und ¢ gelegene Wegstiick durch denjenigen Teil
des Polygons %,, der von a’ bis ¢” reicht. Der so modifizierte Strecken-
zug ist dann ein duBerer Weg. Analog verfihrt man mit zwei inneren
Punkten. Endlich kann man mittelst der Polygone P, und P, auch er-
reichen, daB ein von einem #uBeren zu einem inneren Punkt fiithrender
Weg das Polygon nur einmal und zwar an einer beliebig gegebenen
Stelle trifft.

Die im Satz I. enthaltenen Eigenschaften sind, soweit das Gebiet
der Analysis situs in Frage kommt, fiir den Polygonbegriff grundlegend.
Inshesondere flieBen aus ihm die bekannten Folgerungen iiber Teilung,
Zusammensetzung und Kreuzung von Polygonen. Thr Bestehen soll daher
als charakteristisches Merkmal aller derjenigen Punktmengen angesehen
werden, die ich als Verallgemeinerungen des Polygonbegriffs einfithre. Es
gelten dann auch fiir diese Punktmengen alle die ebengenannten Folge-
rungen, deren alleinige Quelle der Satz I. ist.

Die nichste Verallgemeinerung des Polygonbegriffs, die ich vornehme,
besteht darin, daB die Seitenzahl unendlich gro8 wird. Um dies durch-
znfiihren, leite ich zuvor einen Hiilfsatz iiber ebene Polygone ab (§ 2).
Abgesehen von Satz I. und den eben genannten aus ihm flieBenden
Folgerungen benutzt er moch die Tatsache, daB bei jedem ein Polygon
kreuzenden Streckenzuge die Kreuzungspunkte in Einfrifts- wnd Austritls-
punkte geschieden werden konnen, und deren gegenseitige Beziehungen.
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§ 2.
Beweis eines Hiilfsatzes iiber ebene Polygone.

Sei q ein Quadrat mit dem Mittelpunkt O, und 4, L, L' Punkte auBer-
halb q. Man zeichne (Fig. 1) zwei einfache Streckenziige

{=AB.--L uond '=A4B’---L’

und nehme innerhalb von q zwei Punkte M und M’ in der Weise an, daB
{und [" mit MOM’ ein einfaches Polygon

p=AB.--.-LMOM'L’ -..-.B'A

bestimmen, von dem keine Ecke auf q fillt. Im ibrigen kann dieses
Polygon das Quadrat beliebig oft kreuzen. Die Schnitt-
punkte von LM und L'M’ mit q seien § und @".
Wir verbinden die Punkte 4 und O durch einen
in Bezug auf p inmeren Weg A --- 0. Dieser Weg
kreuzt das Quadrat q enfweder nur einmal, oder es
gibt einen Punkt, in dem er q zum letzten Mal kreuzt.
Sei K der Kreuzungspunkt und PP’ dasjenige not-
wendig existierende Intervall von g, das K enthilt,
sodaB P auf dem Streckenzug [, P’ auf [” liegt und PP’ keinen weiteren
Punkt von p enthilt. Dadurch wird ein Polygon
B=A4B.---PP'--.-B'4
bestimmt, das, weil K, also auch die Punkte von PP’ innere Punkte
von p sind, ein Teilpolygon von p ist. Es gehort daher O, und damit
auch der Streckenzug M OM’, zu den duferen Punkten des Polygons .
Da ferner der von A nach O fithrende Weg bei K in g eintritt, so folgt,
daB auch der Streckenzug [ bei P in q eintritt, und ebenso [ bei P’.
Die Punkte @ und @’ zerlegen q in zwei Teile. Einer von ihnen
ist dadurch definiert, daB die inneren Punkte von PP’ ihm wicht an-
gehdren; wir bezeichnen ihn durch q. Wird er von den Streckenziigen
[ und !’ nicht gekreuzt, so besteht er aus lauter duBeren Punkten von p.
Dies ist unmittelbar klar, falls P und P’ mit ¢ und @’ identisch sind.
Ist aber P von @ verschieden, so folgt es daraus, daB der Streckenzug [
sowohl bei P, wie auch bei @ in das Quadrat q eintritt. Wird dagegen
q" von I oder [’ gekreuzt, und ist R-der erste Kreuzungspunkt von ¢
aus, so folgert man zunichst wieder, da} QR eine duBere Strecke fiir p
ist. Der bei B in q eintretende Streckenzug wird dann q in einem Punkt
S verlassen, der notwendig auf q” liegt; denn sonst miiBte er den Strecken-
zug QMOM’ Q' kreuzen, was ausgeschlossen ist. Es sind dann entweder
alle Punkte von S@Q’ duBere Punkte von p, oder es gibt ein in S be-
ginnendes Intervall S7' dieser Art, sodaB wieder 7' ein Kreuzungspunkt

Fig. 1.
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von p und g ist, und der bei 7 in q eintretende Streckenzug in einem
Punkt U austritt, der auf q zwischen S und ¢’ enthalten ist, usw.

Nun sei & der kleinste Abstand der Streckenziige L--- A-.- L wund
MOM', so konstruiere man auf die in § 1 angegebene Weise mit ¢ <<%, 0
das Polygon p,. Dieses mag die auf ¢ gelegenen #uBeren Strecken
QR, ST,---in @, R, S,, Ty, U, --- schneiden. Alsdann bestimmen
die von B, bis S;, von T, bis U, - - - reichenden Streckenziige dieses
Polygons p, nebst den Strecken QR,, 5,7y, - - - und dem Streckenzug
QL---A---L'@Q ein einfaches Polygon

Q=A4---LQR,---8,T,--- QL --- 4,

von dem klar ist, daB p ein Teilpolygon von ihm ist; denn der ganze
Streckenzug QR, --- S, 7, - - - @ besteht, von den Endpunkten abgesehen,
aus duberen Punkten von p. Es ist daher O ein innerer Punkt von 2.

Da p Teilpolygon von L) ist und B Teilpolygon von p, so ist auch
B Teilpolygon von L. Aus der Definition von P und & ist daher er-
sichtlich, daB das Polygon R, das P zu QO erginzt, definiert ist durch

R=P..-LQR,~--8,T,--- QL --- P,
und daB auch fir R der Punkt O ein imnerer Punkt ist.

Die vorstehenden Betrachtungen beruhen, insoweit das Polygon p
in Betracht kommt, ausschlieBlich darauf, daB man mit zwel einfachen
Streckenziigen

ML.---A---LI'M ud MOM
operiert, die einander nicht kreuzen und der Bedingung geniigen, daf
A, L, L' auBerhalb und MOM’  innerhalb von q liegen. Der Verlauf
von MOM’ innerhalb von q kommt jedoch fiir den Beweis nur insofern
in Frage, daB dieser Streckenzug durch O gehen mu8.

Die erhaltenen Resultate kionnen daher auch als Eigenschaften der
Streckenziige

AB---LM wund AB ---L'M
angeschen werden. Um in diesem Fall das Intervall PP’ zu definieren,
kann man folgendermaBen verfahren. Man kann zunichst zeigen, daB
sich M mit M’ durch einen innerhalb g verlaufenden Streckenzug [, ver-
binden 1i8t, der mit den beiden gegebenen Streckenziigen ein einfaches
Polygon p bestimmt, und dann PP’, wie vorstehend mittelst p definieren.
Oder aber man definiere, ohne I, zu zeichnen, PP’ als dasjenige Intervall
von ¢, das mit den Streckenziigen A4 --- P und 4 --- P’ ein einfaches
Polygon B bestimmt, das den Punkt A enthilt, und, falls es mehrere
solche Polygone gibt, so ist B dasjenige, das alle andern als Teilpolygone
enthilt. Mit PP’ ist dann wieder der Teil q' von g bestimmt. Was
ferner £ betrifft, so befuht seine Bestimmung nur auf der Existensz
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einer GroBe & und der Moglichkeit, von dem Polygon p, die von R, bis
S;, von T, bis U, ... reichenden Streckenziige zu konstruieren.
Hiervon werden wir in § 3 Gebrauch zu machen haben.

§ 3.

Die Polygone mit unendlich vielen Seiten.

Es handelt sich jetzt darum, den Polygonbegriff auf den Fall aus-
zudehnen, daB die Zahl der Seiten iiber alle Grenzen wichst.

Sel also {A,,}=A1, Ay, As, - -, 4,,---
eine Menge unendlich vieler Punkte, so soll die Gesamtheit der Strecken
A Ay, Ay Ag,---, A A, ., -+ wiederum als Streckenzug bezeichnet werden.
Br heiit emfach, falls nur je zwel aneinander grenzende
A 4, Strecken einen gemeinsamen Punkt besitzen. Dieser Strecken-
A5 4, 2zug hat mindestens einen Grenzpunkt; er kann aber auch

3™~., unendlich viele haben, die sogar eine beliebige Kurve aus-
2 . . - .
A; machen konnen, und die wir zu dem Streckenzug hinzu-
4 rechnen.
Fig. 2.

Die nebenstehenden Beispiele sollen eine Vorstellung
von der groBen Mannigfaltigkeit solcher Streckenziige geben. In Fig. 2
bilden die Haufungspunkte ein Stiick einer Geraden ¢, in Fig. 3 erfiillen
sie den Umfang eines Quadrats; man kann diese Beispiele
Ay 4,| auch so modifizieren, daBl die Strecken mit wachsendem »
A, beliebig klein werden.

g- ' Auch diese Streckenziige lassen sich so kombinieren,
daf die von ihnen gebildete Figur, wie das einfache
4, Polygon, die Ebene in ein AuBeres und ein Inneres

teilt. Fir den Streckenzug von Fig. 2 kann dies z. B.

so geschehen, daB man ihn zunichst an ¢ spiegelt, und
die so entstandene Figur noch einmal an der Geraden, die 4 mit dem
aus ihm entstandenen Spiegelbild verbindet. Die so entstandene Punkt-
menge soll jedoch wichi als Verallgemeinerung des Polygonbegriffes be-
trachtet werden, da sie nicht den simtlichen Eigenschaften von Satz I.
geniigt. Es ist unmoglich einen auf g enthaltenen Punkt p der Punkt-
menge mit einem inneren oder #uBeren Punkt durch einen Streckenzug
zu verbinden, der auBer p nur innere oder duBere Punkte enthilt.

Aus diesem Grunde beschrinken wir uns im Folgenden auf solche
Streckenziige, die nur einen einzigen Grenzpunkt A, besitzen; er ist dann
auch Grenzpunkt der Punktmenge {A4,}, Nur diese Streckenziige be-
zeichnen wir von jetzt am als Wege, und falls sie sich nicht selber kreuzen,
als einfache Wege. Bei einem einfachen Weg soll auch ausgeschlossen

Fig. 8.
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sein, daB der Punkt 4, in eine Seite 4,4, , hineinfillt. Die Punkte 4,
und A, bilden den Anfangspunkt und den Endpunki des Weges. Kine
endliche Liinge braucht jedoch ein solcher Weg wicht zu besitzen *).

Zwei derartige einfache Wege, die von demselben Anfangspunkt zu
demselben Endpunkt laufen, die einander nicht kreuzen und von denen
jeder aus einer endlichen oder unendlichen Zahl von Strecken besteht, be-
zeichne ich nunmehr allgemein als einfaches Polygon. Auf sie kann nimlich
der Satz 1. vollinhaltlich iibertragen werden. Naturgem#B kann dies nur
so bewiesen werden, daB man stets mit Polygonen von endlicher Seitenzahl
operiert; diese sollen, falls es zur Unterscheidung notig ist, auch als ge-
wihnliche Polygone bezeichnet werden.

Seien also

Q=A4,4,--- A, und & =44 4 --- 4,
zwei einfache Wege, die zusammen das einfache Polygon
B=AAd, -4, A'A
bilden. Man lege (Fig.4) um A, als Mittelpunkt ein Quadrat g, das durch
keine Ecke von P hindurchgeht; iiberdies soll 4 auBerhalb von g, liegen.
Die letzten Schnittpunkte von ¢, mit &
und &' seien @, und @,, und es falle @,
in die Seite 4,4, , und ;" in die Seite
Ay A4 q; ferner seien
L=AA ---4; wd ['= A4 - A
die von 4 nach 4, und 4, gehenden Teile
von € und €. Auf sie kénnen wir dann 4
die Betrachtungen von § 2 anwenden. Ge-
mif § 2 bestimmen wir auf ihnen zwei
auf ¢, liegende Punkte P, und P, und
damit ein Polygon ,
Po=P -4, 44, - P/, ne
sodaB A;yy1, Agyy und A4, zu den duferen Punkten von P, gehdren.
Wenn 0 den kleinsten Abstand der beiden Streckenziige

Ay-o A4y und Apyy-- Ao Agin
bedeutet, so kann man, wie in § 2, zu denjenigen Teilen von [, und [,
die innerhalb von g, liegen, mit ¢ <%, 0 die zugehorigen suBeren Strecken-
ziige konsiruieren, und erhilt somit wieder das einfache Polygon
DL:A’ "AlQrRl S1T1 Q1’A9’A‘
Fiir dieses Polygon sind 4;.y, 4j.1 und A, innere Punkte.

*) Die Punkte
- z==1/n, y=(—1".-1/n n=1,2,8,---,
durch Strecken verbunden, liefern einen solchen Weg.
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Endlich ist wieder
Re—=P - A QR - ST, Q4 - P

dasjenige Polygon, das B, zu Q, erginzt; es ist daher A4 innerer Punkt
auch von R,. Aus der Definition von ¢, und &, ist idberdies klar, daB
beide den Streckenzug P,---4 ... P, enthalten. -

Aus der Bestimmung von B, und Q, folgt weiter, daB der Abstand
des Punktes 4, von P, und Q, groBer als 1, 0 ist. Man kann daher
um A als Mittelpunkt ein zu g, paralleles Quadrat q, so legen, daB g,
innerhalb £, und auBerhalb P, liegt; es geniigt, die Seite von g, kleiner

als 1, 07)/2 zu nehmen. Wir wihlen q, iiberdies so, daB A4;,; und Ay
zu seinen #AuBeren Punkten gehdren. Mit diesem Quadrat kann man
ebenso operieren, Wie mit q, und gelangt dadurch zu den drei Polygonen

By = A, AA4) - Py,
Ry = A A,t QR - S T Qz'A ' A,
%2=P2“‘A‘uQR2 Qz ) 2’:

wo > 1 und 6> ist und 4 Aﬂ 11 resp Ag Aa+1 die letzte Strecke
der Streckenziige & und &, die q, kreuzt. Diese drei Polygone besitzen
zu 4, und zueinander die ndmlichen Beziehungen, wie P, O,, R,. Ins-
besondere enthalten %, und £, beide den Streckenzug P,---4-.-- P,
Ferner aber ist B, Teilpolygon von PB,, da P, eine Strecke von g, ent-
hilt, und g, auBerhalb von B, liegt; ebenso folgt, daB L, Teilpolygon
von £, ist. Was schliefllich R, betrifft, so zeigh man leicht, daB es
innerhalb des Quadrates g, liegt. Von dem Streckenzug ¢, R, --- @, ist
es unmittelbar klar, denn er liegt gemif seiner Definition (§ 2) entweder
auf g, oder innerhalb q,. Da nun 4 gemiB Festsetzung von dem Strecken-
zug A; -+ A--- A; mindestens den Abstand J besitzt, so ktnnen die auf
q, liegenden Punkte P, und P,” diesem Streckenzug nicht angehtren. Sie
liegen daher auf 4;--- 4, -+ Ay, und da 4,4, , und AgAqy41 auBerhalb
von g, liegen, auf A4;y-- A AQH Dieser Streckenzug liegt aber nach
Festsetzung innerbalh von q;, denn 4, 4, , und 4, 4,;, sind die letzten
Strecken von & und ¥, die q, schneiden. Daher liegt anch P,--- 4, ¢,
und P, - - A4 Q,’ innerhalb von q,, also auch R, selbst.

In dieser Weise kann man fortfahren, indem man eine gegen A,
konvergierende Reihe von Quadraten

Ois Q25 G35 "5 Gy -
benutzt. Man erhilt durch sie drei Reihen von. Polygonen
S‘Bl’ 5'82)"'7 Ly Tt
gl? Qz, SRR Qw ceey
Sﬂt1> mm T éﬁw T



Beitrige zur Theorie der Punktmengen. I 205

sodaB je zwei Polygone B, B, ., und 8, £, ., in der oben angegebenen
Beziehung zueinander stehen und %, , innerhalb q, liegt. Aus der Kon-
struktion dieser Polygone geht iiberdies hervor, dafl fiir irgend einen von
A, verschiedenen Punkt p von B stets ein kleinster Index ¢ existiert;
sodaB p den Polygonen B, und L als Polygonpunkt angehort.

Mit Hiilfe dieser Polygone beweisen wir den folgenden Satz:

. Ist P ewn einfaches Polygon mit unendlich vielen Seiten, haben B,
und ., die oben angegebene Bedeutung, ist ferner I die Menge der Punkte,
die fiir irgend ein 2 innere Punlte eines Polygons %,, also auch aller Poly-
gone B, ., sind, und N die Menge aller Punkte, die fiir irgend ein i
dupere Punkte eines Polygons 2, und damit auch aller Polygone L, _,
sind, so geniigen diese Mengen der Gleichung

C=P+A+J

und es gilt fir sie der Satz 1. des § 1.

Aus der Definition der Polygone %,, £,, R, folgt zunichst, daB
jeder Punkt, der michi dem Polygon P angehort, fiir jedes 4 entweder
dem Innern’ oder dem Umfang von B, und damit dem Inmern von %, ,,,
oder dem Aufern resp. dem Umfang von £);, also auch dem AufBern von
£,,1, oder aber dem Inmern von R, angehdrt. Punkte, die weder zu %R,
noch zu J, noch auch zu A gehdren, konnen daher an sich nur solche
sein, die fiir jedes 1 innere Punkte von R, sind. Da aber R, innerhalb
von (,_, liegt, so sind diese Punkte zugleich innere Punkte aller q,;
es giebt aber nur einen solchen Punkt, nimlich 4. Da nun 4, zu P
gehort, so ist damit die obige Gleichung erwiesen.

Sind nun ¢" und 77 zwei Punkte von J, so existiert ein erstes Poly-
gon P, dem beide als innere Punkte angehfren. Sie sind mithin durch
einen Weg verbindbar, der innerhalb %, liegt und daher zu J gehort.
Sind &’ und o Punkte von ¥, so gibt es ein erstes -Polygon £, auBler-
halb dessen sie liegen; sie sind daher durch einen Weg verbindbar, der
auBerhalb von ¥ verliuft, also zu A gehort. Ist p ein von 4, ver-
schiedener Punkt von %, und ¢ ein Punkt von J, so gibt es ein erstes
Polygon B, sodaB 7 innerhalb und p auf B, liegt, woraus die beziigliche
Verbindbarkeit von p mit ¢ folgt; ebenso folgt sie fiir p und einen Punkt
von . Ist endlich p mit 4 identisch, und 4 ein Punkt von J, der
mmerer Punkt von P, also auch aller P, , ist, so betrachte man die
auf den Quadraten q,, q,,,, -, 4,,, liegenden Intervalle

¢ £
-P’tP17 P’t-!—l-P’L,'-{-l) D 1 -P*t-l*-’v; -P1+1a7 .
und nehme auf ihnen je einen Punkt

Plr ’¢ 7
T 41y ° " % 4%
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an. Man kann dann ¢ mit P,” durch einen Weg verbinden, der inner-
halb B, liegt, P,” mit P/}, durch einen Weg, der innerhalb %, ., uwnd
auBerhalb P, liegt, usw. Die Gesamtheit dieser Wege bildet dann einen
inmeren Weg, der nur A, als Grenzpunkt enthdlt. Analog beweist
man die Verbindbarkeit von A4, mit einem Punkt von ¥ durch einen
duperen Wey.

Der Satz II. 14Bt sich aueh auf solche Polygone ausdehnen, in die
eine endliche Zahl von Streckenziigen mit je einem Gremzpunki eingeht.
Doch ist damit die Grenze der Verallgemeinerungsfikigkeit des Polygon-
begriffes nicht erreicht.

Es ist ersichtlich, daf die in § 1 erwihnten S#tze tiber Teilung, Zer-
legung und Zusammensetzung von Polygonen auch fiir die hier be-

trachteten Polygone in Kraft bleiben.

8 4.
Einige allgemeine Eigenschaften der Punktmengen.

Die Punktmengen, mit denen wir uns zunichst beschiftigen, sind
abgeschlossen, sodaB ihre Grenzpunkte ihmnen zugehdren. Kine solche
Menge zerfillt nach einem von Herrn G. Cantor herriihrenden Satz*)
in eine gewisse abzihlbare Menge isolierler Punkte, und eine perfekte
Menge. Es geniigt daher, zuniichst perfekte Mengen in Betracht zu
ziehen. Da eine perfekte Menge, die in einem Gebiet iberall dicht ist,
ulle Punkte des Gebiets enthilt, so ist sie durch die Grenze des Gebiets
hiplinglich charakterisiert; wir werden daher zunichst nur mit nirgends
dichien Mengen operieren. Fiir eine solche existiert kein auch noch so
kleines Flichenstiick, dessen simtliche Punkte ihr zugeh6ren. Wir nehmen
wieder an, daB die zu betrachtenden Mengen ganz im Endlichen ent-
halten sind*¥).

Fiir diese Mengen sind zunichst einige allgemeine Begriffe und Eigen-
schaften zu erGrtern. Ich beginne mit dem Abstandsbegriff.

Fiir eine jede abgeschlossene Menge ¥ lassen sich bekanntlich stefige
Funktionen des Orts definieren; alle aus dem Stetigkeitsbegriff flieBenden
Folgerungen gelten fiir sie in der gleichen Weise wie fiir das Kontinnum®+¥),
Inshesondere gilt auch der Satz, daB eine stetige Funktion des Orts, die
eine obere oder untere Grenze besitzt, an mindestens einer Stelle der

*) Math. Ann. 23, S. 463 ff.
**) Vgl. die Anmerkung auf S. 198.
*#) Vgl. meinen Bericht iiber Mengenlehre, Jahresbér. d. deutsch. Math. Ver.
Bd. 8, 2, S. 115 f.
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Menge § ein Maximum resp. ein Minimum erreicht. Dies fithrt zu
folgender Definition des Abstands eines beliebigen Punktes p der Ebene
von der Menge ¥. Ist £ irgend ein Punkt von ¥, und o(p,?) der Ab-
stand von p wnd ¢, so ist g(p,?) eine in ¥ stetige Funktion, wie aus
elementaren geometrischen Tatsachen folgt. Andrerseits gibt es fiir alle
GroBen o(p,?) eine untere Grenze, also auch mindestens einen Punkt
von &, fiir den sie angenommen wird. Den so bestimmten Minimums-
wert von ¢ bezeichnen wir als Abstand o(p, ¥) des Punkies p von L.
Er ist selbst eine stetige Funktion von p, wie ebenfalls leicht gezeigt wird.

In shnlicher Weise kann man den Abstand zweier abgeschlossener
Mengen ¥ und T’ definieren. Sind ndmlich ¢ und #° zwei ihrer Punkte,
so ist o(f, ") stetige Funktion von ¢ und #’; es gibt daher wieder ein
Minimum aller Werte o(¢,2"), das wir durch o(%¥, L") bezeichnen und als
Abstand der Mengen ¥ und X' definieren.

Sei nun q ein Quadrat, in dem T enthalten ist, und €(q) die Menge
aller Punkte, die dem Innern und dem Umfang von q angehdren. Setzt
man dann

€(a) =T + M(w),
so heifit M(q) die Komplementirmenge von I beziiglich q. Xiirzer be-
zeichnen wir die Mengen €(q) wnd MM(q) auch durch € und 9K,
schreiben also
E=T+MW;
es kann dann € insbesondere auch die simtlichen Punkte der Ebene
bedeuten.

Um einen Punkt m von M lege man jetzt ein Quadrat, dessen innere
Punkte ebenfalls zu I gehoren, und lasse es parallel mit sich so wachsen,
daf m sein Mittelpunkt bleibt. Da ¢(m,¥) stetige Funktion von ¥ ist,
so gibt es unter diesen Quadraten ein gréftes, und auf seinem Umfang
liegt mindestens ein Punki von T. Man lasse das Quadrat nun weiter
wachsen, doch so, daB diejenigen Seiten, die Punkte von ¥ enthalten,
fest bleiben, und nur die andern sich weiter von m entfernen. Auf diese
Weise werden schlieBlich simtliche Seiten fest, und es entsteht ein Recht-
eck, dessen Inneres zu I gehort, wihrend auf jeder Seite mindestens ein
Punkt von ¥ liegt. Dieses Rechteck nenne ich den zu m gehirigen punki-
freien Bereich.

Dabei ist zu hemerken: 1) Fallt beim Wachstum des Quadrats ein
Punkt von ¥ in eine Ecke, so konnen beide in der Ecke zusammen-
stofende Seiten fest werden (Fig. 5), es kann eine bestimmite Seite fest
werden (Fig. 6), es kann aber auch das weitere Wachstum des Quadrats
so erfolgen, daB eine belichige der beiden Seiten fest wird (Fig. 7). Im
letzten Fall withle man eine von ihnen beliebig als festwerdend. Es liegt



208 A. ScHOENFLIES.

dann freilich eine Unbestimmtheit in der Gestalt des Rechtecks vor, doch
ist dies ohne Belang. 2) Da ¥ im Innern eines Quadrates q liegt, so

X * :
¢ 4

m m m

Fig. 5. Fig. 6. Fig. 7.

kann eine Seite auch dadurch fest werden, daB sie mit einer Seite von g
zusammenfallt®).

Der so definierte Bereich hat gem#iB seiner Konstruktion die folgen-
den Eigenschaften:

1) Seine inneren Punkte gehoren zu M. 2) Auf seinem Umfang
liegt eine zu T gehorige Teilmenge T, die aus einer endlichen oder un-
endlichen Zahl von Punkten besteht, und sogar die Machtigkeit des Kon-
tinuums haben kann. 3) Eine Vergroferung durch Parallelverschiebung
auch nur emer seiner Seilen lift der Bereich wicht zu.

Diese Bereiche habe ich bereifs in meinem Bericht eingefiihrt*¥); sie
bilden das Analogon zu den punktfreien Intervallen der linearen Mengen.

§ .

Der Begriff des Zusammenhangs.

Der Zusammenhang ist sowohl fiir eine perfekte Menge T, wie auch
fir ihre Komplementirmenge M zu definieren. Da es sich hier um
Eigenschaften allgemeinster Art handelt, so nebme ich ‘€ zunichst als
beliebige perfekte Menge an.

Herr G. Cantor, der allen diesen Dingen zuerst methodisch gerecht
geworden ist, benutzt fiir die Definition des Zusammenhangs den Abstands-
begriff. Er definiert eine beliebige Punktmenge 7' als zusammenhingend ¥*¥),
ywenn fiir je zwei Punkte ¢ und ¢’ derselben, bei vorgegebener beliebig
kleiner Zahl ¢ immer eine endliche Zahl Punkte ¢, 4,, --- ¢, von T auf

mehrfache Art vorhanden sind, sodaB die Entfernungen tZ,, £, 4, tt;,---4,¢
samtlich kleiner sind, als & Wenn nun auch der Abstand zweier Punkte
fiir die hier vorliegenden Untersuchungen einen axiomatischen geometrischen

¥ Der an sich mogliche Fall, da8 eine Seite eines neuen Bereiches an eine
Seite eines schon vorhandenen st68t, ist hier ausgeschlossen; vgl. § 8.
** a. a. 0. 8. 81ff
***) Math. Ann. Bd. 21, 8. 575.
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Grundbegriff bildet, so scheint es mir doch zweckm#Big, rein mengen-
theoretische Definitionen iiberall da zu bevorzugen, wo es mdglich ist,
besonders aber, wenn ihnen der Vorzug theoretischer Einfachheit zukommt.
Eine solche Definition ist fiir eine perfekte Menge & mdglich; ich definiere
nimlich:

Eine perfektec Menge T heift zusammenhiingend, wenn sie wicht in Teil-
mengen zerlegbar ist, deren jede perfekt ist.

Diese Definition findet sich, wie ich nachtriglich bemerkte, bereits
bei Herrn Jordan*); Herr Study, dem ich sie brieflich mitteilte, hat
sich ihr angeschlossen™®¥). Herr Jordan stellt jedoch die Definition nur
auf, um aus ithr die Cantorsche Formulierung abzuleiten und dann mit
dieser zu operieren. Demgegeniiber ist zu bemerken, daB die Definition
nicht etwa nur formale Vorziige besitzt. Es geniige, auf folgendes hinzu-
weisen. Der Zusammenhang ist eine fiir die gesamte Analysis situs wichtige
und grundlegende Eigenschaft. Da man nun die Analysis situs als diejenige
Wissenschaft auffassen kann, die sich bei den wmkehrbar eindeutigen und
stetigen Abbildungen invariant verhdlt¥**), so muf auch der Zusammenhang
der Gebilde bei solchen Abbildungen invariant bleiben. In der Tat kann
aber diese Kigenschaft aus der obigen Definition auf das einfachste ge-
folgert werden, was ich hier noch anfithren mdochte.

Seien namlich die beiden perfekten Mengen ¥ und &, eineindeutig und
stetig aufeinander abgebildet, und sei die Menge ¥ zusammenhingend.
Wire nun die Menge ¥, nicht zusammenhingend, so miifte sie in zwei
Teilmengen &,” und &,” zerfallen, die beide perfekt sind. Die ihnen bei
der stetigen Abbildung entsprechenden Teilmengen ¥’ und T von ¥
miiften daher ebenfalls perfekt seiny), was jedoch, da T zusammen-
hingend ist, unmdglich ist.

Ich erwihne noch, daB die Invarianz des Zusammenhangs bei den
stetigen aber nur einseitig eindeutigen Abbildungen #icht vorhanden ist.
Es geniige, auf dasjenige Beispiel als Beleg hinzuweisen, das ich in meinem
Bericht ausfiihrlich behandelt habe, und das die Peanosche Abbildung
des Quadrats auf die Gerade betrifftf). Einer das Quadrat durchziehen-
den Strecke entspricht nimlich bei dieser Abbildung stets eine nirgends
dichte auf der Geraden liegende Punktmenge, die als solche in beliebig
viele abgeschlossene Punktmengen zerlegbar ist.

*) Cours d’analyse, 2. Aufl. Bd. 1, S. 25.
**) Geometrie der Dynamen, S. 248. Alsich Herrn Study die beziigliche briefliche
Mitteilung machte, war mir die Stelle des Jordanschen cours d’analyse, unbekannt.
***¥) So verfihrt anch Herr Thomae, Abri8 einer Theorie der Funktionen, S. 5.
1) Vgl meinen Bericht diber Mengenlehre, a. a. O. 8. 117,
TP a. a. 0. 8. 1211

Mathematische Annalen. LVIIL 14
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Wir beschrinken uns nunmehr auf zusammenhingende Mengen % .

Um den Zusammenhang fiir die Menge I zu definieren, die Komple-
mentirmenge einer zusammenhingenden Menge T ist, verfahre ich folgender-
maBen. Sei m irgend ein Punkt von M, so gibt es jedenfalls andre
Punkte von M, die sich mit m durch einen einfachen Weg verbinden
lassen, der ganz zu I gehdrt; man sieht auch leicht, daB ein solcher
Weg immer nur eine endliche Zahl von Strecken enthilt. Nun ist m
entweder mit jedeww andern Punkt von 9N durch einen solchen Weg
verbindbar, oder nicht. Im ersten Fall folgt, da man auch je zwei
Punkte s’ und m” durch einen solchen Weg verbinden kann. Die beiden
von m' und m” nach m filhrenden Wege stellen ihn n#mlich unmittelbar
dar, falls sie sich nicht kreuzen; kreuzen sie sich, so liefern ihn die
Teilwege bis zum ersten Kreuzungspunkt. Wir definieren daher:

Die Komplementirmenge I einer zusammenhiingenden perfekien Menge X
heift zusammenhimgend, resp. zusammenhingendes Gebiet, falls je zwei ihrer
Punkite durch einen einfachen Weg verbindbar sind, der ihr gomz angehort®).

Ist die Menge M nicht zusammenhingend, so scheiden wir sie in
zwei Teilmengen U und I und zwar auf folgende Weise. Zu U rechnen
wir die Punkte auf dem Umfang des Quadrates q, in dem T enthalten ist,
sowie alle diejenigen, die mit ihnen durch einen einfachen zu I gehdrigen
Weg verbindbar sind; alle andern rechnen wir zu J. Zwei Punkte o
und ¢” von U sind dann wieder durch einen zu U gehdrigen Weg ver-
bindbar; die Menge U stellt daher ein zusammenhingendes Gebiet dar.
Dagegen ist kein Punkt von ¥ mit einem Punkt von I durch einen zu
M gehdrigen Weg verbindbar. Wir bezeichnen daher % und  als gefrennte
Mengen, resp. als solche, die durch & voneinander getrennt sind.

Da T zusammenhiingend ist, so schlieBen zwei Wege, die von einem
Punkt m zu einem Punkt m’ gehen, entweder alle Punkte von & ein,
oder keinen. Nun liefert das Quadrat q ein zu ¥ gehoriges Polygon, das
L einschlieBt. Daraus folgt, daB zwei zu J gehorige Wege, die von ¢
zu 4 laufen, niemals einen Punkt von T emschheﬁen Denn sonst lage
% ganz in dem von ihnen gebildeten Polygon p und es wiirden alle
zwischen q und p liegenden Punkte zu ¥ gehdren, also auch p, resp. ¢
und ¢’ selbst. Wir bezeichnen daher U als Auferes, I als Inmeres be-
ziiglich ¥.

Ist die Menge J nicht zusammenhingend, so zerfallt sie in zwei
Mengen J, und J,’, sodaB J; alle Punkte von I enthdlt, die mit einem
beliebig fixierten Punkt ¢, verbindbar sind, und J,” die tibrigen. Es sind

*) Diese Definition ist mit der Cantorschen inhaltlich iibereinstimmend. Doch

dirfte es sich empfehlen, die Definitionen fiir die Mengen ¥ und I zu sondern.
Vgl. auch Study, a. a. O.
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daher &, und J,” getrennte Mengen. Mit J,” kann man Zhnlich verfahren,
und gelangt so zu dem Resultat, daf J in eine Reihe getrennter Teil-

mengen
X
61732,.‘.31/}".

zerfallen kann, deren jede ein zusammenhiingendes Gebiet ist. Die Indizes
v konnen bis zu trapsfiniten Ordnungszahlen aufsteigen; die Gebiete lassen
sich aber auch so ordnen, daB nur endliche Indizes auftreten, z. B. so,
daB man in jedem J, den Punkt m, beliebig annimmt, und die Gebiete
nach der Grofe des Abstandes g(m,, T) ordnet. Es folgt schlieBlich:

III. Die Komplementirmenge einer zusammenhingenden Menge T bildet
entweder emn zusammenhiingendes Gebiel, oder sie zerfallt in zwet getrennte
Mengen N und J, sodaf es in J kein Polygon g¢ibt, das X einschliept,
wihrend m W solche Polygone existieren. Die Menge ¥ ist stets zusam-
menhéingend, die Menge I bildet entweder ein zusammenhingendes Gebiet,
oder sie zerfdllt in eine endliche oder abzihlbare Menge getrennter Gebiete
S,; d. h

E=T+UA+33,.

Ist im besonderen ¥ wieder eine nirgends dichte Menge, so stellt
ein in beliebig viele Teile zerlegtes einfaches Polygon den einfachsten
Typus solcher Mengen dar. Es war aber notwendig, die Natur dieser
Mengen aus den zu Grunde gelegten Definitionen in allgemeinster Weise
abzuleiten.

Die einfachsten zusammenhingenden Mengen ¥ sind diejenigen, deren
Komplementirmenge in zwei getrennte “Geicte zerfillt, oder selbst zusam-
menhéiingend ist. Auf sie lassen sich die tibrigen Mengen ¥ zuriickfihren.
Mit ihnen werden wir uns daher zunichst ausschlieBlich beschiftigen.

§ 6.
Die zu einem zusammenhingenden Gebiet gehdrige Gebietsteilung.

Sei also T eine nirgends dichte, zusammenhingende Menge, deren
Komplementirmenge nur aus einem oder hichstens zwei Gebieten besteht.
Irgend eines von ihnen begeichnen wir jetzt durch . Zu jedem Punkt
m gehdrt ein punkifreier Bereich (§ 4). Diese Bereiche stehen zu der
Menge ¥ in einer einfachen Beziehung. Wie ich in meinem Bericht ge-
zeigt habe*), 148t sich nimlich das Gebiet IR mit einer abzihlbaren
Menge solcher Bereiche so bedecken, daB die auf dem Umfang der
Bereiche enthaltenen Punkte von T nebst deren Grenzpunkfen die gesamte
Menge T konstituieren. Die Menge T steht also zu diesen Bexsichew genau

* a. a O. S. 81,
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in derselben Beziehung, wie die lineare wirgends dichte Menge zu wen
punkifreien Intervallen.

Wihrend es sich in meinem Bericht nur darum handelte, den Existenz-
beweis fiir diese Tatsachen zu fithren, wollen wir hier eine spezielle Kon-
struktion der Bereiche ausfiihren, die fiir die vorliegenden Aufgaben
zweckmiBig ist. Um die Begriffe zu fixieren, denken wir uns in der
Ebene eine z- und eine y-Achse beliebig angenommen und lassen die
Seiten der Bereiche diesen Achsern parallel laufen. Um ferner die Be-
trachtung moglichst einfach zu gestalten, moge der Menge T ein Stiick

einer Geraden wicht angehiren; ferner soll die

Z 3 zu ¥ gehorige Menge M in zwei Mengen ¥ und
S, ! S¢
e

S zerfallen, und man ziehe zunichst die Menge J
in Betracht.
sf Sei m irgend einer ibrer Punkte und S der
1L 5 s,  zugehorige punktfreie Bereich. Auf dem Um-
fang von S liegt dann (Fig. 8) eine endliche oder
unendliche Menge von punktfreien Intervallen s
deren innere Punkte zu IR gehiren, wihrend ihre Endpunkte und deren
Grenzpunkte eine Teilmenge von ¥ konstituieren. Ein solches Intervall s’
kann ibrigens auf zwel verschiedenen Seiten von S enthalten sein; dies
wird immer und nur dann der Fall sein, wenn ein Eckpunkt von S zu
M gehort.

Die so bestimmte Intervallmenge denken wir uns der GroBe mnach
geordnet, und bezeichnen sie durch
(1 & ={s/} =588, "

Man fixiere nun eine positive Umlaufsrichtung fiir den Umfang von
8, die wir im folgenden festhalten, und bestimme eine Reihe gegen Null
abnehmender Zahlen

Fig. 8.

81>82>£3>"'>8v>"'.

Die Intervalle s> ¢ teilen den Umfang von S in eine endliche Zahl
konsekutiver Teile. Dazu gehdren sie selbst, sowie die etwa zwischen je
zweien von ihnen enthaltenen Teilintervalle.

o = Diese alle denken wir uns in positiver Reihen-
g folge durchlaufen, und bezeichnen sie, von irgend
einem beginnend, durch
S o™
s; S: (2) S, =1{s1,%, " S},
T sodaB in diese Menge jedenfalls alle Intervalle
- L 5>, eingehen
2. 9.

Fiir jedes zu & und &, gehérige Intervall s;
benutzen wir (Fig. 9) nun seinen Mitlelpunkt als Konstruktionspunkt e,
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fiir einen neuen punktfreien Bereich S;; es bleibt dann fiir S, von vorn-
berein die Seite fest, auf der m, liegt. Gehort dem Intervall s, eine Ecke
von 8 an, so kann der Bereich S; mit einer oder mit zwei Seiten an S
angrenzen (Fig. 9). Den Bereich S bezeichnen wir jetzt noch als Polygon P-

Die Bereiche S; bilden mit S zusammen ein Polygon P, dessen
Inneres zu M gehért, wihrend auf seinem Umfang eine Teilmenge T’
von ¥ liegt, die auf P’ eine Intervallmenge

(3) @/I — {S II} — 81,,’ 82”, .. 8,,11, e

bestimmt, die wieder der GroBe nach geordnet sein soll. Wir definieren
nun auf P’ eine zu &, analoge Intervallmenge &, und zwar folgendermaBen.
Gem#B der angegebenen Konstruktion wird ein Intervall s, das
einen Punkt m, enthilt, durch einen zu ¥’ gehorigen Linienzug I, ersetzt,
der durch T’ in gewisse zu &” gehorige Intervalle zerfillt. Unter ihnen
mogen solche enthalten sein, die nicht kleiner als & sind. Fiillen sie den
Linienzug [, nicht ganz aus, so zerfillt er in sie und die etwa zwischen
je zweien von ihnen resp. zwischen seinen Endpunkten liegenden Inter-
valle. Alle diese, im positiven Sinn durchlaufen, bezeichnen wir durch

Si1s Sizrtt Sius
dabei ist zu beachten, daB s;; und s5;, mit 5; ein Stiick gemein haben
kénnen. Enthilt jedoch {;, kein Intervall s, > ¢,, so bezeichnen wir den
ganzen Linienzug I, durch s,,.

Ist andrerseits s; ein solches Intervall von &,, das nicht zu &' gehort,
und enthilt es kein Intervall s,” > &,, so bezeichnen wir s; nunmehr durch
S;0, 80 daB s;=s5;, ist. Dasselbe soll geschehen, wenn s; ein einziges Intervall
s, = & darstellt, sodaB also ¢ > s, > ¢, ist. In jedem
andern Fall zerfdllt s, in mindestens ein resp. mehrere S;
Intervalle s;” > &, und in die etwa zwischen je zweien r—

von ihnen resp. zwischen seinen Endpunkten liegenden s B T
Intervalle; alle diese, in positiver Reihenfolge durch-
laufen, bezeichnen wir alsdann durch

Fig. 10.

Si15 Si25 Sy

Auf diese Weise ist der ganze Umfang von P’ in lauter Imtervalle s,
zerlegt; sie konstituieren die Intervallmenge

4) S; ={su}>
in die jedenfalls alle Intervalle s,” > &, eingehen.

Bin Intervall s;, kaon, wie Fig. 10 zeigt, auBer auf einer, swei oder
auch auf drei Seiten von B’ enthalten sein.

Wir fahren nun in der Konstruktion der Bereiche fort. Fiir jedes
Intervall s;;, das keine konkave Ecke von B’ enthilt, benutzen -wir seinen
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Halbierungspunkt m,, als Konstruktionspunkt eines Bereiches §;,. Falls
jedoch s;, eine konkave Ecke enthilt, so soll diese (Fig. 11) den Punkt m,,
abgeben; dann bleiben. fiir e, von vornherein zwei Bereichseiten fest.
Alle diese Bereiche S;; bilden mit P’ zusammen ein Polygon P”, dessen
Inneres zu M gehort, wihrend sein Umfang eine Teilmenge T” von T
enthélt, die auf P eine gewisse Menge punkffreier Intervalle

(®) €7 ={5"}=5",8"--8", -
bestimmt.

Wir definieren nun wieder eine auf P” liegende Intervallmenge &,.
Jedes Intervall s;, von &,, das zugleich zu & gehdrt, wird durch unsre
Konstruktion durch einen zu " gehdrigen Linienzug [, ersetzt. Liegt
auf ihm kein Intervall s,”” > &;, so bezeichnen wir ihn durch s;,,; enthilt
jedoch [;; solche Intervalle, so bezeichnen wir sie, sowie die etwa zwischen
je zweien von ihnen resp. zwischen den Endpunkten von [, liegenden

Teilintervalle, in positiver Reihenfolge durch

Six1r Sizes """ Sikee
Ist dagegen s;, ein Intervall, das nicht zu ©” geh6rt, und enthilt es
kein Intervall s, > &, so bezeichnen wir es durch s;,; ebenso, falls es
ein einziges Intervall s/ > g darstellt; es ist also s;, =s5,;,,. In jedem
andern Fall zerfallt s,, und enthilt mindestens ein Intervall s” > &;
alsdann bezeichnen wir diese Intervalle und die etwa zwischen ihnen resp.
den Endpunkten von s, liegenden Teilintervalle durch

Sikts Sizes " Sike-

Auf diese Weise ist der ganze Umfang von P’ in lauter Intervalle s,
zerfallt, die zusammen die Menge

. Six (6) S; = {siu}

ausmachen, die alle Intervalle s, > &, entlhilt.
‘ Auch die Intervalle s,;, sind hochstens auf drei Seiten
Oi””‘ von P” enthalten. Dies beruht darauf, daB (Fig. 11) bei
¥ig 1L den Intervallen s, in die eine konkave Ecke fillt, diese

Ecke als Punkt m,, benutzt wird, und da8 auf jedem Intervall s, das
auf drei Seiten von P’ liegt, eine solche Ecke vorhanden ist (Fig. 10).

In dieser Weise fahren wir fort. Wir gelangen so zu den Bereichen

(M 8, 8, S Sias - - Sy

wo N eine Gruppe von » Indizes bedeutet, zu den Polygonen

(8) ;‘B: S’B” §B”, m) e Sﬁ(v), Y

deren Inneres stets zu M gehort, und zu den auf ihnen liegenden Inter-
vallmengen
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(9) @l, @”, @nt, RN @(v), S+ 1)’
resp.
(10) 8, &, &, -8, &,,,,

sodaB ©, = {sy} alle Intervalle s >¢ enthilt und jedes sy hichstens
auf drei Seiten von P~V liegen kann.

Die so definierten Bereiche Sy bezeichne ich als eine zu I gehirige
einfache Gebietsteilung.

Wir haben im Vorstehenden die Menge M als eine Menge I voraus-
gesetzt. Ist sie eine Menge A, oder gehrt zu T nur eine einzige zusam-
menhiingende Komplementirmenge MM, so benutzen wir die Ecken des
Quadrats g, in dem T liegt, als erste Punkte fiir die Konstruktion der
Bereiche. Wir beginnen mit irgend einer Ecke, verfabren ebenso mit einer
zweiten, die nicht bereits dem zur ersten konstruierten Bereich angehért,
und eventuell noch mit der dritten und vierfen. Wir erhalten dann ein
erstes Polygon ', dessen Auperes za M gehort, wihrend auf seinem Um-
fang eine Teilmenge ¥’ liegt, und auch hier jedes punktfreie Intervall auf
hichstens drei Seiten von P’ enthalten ist. Mit diesem Polygon verfahren
wir nun analog wie oben, und gelangen zu den gleichen Resultaten, wie
fiir die Menge J, nur mit dem Unterschied, daB hier das Aupere aller
Polygone PB® zu M gehort.

Es eriibrigt noch die Frage, ob ein Bereich Sy an einen bereits vor-
handenen Bereich Sy angrenzen kann. Ist dies der Fall, so kann der
thnen gemeinsame Punkt nicht zu IR gehdren. Denn giibe es einen
solchen Punkt m, und faft man ihn zunfichst als Punkt von Sy auf, so
konnte man einen zu M gehdrigen Weg legen, der von m, iiber m,, m,---
nach my und zuletzt nach m fithrte, und ebenso einen Weg von m, iiber
my pach m. Diese beiden Wege bilden dann ein Polygon p, das zu M
gehort, und es wiirden Punkte von € sowohl auBerhalb wie innerhalb
von p liegen, was ausgeschlossen ist.

Es konnen daher Sy und Sy nur Punkte von ¥ gemein haben. Dies
st aber auch moglich. Da ¥ nach Apnahme kein Stiick einer Geraden
enthalten sollte, so folgt weiter, daB nur ein Eckpunkt von Sy mit einem
Eckpunkt von Sy zusammenfallen kann. Dadurch wird aber die weitere
Konstruktion der Bereiche nicht modifiziert; ebensowenig wird die ein-
deutige Bestimmtheit der Polygone ® und der Mengen &® resp. &,
dadurch geéindert.

Ich bemerke noch, da8, wenn Sy und Sy den Punkt £ gemein haben,
die beiden von m, nach ¢ durch Sy resp. Sy filhrenden Wege ein Polygon
p bilden, sodaB sowohl sein AuBeres wie sein Inneres Punkte von ¥ enthilt,
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§ 1.
Die einfache geschlossene Kurve.

Der allgemeine Kurvenbegriff der Analysis hat im Lauf der Zeit
einen auBerordentlich ausgedehnten Inhalt angenommen. Ihn durch eine
dquivalente mengentheoretische Definition zu erschdpfen, ist ausgeschlossen.
Es geniige, auf zwei Beispiele hinzuweisen. Der Peanoschen Kurve, bei der
z und y eindeutige und stetige Funktionen einer Variablen sind, gehoren
alle Punkte eines Quadrates an. Bei der mengentheoretischen Definition
kann aber die Punktmenge immer nur als Ganzes in Betracht kommen;
andrerseits gehort es zu den elementarsten Erfordernissen der Analysis
situs, die Dimension als Invariamte zu betrachten und zwischen Strecke
und Fliche zu unterscheiden, sodaB hier ein prinzipieller Gegensatz zu
Tage tritt.

Ein zweites Beispiel ist das folgende. Wird eine Epicykloide so be-
stimmt, daB die beiden Kreisradien in einem irrationalen Verhiltnis stehen,
so besteht sie aus unendlich vielen einfachen Bbgen, die einen Kreisring
iwberall dicht erfilllen, ohne daB ihr jedoch jeder Punkt des Kreisringes
zugehort. Hier sind also 2 und y in der Weise stetige und eindeutige
Funktionen einer Variablen, daB die durch sie dargestellte Punktmenge
nicht abgeschlossen ist, wihrend es doch ein grundlegendes Erfordernis der
Geometrie ist, unter den Begriffen Kurve, Fliche usw. abgeschlossene Mengen
zu verstehen.

Angesichts dieser Schwierigkeit halte ich es fiir zweckmiBig, die
Definitionen zundchst so eng wie mdglich zu fassen und von solchen
Punktmengen auszugehen, die Vertreter der einfachsten Kurventypen sind.
Dabei lasse ich mich von einer doppelten Uberlegung leiten. Wie bereits
oben bemerkt wurde (§ b), diirfte es im Sinn der Analysis situs liegen,
die Bezeichnungen so zu wihlen, daB sie bei eneindeutigen und stetigen
Abbildungen invariant bleiben, genau wie die Dimension und der Zusam-
menhang. Zweitens aber sollen sie den natiirlichen Verallgemeinerungen
der einfachsten Figuren entsprechen, zumal derjenigen, die sich mit Strecken-
ziigen bilden lassen, d. h. des einfachen Polygons.

Eine der wichtigsten geometrischen Eigenschaften der einfacken ge-
schlossenen Kurve ist die, daB sie, genau wie das Polygon, eine einfache
Gebietsgrenze ist, also die Ebene in zwei durch sie getrennte Punktmengen
teilt, in ein AufBeres A und ein Inmeres §. Doch fillt, analog zu den
Ausfihrongen von § 3, nicht jede Punktmenge, die eine solche Teilung
bewirkt, unter den einfachel, Kurvenbegriff. Man betrachte nur die im
Beginn des § 3 erwihnten Beispiele, die sich auf Kurven iibertragen
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lassen¥®), Die einfache Kurve erhalten wir dann erst, wenn wir fiir die
Mengen U und I die dem einfachen Polygon zugehdrigen und im Satz I
enthaltenen Eigenschaften voraussefzen. Wir definieren also:

Wenmn eine perfekte Menge & die Ebene in zwes Teilmengen N wnd I
zerlegl, die den Bedingungen des Satzes I geniigen, so heifit sie eine ge-
schlossene einfache Kurve.

Fiir eine geschlossene einfache Kurve & sind demnach die Mengen
% und & so definiert, daB je zwei innere, resp. je zwei #uBere Punkte
durch einen gewohnlichen inneren resp. duBeren Weg verbindbar sind,
und daB auch jeder Kurvenpunkt ¢ mit jedem AuBeren und jedem inneren
Punkt durch einen Weg verbindbar ist, der von ¢ abgesehen, nur #nBere
resp. innere Punkte enthilt. Ein #uBlerer und ein innerer Punkt konnen
daher so verbunden werden, daB der Verbindungsweg nur einen Kurven-
punkt enthilt; einen muB er aber auch mindestens enthalten.

8 8.

Allgemeine Eigenschaften der zu einer einfachen geschlossenen
Kurve gehorigen Gebietsteilung.

1) Ist X eine einfache geschlossene Kurve, so fillt bei der zum Innern
oder Auperen gehirigen Gebietsteilung niemals ein Punkt eines Bereiches Sy
mit einem Punkt eines Bereiches Sy zusammen.

Man betrachte zunichst die zur Menge I gehorigen Bereiche. Gibe
es nun einen den Bereichen Sy und Sy gemeinsamen Punkt, so kénnte
man zu diesem Punkt, wie in § 6, von m aus einen Weg sowohl darch
Sy, wie durch Sy hindurchlegen, und diese beiden Wege wiirden ein
Polygon liefern, das in seinem Innern, wie in seinem AuBern Punkte
von ¥ enthidlt**). Das steht aber damit in Widerspruch, daB bei den hier
betrachteten Mengen jeder- Punkt ¢ mit jedem innern wund jedem Aufiern
Punkt durch einen innern resp. @uBern Weg verbunden werden kann.
Daraus folgt noch, daf die simtlichen Polygéne R® gewdhnliche Poly-
gone sind.

Das gleiche folgt fiir die Bereiche, die zur Gebietsteilung der Menge
A gehoren.

2) Sei 5" irgend e punktfreies Intervall der Menge & = {s,’} (§ 6),
und m wrgend em auf thm liegender Punkt von MM, so gibt es emen angeb-
baren Bereich Sy, dem m angehirt.

*) Rin einfaches Beispiel stellt auch ein in einem Rechteck enthaltenes end-
liches Stiick der Kurve y==sin1/x dar.
**) Wie z. B. ein Kreis mib einem seiner Radien.
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Sei ndamlich 7’ der Konstruktionspunkt von . Wenn dann (Fig. 12)
der zu m’ gehorige Bereich S’ den Puunkt m nicht enthilt, so endet er in
enem zwischen m und m’ gelegenen Punktm,, der eine konkave Kcke eines

gewissen Polygons PO (§ 6) ist. Das Intervall, das

S’ diesen Punkt me, enthilt, gehort einer gewissen Menge

i &, an; es ist als solches durch sg zu bezeichnen, und

e m, e besitzt den Punkt m, als Konstruktionspunkt my,
Fig. 12 wo K eine Gruppe von x Indizes bedeutet. Wenn

dann der zugehdrige Bereich Sy den Punkt m noch
nicht enthdlt, so endet er in einem zwischen my und m gelegenen Punkt,
der wieder ein Konstruktionspunkt m; eines Intervalles s; ist, usw. Ist
nun d das Minimum aller Abstéinde o(mm’, ) so hat jeder zu einem Punkt
von mm konstruierte Bereich mindestens die Breite o, wie aus der Defi-
nition dieser Bereiche unmittelbar ersichtlich ist. Unsre Konstruktion
kommt daher nach einer endlichen Zah]l von Schritten zu Ende. Es gibt
also auch einen Bereich Sy, der den Punkt m enthilt.

Der vorstehende Satz gilt auch fiir jedes Intervall irgend einer Menge
W = {s}; also:

3) Sei s drgend ein punkifreies Intervall einer Menge S = {s},
und m ein ouf ithm liegender Punkt von I, so gibt es einen angebbaren
Bereich Sy, dem m angehort.

Der Beweis wird ebenso gefiihrt, wie der Beweis von Satz 1).

4) Ser v irgend ein rechleckiger Bereich, dessen Inmeres zu I gehort,
50 kann es nicht unendlich viele anewnandergrenzende Bereiche Sy geben, die

das Rechteck t durchsetzen.

‘i Angenommen, es gibe unendlich viele solche

hos Bereiche, sei Sy einer von ihnen, und s, dasjenige
S AL s‘j 7 auf ihm enthaltene punktfreie Intervall, das t
! T ' durchdringt. Wir wihlen die zu s; senkrechte
| T Mittellinie von t als y-Achse eines rechtwinkligen
iy Kpordinatensystems und legen die z-Achse so, da8

Fig. 13. die im folgenden zu betrachtenden Bereiche posi-

tive Ordinaten besitzen (Fig. 13). Die Breite des Rechtecks r sei 2d.
Ferner sei £, die Gerade, gegen die sich die Bereiche Sy verdichten, und
es seien
y=1n, wd y=¢ 7,Ze€
die Gleichungen der Geraden %, und der oberen Grundlinie ! von r.
Seien nun ¢’ und g” zwei durch die Gleichungen

z=d—¢ xz=—d+e 0<e<d
gegebene Geraden. Wenn dann der Konstruktionspunkt m, des Intervalls s,
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zwischen ¢’ und ¢” liegt, so ist die Hohe h; des zugehérigen Bereiches S,
im allgemeinen mindestens gleich &. Nur in dem Fall, daB der Abstand
des Bereiches S; von der Geraden ! kleiner als & ist, kann auch %, <&
sein; es wiirde aber dann der Bereich Sy bis an I heranreichen. Da aber
die Hohen der Bereiche gegen Null konvergieren, wenn es unendlich viele
solche Bereiche gibt, so folgt, daB der Konstruktionspunkt m; nur fiir
eine endliche Zahl von Bereichen zwischen g’ und g” fall. Da & beliebig
ist, so gilt dies auch fiir das Innere von r selbst.

Sei nun der Bereich Sx so gewdhlt, daB fiir ihn und alle folgenden
Bereiche dies nicht mehr der Fall ist; wir nehmen an, der Punkt m; habe
eine positive Abscisse. Der zuge-
horige Bereich S; kann dann an +

sich noch auBerhalb v liegen; gemiB ,

Satz 4) gibt es aber einen angeb- X tS,; ¢
baren Bereich, der in t eindringt 5 S

und daher auch v durchdringt; wie py >
aus den in § 4 angegebenen Eigen- '

schaften dieser Bereiche hervorgeht, aid z

kann er nicht innerhalb r endigen. i 12

Dieser Bereich (Fig. 14) sei §’; sei
m’ der Konstruktionspunkt, zu dem er gehort, £ dessen Abscisse, und A’
die Héhe von §’. GemiB seiner Definition enthilt dieser Bereich auf der-
jenigen Seite, die t durchdringt, im Intervall
E—W--&+W+ he*)

mindestens einen Punkt ¢ von T’ ist & seine Abscisse, so ist also
(1) &, ZE+h + by

Mit demjenigen Intervall dieses Bereiches, das t durchdringt, ver-
fahren wir nun ebenso. Wenn der zu seinem Konstruktionspunkt gehérige
Bereich noch auBerhalb v liegt, so gibt es einen angebbaren Bereich S”,
der t durchdringt. Der Konstruktionspunkt m” dieses Bereiches kann
dann ebenfalls eine positive Abscisse £” haben; ist dies der Fall, so ist
m” Mitte eines Intervalls, dessen linker Endpunkt links von v liegt, es
ist also, wie man leicht findet,

. & —d E+4Kthe—d
(2) g < 2 ) )
Ferner enthilt S” auf der Gegenseite von m” wieder einen Punkt t”, so
daB diesmal
(3) tll—§§”+ h’l

*) Der Summand &, entspricht der Moglichkeit, daB m  auch auf derjenigen
freien Seite von Sy liegen kann, die zur y-Achse parallel ist, und deren Linge h ist.

IA
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ist. Hat auch der Konstruktionspunkt #”’ des nichsten Bereiches S,

der v durchsetzt, eine positive Abscisse £, so folgt ebenso
& —

( 4) g”; < “___~_~ , t//l ___<: g//l + klll,
und falls sich dies g-mal wiederholt, sodaf auch £¢+Y > O ist, so ist
b @
ey~ o P L._i..__,.‘il,,_.......i.
(5) g+ )< -f— % + 29_ + -0 g8 ge~1 )

Diese Ungleichung zeigt, daB £@ nicht bestindig positiv sein kann; man
kann ja Sk so wihlen, daB sogar
he+ W + 0 4+ + 5@
beliebig klein wird.
Der Konstruktionspunkt #® tritt daher fiir ein gewisses o auf die
linke Seite der y-Achse; er kann aber auch nicht immer links bleiben,
er tritt alsdann wieder nach rechts und dies

» ’ y g » . . g
g: g, 2 Tt wiederholt sich wnomfhirlich.
i rousnll Wir projizieren jetzt (Fig. 15) die Punkte
T 1"‘{{” wm,m’, - m@, ... auf die z-Achse. Die Pro-
7 & g,’d a PN jektionspunkte £, £, ---£©), ... besitzen links

und rechts von der y-Achse je einen Grenz-
punkt, dessen Abscisse £ und £, absolut ge-
pommen, ein Minimum ist. Diese Punkte lieger nicht innerhalb der
beiden Geraden ¢” und ¢”, und da & beliebig war, so folgt

4l=zd wd [£]|=>d.

Man nehme nun & beliehig an und ziehe die Geraden g und g,
deren Gleichungen

Fig. 15.

x=&+0, x=§—9
sind, und die Geraden g, und g,” mit den Gleichungen

z=EE —0, x=E +9.
GemiB der Definition von £, und E, kann man, welches auch 9§ sei, einen
Index ¢ so bestimmen, daB fir ¢ > ¢ kein Punkt m(® zwischen g, und
g, fallt, und zugleich je unendlich viele Punkte zwischen g, und g,” und
zwischen g, und g,” liegen. Man kann aber den Index ¢ noch der weiteren
Bedingung unterwerfen, daf fiir jedes 6 > o die Abscissen 9 und e+9
verschiedenes Zeichen besitzen. Sei z. B. £@ > 0, sei wieder S© der zu
m(@ gehdrige Bereich, A seine Hohe, und mbge der rechte Endpunkt {,
des Intervalles 5@+ von S, das den Punkt m{+? enthdlt, die A’bsclsse
39 +1 besitzen. Wenn nun auch £¢+9 > 0 sein soll, so muﬁ jedenfalls

bpr— (=) >E —b0+4
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sein, wie leicht ersichflich. Nun ist aber ge +1 S 89, und daher gemiB
Gleichung (1)
ge+ . g £@ L h@ + P <L gr + 8 + @ 4+ h(2)7

wo h® die Hohe des Bereiches ist, auf dem der Punkt m@ liegt. Die
obige Ungleichung fiithrt daher auf
(6) e 4+ pD > E 4 d — 39,
was fiir hinreichend groBes i1 resp. ¢ niemals der Fall ist. Man kann
daher o in der angegebenen Weise bestimmen.

Da nun die Bereiche S® und S@+9 beide das Rechteck t durch-
dringen und da s+ Halbierungspunkt des in ¢, , endigenden Intervalles
se+D ist, so folgt weiter, daB der Bereich S© mindestens um das Stiick

dh=E8,.1—5§—30
iiber ¢,” nach links hinausragen wird. Da aber das Rechteck r zn I

gehort, so mub, £ ,, > d sein, also ist

(7) dzgd_"gz—sa'
Solcher Bereiche gibt es daher unendlichviele, und ebenso gibt es unend-
lichviele, die nach rechts um
®) 4, d+E —30
hinausragen.
Man unterwerfe ¢ endlich noch der weiteren Bedingung, daB fiir
6 > ¢ nicht allein die Punkte m(® zwischen g, und g¢,” resp. zwischen
g, und g, fallen, sondern auch die durch ,
sie bestimmten Punkte #9, was gemif Glei- Y
chung (3) immer mdglich ist. L”ﬁ%@%‘ﬁfffn%
Seien nun (Fig. 16) S und 8 zwei [ —F=iz s 1
Bereiche, die die gleiche Lage haben, wie Z
der eben bestimmte Bereich 8@, sodaf also s
m*+Y und wC+Y und zugleich ¢°+Y und Tig. 16.
#*+Y gwischen g, und g,” liegen, wihrend S© und S®@ iiber g, min-
destens um d, hinansragen. Wihlt man nun auf der y-Achse zwei
Punkte 7, und 7, mnerhald 8@ und S® und wihlt & so, dab

9) E—d—0<E<E—0
ist, so bestimmen die Geraden

=0, 2=§ y=19, y=n1,
ein Rechteck, das den Punkt $¢+9 von & im Innern enthilt. Es muf
also auch sein Umfang mindestens einen Punkt von ¥ enthalten, und der
kann gemiB der Bestimmung des Rechtecks nur auf der Geraden z =&
liegen. Da es nun unendlichviele solche Bereiche S und S© gibt, so
miissen sich diese Punkte gegen die Gerade A, hiufen, also muB der

b
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Schnitt von 2 =& mit k, zu T gehdren, und zwar fiir jedes gemiB (9)
bestimmte £.

Diese Folgerung enthdlt aber einen Widerspruch. Verbindet man
nimlich zwei dieser Punkte, p, und p,, mit einem inneren Punkt m durch
je einen inneren Weg, so stellen diese beiden Wege im Verein mit der
Strecke p, p, ein Polygon p dar, auf das der Satz I resp. I zutrifft.
Innerhalb dieses Polygons liegen nun aber Punkte von €. Denn ist p
ein Punkt zwischen p, und p,, so liegen auf der durch ihn parallel zur
y-Achse laufenden Geraden Punkte von T in beliebiger Nihe an p. Diese
Punkte konnten aber von einem zur Menge % gehorigen duferen Punkt
nicht durch einen duBeren Weg erreicht werden, da jeder solche Weg das
Polygon kreuzen, und demnach Punkte von I oder T enthalten miifite.
Damit ist der Satz 4) bewiesen.

5) Je swei dufere oder je zwei inmere Punkite lassen sich durch Wege
verbinden, die nur eine endliche Zahl von Bereichen der Gebietsteilung durch-
setzen.

Es geniigt den Beweis fiir solche Wege zu fiihren, die einen beliebigen
Ponkt 7 mit dem Ausgangspunkt m, der Gebietsteilung verbinden.

Sei [ ein von m, zu einem Punkt m fithrender einfacher innerer resp.
duBerer Weg und 29 das Minimum aller Abstinde o(f, T), wo & >0
ist. Wir ersetzen jede Strecke ! von I durch einen Streckenzug, dessen
Seiten den Achsen parallel laufen, und dessen Punkte von ! hochstens
den Abstand & besitzen. Der so konstraierte Streckenzng ist ebenfalls ein
innerer resp. duBerer Weg {" mit endlicher Streckenzahl. Dieser Weg wird
den Bereich S, in einem Intervall s,’ kreuzen; es gibt dann eine bestimmte
Strecke [, von [, die den Kreuzungspunkt m, enthilt, und ganz oder
teilweise auBerhalb von S, liegt. Das Intervall s,” gehort jeiner gewissen
Menge ©&® an (§ 6); gemiB Satz 3) existiert daher ein wohldefinierter
Bereich 'Sy, dem m, angehtrt, und in dem daher die Seite I, ganz oder
teilweise enthalten ist.

Nur der Fall bedarf der weiteren Erdrierung, daB der Kreuzungs-
punkt »” von ' mit Sy ebenfalls noch auf I, enthalten ist. Er fillt
dann in ein punktfreies Intervall s einer gewissen Menge &©), und gemiB
Satz 3) gibt es einen Bereich S7, dem der Kreuzungspunkt m” angehért,
und in den daher die Strecke I, einfritt. Fillt nun auch der Kreuzungs-
punkt von " mit Sp" in die Strecke I, so kann dies doch nicht unend-
lich oft geschehen. Dies folgt unmittelbar aus Satz 4). Zieht man nim-
lich zn I zwei Parallelen, die von J,” hichstens den Abstand Y/,& haben,
50 bestimmen sie einen Bereich v, der I einschlieBt und ganz zu M
gehort, und auf den daher Satz 4) anwendbar ist.

Die Strecke I,” kann daher nur eine endliche Zahl von Bereichen



Beitrige zur Theorie der Punkimengen. I 223

durchdringen .Da andrerseits gem# Satz 3) die Konstruktion neuer Be-
reiche niemals abbrechen kann, so folgt nunmehr, da man durch eine
endliche Zahl von Schritten zu einem letzten wohlbestimmten Bereich der
Gebietsteilung kommt, der den Endpunkt m im Innern oder auf dem
Umfang enthilt, womit der Satz bewiesen ist.

Durch die vorstehenden Sitze ist die Besonderheit der einfachen ge-
schlossenen Kurve, resp. der zugehorigen Gebietsteilung vollstéindig charakte-
risiert. Sie gentigen jedenfalls zur Ableitung der weiteren Folgerungen.
Ehe ich hierzu iibergehe, bemerke ich noch folgendes.

Ist die Menge T keine einfache geschlossene Kurve, so kann, wie der
Beweis von Satz 4) zeigt, die Notwendigkeit entstehen, die Konstruktion der
Bereiche bis zu transfiniten Indizes fortzusetzen. Falls nimlich die Gerade
h, das Rechteck v kreuzt, werden sich die Bereiche, die den endlichen
Indizes entsprechen, nur bis %, erstrecken; man hat dann mit dem auf
h, liegenden punktfreien Intervall s, die Bereichkonstruktion von neuem
zu beginnen®). Es gilt daher fiir eine solche Kurve auch nicht der Satz 5).

Bei einer einfachen geschlossenen Kurve bleibt man jedoch mit allen
Konstruktionen im Endlichen. Diese fiir die folgenden Schliisse wichtige
Tatsache zeigt die ZweckmiBigkeit der hier gewihlten Gebietsteilung. Sie
versteht sich jedoch nicht von selbst und bedurfte eines ausfiihrlichen Be-
weises, und dies um so mehr, als sie sich als die wesentliche Quelle der
weiteren Resultate erweisen wird.

§ 9.
Eine Eigenschaft der Bereiche Sy bei unbegrenzt wachsendem ».

Ich leite nunmehr einige Eigenschaften der Gebietsteilung ab, die
sich auf die Bereiche Sy bei unbegrenzt wachsendem » beziehen.

Ist die Menge € keine einfache geschlossene Kurve, so kann es un-
endlich viele Bereiche Sy geben, die ein punktfreies Intervall von gegebener
Linge enthalten. Ein einfaches Beispiel einer solchen Menge bildet z. B.
die Kurve y = sin %**) Fiir eine einfache geschlossene Kurve trifft dies
jedoch nicht zu. Vielmehr besteht der Satz:

6) Bei einer einfachen geschlossenen Kurve haben die Bereiche Sy der
Gebietsteilung die FEigenschaft, daf mit wachsendem v die Linge der auf
thnen liegenden punkifreien Intervalle unter jede Grenze sinkt.

Der Beweis dieses Satzes ist etwas umstindlich, weil es sich nimlich

*) Es ist nicht schwierig, sich derartige Kurven herzustellen; das in § 3 aus
Fig. 2 abgeleitete Polygon stellt bereits eine derartige Kurve dar.

**) Auch das in §2 erwihnte aus Figur 2 abgeleitete Polygon bildet bereits ein
Beispiel einer solchen Menge.
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wieder darum handelt, diejenigen Punkimengen auszuscheiden, fiir die
der Satz nicht zutrifft. Wir beweisen ihn wie folgt:
Trife der Satz nicht zu, so gibe es fiir unendlich viele Indizes
Vi Yoy r 7" Vyy v
mindestens je einen Bereich

SM>SM.»:"'SN97"'

der ein punktfreies Intervall enthielte, das groBer als 24 ist. Dabei
gentigt es, Intervalle, die aus zwei oder drei Strecken bestehen, nur dann
bierher zu rechnen, wenn mindestens eine

g (}Z 2 grg"’”‘ 2 b dieser Strecken grofler als 2d ist. Ich
% P,i L }2,72 % bezeichne diese Strecken jetzt durch .
Es gibt dann auch unendlichviele dieser
Strecken, die der z-Achse oder der y-Achse
parallel laufen; es sei die z-Achse.
ele > Wir projizieren wieder (Fig. 17) die
.éfo Mittelpunkte , der Strecken r, in die
Fig. 17. Punkte £, der w-Achse. Diese Punkte

haben mindestens eine Hiufungsstelle £ ; durch sie legen wir parallel zur
y-Achse die Gerade g,. Man bestimme nun wieder zwei Geraden g, und
g, durch die Gleichungen
,—& =& +¢&
und projiziere die zwischen ihnen liegenden Punkte g, auf die y-Achse,
so haben aueh diese Projektionspunkte mindestens eine Grenzstelle 7, und
es gibt unter ihnen unendlichviele Punkte

"7’7 77”) ')?I”J e "?(6): ’
die sich in der vorstehenden Reihenfolge von derselben Seite her gegen
7, verdichten. Seien

x=%

‘u,’, ‘u,", cen y(G), ..
die zugehdrigen Halbierungspunkte und

R,R",--- RO, ...
die entsprechenden Bereiche.

Man bestimme nun noch zwei Geraden d, und d, durch die Gleichungen
x=§ —d+¢c uwd z=Ef +d—e¢,

so werden die simtlichen Bereiche B den Streifen zwischen 4, und d,
durchsetzen und sich gegen eine durch 7, gehende Gerade k, verdichten.
Die zwischen d, und d, liegenden Punkte von A, konnen daher nicht zu
M gehdren; dies steht, wie leicht ersichtlich, damit im Widerspruch, daf
es fiir jeden Punkt von I gemiB § 8 einen angebbaren Bereich Sy gibt,
der ihn im Innern oder auf dem Umfang enthilt.



Beitriige zur Theorie der Punktmengen. I. 225

Es miite daher das ganze zwischen d, und d, liegende Stiick von
h, za T gehoren. Man wihle zwei seiner Punkte p, und p,, die sym-
metrisch zu g, liegen, und verbinde sie mit einem énneren Punkt ¢ und
mit einem duferen Punkt @ durch je einen inneren resp. duBeren Weg,
Analog wie in § 8 schlieBt man dann, daB die beiden Polygone p, und p_,
die durch p,p, und diese Wege bestimmt werden, nur ¢mmere resp. nur
dufere Punkte enthalten. Sie liegen daher auf werschiedenen Seiten von
h,, und zwar moge p, auf derselben Seite liegen, ‘wie die Bereiche R,
Nun seien p,” und p,” zwei zwischen p, und p, symmetrisch zu g, ge-
legene Punkte, so gibt es fiir die Punkte von p, g, ein von Null ver-
schiedenes Minimum ¢ ihrer Abstéinde von den Wegen, die ¢ mit p, und p,
verbinden. Zieht man daher im Abstand ¢/, so daB ¢’ << ¢ und zugleich
o' < p,p, ist, eine das Polygon p, durchsetzende Parallele zu %,, so wird
durch sie und p,"p,” ein Rechteck t bestimmt, dessen Inneres zu I gehort
und dieses Rechteck wiirde von unendlich vielen Bereichen R durch-
kreuzt. Dies ist aber, wie wir sofort zeigen, unméoglich.

Mogen néimlich unter ihnen zuniichst unendlich viele enthalten sein,
fir welche die Seite, die die Strecke r, enthilt, niher zu h, liegt als
die Gegenseite und sei R® einer von ihnen. Falls nun fiir das punkt-
freie Intervall, dem #, angehort, der Konstruktionspunkt m® in den Mittel-
punkt fillt, so wird er bei hinreichend groBem 1 zwischen g, und g,
enthalten sein, und der zugehorige Bereich miiBte bis %, heranreichen.
Es entsteht also ein Widerspruch. Fillt er nicht in den Mittelpunkt des
Intervalls, so kann der zugehorige Bereich zuniichst auBerhalb des Recht-
ecks r liegen; wir nehmen an, es sei rechts von r. GemiB Satz I. von
§ 7 gibt es aber einen Bereich, der in t eindringt, und falls er nicht bis
h,, heranreicht, wird er das Rechteck durchsetzen. Auf der das Rechteck t
durchziehenden Seite liegt dann rechts von v ein Punkt ¢, und diese Seite
enthilt ein punktfreies Intervall, das v durchzieht. Fillt dessen Kon-
struktionspunkt innerhalb t, so reicht der zugehdrige Bereich bis %,.
Fillt er auBerhalb r, so gibt es einen Bereich, der in t eindringt, und
entweder bis A, heranreicht, oder t durchsetzt; man gelangt also ent-
weder zu einem bis A, sich erstreckenden Bereich oder zu einer umnend-
lichen Folge angrenzender Bereiche, die t durchsetzen, was in § 7 eben-
falls als unmoglich erkannt wurde.

Gibt es schlieBlich nur eine endliche Zahl von Bereichen, fiir welche
die Strecke r; ndher an %, liegt, als die Gegenseite, so gibt es unendlich
viele, bei denen die Strecke r, den groBeren Abstand von %, hat als die
Gegenseite. Sind B® und R® zwei von ihnen, so wiederhole man die
vorstehenden Schliisse fiir das zwischen R® und R® liegende Gebiet.
Bei hinreichend groBem 1 wiirde folgen, daf Bereiche existieren, die bis

Mathematische Annalen. LVII, 15
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in den Bereich B® hineinreichen, oder aber die durch § 7 ausgeschlossene
Lage besitzen. Damit ist der beziigliche Satz bewiesen.

Aus dem somit bewiesenen Satz zieht man endlich die Folgerung, da8
auch die Seiten der Bereiche Sy mit wachsendem v gegen Null konvergieren.
DaB dies fiir den Flicheninhalt der Fall ist, ist klar; fiir jede einzelne
Seite bedarf es des Beweises.

Gibe es unendlich viele Bereiche, bei denen eine Seite groBer ist
als 2d, so gibe es wieder unendlich viele, bei denen diese Seite derselben
Achse parallel ist; sei es die z-Achse. Man projiziere wieder die Mittel-
punkte dieser Seiten auf die z-Achse, und betrachte einen Grenzpunkt £
der so entstehenden Punktmenge. Wie oben, schlieBt man, daB die Be-
reiche, fiir welche die Projektionen ihrer Konstruktionspunkte u@ nahe
bei £, liegen, gegen mindestens eine Gerade h, konvergieren miiBten; anf
ihr gibe es wieder ein Stiick, das zu ¥ gehorte, und ein wie vorstehend
bestimmtes Rechteck r, dessen Inneres zu N gehoren miiBte und das von
unendlich vielen Bereichen E® durchsetzt wiirde. Innerhalb von v miiBiten
aber andererseits Punkte 7 liegen, da die punktfreien Intervalle, die auf
den Bereichen R(® enthalten sind, mit wachsendem Index, wie eben be-
wiesen, unter jede Grenze sinken. Also folgt:

1) Bei einer einfachen geschlossenen Kurve haben die Bereiche Sy der
zugehirigen einfachen Gebielsteilung die FEigenschoft, daf mit wachsendem v
jede ihrer Seiten unendlich klein wird.

§ 10.
Die in 2 iiberalldichte Teilmenge Z,.

Im § 6 haben wir eine unendliche Folge von Polygonen
QB’ 53,7 S}B’g s e $V~1 SRR

sowie die auf ihnen gelegenen Intervallmengen

617 @27"’7 @w"
eingefiihrt, und zwar besteht &, = {sy} aus einer endlicher Menge kon-
sekutiver Intervalle, die den Umfang des Polygons $¢—Y bilden, und zu
der jedenfalls alle auf P~V liegenden punkifreien Intervalle s > e, ge-
hioren. Die Endpunkte dieser Intervalle sind Punkte von Z; sie mégen
die Menge &, konstituieren. Es ist dann &, eine Teilmenge von % ;.
Sei nun ¥ diejenige Menge, die alle Mengen & enthilt, sodaB
1) Z, =lmZ,

ist, so ist T, wie sich zeigen wird, eine n ¥ dberall dichte Menge, aus
der durch Hinzufiigung ihrer Grenzpunkte die Menge T hervorgeht.
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Dieser Beweis folgt, was ich vorausschicke, aus der oben gewihlten
Bezeichnungsweise der in & eingehenden Intervalle sy. Sie stellt eine
Erweiterung des Dezimalsystems dar, und zwar in der Weise, da die
Basis beliebig ist und von Stelle zu Stelle wechseln kann*); auch konnen,
wie im Dezimalsystem, die endlichen Briiche, die die Menge ¥, darstellen,
als unendliche Briiche geschrieben werden. Die in § 6 eingefithrte Be-
zeichnungsweise in Verbindung mit den Sitzen von § 9 liefert damit den
geometrischen Ersatz fiir das im Gebiet der Analysis unmittelbar gegebene
Dezimalsystem. Dies beweist ihre innere ZweckmiBigkeit, ja vielleicht
Notwendigkeit; sie ist die Quelle, aus der die behauptete Eigenschaft
von ¥ flieBt. Die Konstruktion dieser Intervalle sy und der in § 6 resp.
§ 9 enthaltene Nachweis ihrer formalen und materiellen Analogie mif
dem Dezimalsystem diirfte das hauptsichlichste Hilfsmittel darstellen,
das fiir die vorliegenden Untersuchungen zu schaffen war.

Die hiermit angedeutete Beziehung der Punkte von &, zu den Inter-
vallen sy wollen wir nunmehr genauer untersuchen resp. begriinden.

Gem#B der iiber T gemachten Annahme 148t sich jeder Punkt ¢ mit
dem Ausgangspunkt m der Gebietsteilung durch einen Weg { verbinden,
der, falls er unendlich viele Strecken enthdlt, in ¢ seinen einzigen Grenz-
punkt besitzt. Der Punkt m kann sowohl zu ¥ als auch zu J gehdren;
wir werden fiir das folgende m als #nmeren Punkt wihlen. Er liegt da-
mit innerhalb aller Polygone P

Liegt zun#ichst ¢ nicht auf dem Umfang eines Polygones ™, so wird
der Weg [ jedes Polygon B*® kreuzen. Falls notig, 168t er sich so redu-
zieren, daB er ) nur eimmal kreuzt; hierzu geniigt es, m mit dem letzten
Kreuzungspunkt von ¢ durch einen innerhalb P™ verlaufenden Weg
zu verbinden. Auf dem Umfang des Polygons P*—V sei sy dasjenige
Intervall, das den Kreuzungspunkt enthilt, und py der Kreuzungspunkt,
so wird durch den Weg eine unendliche Reibe von Intervallen

2) St Siky Sirgy * 0y SN 7 - -
definiert, und eine unendliche Folge von Punkten
(3 Pi> Pizs Pizas * - * PNy~ "

die nach Annahme in ¢ ihren emzigen Grenzpunkt besitzen.
Die hier definierte Intervallfolge ist durch ¢ eindeutig bestimmt. Ge-
horte namlich zu einem von m nach ¢ fithrenden Weg 1’ die Intervallfolge

I 4 ’ 4
Si 5 Siky Sixty v ¢, SNy * "

*) Eine solche bewuSte Verallgemeinernng des Dezimalsystems dirfte sich zu-
érst bei Strauf finden, Acta math. Bd. 11, 8. 13. Vgl auch Brodén, Math. Aon.
Bd. 51, 8. 302, sowie meinen Bericht iiber Mengenlehre, Jahresber. d. Deutsch. Math.
Ver. Bd. 8, 2, S. 102,

O
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und wiren fiir irgend ein » die Intervalle sy und sy verschieden, so
wiirden die Wege [ und I’ ein Polygon bestimmen, das mindestens einen
auf dem Umfang von P -V gelegenen Punkt von ¥ einschlieBt. Kreuzen
sich nimlich [ und {’ zwischen P¢-1 und ¢, so wire dies ein gewdhn-
liches Polygon, kreuzen sich [ und I” nicht, ein Polygon mit dem Grenz-
punkt ¢ Damit ist die Eindeutigkeit der Intervallfolge 2) erwiesen.

Dasselbe ist der Fall, wenn ¢ auf dem Umfang des Polygons B¢-1
liegt, aber nicht zur Menge &, gehort. Alsdann kann man ¢ mit m
durch einen gewdhnliehen Streckenzug verbinden, und erhilt so eine zu-
nichst endliche Reithe von Intervallen

“) Si» Sizy 5 SL;

und zwar ist ¢ immerer Punkt von s;. Andererseits ist ¢ in diesem Fall
gememsamer Punkt aller Polygone

(5) Ra-1 EB(’-), S,B(l-i-l), <., PR L L

und jedes dieser Polygone enthilt ein wohldefiniertes Intervall, dem ¢
als innerer Punkt angehdrt. Es wird also auch in diesem Fall durch ¢
eine Intervallfolge

(6) Sis Sizs * * *» SLy SLiy SLiky * "

bestimmt; daB sie eindeutig ist, bedarf hier keines besonderen Beweises.
Also folgt:

8) Jeder Pumkt t, der wmicht zu T, gehort, bestimmi eindewtig eine
Intervallfolge {sy}*).

Wenn dagegen ¢ ein Punkt von ¥, ist, so ist er gemeinsamer Punkt
zweier auf einem Polygon PBA-Y liegenden Intervalle s, und sy. Er ist
auch in diesem Fall auf allen Polygonen 5) enthalten, und bestimmt zu-
nichst wieder die endliche Reihe 4). Jetzt kann man aber diese Reihe auf
zwei verschiedene Arten zu einer unendlichen Reihe erginzen. Sei ¢ Anfangs-
punkt des Intervalles s;, wo dies Intervall die in § 6 definierte Richtung
hat. Es kann dann s; auch noch dem Umfang von ® angehoren, als-
dann erhdlt es gemiB § 6 die Bezeichnung szo. Gehdrt aber s; nicht
dem Umfang von P® an, so entsteht aus ihm ein zu P@ gehoriger
Linienzug, und dieser wird gemifl § 6 entweder ebenfalls durch so be-
zeichnet, — falls er nimlich kein punktfreies Intervall enthilt, das der
Menge ©,,, angehdrt —, oder aber er zerfillt in gewisse Intervalle sg;.

*) Map kann diesen Satz als eine Ausdehnnng des in § 7 angefiihrten Satzes
ansehen, daB zwei Bereiche S, und S, keinen Punkt gemein haben. Der Satz von
§ 7 gilt daun fir Punkte von &, , der obenstehende auch fir Punkte von Z.
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Dann wird ¢ Anfangspunkt von s;y sein. In analoger Weise behandelt
man das so bestimmte Intervall szq resp. sp;. Man erhilt also auch hier
eine unendliche Folge von Intervallen

(7) 81y 8¢y SLiky = 3 SLNy * v

wo alle Indices ¢, %, I, - - -, O oder 1 sind, sodaB ¢ gemeinsamer Anfangs-
punkt aller dieser Intervalle ist. Das gleiche ergibt sich fiir das Intervall
sy, nur mit der MaBgabe, daB in diesem Fall statt s;; das Intervall
Sy zu wiblen ist, wo (§ 6) g den groBten zulissigen Index darstellt.
Die so bestimmte Intervallrethe sei wieder

(Ta) Srry Sptiy Spiiky v v s SNy *

wo ¢, k, --- diesmal O sind oder den groBten zuldssigen Index be-
deuten. Man hat also hier zwei unendliche Folgen von Intervallen, die

beide den Punkt ¢ bestimmen. Also folgt:

9) Jeder Punlit von X, bestimmt zwei verschiedene Folgen von Inter-
vallen {sy}, von der Art, daf von einem gewissen Glied an t gemeinsamer
Endpunkt aller dieser Intervalle ist.

Von den Intervallen sy der durch ¢ bestimmten Folgen liBt sich
zeigen, daB sie mit wachsendem » unendlich klein werden. GemiB Satz 6
bedarf dies nur fiir diejenigen Intervalle sy eines Beweises, die (§ 6)
nicht selbst punktfreie Intervalle s(* > s, sind, sondern zwischen je zwei
solchen konsekutiven Intervallen liegen. Ist sy ein solches, so enthilt
es eine endliche oder unendliche Menge punktfreier Intervalle s < ¢,.
Sei ¢ das groBte von ihnen, so gibt es eine kleinste Zahl o, sodaB
s' 2> ¢, ist; daher wird ¢ ein Intervall sz der Menge &,, und es zerfillt
Sy in mindestens zwei Intervalle sz und sp. Mit jedem dieser Intervalle
tritb fiir einen gewissen Index 6 vesp. ¢’ das gleiche ein. Da nun die
Intervalle s{* auf sy tiberall dicht liegen, so kann es keinen Teil von sy
geben, der bei allen Zerfillungen als Ganzes erhalten bleibt; woraus die
Behauptung folgt, d. h.:

10) Die Intervalle sy der Mengen &, werden mit wachsendem v wn~
endlich Flein.

Beachtet man nun, daf ein Punkt ¢ entweder Endpunkt resp. Grenz-
punkt der auf den Intervallen sy liegenden Punkte py war, oder dal diese
Intervalle von einem bestimmten an den Punkt ¢ als gemeinsamen End-
punkt besitzen, so folgt noch, daB ¢ in allen Fillen Grenzpunkt von End-
punkien von Imtervallen sy, also von Punkten von ¥, ist. Also folgh

IV. Die Endpunkte aller auf den similichen Bereichen Sy lLiegenden
punkifreien Indervalle (s} bestimmen eine in & iberall dichte Menge X,.
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Die Bezichung zwischen den Intervallen sy und den Punkien von T
findet ihren AbschluB durch folgenden Satz:

V. Jeder Folge {sy} von Intervallen
Siy Sixy Siziy © v s SNy ¢ 0 ¢
entspricht ein und nur ein Punki von Z.

Wie wir eben sahen, wird mit wachsendem » jedes Intervall sy un-
endlich klein. Da aber gem#B § 9, Satz 7 auch Breite und Hohe der
Bereiche Sy mit wachsendem » unendlich klein werden, so wird auch
der Abstand der Intervalle der obigen Folge zuletzt unendlich klein, also
auch der Abstand ihrer Endpunkte. Diese Endpunkte gehdren zu ¥, sie
bestimmen daher zum mindesten einen Grenzpunkt, der als solcher eben-
falls zu & geh6rt. Falls nun die Intervalle sy von einem bestimmten
Glied an einen gemeinsamen Endpunkt besitzen, so bestimmen sie diesen
Punkt, und nur diesen. Ist dies nicht der Fall, so schlieBt man die Ein-
deutigkeit des zu ihnen gehdrigen Punktes ¢ folgendermaBen. Die Folge 6)
bestimmt mindestens einen Punkt von &; er sei ¢’ und gehdrt nicht zu T,
Andrerseits gehort zu ¢’ eine und nur eine Folge; diese ist daher mit
6) identisch. Zu der durch #° bestimmten Folge gelangten wir aber oben
so, daB wir einen Weg [ legten, der gewisse Punkte py und damit
die sie enthaltenden Intervalle sy definierte, und in ¢’ seinen eimzigen
Grenzpunkt besitzt. Da pun die Intervalle s¥ mit wachsendem » un-
endlich klein werden, so besitzen ihre Endpunkte denselben Grenzpunkt,
wie die Punkte py, also auch nur einen, womit der Satz bewiesen ist.

§ 11.

Die umkehrbar eindeutige wund stetige Abbildung der einfachen
geschlossenen Kurve auf den Kreis.

Um den Punkt m, der den Konstruktionspunkt des Bereiches S bildet,
legen wir einen Kreis &, der innerhalb S liegt, und bilden ihn folgender-
maBen auf die Menge T ab.

GemiB § 6 liegen auf dem Umfang von S die 1 konsekutiven
Intervalle

(1) Sis S35 S35, 0 %5 Sy,

deren Endpunkte die Teilmenge ¥, von ¥ bilden. Wir verbinden die
Punkte von ¥, mit m; sie zerfillen den Kreis in 1 konsekutive Kreis-
bogen, die wir durch

(?) ki: 7‘2: ks: T k}.
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bezeichnen. IThre Endpunkte mégen die Menge &, bilden. Diese Menge &
beziehen wir so auf Z,, da den Endpunkien von %, die Endpunkte von
s; zugeordnet werden.

Beim Ubergang von § zu P’ entsteht nach § 6 aus einem Intervall
s, entweder ein einziges Intervall s;,, das auch mit s, identisch sein kann,
und stets dieselben Endpunkte hat wie s;, oder es gehen aus ihm die
g Teilintervalle

Si1s Sizs ~ 0y Sip

hervor. Die Endpunkte aller so aus den Intervallen s, abgeleiteten Inter-
valle s;, bilden die Teilmenge &, von &£. Demgemif soll, falls aus s; ein
s, entsteht, &, durch k;, bezeichnet werden, sodaBl %, =k, ist; im andern
Fall teilen wir den Bogen %, in w der Einfachheit halber gleiche Teile

kz‘i? ki2) T ki,u'
Die Endpunkte aller dieser aus den Kreisbogen %, entstehenden Bégen %,

bilden die Menge &,; wir beziehen sie so anf %,, daB den Endpunkten

von s;, die Endpunkte von %, entsprechen.
In dieser Weise fahren wir fort; es entstehen so die auf dem Kreis &

liegenden Mengen

(3) @1: @21 Y @w :

die den auf den Polygonen P liegenden Mengen
(4) zi) §2, T %w :
entsprechen. Wird insbesondere durch

(5) R =lim R,

die Menge bezeichuet, die alle &, enthilt, so sind die Mengen &, und Z,
eineindeutig aufeinander bezogen.

Von der Menge ¥, haben wir bereits gesehen, daB sie (§ 10) eine
in ¥ iiberall dichte Menge ist, das gleiche gilt aber auch fiir die Menge &,
in Bezug auf den Kreis & Um dies nachzuweien, ist nur zn zeigen,
daB es keine Folge [sy} gibt, bei der sich schlieBlich dauvernd der
neue Index O einstellt. Dies ergibt sich leicht als Folge der in § 6 ent-
haltenen Konstruktionsvorschrift, und zwar folgendermaSen.

GemiB § 6 kann das Intervall sy auf drei verschiedene Arten in ein
Intervall sy, tibergehen. Es kann zunichst sy einen Punkbt my enthalten,
doch so, daB der aus sy entstehende Linienzug von P® ein einziges
Intervall sy, bildet.” Auf diesem Linienzug liegt danu ein groffes punki-
freies Intervall s und es existiert ein Index ¢, sodaB s' > ¢, ist, also
gemiB § 6 5 ein Intervall der Menge @e wird. In diesem Fall ist dann
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o derjenige Index, sodaB der beziigliche Linienzug zwar noch in die
Menge &,_;, aber nicht mehr in die Menge &, als ganzes Intervall ein-
geht; beim Ubergang von &, _, zu &, zerfillt er daher in mindestens
zwei Intervalle, deren eines s ist.

Analog ist es, wenn sy selbst ein punktfreies Intervall einer gewissen
Menge &, darstellt. Beim Ubergang von S, zu &, entsteht dann aus
ihm ein Linienzug, der entweder selbst aus mehreren Intervallen von
©,+1 besteht, oder aber unter die vorstehende Betrachtung fillt.

Wenn endlich sy nicht selbst ein Intervall s, darstellt, so enthilt es
wieder ein groBtes Intervall s, das einer Menge &, angehbrt; es wird
daher sy als ganzes Intervall zwar noch der Menge &, _,, aber nicht mehr
der Menge &, angehdren.

Jeder Kreisbogen ky muf daher fiir einen angebbaren Index ¢ in
mindestens zwel gleiche Kreisbogen zerfallen, woraus der iiberall dichte
Charakter der Menge &, hervorgeht.

Aus der eineindeutigen Beziehung der Mengen &, und %, kann ihre
umkehrbar stetige Bezichung leicht geschlossen werden. Sei namlich ¢
ein Punkt von &, der nicht zu ¥, gehort, und seien

(6) (Y=t 1, -, 10, ..

r? 2 “r2

o—1

irgend welche Punkte von ¥, deren Grenzpunkt ¢ ist. Alsdann gibt es
notwendig ein 1, sodaB ¢, einem Intervall s als Endpunkt angehort,
ebenso ein u, sodaB ¢’ Endpunkt eines Intervalles sy ist, usw. Durch
die Folge {#9} wird daher eine Folge von Intervallen

(7) Sz, Suy *+ vy SRy v v -

definiert, deren Endpunkte nach Annahme gegen ¢ konvergieren. Andrer-
seits geh6rt zu ¢ auch eine Folge

(8) Siy Sizg * * y Sipas 0 5 SNyt

und diese Folge enthilt gewisse Intervalle

(9) SLy Suy * "'y SRy "~ %

bei denen die Indicesanzahlen mit denen der Folge (7) iibereinstimnien.
Um die Beziehung zur Menge &, herzustellen, hat man die Folge (7) in
die Form (8) iiberzufithren; dies kann auf folgende Weise geschehen.

In der Folge (9) ist der erste Index konstant; er sei 7. Fir die
Folge (7) braucht dies nicht der Fall zu sein; es ist aber ausgesehlossen,
daB ein von i verschiedener erster Index ¢ umendlich oft in ihr vor-
kommt. Wire dies der Fall und wiren

s, s, s, .- 50 -
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die zugehdrigen Intervalle, so miiften auch sie gegen ¢ konvergieren, also
auch irgend welche auf ihnen gelegenen Punkte p@; zugleich wire ¢ der
einzige Grenzpunkt dieser Punkte. Sie miBien daher einen Weg {' be-
stimmen, der von m nach ¢ fiilhrt. Aber dieser Weg kreuzt den Bereich S
wicht auf demjenigen Intervoll, wie der zur Folge (8) gehirige Weg {; die
Wege [ und {” wiirden also ein Polygon bilden, das einen Punkt von ¥
im Innern enthielte, was unmdglich ist. Daher muBl in (7) der erste
Index von einem bestimmten Glied an derselbe Index ¢ sein, wie in (9)
resp. (8). Damit ist der erste Index der Folge (8) bestimmt.

Man tilge jetzt aus (7) diejenigen Intervalle, die nicht den Index 4
enthalten. Von der iibrigbleibenden Folge beweist man dann genan wie
eben, daf sie nur eine endliche Zahl von Intervallen enthélt, deren
zweiter Index von dem zweiten Index % der Folge (8) verschieden ist.
Fiir die Folge (7) existiert also ein angebbares Intervall, von dem an
alle folgenden Intervalle die nimlichen Indices ¢ und % enthalten, wie die
Intervalle von (8), womit auch % bestimmt ist. In dieser Weise kann
man fortfahren und so beliebig viele Indices von (8) bestimmen. Damit
ist (7) in (8) iibergefithrt.

Den Intervallen von (8) entsprechen auf dem Kreis & die Kreishogen

(10) kir kik? kik s T ': kN: R

die gegen einen bestimmten Punkt % konvergieren. Gegen diesen Punkt
konvergieren mun auch die Punkte

(11) E, B, - k9, -

Wegen der eineindeutigen Beziehung der Mengen &, und ¥, sind ndmlich
diese Punkte Endpunkte der Intervalle

(12) Fy, b, -+ - gy« -+,

deren Indices mit denen der Folge (7) iibereinstimmen. Da in ihr von
einem bestimmten Gliede an der erste Index den Wert 4 hat, so sind die
Kreishogen von (12) von einem bestimmten Glied an simtlich Teilbogen
von Z;,. Von einem andern Glied an sind simtliche Kreisbdgen von (12)
TeilbGgen von %;;, usw. Demnach bestimmen die Folgen (10), (11) und
(12) denselben Punkt k. Es entspricht daher einem Punkt ¢, welches
auch die ihn darstellende Folge sei, ein und nur ein Punkt Z.

Analog gestaltet sich der Beweis in dem Fall, daB der durch die
Folge {#@} definierte Punkt ¢ zur Menge T, gehort. Auch hier wird
durch den Punkt ¢ eine Folge (7) bestimmt; von ihr beweist man, daB
thre Indices von einem bestimmten Gliede an mit den Indices mindestens
einer der beiden Folgen iibereinstimmen, die in diesem Fall dem Punkte ¢
entsprechen (§ 10).
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In derselben Weise kann man zeigen, daB jedem Punkt % des
Kreises ® ein und nur ein Punkt von € zugehort. Der Beweis, da8
eine Folge von der Form (7) immer eine Folge von der Form (8) be-
stimmt, gestaltet sich ebenso, wie der vorstehende.

-Die Mengen &, und T stehen also in der Beziehung, daB jedem
Grenzelement der einen Menge ein und nur ein Grenzelement der
anderen entspricht, womit die gegenseitige stetige Beziehung erwiesen
ist. Also folgt:

VL. Jede emfoche geschlossene Kurve liBt sich wmkehrbar eindeutig
und stetig auf die Punlte eines Kreises abbilden.




