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Die Korrektur betr~gt also ffir die 2. Harmonische nur 1 %,  ffir die 4. nut  3 %, 
ffir die 6. etwa 12 ~ wobei noch kleine Ungenauigkeiten in der 'Zeichnung und harmo- 
nischen Analyse unterlaufen sein m6gen. DaB diese Abweichungen praktisch belanglos 
sind, bedarf keiner Er6rterung, und damit dfirfte erwiesen sein, dab die analytischeTheorie 
des unbelasteten Frequenztransformers mit sinusf6rmigem Erregerstrom fiber den Rahmen 
einer interessanten mathematischen Studie hinaus auch eine praktische Bedeutung besitzt. 

Nichtsdestoweniger wird man die Frage aufwerfen: ,,Wfirde denn nun der Praxis 
neben dem idealen Nutzen, den jede neu gewonnene Erkenntnis in sich tr~gt, auch ein 
tats~chlicher Nutzen erwachsen, wenn sie den angegebenen Weg beschritte? ' '  Diese 
Frage kann niemand entscheiden als die Praxis selbst, d. h. die M~nner, die Frequenz- 
transformatoren berechnen, prfifen und installieren. Mir selbst ist hierzu keine Gelegen- 
heit geboten, und so kann ich nut wfinschen, die Praxis m6chte an den gewonnenen Er- 
gebnissen wenigstens nicht ohne Prfifung vorfibergehen. AuBerdem will ich aber in einer 
sp~iteren Arbeit noch zeigen, wie man die Verh~tltnisse durch eine graphische Methode 
auch dann kl~tren kann, wenn man auf die Etzeugung eines sinusf6rmigen Magnetisierungs- 
stromes verzichten zu sollen glaubt. 

Erkl/irung der dielektrischen Nachwirkungsvorg/inge auf firund 
Maxwellscher Vorstellungen. 

Von 

Karl Willy Wagner. 

( M i t t e i l u n g  aus  de r  P h y s i k a l i s c h - T e c h n i s c h e n  R e i c h s a n s t a l t . )  

1. Beschreibende Darstellung der Nachwirkungsvorg~inge. In frfiheren Arbeiten 1) 
habe ich eine Reihe von Beziehungen angegeben, mittels derer sich die dielektrischen 
Nachwirkungserscheinungen zahlenm~13ig darstellen lassen. Da in der ersten Ver6ffent- 
liehung gelegentlich auf gewisse molekulartheoretische Vorstellungen Bezug genommen 
worden ist, die Herr  E. v. S c h w e i d l e r  zur Erkl~rung der dielektrischen Anomalien 
herangezogen hat2), und da ich reich zum Teil der Ausdrucksweise angeschlossen habe, 
die in tier grundlegenden Arbeit v o n S e h w ei d l e r s benutzt wird, so ist nicht ohne weiteres 
ersichtlich, dab die von mir gegebenen Beziehungen die erw~hnten molekularphysikalischen 
Vorstellungen nicht zur Voraussetzung haben. Diese Beziehungen lassen sich viel- 
mehr, gem~13 ihrem rein besehreibenden Charakter, aueh mit anderen geeigneten Vor- 
stellungen verbinden, die man zur Erkl~rung der Nachwirkungsvorgiinge ersinnen mag. 

Bekanntlich hat M a x w e 11 in seinem berfihmten Werk fiber Elektrizit~t und Magnetis- 
mus einen Weg zur Erkl~irung tier dielektrisehen Nachwirkung angedeutet3), der vor 
vielen anderen Wegen, die zu demsetben Ziele ffihren, den Vorteil besitzt, dab er den Boden 
der elementaren Maxwel l schen  Elektrodynamik nicht verl~13t, also insbesondere von 
speziellen Vorstellungen tiber den Bau oder das Verhalten des Molekfils keinen Gebrauch 
macht. M a x w e l l  will die dielektrische Nachwirkung auf Inhomogenit~ten des Dielektri- 
kurus (bezfiglich des Verhaltnisses der Dielektrizitatskonstante zur Leitfithigkeit) zurfiek- 
ffihren. Da sich aber M a x w e l l  leider darauf besehr~nkt hat, die Anwendung dieses 
Gedankens nur skizzenhaft anzudeuten, und da die weitere Ausffihrung auf dem schein- 
bar n~chstliegenden Wege unfiberwindlichen mathematischen Schwierigkeiten begegnet, 
so hat die sch6ne Idee M a x w e l l s  unsere Einsicht in die dielektrischen Nachwirkungs- 

1) Ann. d. Phys. (4), Bd. 4 ~ (I913), S. 817--855; ETZ. 1913, S. 1279--1281. 
2) Ann. d. Phys. (4), Bd. 24 (19o7), S. 711. 
s) j .C .  M a x w e l l ,  Lehrbuch der Elektrizitii t  u. d. Magnefismus, Bd. i,  Art. 328--330. Berlin I883. 
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erscheinungen bisher nicht in dem Mal3e zu f6rdern vermocht, wie sie dazu vielleicht 
berufen ist. 

In der vorliegenden Abhandlnng soll eine auf dem Maxwellschen Grundgedanken 
beruhende Vorstellung yon der Struktur unvollkommener Dielektrika entwickelt werden, 
welche die dielcktrischen Nachwirkungserscheinungen der Berechnung zug~tnglich macht, 
und die unter plausibeln Voraussetzungen genau zu den Formeln und Beziehungen fiihrt, 
die ich in der friiheren Arbeit aufgestellt habe. Es wird daher niitzlich sein, diese Beziehun- 
gen zun~tchst hier kurz wiederzugeben. 

Wird im Zeitpunkt r in einem vorher wghrend langer Zeit vor der Einwirkung elektri- 
scher Felder geschtitzten Dielektrikum ein elektrisches Feld @ erzeugt, so entsteht mit 
dem Felde zugleich eine ihm proportionale dielektrische Verschiebung ~(z). Wir setzen 
unter Benutzung absoluter elektr0magnetischer MaBeinheiten 

g 
= . e i) 

und definieren damit die Dielektrizitiitskonstante ~ des unvollkommenen Dielektrikums 
(c ist die bekannte, der Lichtgeschwindigkeit gIeiche Konstante = 3" IO~~ cm/sec). Bleibt 
das F e l d ~  weiter in der anf~inglichen St~irke bestehen, so wgchst die Verschiebnng ~, 
wie in Fig. I angedeutet, best~ndig weiter und strebt nach Ablauf langer Zeit einem 

Endwerte ~(oo) zu, der den Anfangswert ~(z) um 

6 

Fig. I. Zeitlicher Anstieg der dielek- 
trischen Verschiebung nach dem An- 

legen des elektrischen Feldes. 

einen bestimmten Bruchteil k fibersteigt: 

~(o~) --  47:c ~ ( I  + k ) ~  2) 

Die zu i~gendeiner Zeit t bestehende Verschie- 
bung ~ kann als Summe des konstanten Endwertes 
und einer zeitlich ver~tnderlichen Gr613e ~ '  darge- 
stellt werden: 

~ '  ist irn vorliegenden Falle negativ. Wir setzen 
ffir den betrachteten spez!ellen Fall gem~13 der Fig. I 

4) 
4~c ~ 

Die Funktion + nimmt mit wachsender Zeit t best~ndig ab und strebt ffir t = r dem Werte 
Null zu. lhr Anfangswert ist nach Gl. (I) bis (3) 

+ (o) = k 5) 
DieNachwirkung befolgt nach J. H o p k i n s o n  1) das Superpositionsgesetz. Das heil3t, 

fiberlagert man dem Felde ~ zu irgendeiner Zeit -q ein anderes Feld @1, so erzeugt dieses 
eine Nachwirkung ~1', die genau so verl~iuft, als ob das Feld @1 allein best~inde, 

4- 2 + (t - 

und die sich zu der ebenfalls ungest6rt verlaufenden Nachwirkung ~ '  des ersten Feldes 
einfach addiert. 

Dieses Prinzip ifihrt zur  ]3erechnung der Nachwirkung eines z e i t l i c h  b e l i e b i g  
v e r ~in d e r 1 i c h e n Feldes. Eine im Zeitpunkt -: eingetretene Ver~nderung des Feldes 
um den Betrag d@ ergibt ffir irgendeinen sp~teren Zeitpunkt t einen Beitrag zur Nach- 
wirkung yon der Gr6Be 

r 
d ~ ' - -  4 =c2 + ( t - z )  d ~  6) 

1) j .  H o p k i n s o n ,  Phill Trans., Bd. 166 (I877), S. 489; Bd. 167 (1878), S. 599. 



~9~4. W a g n e r ,  Ober dielektriscl~e Nachwirkungsvorggr/ge. 373 tL Bd. 9. Heft. 

Die gesamte Nachwirkung im Zeitpunkt t, die von alien vorhergehenden Feld~nderungen 
herriihrt, wird demriach 

v = t  

4 ~ c2 ~ (t - -  7) d~ 7) 
T = - - O O  

Zur wirklichen Berechnung der Nachwirkungserscheinungen muB man die Funk- 
tion + kennen. Ihr Verlauf wird durch die in Fig. I gezeichnete Kurve veranschaulicht. 
Da sie mit wachsender Zeit best~ndig abnimmt, kann man sie stets durch eine Reihe 
yon Exponentialfunktionen darstellenl): 

t 

(t) = ~.~ kn e % 8) 
II  

Wir bezeichnen die GrSBe kn als den , , A n f a n g s w e r t " ,  die GrSBe T n als die , , Z e i t k o n -  
s t a n t e "  des n ten  Exponentialgliedes. Setzt man in GI. (8) den Wert t = o ein, so folgt 
mit R/icksicht auf G1. (5), dab 

. ~ k n  = k 9) 
II 

sein mug. 
Mit Rticksicht auf den Ausdruck (8) ergibt sich aus (2) und (7) f/Jr ein Dielektrikum, 

in welchem vom Zeitpunkt t ---- o ab ein k o n s t a n t e s  Feld ~0 aufrechterhalten wird, 
der folgende Verlauf der Verschiebung: 

-- i~CZ I-]- k n I -  e Tn IO) 

Ffir ein Wechse]feld mit der Kreisfrequenz co 

= ~0 sin ~ t 

erh~ilt man aus G1. (2), (3) und (7) ftir die Verschiebung den Ausdruck 

- -  ;-7~-~. I -~ ~ d  I -}- f-0 2 Tn 2 s in  II) I +o3 2Tn z cos~0t 
11 n 

Hieraus folgt, dab 
a) die von der Nachw!rkung herrtihrende relative Kapazitiitszunahme durch die 

Beziehung 

AC _ ~  k~ ' I2) 
I -/o~2 T~2 

n 

dargestellt wird. 
b) Ftir den Winkel ~, um den die Verschiebung in ihrer Phase hinter dem Felde 

zurtickbleibt, dell sogenannten dielektrischen Verlustwinkel, erh~tlt man aus G1. (ii) 
die Formel 

I + o~ T~ I3) 
n 

In den vorstehenden Beziehungen haben wir ein Schema, in das jeder Nachwirkungs- 
vorgang hineinpaBt, sofern er nur das Superpositionsgesetz beMgt. Auch die Wieder- 

i) Dieser Ansar ha t  die folgende physikalische Bedeutung:  Man denkt  sich die Nachwirkullg 
aus n Gliedern bestehend. Jedes Glied ha t  die Eigenschaft,  dab es dem Werte null, d . h .  dem 
Gleichgewichtszustande, mi t  einer Geschwindigkeit zustrebt,  die der jeweils noch vorhandenen Ab- 
weichung yon diesem .Zustande proportional  i s t  Der Proport ionali tgtsfaktor,  d. i. die Zeit- 
kons taa te  Tn, ist aber fiir alie Glieder verschieden grol3. 
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gabe von Beobachtungswerten kann grunds~tzlich keinerlei Schwierigkeit bieten, da be- 
liebig viele willktirliche Konstanten zur Verfiigung stehen. Fiir die theoretische Be- 
herrschung der Nachwirkung ist freilich damit vorI~tufig nicht viel gewonnen. Die Be- 
obachtungstatsachen leiten iedoch darauf hin, dab die Funktion ~ keineswegs den ver- 
waschenen Charakter besitzt, den ihr die rechte Seite von G1. (8) mit ihren beliebig vielen 
unbestimmten Konstanten zu verleihen scheint. Sie hat vielmehr einen sehr charakte- 
ristischen Verlauf. Er besteht, wie friiher ausgeffihrt worden istl), darin, dab sich die Zeit- 
konstanten T n in ganz bestimmter Weise um einen ausgezeichneten Wert T O gruppieren. 
Nit  Rfieksicht hierauI hat sich der Ausdruck 

o o  t 

t~ (t) = j k (T~) d T~ e Tn 14) 
0 

ergeben, worin 
( , ) 2  T~ 

k b  - b l~W dln  To k ( T ~ ) d T ~ - -  ] / ~ e  15) 

ist~). Der Ausdruck geniigt, wie leicht ersichtlich, der G1. (5). Die Funktion + enthMt 
auBer To nur noch die eine Konstante b; mid eine genauere Betrachtung lehrt, dab diese 
alMn die Form der Funktion ~b bestimmt. Denn die Konstante T o kommt nur in der 

t 
Verb indung~-  vor und ergibt daher lediglich den ZeitmaBstab. b ist eine reine Zahl; 

* o  
je gr6ger sie ist, umso dichter liegen die Zeitkonstanten um den Wert T o verteilta). 

Fiihrt man nun fiir k~ den Wert nach G1. (15) in die Gleichungen (io), (12) und (13) 
ein und verwandelt die Summen in das Integral mit den Grenzen Null und unendlich, 
so erh~lt man wohlbestimmte Ausdr/icke, deren Verlauf im wesentlichen nur yon dem 
einen Parameter b bestimmt wird. Da sie in der friiheren Arbeit bereits eingehend dis- 
kutiert worden sind, braucht bier nicht ngher auf sie eingegangen zu werden. 

a[ MaxweUs geschichietes Dielektrikum. Bevor wir nun zeigen, wie sich die vor- 
stehenden BeziehungeI1 au~ Maxwel l schen  Vorstellungen herleiten lassen, sollen diese 

I 
t) a) 

Fig. 2. 

ev, 

Maxwells geschichtetes 
Dielektrikum. 

kurz skizziert werden. M a x w e l l  betrachtet Gin 
Dielektrikum, das quer zur Richtung der Feld- 
st~irke @ geschichte{ ist (Fig. 2). Innerhalb jeder 
Schicht ist der Stoff homogen; dagegen soll die 
Dielektrizit~tskonstante ~ und die Leitf~higkeit ;~ 
im allgemeinen von Schicht zu Schieht ihren 
Wert andern. 

Wean wit die einer bestimmten, z. B. der 
v-ten Schicht angeh6renden Werte durch den 

Index v kennzeichnen, so wird der in dieser Schicht flieBende 

L e i t u n g s s t r o m  = X.~G 
~,~ d ~  

der V e r s c h i e b u n g s s t r o m  - -  
4 rr c 2 dt 

Folglich ist der G e s a m t s t r o m  i = ;k,~v + - 4 ~ c 2  dt 16) 

Er  hat in allen Schichten denselben Weft. Der SpannungsabfaU in der v-ten Sehicht ist 
gleich a~ @,~, wenn wir mit a~ die Dicke dieser Schicht bezeichnen; folglich wird die Ge- 
samtspannung 

1) Ann. d. Phys. (4), Bd. 4 ~ , w 4, S. 83o--832. 
=) Wir werden im 5-Abschnitte auf einem anderrt Wege zu demselben Ausdruck gelangem 
a) Vgl. die Fig. 5 auf S. 832 der Ann. d. Phys. (4), Bd. 4 ~ , 
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Der Beobachtung sind nur die Gr6gen i und E unmittelbar zug~inglich. Nach G1. (I6) 
und (I7)ist  die B e z i e h u n g  z w i s c h e n  i u n d  E v o n d e r  R e i h e n f o l g e  der  S c h i c h -  
t e n  u n a b h ~ n g i g ;  g l e i c h a r t i g e  S c h i c h t e n  d a r f  m a n  s ich  d a h e r  zu e i n e r  
e i n z i g e n  S c h i c h t  v e r e i n i g t  d e n k e n ,  d e r e n  D i c k e  g l e i ch  der  S u m m e  de r  
e i n z e l n e n  S c h i c h t s t ~ r k e n  ist .  Die Beobachtung kann jedenfalls fiber d i e  Ver- 
• der einzelnen 'Schichten keinerlei AufschluB geben. 

M a x w e l l  hat nun nachgewiesen, dab ein geschichtetes Dielektikum dann Naeh- 

wirkung zeigt, wenn ffir mindestens zwei Schichten das Verh~ltnis ~,~ einen verschiedenen 

Weft hat. Die vollst~tndigeDarstellmlg derNachwirkungsvorg~nge bei einem Dielektrikum 
aus einer gr6Beren Zahl verschiedenartiger Schichten scheitert aber leider an mathemati- 
schen Schwierigkeiten. So ist z. B. schon die Berechnung des Ladestromes i ffir eine 
konstante Ladespannung E bisher nicht gelungen. Ffir einen sinusf6rmigen Wechsel- 
strom l~iBt sich zwar ffir den periodisch gewordenen Zustand der zugeh6rige Ausdruck 
der Ladespannung angebenl), doch gelangt man auf diesem Wege nur zu sehr verwickelten 
Beziehungen ffir die relative KapazitS~ts{inderung und den dielektrischen Verlustwinkel, 
die einen Vergleich mit der Beobachtung aul3erordentlich erschweren. Diese Schwierig- 
keiten ermutigen nicht dazu, den Maxwel lschen  Erkl~trungsversuch der Nachwirkungs- 
vorg~tnge weiter zu verfolgen, besonders wenn man noch dabei berficksichtigt, dab die 
Annahme einer Schichtung der Inhomogenit~ten quer zur Feldrichtung nur eine ideali- 
sierende ist, die mit der Wirklichkeit sicher nicht fibereinstimmt. Dies hebt tibrigens 
M a x w e l l  selbst ausdrficklich hervor. 

3. Einfaches Modell eines Kondensators mit dielektrischer Nachwirkung. Das Ziel 
dieser Untersuchung ist, im Verfolg Maxwel l scher  Ideen ein Bild yon der Struktur eines 
mit Nachwirkung behafteten Dielektrikums zu geben. Die Einsicht in das physikalische 
Verhalten dieses Modells wird erleichtert, wenn wit zuvor das Verhalten eines einfachen 
Kondensatormodells betrachten. 

Man denke sich einen Plattenkondensator, dessen Dielektrikum aus einer ebenen, 
nichtleitenden und rfickstandsfreien Schicht von der Dicke A und der Dielektrizitgts- 
konstante s besteht. Die metallenen Elektrodenplatten sollen aber nur stellenweise auf 
der dielektrisChen Schicht llnmittelbar aufliegen; an den fibrigen Stellen soll sich zwischen 
dieser Schicht und den Elektroden eine schlechtleitende Schicht yon der Leitf~higkeit X 
befinden. Ihre Dicke soll tiberall so gering sein, dab durch ihr Vorhandensein die Gleich- 
f6rmigkeit des elektrischen Feldes in dem Dielektrfkum nicht merklich gest6rt wird; 
im fibrigen aber m6ge die Dicke der Schicht sich im allgemeinen yon Ort zu Ort ~ndern. 
Den Raum zwischen den beiden Elektrodenplatten denken wit uns in lauter dfinne R6hren 
aufgeteilt, deren Achsen auf den Elektrodenplatten senkrecht stehen. Von diesen R6hren 
enth~tlt eine Anzahl nur nichtleitendes Dielektrikum, die fibrigen enthalten augerdem 
eine dartiber gelagerte Schicht leitender Substanz. 

Wit betrachten zuerst die R6hren dieser letzten Art. Die Schichtdicke des leitenden 
Stoffes in der u-ten R6hre nennen wir av; f,~ sei ihr Querschnitt, i,~ der Strom in dieser RShre. 
Dann ist der Spannungsabfall in der leitenden Schicht gleich 

e 1 = iv a~ x f,~ ~8) 

In dem Dielektrikum setzt sich der Strom als Verschiebungsstrom fort; bedeutet q).~ 
den Verschiebungsflul3, so wird 

dq),~ 
i~ = a - ~  ~9) 

x) R o w l a n d ,  Scientific Papers, S. 297. Ein kleines rechnerisches Versehen in dieser Arbeit ist 
y o n  F, W. G r o v e r  (Bull. of the Bur. of Standards, Washington I9II ,  Bd. 7, S. 519) berichtigt wordelz 

Archiv f, Elektrotechnik. n. 28 
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Der auf das Dielektrikum entfallende Anteil der Gesamtspannung ist 

e~ = 4~c~A.q0~ 

Aus G1. (i8) his (2o) erh~ilt man fiir die Gesamtspannung an der R6hre, 
spannung 

E = e 1 + e. 2, 
den Ausdruck 

E - -  a~ dq},~ + 47:c2A q~.~. 
f~ X dt ~ f,~ 

Dies kann auch in der Form 

d(I?~ I c,~ 
at  + - ~ - ~  a)~ = E % 

geschrieben werden, worin T~ die Z e i t k o n s t a n t e  der R6hre 

Z , j  
A 4~c2X 

und 

20) 

die Elektroden- 

2i) 

22) 

c~ --  23) 
4 ~ c ~ A  

ihre Kapazit~it bedeutet. 
Die G1. (2i) kann allgemein integriert werden. Sei E eine yon eiuem beliebigen Zeit- 

punkte t 1 ab willktirlich gegebene Funktion der Zeit, und ist ~ ( t l )  der gegebene Anfangs- 
wert der Verschiebung, so folgt aus (2I): 

" g = t  
t - - t 1  t - - r  

Cv T,j ~ = ~ ( t l )  e T,~ q_ E ~ e  dz. 

" ~ =  t 1 

ist die Integrationsvariable. 
Denkt man sich den Zeitpunkt t 1 setlr weir zurtickliegend, so hat der Anfangszustand 

keinen EinfluB auf die Werte der Verschiebung in endlichen Zeiten; das erste Glied auf 
der rechten Seite der letzten Gleichung verschwindet, und man erhiilt: 

r = t  t - - r  

q)~ = E ~ e r~ d'~ 24) 

Durch partielle Integration folgt hieraus 
r = t  

(D,~ = E c , ~ - - 3 c ~ e  T~ dE 25) 

T =  - - O O  

Den VerschiebungsfluB durch s~imtliche R6hren, in denen eine leitende Schicht enthalten 
ist, erhiilt man durch einfache Summation: 

r = t  
t - - r  

Addiert man hierzu noch den VerschiebungsfluB durch die R6hren mit rein dielektrischem 
Inhalt 

(Do= CE, 

wobei also C die Kapazit~t der Gesamtheit dieser R6hren bedeutet, so erhMt man den 
gesamten VerschiebungsfluB (I): 
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darin ist 

und 

r ~ t  

(I) = t ~ C ( I  @ k ) - - C f d E  , .~  k., e . ,  

T = - - O O  

t - - r  

T,~ 26) 

k~ = --c" 26a) 
C 

k~ : k 26b) 

gesetzt. 
Die Bedeutung der G1. (26) erhellt aus folgender Betrachtung. Fiir den Fall, dab eine 

konstante Spannung E bereits seit sehr langer Zeit gewirkt hat (dE : o), reduziert 
sich G1. (26) auf das erste Olied. Dieses stellt also den konstanten Endwert des Ver- 
schiebungsflusses bei der Gleichspannung E dar: 

(I) (oc) = E C (I + k) 27) 

Diese Gleichung entspricht der G1. (2). Setzt man analog zu G1. (3) 

r = r  (~) + r  

so wird nach (26) und (27) 
r = t  

t - - v  

q)' = - - C  dE k.,e T,, 28) 

T =  - - O O  

Diese Beziehung ist mit der G1. (7) identisch, wenn darin fiir die Funktion ~ der Aus- 
druck (8) eingesetzt wird. 

Ftir den Fall, dab im Zeitpunkt t = o p16tzlich eine Gleichspannung E o an den Kon- 
densator angelegt wird, hat man in (26) 

d E = o  f i i r - ~ = - - o o b i s  - - o  
+o 
y d E = E  0 fiir v = - - o b i s  q-o  

- - 0  

und d E = o  fiir v =  q -ob i s  q-cxD 

einzusetzen. Man erh~ilt mit Rticksicht auf (26b) 

~-~-CE o I@~kv l--e Tv 29) 
,) 

Dies entspricht der Ol. (IO). Ebenso ergibt sich ftir eine Wechselspannung 

E = E o sin c0 t 

aus (26) das Analogon zur G1. (ii), und daraus folgen genau die Ausdrticke (12) und (13) 
fiir die Abh~ngigkeit der Kapazitiit und des Verlustwinkels yon der Wechselstromfrequenz. 

Im vorstehenden ist nachgewiesen worden, dab unser Kondensatormodell dielektrische 
Nachwirkung zeigt, welche yon den allgemeinen Beziehungen beherrscht wird, die im 
Abschnitt I angefiihrt worden sind. Dabei ist besonders bemerkenswert, dab es nur 
aus zwei der einfachsten Substanzen besteht, aus einem reinen Leiter und einern idealen, 
nichtleitenden Dielektrikum. Lediglieh die vorausgesetzte besondere Anordnung dieser 
Stoffe verursacht das scheinbar so komplizierte Verhalten des Kondensators. 

Bei dem Modell besitzen die in der Theorie im Abschnitt I auftretenden Konstanten eine 
einfache physikalische Bedeutung. T~ ist die Zeitkonstante einer R6hre, bei der die Schicht- 
dicke der Mtenden Substanz die Gr6ge a~ hat (G1. 22). k~ ist nach G1. (26a) proportional 
der R6hrenkapazit~tt und somit ein Mag daftir, wie stark die R6hren mit der speziellen 
Zeitkonstante T,, an dem dielektrischen Vorgange beteiligt sin& Wird z. ]3. die Unter- 

28* 
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teilung so vorgenommen, dab alle R6hren einen einheitlichen Quersehnitt % erhalten 
(G1.23), und faBt man alle Exponentialglieder mit derselben Zeitkonstante T,~ zu einem 
einzigen zusammen, so miBt die Konstante k, die Anzaht aller R6hren mit dieser Zeit- 
konstante. 

4. Hypoihetisches Bild yon der Strukiur eines Dielektrikums. Das vorstehende 
einfache Kondensatormodell zeigt, dag es m6glieh ist, Kombinationen von Stoffen zu er- 
sinnen, die als Gauzes das im Absehnitt I skizzierte Verha!ten zeigen, ohne dab einer der 
benutzten Stoffe fiir sich dielektrische Nachwirkung hat. Verh~ltnisse wie die im Ab- 
schnitt 3 geschilderten kommen such in der Praxis gelegentlich vor. Man braucht nur an 
Glimmerkondensatgren zu denken, deren Belegungen mit einem schlechtleitenden Kleb- 
stoff befestigt sin& Die Nachwirkung solcher Kondensatoren kann unter Umst~nden 
vielmals gr6Ber sein als die des reinen Glimmers. 

Zur Erkl~irung der dielektrischen Nachwirkung, die alle festen Dielektrika in mehr 
oder minder hohem MaBe auch dann zeigen, wenn leitende Oberfl~ichenschichten vermieden 
sind, betrachten wir das folgende Modell  eines u n v o l l k o m m e n e n  D ie l ek t r i kums .  

Wit denken uns in einer niehtleitendei1 Grundsubstanz yon der Dielektrizit~ts- 
konstante �9 kleine Kuge ln  verteilt, deren Dielektrizit~tskonstante den n~mlichen Weft : 
hat, und die auBerdem eine gewisse Leitfiihigkeit X besitzen. Das Dielektrikum m6ge den 
Raum zwischen zwei ebeneu parallelen Elektrodenplatten erfiillen. Bei Abwesenheit der 
leitenden Kugeln w~ire das Feld homogen. Jede Kugel ruff eine gewisse StSrung dieses 
Feldes hervor, die besonders innerhalb der Kugel und in ihrer n~heren Umgebung ins 
Gewieht f~tllt, in groBem Abstand von ihr aber unmerklich klein wird. Wenn nun augenom- 
men wird, dab die einzelnen Kugeln geniigend welt voneinander entfernt sind, so beein- 
flugt jede Kugel das Feld genau so, als ob die iibrigen nicht vorhanden w~ren. Unter 
diesen Voraussetzungen l~iBt sich das Verhalten unseres Dielektrikums in ~thnlicher Weise 
untersuchen, wie dies Maxwell  ftir den Fall eines homogenen Leiters getan hat, in den 
kleine Kugeln yon anderer Leitf~higkeit eingestreut sindl). 

Wir stellen zun~chst die St6rung lest, die ein ursprtinglich homogenes elektrisches 
Wechselfeld 

~o eJ~t 
(co = Kreisfrequenz; j ] / ~ I )  durch eine der Kugeln  erf~hrt. Der Kugelradius 

sei R. 
Die elektrische Feldst~rke innerhalb der Kugel bezeichnen wir mit ~, auBerhalb 

mit ~. Da das Feld tiberall wirbelfrei ist, kann man 

= --- grad 

= - -  grad 

ansetzen. AuBerdem ist das Feld sowohl augerhalb wie innerhalb der Kugel quellenfrei: 

d i v e = o ;  d i v ~ = o .  

Die Potentiale 9 und ~ erftillen daher die Differentialgleichungen 

A~ = o 

und 
A +  = o. 

Art der Oberfl~che der Kugel muB das Feld die folgenden Grenzbedingungen er- 
fiillen: 

a) Wegen der Wirbelfreiheit des elektrischen Feldes darf die tangentiale Komponente 
beim Durchgang durch die Kugeloberfl~tche nirgends einen Sprung erleiden. 

b) Da die elektrischen Stromlinien nirgends enden k6nnen, mug die Normalkompo- 
nente der Gesamtstr6mung beim Durchgang durch die Kugeloberfl~che tiberall stetig sein. 

1) , ,Lehrbuch der  Eiektr iz i t~t  u. d. Magnet i smus" ,  Bd. i,  Art .  314, 
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Endlich muB das Feld in grol3em Abstande yon der Kugel in das homogene Feld @0 
iibergehen. 

Zur L6sung des durch diese Bedingungen gegebenen Problems ist es niitzlich, Kugel- 
koordinaten mit dem Kugelzentrum als Anfangspunkt einzufiihren. Die Achse des Ko- 
ordinatensystems legen wir in die Richtung des Feldes ~o- Da das Feld um diese Achse 
offenbar symmetrisch verteilt ist, so hiingt der Zustand in irgendeinem Punkte A nut 
von seinem Abstande r vom Koordinatenanfang und v o n d e r  Poldistanz a a b  (Fig, 3). 
Mit Riicksicht auf die axiale Symmetrie lautet 
die Differentialgleichung A9 = o in Kugel- 
koordinaten 

r - -  
~r 2 

Darin ist 

+ 5 ~  (~ - -  ~2) 
=0 

= cos  9. 

Eine entsprechende Gleichung gilt f/Jr ~?. Wit 15sen 
die Gleichung i n  bekannter Weise 1) dutch den 
Ansatz 

qo --=~2~{An r'~ + r~--~ } Pn (F) 3o) 
I I = 0  

A 

Fig. 3- 

Die An und B, bedeuten willktirliche Konstanten. Die Kugelfunktion Pn (F) ist diejenige 
L6sung der Differentialgleichung 

a [ 1 d~z (z - - ~ )  @ j + n (n + I) Pn = 0,  

die fiir F ~- o (das heigt am Aquator, & : 9 o~ endlieh bleibt. Diese L6sung lautet, ab- 
gesehen yon einem konstanten Faktor2): 

fiir n ~o Po= I; 

Ifir n=l P~=F=cosg; 
I I 

f/Jr n = 2  P 2 =  - - ( 3 F  2 - I )  = (3 c o s 2 9 + I ) "  
2 4 ' 

I I 
fiir n = 3  P 3 =  ~ - ( 5 ~ 3 - - 3 F )  = ~ - ( 5 c ~ 1 7 6  

Wir k6nnen jetzt schon zeigen, dab fiir das bier vortiegende Problem yon der Reihe 
G1. (3o) nut  das zweite Glied (n = I) in Frage kommt. In grol3er Entfernung vom Kugel- 
zentrum soll das Feld den konstanten Wert @o annehmen. Das zugeh6rige Potential 
ist daher 

= I ~o 1 x = I eo I r cos ~ = J So I r P ,  (~), (3~) 
wo x die Entfernung des Punktes A mit dem Potential 9 yon der Xquatorebene bedeutet 
(Fig. 3). Der Ausdruck (31) ist aber gerade der Wert, in den das zweite Glied (n ~- i) 
der Reihe (3o) fiir groSes r iibergeht, sofern man 

A1 = [ @ o l = E o  3 2 ) 

setzt. 
Fiir das Potential + im Innern der Kugel hat man im allgemeinen Falle analog zu (3 o) 

den Ansatz: 
n ~  O~ b l l  

n ~ O  

1) Siehe z. I3. A. R. F o r s y t h ,  Differentialgleichungen,  2. AuIL, w 262--263.  Braunschweig  I9Z~. 
2) Vgl. J a h n k e - E m d e  , Funkt ionentafe ln ,  S. 79; Leipzig u. ~er l in  I9o 9, 
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Damit aber im Kugelmittelpunkte das Potential ~ endlich bleibe, sind s~mtliche b~ 
zu setzen, und man erh~It somit 

n ~ O O  

n = 0  

An der Kugeloberfl~che sind die Grenzbedingungen zu beachten. 
(S. 378 unten) erfordert, dab die tangentialen Feldkomponenten 

r ~a r ~,~ 

und 

~ - 0  

33) 

Die Bedingung a) 

A2 __-- X2 + *2J ~0 
47~ C a 

Nach der Grenzbedingung b) soll fiir r = R 

oder e 
AI ~ = A2 ~ 

oder 

sein. Mit Riicksicht auf G1. (3 o) und (33) bedeutet dies, dab fiir jedes beliebige n die 
Beziehung 

Fiir den Aul3enraum gilt entsprechend 

i2 = A2 

= A I ~ .  

mit 

also die G e s a m t s t r 6 m u n g  

I ~ sin ~9 9+ 

an der Kugeloberfl~iche, das heiBt fiir r = R, einander gleich seien, und zwar fiir jeden 
beliebigen Wert yon ~ (bzw. von ~). Es mug also ftir r = R 

sein. Die Gleichungen (3o) und (33) lehren, dab dies nut dann mSglich ist, wenn fiir ieden 
Wert yon n zwischen den Konstanten A, B und a die Beziehung 

B~ 
AnR n@ Rn+, - - a ~ R  :~ 34) 

erfiillt ist. 
Die Gren.zbedingung b) verlangt die Stetigkeit der radialen StrSmungskomponenten 

fiir r = R. Wir  wo l l en  z u n ~ c h s t  a l l g e m e i n  a n n e h m e n ,  dab  die L e i t f ~ h i g k e i t  
;~ l ind die D i e l e k t r i z i t i i t s k o n s t a n t e  s sowohl  i n n e r h a l b  der  K u g e l  wie 
au l3erha lb  b e l i e b i g e  W e r t e  haben .  Wir bezeichnen sie Ifir das Kugelinnere mit 
;~1 bzw. st, ftir den AuBenraum mit ]% bzw. s2. Im Kugelinnern ist der L e i t u n g s s t r o m  
gleich ;~1 ~; der V e r s c h i e b u n g s s t r o m  gleich 

4~c  2 dt 4~c 2 
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A ~ ( n A n R  n - l - ( n + I )  B ) = A l n a n R n _  1 35) 

gelten muB. 
Nun ist bereits Iestgestellt women, dab s~imtliche An auBer A 1 den Wert Null haben 

miissen, wenn das Feld in groBem Abstande v o n d e r  Kugel in den Wert ~o iibergehen soil 
Setzt man aber in die Gleichungen (34) und (35) den Wert An = o ein, so widersprechen 
sie sich, und der Widerspruch 16st sich nur, wenn auch an = o und t 3  n = O gese-tzt wird. 
Dies gilt ftir alle n, auBer ftir n = I, wo nach G1. (32) A1 = Eo einzusetzen ist. Tut  man 
dies, so erh~tlt man aus (34) und (35) 

3 A2 A1 
al = E~ A 1 + 2A  s undB~ = E oR a A 2 - -  

2 A 2 + A 1 " 

Ftir die Potentiale ~ und + ergeben sich hiermit die Ausdriicke 

( R3 A ~ - - A ~ . )  
q~ = E o r + r 2 2 A  2 + A ,  cos& 36) 

und 

= E o r 3 A2 cos l~. 
2 A s + A 1 

Nachdem wir in G1. (36) den Ausdruck Itir das durch die Anwesenheit e i n e r  Kugel 
gest6rte Potential im AuBenraum gefunden haben, betrachten wir jetzt den Fall, dab 
eine beliebige Anzahl von solchen Kugeln in der Grundsubstanz eingebettet sei. Der 
gegenseitige Abstand dieser Kugeln soll im Vergleich zu ihrem Radius R so groB sein, 
dab die starende Wirkung jeder einzelnen Kugel dieselbe ist, als ob die tibrigen Kugeln 
nicht vorhanden seien. Ein Beobachter, der yon der Anwesenheit der Kugell: nichts 
weiB und der bei der Kreisfrequenz co Messungen an der Substanz anstellt, wird ftir diese 
eine scheinbare Dielektrizit~tskonstante ~' und eine scheinbare Leitf~ihigkeit •' finden 
und der Substanz demgem~g einen komplexen Leitffihigkeitsoperator 

~P 

A' = X' + j c o - -  37) 
4 ~ c  2 

zuschreiben. Wir wollen nun die Gr6ge A' unter der vorstehenden Voraussetzung berech- 
nen und bedienen uns dazu der folgenden {]berlegungl). 

Man denke sich aus dem zu betrachtenden Stoffe einen kugelf6rmigen Raum vom Radius 
R o herausgeschnitten, der eine Anzahl m yon den kleinen Kugeln enthalten m6ge. Der 
Raum aul3erhalb der Kugel R o soll nur die Orundsubstanz - -  also keine kleinen Kugeln - -  
enthalten. In diesem Raume gilt daher in gentigend grogem Abstande v o n d e r  Kugel R o 
ftir das Potential ~ nach G1. (36) der Ausdruck 

( p = E o ( r +  mR3 A 2 - - A 1  ) 
r 2 2 A  2 + A  1 cos}~, 

worin fiir r nunmehr der Abstand yon dem Mittelpunkt der Kugel R o eingesetzt werden 
daft. An Stelle der Anzahl m d e r  kleinen Kugeln, die in der groBen Kugel enthalten 
sind, ftihrt man besser das Verh~ltnis 

m R 3 

p - -  Ro a 38) 

des Gesamtvolumens der kleinen Kugeln zu dem auf sie entfallenden Volumen der Grund- 
substanz ein. Hiermit wird 

~ = E o ( r +  pRo3 A~--A~ ) 
r 2 2A., + A  1 cos~ .  39a) 

~) Maxwell, a. a. O., Art. 314. 
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Denkt man sich nunmehr die Kugel vom Radius R o von einer Substanz mit dem 
Leitf~ihigkeitsoperator A' gleichfSrmig erfiillt, so wiirde das Potential nach G1. (36) durch 
den Ausdruck 

~ = E o ( r _ k  Ro a A 2 - - A '  ) 
r~ 2 A~ § A '  cos & 39 b) 

gegeben sein. Die Ausdriicke (39 a) und (39 b) werden einander gleich, wenn man 

2A 2 + A I-2 p (A 2-AI) 
A' = A 2 

2 A s q- A I + p (A 2-AI) 

setzt. Nit Riicksicht darauf, dab unsere Betrachtnngen einen k l e i n e n  Wert des Volumen- 
verhaltnisses p notwendig voraussetzen miissen, kann der vorstehende Ausdruck ver- 
einfacht werden zu 

A' = A  s x--3p 2 A 2 q _ A  1 40) 

Dies gilt fiir beliebige Werte der Leitf~ihigkeitsopetatoren 

A l = ; % + j c o  '1 
47:c ~ 

und 

A 2 = X ~ + j c ~  a, 4 ~ c  s �9 

Unter der speziellen Voraussetzung 

Xs =o; z I =+~=~; ;q~- 

l~Bt sich der Ausdruck (4 o) noch weiter betr~chtlich vereinfachen. 

A' = j o ~  x + 3~ 
x + i 

oder, wenn man 

setzt, 

Man erh~lt 

T - -  3 F ~  

4 ~ c~ X 4I) 

[ 3P 3P ~oT 
A ' = J o ~ 4  c2 I +  I + o ~ 2 T 2  J - I + ~ S T S  42) 

Der Operator A' vermittelt die Beziehung zwischen der StrSmung i und der Feld 
st~rke (~ in dem zusammengesetzten Dielektrikum: 

i = A' ~. 

Die zu i geh6rige dielektrische Verschiebung ist 

~ =  i d t - -  jo~ 

Folglich lautet die Beziehung zwischen der Verschiebung und der Feldst~irke: 

-- 4~c~ ,-k I - k o ~ T  s J I §  2 43) 

Dies ist nun wieder genau die im Abschnitt 1 abgeleitete Beziehung (II), wenn 
man diese auf ein Glied (n = I) beschr~nkt und in der komplex-symbolischen Form 
schreibt. Es ist bemerkenswert, dab die Zeitkonstante T nach G1. (4 I) nur von den Stoff- 
eigenschaften, nieht aber yon der TeilchengrSBe abh~ngt. 

Wir  k 6 n n e n  n u n  n o c h  e inen  S c h r i t t  w e l t e r  gehen  u n d  a n n e h m e n ,  dab 
in der  G r u n d s u b s t a n z  n i c h t  n u t  e ine  e inz ige  Ar t  y o n  l e i t e n d e n  K i i g e l c h e n  
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e n t h a l t e n  sei,  s o n d e r n  n A r t e n ,  m i t  den v e r s c h i e d e n e n  L e i t f ~ h i g k e i t e n  
X1, X2, �9 �9 �9 Xn. Die relativen r~umlichen Dichten dieser verschiedenen Substanzen seien 
mit Pl, P2 . . . .  Pn bezeichnet. Halten wit nach wie vor an der Voraussetzung test, dab 
die einzelnen Kiigelchen geniigend Weir yon einander entfernt sind, dab also jedes fiir sich 
das elektrische Feld so st6rt, als ob es allein vorhanden w~ire, so k6nnen alle diese St6rungs- 
glieder einfach superponiert werden. Dann erh~lt man an Stelle von G1. (43) die Beziehung 

~ ~ [ ,~.~ 3pn ~ . ~  3PnCOTn ] 
4'~c 2 I q- I q- co2Tn2 -j I ~ 2  43a) 

11 I1 

die inhaltlich mit der G1. (II) vSllig fibereinstimmt. Hiervon ausgehend kann man un- 
schwer zeigen, dab dieses Modell eines Dielektrikums auch alle fibrigen Mlgemeinen Be- 
ziehungen [(G1. (I) bis (I3)] der Theorie im Abschnitte I eft/lilt. 

5. Verteilungsgesetz der Zeitkonstanten. Nach GI. (4 I) h~ngen die Zeitkonstanten 

Tn -- 3 s 
4~c2Xn 

unseres Modells nicht yon der Gr6Be der Teilchen, sondern nur von ihrer Leitf~higkeit 
Zn ab. Wir wollen nun annehmen, dab die verschiedenen Werte yon Xn nicht durch ver- 
schiedene Art der Substanz der Teilchen bedingt sind, sondern dab sie vielmehr dadureh 
zustande kommen, dab  e ine  b e s t i m m t e  l e i t e n d e  S u b s t a n z  in den  e i n z e l n e n  
T e i l c h e n  dem d i e l e k t r i s c h e n  O r u n d s t o f f  in v e r s c h i e d e n e r  Menge bei-  
g e m i s c h t  sei. Die Or6Be p~ ist ein NaB daf/ir, wie h~iufig die Teilchen mit der Zeit- 
konstante T~ vorkommen, das heiBt, mit einem gegebenen Mischungsverhiiltnis der dielek- 
trischen Grundsubstanz mit dem leitenden Store. Zu einer bestimmten Aussage hieriiber 
gelangt man unter plausiblen Voraussetzungen dureh die folgende Betrachtung. 

Die leitende Substanz m6ge bei der Bildung des Dielektrikums alas Bestreben gehabt 
haben, sich auf die einzelnen Kfigelehen gleichf6rmig zu verteilen. W~re die Verteilung 
wirklich in dieser Weise erfolgt, so h~ttten s~tmtliehe Teilchen dieselbe Leitf~higkeit, und 
es g~be demzufolge nut einen einzigen Weft T o der Zeitkonstante. Dem Bestreben der 
leitenden Substanz nach gleichf6rmiger Verteilung sollen zahlreiehe st6rende Umst~nde 
entgegengewirkt haben, wobei abet jede dieser St6rungsquellen bald im Sinne der An- 
h~iufung leitender Substanz und bald im entgegengesetzten Sinne gewirkt haben mag. 
Wir nehmen an, dab jede dieser St6rungsursachen nnabh~ingig yon allen iibrigen dahin 
gewirkt habe, die Menge des in einem Kiigelchen niedergeschlagenen leitenden Stories 
in einem bestimrnten ihr eigentiimliehen Verh~ltnisse (I q- q) zu ver~ndern. Es soll aber 
lediglich dem Zufall/iberlassen gewesen sein, ob die Ver~inderung in einer Vergr6Berung 
oder einer Verringerung bestanden hat. Da die Zeitkonstante der Menge des leitenden 
Stories umgekehrt proportional ist, kann man auch sagen, dab die in Rede stehende 
St6rungsquelle die Zeitkonstante i m  Verh~iltnis 

(I q- q)• 

ge~tndert hat. Kennzeichnet man die versehiedenen St6rungsquellen durch beigesetzte 
Indizes, so erhalt man demnach f/Jr den Wert der Zeitkonstante, der sich schlieBlieh 
ergeben hat, den Ansatz 

T~ = T o (z -~ ql) • (I q- %)• (I -}- %)*'  . . . .  

Durch Logarithmieren folgt hieraus 

in T., In T O J: In ( i  -4- ql) zh In ( i  q- q2) ~ In ( i  -4- qa) +--- �9 �9 �9 

Wir schreiben der K/irze wegen 

lnT,~ =z,~; l n T  o = z  o 

ln ( I  q-q1) =81 ;  ln(z q-q2) = 8~ usw. 
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und hiermit 
z ~ = z  o • 1 7 7  �9 �9 �9 

Da mm die voneinander unabh{ingigen StSrungsglieder 8 i n  groBer Zahl vorhanden stud, 
und da jedes yon ihnen ebensogut mit dem positiven win mit dem negativen Vorzeichen 
auftreten kann, so folgt aus der letzten Gleichung nach den Regeln der Wahrschein- 
lichkeitsrechnung, dab sich die Gr6Ben z~ derart um den Wert z o scharen, dab ihre 
Anzahl innerhalb des Wertebereiches zwischen z,, und z.~ + dz proportional 

e--b ~ (zy --zo)2 dz 

ist. Die Konstante b miBt die Dichiigkeit der Verteilung der Gr6Ben z,~ um den ausgezeich- 
neten Wert zo; ihr Betrag h~ngt yon der Si~rke der St6rungsquellen ab, und eine Betrach- 
tung von allgemeinem Charakter, wie die soeben durchgef/ihrte, kann naturgem~B darCtber 
keinen Aufschlug geben. 

Der vorstehende Ausdruck besagt in anderer Schreibweise, dab die Zahl der 

Kiigelchen, deren Zeitkonstante zwischen T~nnd T~(I  q - d l n  T-~o)liegt, proportional 

T 
-- (bln Tv~ T~ 

e \ "r0 / d In- 
To 

ist. Anderseits ist die Zahl der Kiigelchen rnit einer bestimmten Zeitkonstante Tn pro- 
portional dem Volumenverhgltnis Pn~ das in die G1. (43a) eingeht. Der dreifache Betrag 
3 P~ entspricht dem Anfangswert k~ in den Formeln des Abschnitts I. Es ist daher auch 

�9 ,~ (, + a*n T~- ) 
% V T~ 

~ 3  P,, = k (%) d% = B e -  b lit ~7-0) d in 44) 
T~" 

Der Pr0portionalit~itsfakior B ist aus der Erw~igung zu berechnen, dab die Summe 
s~imtlicher Anfangswerte k (%,) gleich der dutch die G1. (~) definierten Konstante k sein 
mug : 

o o  

k (%) d% = k .  
0 

Die Ausrechnung ergibt 
k b  

In den G]eichungen (44) und (45) haben wir nun genau das im Abschnitte z, 

O l e i c h u n g  (I5) ,  a u f g e s t e l l t e  V e r t e i l u n g s g e s e t z  f~r  die Z e i t k o n s t a n t e n  ge- 
funden. Es gilt daher Iiir das vorliegende Modell nines Dielektrikums auch der Ansatz (I4) 
fiir die allgemeine Nachwirkungsfunktion qJ. 

Wir wollen an dieser Stelle noch auI eine naheliegende Erg~nzung des lViodells hin- 
weisen. Bisher ist angenommen worden, dab nur eine einzige Art yon leitender Substanz 
sich in den kleinen K~gelchen in verschiedener Dichte niedergeschlagen habe. Wir 
erweitern diese Annahme dahin, dab es sich um mehrere, sagen wir m, verschiedene 
Arten yon solchen Substanzen handeln soll. Die St6rungsquellen, die die vorher be- 
trachtete Verteilung der Zeitkonstanten hervorgebracht haben, werden im allgemeinen 
auf die verschiedenen Arten von leitender Substanz verschieden einwirken. Bet Ab- 
wesenheit aller die gleichf6rmige Verteilung st6renden Ursachen h~ttte das Modell ebenso 
viele verschiedene Zeitkonstanten 

3"  
Tom - -  4 ~ c2 Xm ' 

als es verschiedene leitende Stoffe enth~lt. Die Starungsquellen bewirken, dab m Oruppen 
yon unendtich vielen Zeitkonstanten auftreten, wobei die yon je einem bestimmten leiten- 
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den Stoff herrfihrenden Zeitkonstanten sich in der vorher angegebenen Weise um den 
ausgezeichneten Wert Tom scharen. Die Konstante bin, welche die Dichtigkeit dieser 

Verteilung migt, wird jedoch fiir die verschiedenen Stoffe im allgemeinen verschieden 
ausfallen, weil man, wie gesagt, nicht gut annehmen kann, dab die St6rungsursachen auf 
die Verteilung aller dieser Stoffe in gleicher Weise eiilwirken. 

Die Folge unserer Annahme, dab verschiedene leitende Substanzen in dem dielek- 
trischen Grundstoff verteilt sein sollen, ist also kurz gesagt die, dab sich die Zeitkonstanten 
nunmehr um m e h r e r e  a u s g e z e i c h n e t e  W e r t e  gruppieren. Eine derartige Erweiterung 
des Modells wird durch die Beobachtungsergebnisse oft gefordert. 

6. Einflul? der Temperatur. Der EinfluB der Temperatur auf die dielektrischen Nach- 
wirkungsvorg~nge l~iBt sich, wig in der friiheren Arbeit gezeigt worden istl), durch die 
Aussage beschreiben, dab bei steigender Temperatur der ausgezeichnete Wert T O stark 
abnimmt, dab dagegen die Konstante b entweder gar nicht oder nur in geringem MaBe 
ge~indert wird. 

Bei unserem Modell sind die Zeitkonstanten durch den Ausdruck (4 I) 

T~ - -  3 

gegeben. Da die Dielektrizit~tskonstante,  nur wenig v o n d e r  Temperatur abh~ingt, wird 
T.~ merklich in demselben MaBe wie die Leitf~ihigkeit X,~ von der Temperatur beeinfluBt. 
Ein Blick auf die vorstehende Formel lehrt, dab es sehr schlecht leitende Substanz sein 
mug, die die praktisch wichtigsten Werte yon T,~ (zwischen etwa io -~ und IO + r Sekunden) 
hervorbringt. Diese Substanzen haben die EigenschMt, dab ihre Leitf~ihigkeit mit steigen- 
der Temperatur  sehr stark zunimmt2). In dem niimlichen MaBe mfissen die Zeitkonstanten 
T~ abnehmen, und zwar, soweit sie yon demselben Stoff herriihren, s~mtlich in dem gleichen 
Verh~iltnisse. Dies bedeutet abet nichts anderes, als dab der ausgezeichnete Weft T O 
mit steigender Temperatur abnimmt, w~hrend die Art der Verteilung der Zeitkonstanten 
um T O (d. h. die Konstante b) unge~ndert bleibt. Man kann daher auch sagen, dab 
die Nachwirkung bei allen Temperatnren nach demselben zeitlichen Gesetze verl~uft, 
sofern nur jedesmal der gleiche Bruchteil yon T O (z. B. T O selbst) Ms Zeiteinheit ge- 
w~hlt wird ( T e m p e r a t u r g e s e t z  d e r  k o r r e s p o n d i e r e n d e n  Z u s t i i n d e ) .  

Eine Abh~ngigkeit der Konstante b yon der Temperatur kann dadurch verursacht 
werden, dab etwa die Verteilung der leitenden Substanz auf die einzelnen Ktigelchen 
durch eine Ver~nderung. der Temperatur ebenfalls ge~ndert wird. Wenn man bedenkt, 
dab dielektrische Nachwirkung in st~irkerem Grade nur bei festen K6rpern vorkommt, 
deren Struktur bei einer Ver~inderung der Temperatur in den gew6hnlich vorkommenden 
Grenzen sich nut  wenig ~ndert, so wird man zu dem SchluB geffihrt, dab der Wert yon 
b im allgemeineI1 nicht stark yon der Temperatur abh~ingen kann. Eine solche Abh~ingig- 
keit lieBe sich fibrigens auch aus anderen Ursachen erkl~ren; wir wollen aber hierbei 
nicht l~nger verweilen, da tiber die Frage des Temperatureinflusses auf die Gr613e b noch 
nicht genfigend Beobachtungen vorliegen. 

Die ganze Gruppe yon Zeitkonstanten, die zu dem ausgezeichneten Wert T O gehSrt, 
h~ngt yon der Temperatur in demselben Mal3e ab wie die Leitf~ihigkeit des zugehSrigen 
Stoffes. Man wird daher erwarten mtissen, dab eine andere Zeitkonstantengruppe, die von 
einem anderen Stoff herrtihrt, im allgemeinen in einem anderen MaBe yon der Temperatur 
beeinfluBt wird. Nit anderen Worten heiBt dies" die ausgezeichneten Werte Tom der ein- 

zelnen Gruppen k6nnen in verschiedener Weise yon der Temperatur abh~ngen. 
Von Interesse ist auch die Frage, wie sich das vorliegende Modell eines Dielektrikums 

verh~ilt, wenn es, etwa dureh Temperatursteigerung, in den fliissigen Zustand tibergefiihrt 

2) A n n .  d. P h y s .  (4), :Bd. 4 ~ , S. 8 4 2 - - 8 5 o .  
2) Ann~hernd nach dem Gesetze ,~ = 20 e ~- o worin 20 und a Konstanten sind und O die Tem- 

peratur bedeutet. 
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wird. Hierbei mSge sich die leitende Substanz (durch Mischung, AuflSsung oder dgl.) 
gleiehfSrmig verteilen. Das Oanze stellt dann einfach einen Kondensator mit parallel 
gesehaltetem Widerstand dar, dessert Verhalten unter den verschiedenen Versuchsbedin- 
gungen leicht ztt iibersehen ist. Die Nachwirkung ist verschwu.ndenl), nnd die Energie- 
verluste im elektrisehen Wechselfelde sind nunmehr unabh~ingig yon der Frequenz. 
Letzteres hat in der Tat L. P t lngs  ~) an allen yon ihm s.ntersuchten fliissigen und auch 
an einem geschmolzenen Dielektrikum gefunden, das im festen Zustande ausgepr~igte 
Naehwirkung aufwies, Eigene Versuche, fiber die in anderem Zusammenhange berichtet 
werden wird, haben zu demselben Ergebnis geffihrt. 

7. Schlugbemerkungen und Zusammenfassung. In dieser Untersuchung silva wir yon 
einer Reihe yon Gesetzm~tBigkeiten ausgegangen, welche die Erscheinung der dielektrischen 
Nachwirknng beherrschen. Diese Beziehungen, die in einer frfiheren Arbeit eingehender 
begrfindet worden sind, eignen sieh wohl zur rechnerischen Darstellung der Nachwirkungs- 
vorggnge, lassen aber die Frage nach den zugrunde liegende n physikalischen Erscheinungen 
offen. Eine Reihe namhafter Autoren hat geglanbt, die Erkl~irung der dielektrischen 
Nachwirkung in besonderen Vorg~tngen innerhalb des Molekiils suchen zu sollen. Jedoch 
hat bereits Maxwe l l  gezeigt, dab man ohne solche Annahmen auskommt. Er 
hat darauf hingewiesen, dab ein aus parallelen ebenen Schichten bestehendes Dielek- 
trikunq Rfickstandserscheinungen aufweist, wenn es yon einem elektrischen Felde quer 
zur Schiehtung durchsetzt wird, sofern das Verh~ltnis der Dielektrizit~tskonstante 
zur Leitf~ihigkeit nicht ffir alle Sehiehten den gleichen Weft hat. Dabei wird ausdrfiek- 
lich vorausgesetzt, dab keine der Schichten, ffir sich allein betrachtet, dielektrische Nach- 
wirkung haben soll. Dieses Ergebnis dentet darauf hin, dab man die dielektrische Nach- 
wirkung nicht notwendig als eine neue physikalische Erseheinung aufzufassen braucht, 
und dab es insbesondere aueh mSglich sein muB, im Rahmen der Maxwellschen Vorstellun- 
fen ein Modell eines Dielektrikums mit Nachwirkung zu ersinnen, dessen Verhalten von 
den eingangs erwghnten Gesetzm~igigkeiten beherrscht wird. 

Das ursprfingliehe Maxwellsche Schichtenmodell ist dazu trotz seiner scheinbaren 
Einfachheit nicht recht geeignet. Man mnB eine groge Zahl yon versehiedenartigen 
Schiehten annehmen, wenn das Verhalten des Modells gewissen Beobaehtungstatsaehen 
nicht widerspreehen soll. Bei groBer Schichtenzahl seheitert abet die vollst~ndige Durch- 
ffihrung der Theorie an mathematischen Schwierigkeiten. Insbesondere scheint es nieht 
m6glich zu sein, die genannten allgemeinen Beziehungen an dem Modell abzuleiten. 

Diese lassen sich dagegen, wie im Absehnitt 3 gezeigt worden ist, an einem etwas 
abge~nderten, sehr einfaehen Schiehtenmodell gewinnen. Es besteht aus einer ebenen 
Schicht eines nichtleitenden vollkommenen Dielektrikums, fiber die ein schlechter Leiter 
in einer Sehicht yon sehr geringer, aber yon Ort zu Ort ver~tnderlieher Dieke gelagert ist. 
Stellenweise mag diese zweite Schieht fiberhaupt fehlen. Wird das Ganze zwischen metallene 
Elektrodenplatten eingeschlossen, so entsteht ein Kondensator, der die typischen Nach- 
wirkungserscheinungen besitzt. 

Es ist nieht zu verkennen, dab F~lle vorkommen, in denen die dielektrische Naeh- 
wirkung anf derartigen Ursachen beruht. Indessen tritt  diese Erscheinung bei den meisten 
festen Dielektriken aueh dann auf, wenn leitende Oberfl~chenschichten vermieden sin& 
Man hat also hier im Sinne Maxwe l l s  die Inhomogenit~tten in tier Struktur des Dielek- 
trikums selbst zu suchen. Ein Modell eines solchen Dielektril<ums haben wit im Abschnitt 4 
angegeben und daran anschlieBend die Theorie seines Verhaltens vollst~ndig durchgefiihrt. 
Das Modell besteht in seiner einfachsten Form aus einer nichtleitenden Grundsubstanz, 
in der leitende Kfigelchen regellos verteilt sind. 

Zuerst wird untersucht , welche StSrung ein gleichfSrmiges elektrisches Wechselfeld 

1) Vgl. z. ]3. die B e o b a c h t u n g e n  El v. S c h w e i d l e r s  an  fltissigen Dielektr ikel l ;  Ann.  d. Phys .  (4), 
Bd.  24 , S. 71I.  

2) Arch.  f. E lek t ro t . ,  Bd.  I (i912), S. 329. 
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in einer beliebigen homogenen Substanz dadurch erf~ihrt, dab eine Kugel aus einem 
beliebigen andern Stoffe in das Feld gebracht wird. Hat  man start der einen Kugel deren 
beliebig viele, und sind ihre Abst~inde voneinander geniigend groB im Vergleich zu ihren 
Abmessungen, so daft man die von den einzelnen Kugeln herriihrenden Zusatzfelder 
einfach superponieren. Nan kann alsdann die scheinbaren Anderungen berechnen, welche 
die Dielektrizit~itskonstante und die Leitf~ihigkeit des Grundstoffs durch die Anwesenheit 
der Kugeln erf~thrt. Sie h~ngen lediglich von den Eigenschaften des Grundstoffs und der 
eingebetteten Substanz und yon der Menge der letzteren ab; dagegen stellen sie sich 
als unabh~ingig yon der Gr6Be der eingebetteten Ktigelchen heratls. Besonders einfache 
Beziehungen erh~ilt man fiir den Fall, dab die Dielektrizit~ttskonstante fiberall denselben 
Wert hat, und dab die Grundsubstanz selbst nichtleitend ist. Es zeigt sich, dab das Ver- 
halten des Modells alsdann den frtiher aufgestellten Formeln folgt, und zwar erh~ilt man 
den allgemeinen Fall, wenn man den einzelnen Kiigelchen beliebige, verschiedene Werte 
der Leitfiihigkeit beilegt. 

Dutch besondere ~]berlegungen, die yon plausiblen Annahmen fiber die Verteilun~ 
der leitenden Substanz ausgehen, l~iBt sich auch das seinerzeit aufgestellte Verteilungs- 
gesetz fiir die Zeitkonstanten des Nachwirkungsvorganges gewinnen. 

Endlich wird gezeigt, wie dieselben Annahmen auch zu dem Ergebnis ffihren, dab das 
Modell v o n d e r  Temperatur genau in der Weise beeinfluBt wird, die bei wirklichen 
Stoffen mit dielektrischer Nachwirkung beobachtet worden ist. 

Angesichts der Einfaehheit des Modells ist es jedenfatls bemerkenswert, wie getreu 
es alle wesentlichen Zfige der Nachwirkungsvorg~tnge wiedergibt, hiwieweit bei den wirk- 
lichen Dielektriken dieselben Verh~iltnisse vorliegen wie bei dem Model1, das mug jedoeh 
dahingestellt bleiben. 

Eine wichtige Voraussetzung unserer l~berlegungen ist die Annahme der Kugelgestalt 
der Teilchen gewesen. Sie mugte gemacht werden, um die mathematischen Betrach- 
tungen durchftihren zu k6nnen. Es scheint indessen, dab diese Annahme nicht in der 
Natur des Problems wesentlich begrfindet ist, so dab eine andere Annahme fiber die 
Form der Teilchen in der Hauptsache zu demselben Ergebnis geffihrt h~itte. Darauf 
deutet erstens der Umstand, dab die Teilchengr6Be in den Endformeln nicht vorkommt, 
und auBerdem die Tatsache, dab zur Herleitung dieser Formeln nnr das elektrische Feld 
in groBem Abstand yon den kleinen Kugeln benutzt worden ist; hier h~ingt aber die Ver- 
teilung des St6rungsfeldes nicht yon der Teilchenform ab. 

Als das Hauptergebnis dieser Untersuchung ist der Nachweis zu betrachten, dab man 
die dielektrische Nachwirknng nicht als eine neue physikalische Erscheinung aufzufassen 
braucht, die aus dem Rahmen der elementaren Theorie des elektrischen Feldes heraus- 
fiillt, sondern dab sich vielmehr ihre allgemeinen Gesetze arts Maxwellschen Vorstellungen 
vollst~indig herleiten lassen. 

o o  

Uber zus/itzliche Verluste durch Stromverdr/ingung 
in (ileichstrommaschinen. 

Von 

L. Fleischmann. 

i. Aufstellun~ der Formel  fiir die Kupferverluste infolge Stromverdfiingung bei 
rechteckiger Form der Wechse ls tromkurve .  Die kfirzlich erschienene Abhandlung 
yon R o g o w s k i  fiber zus~tzliche Kupferverlustc 1) in Wechselstrommaschinen war die 
Veranlassung zu der hier folgenden Untersuchung. Auf den ersten Blick kSnnte es er- 
scheinen als ob ~ine Stromverdr~ngung in Gleichstrommaschinen nicht auftreten k6nnte, 

~) Archiv ffir Elektrotechnik u,  s. si. Ich habe reich in der Bezeichnungsweise der physikali- 
schen Gr6Ben jener Arbeit aageschlossen. 


