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7. Zur Theorie
der Lichtabsorption in Metallen und Nichtleitern;
von George Jaffé.

A. Moetalle.

Die Drudesche Theorie der optischen Erscheinungen in
Metallen?) nimmt an, daB auBer den quasielastisch gebundenen
Ionen, welche man zur Erklirung der Dispersion und Ab-
sorption in anderen Stoffen heranzieht, in Metallen mindestens
noch eine Art von frei beweglichen Ionen vorhanden ist. Von
diesen ,,Leitungs“.Ionen wird weiter angenommen, daB sie bei
ihrer Bewegung einen Reibungswiderstand erfahren, der pro-
portional der Geschwindigkeit ist und bei den periodischen
Bewegungen im Lichte — unabhingig von der Periode des-
selben — den gleichen Betrag hat wie bei konstanten Strémen.
Diese letzte Annahme kann nur als provisorisch angesehen
werden; denn, nimmt man den Widerstand, welchen die Ionen
bei ihrer Bewegung erfahren, als durch StoBe erzeugt an (wie
das ja anch die Drudesche Theorie der Leitfihigkeit tut), so
188t sich nicht von vornherein iibersehen, wie sich der Wider-
stand #ndert, wenn bei schnell periodischen Vorgéngen die
Periode der Bewegung vergleichbar wird mit der Zeit, welche
im Mittel zwischen zwei StoBen vergeht. In der Tat hat
Drude selbst Abweichungen, die sich zwischen seiner Theorie
und der Erfahrung ergaben, auf die Unzuldssigkeit der eben
charakterisierten Annahme zuriickgefithrt.?

Im folgenden soll die Annahme einer mit der Geschwin-
digkeit proportionalen Reibungskraft aufgegeben werden, und
es goll die elektrische Stromung, die sich in einem Metall unter
dem EinfluB einer periodischen elektrischen Kraft ausbildet,

1) P. Drude, Physikal. Zeitschr. 1. p. 161. 1800; Ann. d. Phys. 14.
p- 936. 1904; Lehrbueh der Optik. 3. Aufl. p. 386.
2) P. Drude, Ann. d. Pbys. 14. p. 940. 944. 1904,
Avnalen der Physik, IV, Folge. 46. 1
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unter der Voraussetzung berechnet werden, daB die Reibung
nur durch StéBe erzeugt wird. Diese Berechnung laBt sich
mit Hilfe der Methode durchfiihren, welche Liorentz in seiner
Elektronentheorie der Metalle ausgebildet hat!); es sollen darum
auch dieselben Voraussetzungen wie in der Lorentzschen
Theorie eingefithrt werden.

Wir nehmen also an, daB in Metallen nur eine Art von
frei beweglichen Ionen, ndmlich Elektronen, vorhanden ist; die
Elektronen sowohl, wie die Metallatome, sollen sich wie ideal
elastische Kugeln verhalten und die Masse der Metallatome so
groB sein, daB sie als unbeweglich angesehen werden diirfen.
Ferner sollen die ZusammenstdBe zwischen Klektronen ver-
nachlissigt, also nur StoBe zwischen Elektronen und Atomen
beriicksichtigt werden.

Bezeichnet man nun mit ¢ die Ladung eines Klektrons,
mit §, %, { seine Geschwindigkeitskomponenten — die Resultante
heiBe » — und nennt man

f (§’ 7, é‘)
die Verteilungsfunktion der Geschwindigkeiten, so bedeutet
(1) J=s[&fda

die elektrische Stromdichte in der z-Richtung, wenn unter d i
ein Element im ,,Geschwindigkeitsraum“ verstanden und die
Integration iiber diesen ganzen Raum erstreckt wird.

Es ergibt sich nun die Aufgabe, die Funktion £ und dann
den Ausdruck (1) zu berechnen. Die Differentialgleichung,
welcher die Funktion f zu geniigen hat, ist von Lorentz in
allgemeinster Form aufgestellt worden, und zwar fiir den Fall,
daB in der z-Richtung eine Kraft wirkt, welche den Elektronen
eine Beschleunigung X erteilt. Diese Differentialgleichung
lantet:

Of L g 0f 4 ,Of 4 pOFf L OF
und dabei sind & und e zwei Funktionen, welche den Einfluf
1) H. A. Lorentz, Versl. Akad. v. Wetensch. zu Amsterdam 13.

P- 498. 1805; Arch. Néerl. (2} 10. p. 836. 1905; man vgl. H. A. Lorentz,
The Theory of Electrons. B. G. Teubner, Leipzig 1909, Anhang 29,
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der StoBe auf die Verteilung der Geschwindigkeiten darstellen.
Betrachtet man namlich diejenige Gruppe von Elektronen,
welche zur Zeit ¢ im Volumelement d S des Metalles und deren
eschwindigkeitspunkt im Kiement di des Geschwindigkeits-
raumes liegt, so soll adSdAdt die Zahl der StéBe darstellen,
welche die bezeichnete Gruppe von Elektronen wihrend d¢
erfihrt, Durch jeden dieser StoBe geht also der betreffenden
Gruppe ein Elektron verloren. Ebenso bezeichnet 4 d§ d 2 dt
die Zahl der StéBe, durch welche neue Elektronen wihrend ¢
in die Gruppe gelangen. Liorentz berechnet nun die Funk-
tionen a und 4 und sucht eine partikulire Lisung der Funda-
mentalgleichung (2) fir den Fall, daB X konstant ist und f
picht von y oder z abhbingt. Die Berechnung von a und &
bleibt nun bei dem hier behandelten Problem genau dieselbe,
wie bei Lorentz; es soll nur X nicht als konstant, sondern
als periodische Zeitfunktion eingefithrt werden. Sucht man
also wiederum nach einer Losung fir den Fall, daB f weder
von y noch von z abhingt, so bleibt die aus (2) entstehende
Gleichung die gleiche wie bei Lorentz, bis auf den einzigen
Umstand, daB 0f/d¢ nicht gleich 0 gesetzt werden darf. Man
findet so

[ mE [ir& ) — &, O} cos dda

,O0f i} 0
| xes il g
dabei bedeutet n, die Zabl der Atome pro ccm, R die Summe
der Radien eines Atoms und eines Elektrons und & den
Winkel zwischen der Zentrilinie im Moment des StoBes und
der Geschwindigkeit . Findet der StoB so statt, daB im
Moment des StoBes die Zentrilinie innerhalb des kleinen rium-
lichen Winkels dw liegt, so gehen die (Geschwindigkeitskompo-
nenten £, 7, { durch den StoB in die Werte &', 7', {* tber.
Die Iategration ist bei konstantem &, %, £ tiber alle Werte
von do zu erstrecken, und es bestehen die Verkniipfungs-
gleichungen

@ {':5—2rcosﬂcosf; 7' = 5 — 2r cos & cos g;
{'=1{~—2rcos & cos i,

wo f, g, h die Winkel zwischen der Zentrilinie und den Achsen
im Moment des StoBes sind.

(3)

*
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Wir machen nun mit Lorentz die weiteren Annahmen, da8
bei Abwesenheit des periodischen elektrischen Feldes f mit
dem Maxwellschen Verteilungsgesetz zusammenfallt, und daB
die mittlere lebendige Kraft eines Elektrons den gleichen, der
absoluten Temperatur proportionalen Wert « T hat, wie ein
Gasmolekiil. Unter diesen Umstinden wird

(5) fEnl)=de 7,

und die Konstanten 4 und % sind durch die Masse m der
Elektronen, ihre Zahl pro ¢cm N und die Temperatur I' be-

stimmt; namlich
N=4 1/ L
- h3
3m
b= et

Fiir den Fall, daB ein elektrisches Feld vorhanden ist,
setzen wir wiederum mit Lorentz:

(@ [l n =4 + o 0l

wo 4 und % die gleiche Bedeutung haben sollen wie in (6).
Daraus folgen fir ¢ die Bedingungsgleichungen

8) ' fgpdx=0-, fq)'rzdl=0.
Halten wir nun weiter an der Lorentzschen Annahme fest,

daB in (7) das Zusatzglied ¢ (g, #, {) so klein ist, daB es in
den beiden ersten Gliedern auf der rechten Seite von (3) neben

A-e~"" vernachlissigt werden darf, so ergibt sich aus (8)und (7)

] % Rzrf{q? &\, — @& n L) cos ¢ do — .‘?it’
(9) l

6)

= (— 2h4X 4 %% ——1'2/1—%-)53—“2.

Ist nun X eine periodische Zeitfunktion

(10) X=X,

so versuchen wir, die Gtleichung (9) durch den Ansatz
(11)

irt

P& n O =E&xre
zn befriedigen. Dieser Ansatz geniligt den Bedingungen (8);
setzt man ihn in (9) ein, so bleibt die Integration unverdndert
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wie bei Lorentz bestehen, da nur der Faktor ¢'*‘ vor das

Integral tritt. Ks ergibt sich also:

[ —(wn R2Erg(r)+ivEx(m)e

12 | .
() |=(—°“X,,e'“+%—ru%)ge

—hrt

Aus dieser Gleichung fallt § heraus; (11) stellt also eine mog-
liche Liosung dar und y(r) bestimmt sich aus (12).

Fithren wir nun die weitere Spezialisierung ein, daB im
betrachteten Metall iberall die gleiche Temperatur besteht

dx
Wegliange® ! durch die Gleichung

_ 1
T nan RY'

so ergibt sich das Resultat:
(14) =,
Der elektrische Strom ist nur nach (1), (7), (11)
(15) J=.sf§2;,(r)e‘”dz.

Ersetzt man hier &2 durch }r?% sowie dA durch 4mr?dr und
ftihrt die elektrische Feldstirke Z durch die Gleichung

7 e I

‘m

ein, 80 ergibt (15) mit Hilfe von (14) (16) und (10)

(d.‘ h. ‘2—;4 = dh 0), und definieren wir die ,,mittlere freie
(13)

hr?

L ohdx e
ivl °

(16) X=

(-]

4 — k7
(17) J 8nelthd Ef’,e d

3m rtivt &7

Uber die Ausfihrung der in (18) auftretenden Quadratur
wird weiter unten das Notige gesagt werden. Ks sei hier nur
erwahnt, daB der Faktor von £ die Leitfahigkeit des Metalles
als Funktion von » darstellt. Fir unendlich langsame Schwin-
gungen (d. h. » = 0) liefert die Quadratur 1/2? und der Faktor
von (17) ergibt dann den Wert der Liorentzschen Theorie:

_ 4nliA4 8
3hm

(18)

b
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was nach (6) gleichbedeutend ist mit

(19) VAN 2L
wenn
(20) mE

gesetzt wird, u also diejenige (Geschwindigkeit bedeutet, deren
Quadrat gleich dem mittleren Geschwindigkeitsquadrat ist.

Ist » von O verschieden, so wird die Leitfihigkeit kom-
plex, d. h. der elektrische Strom hat eine Phasenverschiebung
gegen die Feldstirke; zugleich nimmt der absolute Betrag der
Leitfdhigkeit mit steigendem » dauernd ab und verschwindet
fiir sehr groBe ». Phasenverschiebung und absoluter Betrag
der Leitfihigkeit lassen sich auf Grund der unten ausgefiihrten
Quadraturen einzeln berechnen; hier sollen zuniichst nur die
Folgerungen fiir das optische Verbalten der Metalle gezogen
- werden.

Betrachten wir also jetzt ebene Wellen, die sich in dem
Metall nach der z-Richtung fortpflanzen und deren elektrischer
Vektor in die z2-Richtung fallt, so ist zu setzen:

nz
, N iy (t——
21) =g (7%)

wo ¢ die Lichtgeschwindigkeit im Ather und n den komplexen
Brechungsindex des Metalles bedeutet. Um diesen letzteren
zu bestimmen, verfabhren wir in der bekannten Weise. Nach
(21) wird

O E
(22) k= ¥ "6_t )
setzt man diesen Ausdruck in (17) ein und fiigt dazu den Ver-
1 6F
in 9t ’
samte Stromdichte j_ in elektrostatischem MaBe

schiebungsstrom im freien Ather so wird die ge-

' e
. 1 4nq 878’”“1
(23) I“’=-.‘:_m 6 [1— v 3m i+zvl dr ]
0

Hier stellt nun der Ausdruck in der Klammer das Quadrat
des Brechungsindex n dar, fiir den Fall, da8 auBer den Leitungs-
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elektronen keine weiteren Ionen vorhanden sind.?) Setzen wir
also jetzt

(24) n=n(l —ix),

wo n den reellen Brechungsindex und » den Absorptionsindex
bedeutet, so ergibt sich durch Scheidung des Reellen und
Imaginiren:

oo —he?
. 8netlh A [ rie
(25) (1l — ) =1 — 4g 2750 fr,wl,dr,
oo —hr
2n 8me?lh A [ 1be
2 — Pt .
26) nix = O BT fr“”,l,dr.
0

Diese beiden Ausdriicke lassen sich noch in eine andere
Form bringen, wenn man den Ausdruck (18) fiir die Leitfahig-
keit benutzt; es ergibt sich dann nach einfacher Umrechnung:

27 il - =1—-2Va%hB-6.
(28) 7123¢=2T-(I-J2
mit der Bedeutung

. hE - 4g—hT°
(29) Jl=4l/7 ;’,”ﬁ dr

0
- rehr

(30) 1]2 =2h2 F::ﬁdr.

0
Um die Quadraturen auszufiihren, sondern wir zun#chst
die echt gebrochenen Teile aus den Funktionen ab und finden

h3 ; 2 ; ; 2
Bl) Jy=4]/— { rie=hrdyr — p2lZ [ e=hrdr
oy me]

@

—~hr?
+v‘14f_1ﬁ:-_ﬂil’_ dT}
0

82) J,= 2] [Perrdr — v [re-rrar
J [

0
®

—he
474 re
+ vl f—r’+w’l‘ dr}.
9

1) Man vgl, z. B. P. Drude, Lehrbuch der Optik, Kap. V. 1.
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Die ersten zwei Integrale jeder dieser zwei Formeln sind
ohne weiteres ausfilhrbar; die letzten konnen auf bekannte
transzendente Funktionen zuriickgefithrt werden. Um dieses
zu erreichen, gehen wir von dem Integral

I= z+ia ]1 - llz
0
cw:::e—h”'dr
(33) [1 =f %+ at
V)
0Gae""" dx
Iz =f_2 ¥ o
1]
aus, Durch die Substitution
h(e? + @) =
geht I, in die Form f{iber
% — hzx? ha? ha — L a?
oo [rrtn o e i,
Q s
wo unter
(85) Biw)= [ du

der Integrallogarithmus verstanden ist.

Um I, auszuwerten, beriicksichtigen wir, daB in I der
Integrandus eine ungerade Funktion von z, in I, dagegen eine
gerade Funktion ist; folglich ist

+ o

haot
(36) 1'=f ”-“_;’;—”——211

Multipliziert man nun /" mit dem bekannten Integrale

S —
87 f e~ dy = l/—;l1

und fithrt Polarkoordinaten ein, so ergibt sich

©8; L l/—~_2ll/—l f "”‘rdrfr cosqn-f ia’
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Die Integration nach ¢ laBt sich mit Hilfe des Cauchy-
schen Satzes in der komplexen Zahlenebene ausfithren und
liefert )

(39) f __d¢  __ 2=n¢_

d 7. cosq>+za VTQ'*'?.
Setzt man (39) in (38) ein und fihrt dann die Sub-
stitution
(40) L(#? 4+ a® = p*

aus, so liefert (38 A

—21‘/7] =— )Vy;;-e"“ﬁfe—E'd(

oder
b hixt d /‘(

(41} faz‘*_u‘x =Z et (1 — O (VEa? 3,
0

wo

(42) D) = VO; Ofe-:*dx

dag Grausssche Fehlerintegral bedeutet.
Vermoge (34) und (41) sind nun auch die letzten Quadra-
turen in (31) und (32) ausfihrbar, und man erhalt schlieBlich

43) J, =1 —2hr2 24 2V i3 v3B. et (1 — D (VR %)
44) J, =1 —ho? — p293 0%, P Ei(~ kot DY),

Setzt man nun diese Ausdriicke in (27) und (28) ein und
substituiert zugleich die neue Variable
(45) z=Vh v,

so ergibt sich nach einfacher Umrechnung

46) ¥ = (_‘L}VL;” =428 _2Yn 2t (L— D(2))
ge2¥n
(47) W, = LE 2 e Bi(— 7).

1) Die Formel (39) ergibt sich auch aus D. Bierens de Haan,
Verhandl. d. Kon. Akad. te Amsterdam IV. 1858, Taf. 80, Formel (11)
durch einen einfachen Grenziibergang.
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Es ergibt sich also das einfache Resultat, daB die Aus-
driicke ¥, und ¥,, die aus den optischen Konstanten, der
Periode » und der Leitfihigkeit o gebildet sind, universelle
Funktionen des einzigen Arguments z sind. Dieses Argu-
ment z hat nun eine anschauliche physikalische Bedeutung;
nach (6) und (20) ist nimlich

- 31
(48) =/ L,

Vk -1 ist also proportional der Zeit 7,, wihrend welcher im
Mittel eine freie Weglinge durchlaufen wird. Da pun » um-
gekehrt proportional der Dauer einer Lichtschwingung z, ist,
héingen also ¥, und ¥, nur von dem Verhiltnis der beiden
eben charakterisierten Zeiten 7, und z, ab, oder, wie sich das
auch ausdricken 14Bt, von dem Verhiltnis der Zahl der
Schwingungen zur Zahl der StiBe pro Sekunde. Mit dieser
Aussage ist gleichzeitig die Abhingigkeit der optischen Kon-
stanten von der Temperatur auf die Verinderung von ¢ und
! mit der Temperatur zuriickgefiihrt.

Fiir die beiden Transzendenten Ei(z) und @(2) liegen
Entwickelungen fiir kleine und groBe Werte von z, sowie auch

numerische Tafeln vor.}) Fir kleine z ergibt sich

llf1=—z+2z"‘—2]/;-z“+... l g

(49} 2 4 x4 klei
Wo=1—2—2 (0,577216 ozt (14 22—}—7)) +l ein

und fiir grofle z

3 1 3.5 1 3457 1
[Br=—g it 5w ot |
(50) ] ol sl 4y z groB
Y =" 4 — — .. l
2 22 24 18

Um die Vergleichung mit der Drudeschen Theorie durch-
zufithren, bringen wir die Drudeschen Formeln auf die ana-
loge Form wie (46) (47). Unter der Annahme, daB nur eine
Art von Leitungsionen und keine quasielastisch gebundenen

1) Man vgl. E. Jahonke u. F. Emde, Funktionentafeln. Leipzig
1909. p. 19 u. 31; fiir Werte von x, die groBer als etwa 1,5 sind, miissen
fir @ (x) die gensueren Werte in der Tabelle bei E. Czuber, Wahr-
scheinlichkeitsrechnung, B. G. Teubner, Leipzig 1903, benutzt werden.
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Tonen vorhanden sind, ist nach Drude?!) in unserer Bezeichnung

m
) A s
n’z(l_”2)=1—4n——_‘riﬂ22
- 1+___”
(01) 12 gt
P 2 N 1
nrx = T P
Y,
st

dabei bedeutet v die konstant vorausgesetzte Reibungskon-
stante, also

(52) r=

die Leitfahigkeit. Identifizieren wir (52) mit unserem Aus-
druck (18) und beriicksichtigen die erste Gleichung (6), so wird

m 4 —
53) v = vV
und aus (51) ergeben sich die (46), (47) analogen Gleichungen
’ 4— z
g A =x)-y 2 38V
(54 ! g-2Va? Vi 1+ 91-6n 22
IR AL S SN
¥ = g 2n '“1 16
tn
T T T T
- »--—+1=Funkﬁon(-‘i'.);“
i .1 T:Funktion ¥,;

. T Funktion (- ¥); nach Drude;
I Funktion ¥, nach Drude.

.
—
LT
11 N =
R 1 2 ki 4 3
Fig. 1.

Der Verlauf der universellen Funktionen (— %) und ¥,
ist in der Fig. 1 durch die Kurven I und II dargestellt, ebenso
der Verlauf von (—¥’) und ¥, in den Kurven I’ und I7..

1) P. Drude, Lehrbuch d. Optik. 8. Aufl. p. 387, 388.
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Wie man sieht, ergeben die Drudeschen Formeln nahezu
denselben Verlauf, wie die hier aufgestellten, und es folgt
daraus, daB die Annahme einer konstanten, der Geschwindig-
keit proportionalen Reibungskraft Resultate liefert, die nume-
risch nur wenig von den Ergebrissen der hier gegebenen
strengeren Theorie abweichen.

Dieses Resultat ist in erster Linie darnm von Wichtigkeit,
weil es nun nicht mehr angingig ist, die schon frither beob-
achteten Abweichungen zwischen der Drudeschen Theorie und
der Erfabrung gerade auf den Umstand zuriickzufiihren, daB die
Annahme einer konstanten Reibungskraft fehlerhaft sei. Die
Abweichungen, um die es sich hier handelt, treten einerseits
zutage in dem Verhalten des Refiexionsvermogens fiir ziem-
lich lange Wellen (etwa 1—12 p), andererseits in dem ge-
samten optischen Verhalten der Metalle im Gebiete sicht-
baren Lichts.

Bedeutet 2 das Reflexionsvermégen der Metalle, so hat
Drudel) aus den Formeln seiner Theorie (falls nur eine freie
Elektronenart vorhanden und der EinfluB der Polarisations-
ionen nicht betriichtlich ist) gefolgert, daB sich fiir 1 — R ein
Wert ergibt, der ,Aleiner als der aus der Leitfihigkeit des
Metalles allein berechnete Wert ist, und zwar um 8o mehr,
jo kleiner die Wellenlinge 4 wird®. Die gleiche Folgerung laBt
sich mit Leichtigkeit aus den Formeln (46) und (47) ziehen,
doch soll daven abgesehen werden, da ja schon gesagt ist,
daB diese Formeln sich numerisch nur unbetrichtlich von den
Drudeschen unterscheiden. Die erwihnte Folgerung ist nun,
wie schon Drude gezeigt hat und wie im folgenden niher
ausgefithrt werden soll (p. 1283 ff.), nicht im Kinklang mit der
KErfahrung. ,,Dieses ist meines Erachtens, fiihrt Drude aus,
,nur so zu erkliren moglich, daB fiir alle Metalle bei kleineren 4
das Verhaltnis & /v nicht mehr nach (52) der normalen Leit-
fahigkeit entspricht, sondern daB es kleiner geworden ist, da v
mit abnehmendem A wachsen kann ... Diese Erklarung ist
durch die vorliegenden Berechnungen als hinfillig erwiesen;
ein anderer Versuch, die Zunahme von 1 — R mit abnehmen-
dem A zu erkliren, wird weiter unten gegeben werden.

1) P. Drude, Ann. d. Phys. 14. p. 940 ff. 1904,
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Was nun das optische Verhalten der Metalle im Gebiete
sichtbaren Lichtes und im Ultraviolett betrifft, so ist bekannt,
daB es sehr kompliziert ist und nicht durch die Annahme
einer freien Elektronenart allein erklirt werden kann.)) Man
muB vielmehr im allgemeinen mehrere gebundene Elektronen-
arten zur Erklirung mit heranziehen, und W. Meyer?) hat
sich der Miihe unterzogen, Formeln aufzustellen, welche das
komplizierte Verhalten der Metalle in befriedigender Weise
wiedergeben. Nun hat sich aber bei diesen Berechnungen ein
Widerspruch ergeben; Meyer berechnet nimlich aus den
empirischen Konstanten seiner Dispersionsformeln auf zwei
verschiedenen Wegen die Anzahl p, bez. p, der Leitungs-
elektronen pro Atom, und diese Zahlen p, und p, ergeben sich
bei allen Metallen (mit Ausnahme des Quecksilbers) sehr be-
trachtlich verschieden. Dieser Widerspruch ist nun schwer-
wiégender, als es auf den ersten Anblick erscheinen mochte;
er hat nimlich zur Folge, daB die Meyerschen Formeln fiir
lange Wellen nicht in den richtigen Grenzwert iibergehen.

Die von Meyer seiner Rechnung zugrunde gelegten
Drudeschen Formeln lauten namlich in der von Voigt be-
nutzten Schreibweise %):

(55) 2nte = SAL 4 S
—

(56) n2(1 —”2) =1-— 2 + ,’,l: + 2(,, Q_(:?z)s _:‘,22 a®

Hier beziehen sich die ersten Glieder auf die freien Elek-
tronen und die Summen auf die verschiedenen gebundenen
Eiektronen; unter #, sind die Eigenperioden der letzteren zu
verstehen und unter »' = h/m die Quotienten aus démpfender
Kraft*) und Masse eines Elektrons. Die Konstanten ¢ haben
fiir jede Elektronenart die Bedeutung

41 Ng*
©7) o= tule,

1) Man vgl. z. B. W. Voigt, Magneto- und Elektrooptik. p. 121.
B. G, Teubner, Leipzig 1908.

2) W. Meyer Ann. d. Phys. 31. p. 1085. 1910,

38) W. Meyer, 1. c. p. 1036, wo sich aber ein Druckfehler befindet,
der hier im Text verbessert ist. Man vgl. auch Voigt (Magneto- und
Elektrooptik) p. 108, Formel (19).

4) Es ist % bei Voigt (Magneto- und Elektrooptik) gleichbedeutend
mit st bei Drude.
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Fir sehr lange Wellen, d. h. kleine », kénnen die Summen
in (55) und (56) gegen die ersten Glieder vernachlissigt werden
(wegen der allein iibrigbleibenden Glieder »,* bzw. #,2 in den
Nennern) und die Formeln werden dann gleichbedeutend mit
den Formeln (51). L&Bt man nun in (55) und in der zweiten
Gleichung (51) » gegen O konvergieren, so zeigt sich, dab o /7’
proportional mit der elektrischen Leitfihigkeit #/r sein muB.
Die beiden Konstanten g, und »,” diirfen also nicht als un-
abhingig voneinander angesehen werden, wenn die optischen
Konstanten fiir lange Wellen in diejenigen Werte iibergehen
sollen, die ihnen auf Grund der Leitfihigkeit allein zukommen.
Nun hat Meyer bei seinen Berechnungen g, und »° als un-
abhingig voneinunder angesehen!), die Folge davon ist, daB
gich fiir lange Wellen das Emissionsvermégen (1 — R) auf Grund
der Meyerschen KFormeln im Verhiltnis }/p, /p, zu groB gegen
den aus der Leitfihigkeit berechneten Wert ergibt, also nicht
im Einklang mit der Krfahrung ist.

Zur Erklirung der Verschiedenheit von p, und p,
auBert Meyer die Vermutung, daB eine Verschiedenheit der
Dampfungskonstanten »,” bei Leitung und bei Schwingungen
eine Rolle spielen konnte. Diese Erklirung ist nach den Er-
gebnissen der vorliegenden Arbeit nicht statthaft.

Will man vielmehr Dispersionsformeln gewinnen, die nicht
nur fir das von Meyer beriicksichtigte Gebiet, sondern auch
fiir lange Wellen zuldssig sind, so ist von vornherein an dem
von der Theorie geforderten Zusammenhang zwischen ¢, und #,’
festzubalten. Der Widerspruch, zu denen die Meyerschen
Rechnungen fithren, wire dann vermieden; ob es allerdings
noch gelingen wiirde, mit derjenigen Zahl von Konstanten aus-
zukommen, die Meyer benutzt hat, muB vorliufig dahin-
gestellt bleiben; vermutlich werden weitere Eigenschwingungen
im Ultraroten zu beriicksichtigen sein, und darum scheint es
angemessen, den Versuch einer solchen Berechnung zu ver-
schieben, bis der Verlauf der optischen Konstanten » und x
im Ultraroten experimentell festgestelit ist.

1) W. Meyer berechnet allerdings nicht g, und »’, sondern zwei
Konstanten C; = g,/4n¢?; 4’ =2n¢/s’, die sich aus ihnen beim Uber-
gang von den Perioden zu Wellenlingen ergeben; an der obigen Be-
trachtang #ndert das aber nichts.
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Wenn also auf Grund der vorgetragenen Theorie keine
wesentliche Aufklarung iiber das optische Verhalten der Metalle
fir sichtbare und noch kiirzere Wellen zu gewinnen, sondern
nur eine bisher Ofter versuchte Krklirung als unzuliissig er-
wiesen ist, so gelangt man doch auf Grund einer einfachen
Annahme zu einem bemerkenswerten HErgebnis iiber den Ver-
lauf des Reflexionsvermogens. Die in Frage stehende An-
nahme betrifft den Wert der Dielektrizititskonstante, und es
soll angenommen werden, daBl diese im ganzen betrachteten
Gebiet klein gegen den Wert von n?x ist.

Wir gehen von den Formeln (55) und (66) der Drude-
schen Theorie aus und ersetzen nur die anf die freien Klek-
tronen bezliglichen Glieder durch die Formeln (46) und (47).
(Die Betrachtung lieBe sich iibrigens ganz analog mit den
Drudeschen Formeln allein durchfihren.) Ks ergibt sich so

4ng vy
(58) 20ty = y—‘lﬂ-{—zw—_im:?p.
s y 3 1
69) w(l—ay=14+ 0y ST ey,

Nach der Maxwellschen Theorie muf nun ¢ = n¥1— x?
gleich dem Produkt aus der Dielektrizititskonstante in die
magnetische Permeabilitat sein!); setzt man also letztere gleich 1,
so stellt ¢ die Dielektrizititskonstante dar. Wie nun in der
Maxwellschen Theorie der Metallreflexion angenommen wird,
daB g klein gegen 47 o /v ist, so wollen wir jetzt das Reflexions-
vermdgen fiir denjenigen Bereich berechnen, in dem ¢ als
klein gegen 4z ¢ ¥, /v angesehen werden darf.

Aus (58) und (59) ergibt sich genau wie in der Maxwell-
schen Theorie

20t = YT P + 4,
2nix? = Yo+ 4p2 — g,
oder unter der bereits ausgesprochenen Annahme
(61) n=nx=1Vp. V
Also wird das Reflexionsvermogen

_motewgp-2Ypil

T+ 1)+ gproYp+t’

1) Man vgl. Abraham, Theorie der Elektrizitit. 4. Aufl. I. p. 285,
wo x gleichbedeutend mit dem hier benutzten n x ist.

(60)

(62)
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oder, da naturgemiB auch 1 gegen 2p zu vernachlﬁssigen ist,

2
.R = 1 - T = 1 _é—. .
(63) Vp ¢ ovy o
/ III _2;1, ___,,)z_*_,rzz
Ist nun endlich noch die Summe unter dem Wurzelzeichen
klein gegen das erste Glied, oder mit anderen Worten ist die Ab-

sorption durch Polarisationselektronen gering gegen die Absorp-
tion durch die Leitungselektronen, so erhilt man das Ergebnis:

- 1-R)  /%ac _ 1
(64) 2/ =

Wihrend also nach der Maxwellschen Theorie der Aus-
druck auf der linken Seite filr alle Metalle gleich der Einheit
sein muB, ergibt er sich hier gleich einer universellen Fuuktion
der Variablen z. Da %, stets kleiner als 1 ist, ergibt sich
(1 — R) stets groBer als es sich auf Grund der Leitfahigkeit
allein berechnet.

Es muB darauf hingewiesen werden, daB die der Glei-
chung (64) zugrunde liegenden Annahmen nicht erfiillt sein
kénnen, wenn nur eine Art von Leitungselektronen und gar
keine quasielastisch gebundenen Ionen vorhanden sind; denn
unter dieser Annahme zeigt (1 — &), wie schon erwihnt wurde,
p. 1228), gerade das umgekehrte Verhalten. In der Tat ersieht
man aus der Fig. 1, daB dann ¥, negative Werte von der
gleichen GroBenordnung wie ¥, hat, also die Bedingung n*(1 —x?2)
klein gegen n%x nicht zutreffen kann, KEs miissen also noch
andere Elektronenarten vorhanden sein, die einen positiven
Beitrag zu n2(1 —x?) liefern, ohne n%?x merklich zu beeinflussen
(also schwach gedampfte Kigenschwingungen im Gebiete kurzer
Wellen?), wenn die Formel (64) Geltung haben soll.

Die Folgerungen, die sich aus den gemachten Annahmen
ziehen lassen (vgl. Formel (60)), treffen fiir die Gebiete, in
denen bisher die optischen XKonstanten einzeln beobachtet
gind, nirgends zu; inwieweit das im TUltraroten anders ist,
dartiber kann bis jetzt nur der experimentell festgestellte Verlauf
(des Reflexionsvermdgens fiir ultrarote Strahlen AufschluB geben.
Es stehen hierfiir die Messungen von Hagen und Rubens?)

1) E. Hagen u. H. Rubens, Ann. d. Phys. 11. p, 873. 1903.
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zur Verfiigung. Fihrt man in (64) die von den genannten
Autoren benutzten Einheiten ein (2 in Prozenten, 4" in u, und
den reziproken Widerstand xy eines Leiters von 1 m Linge
und 1 gmm Querschnitt in Ohm), so wird daraus

100 - B o A
(64" 0= --;)«Kx-h L=t Yy
86,5 V ¥,
wobei nun das Argument von ¥,
(65) g Vioi-2mc

21074
zu setzen ist.

Fiir die von Hagen und Rubens untersuchten reinen
Metalle (mit Ausnahme des Wismuts) sind die Werte der
linken Seite von (64') aus den Beobachtungen entnommen und
in den Figg. 2 u. 3 als Funktion von A aufgetragen. Da
jedoch unbetrichtliche Beobachtungsfehler in £ schon sehr

|-
*;\ T TTe Platin 7T T
o Stahi
20 r\\ » Nickel
0N \ ﬁ N
- 1
i
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| A o4 H
L < don
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{100-R)ViEX”
365

Iz
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19
Xing

Fig. 2.

groBe Fehler in (1 — &) bedingen und so das entstehende Bild
verwischen konnen, wurden die Beobachtungen nicht unmittel-
bar benutzt, sondern es wurden durch die Mittelwerte!) der
Beobachtungen aus Tab. 1 bei Hagen und Rubens zuniichst

1) Die Ergebnisse der durch Kathodenzerstiubung hergestellten
Spiegel sind dabei nach dem eigenen Vorgange der Autoren nicht mit
beriicksichtigt worden,

Annalen der Physik. IV. Folge. 45. 18
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glatte Kurven gelegt und aus diesen die in den Figuren ein-
getragenen Punkte entnommen. AuBerdem sind die Kurven
noch bis in das Gebiet sichtbaren, bzw. ultravioletten Lichts
fortgesetzt; bei Nickel, Stahl und Platin wurden dabei die
alteren Messungen von Hagen und Rubens?), bei Silber und
Kupfer die Werte von Minor? und bei Gold diejenigen von
Meyer?3) verwendet.

ERNEENEEN * H
Lo -
. : [~ Gold -
_‘L v { ;o Silber .
(
I
’ ) B
+-
{100 AVET L
3,5 [\; , |
}
Xing 1 2 3 4 b
Fig. 3.

Die Kurven zeigen alle ein charakteristisches, starkes An-
steigen mit abnehmender Wellenlinge, bei Silber und Gold
geht dem Anstieg eine langsamere Abnahme vorans. (Ein #hn.
liches Verhalten wie Silber und Gold, nur mit einem viel
weniger ausgebildeten Anstieg in der Gegend von 1—2 p zeigen
auch die von Hagen und Rubens untersuchten Legierungen,
mit Ausnahme des Magnesiums),

Treffen nun die Voraussetzungen der Gleichung (64) zu,
so miissen alle beobachteten Kurven durch Anderung des
AbszissenmaBstabes mit der theoretischen Kurve 1/]/@—2 zur
Deckung gebracht werden kénnen, wenn diese als Funktion
von 1/z aufgetragen wird. Wie sich aus Fig. 4 ergibt, in der
die theoretische Kurve ausgezogen ist, gelingt das fiir Platin,
Stahl und Nickel in befriedigender Weise; fiir Kupfer ergeben

1) E. Hagen u. H. Rubens, Ann. d. Phys. 8. p. 1. 1902.
2) R. 8. Minor, Aon. d. Phys. 10. p. 581. 1908.
3) W. Meyer, L c.
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sich bereits betrichtliche Abweichungen und fir Silber und
Gold ist eine Ubereinstimmung itberhaupt nicht mehr zu er-
zielen. Das liegt an dem Auftreten des bereits erwihnten
Minimums, welches die einfache Formel (64) nicht wiedergibt.

] | _ L
! » Platin i
J'\( e o Stahl
20— « Nickel
\ i . Kupfer
i
X .
D
10 e e
AL
Yy J
1 1 3
z
Fig. 4.

Es ist moglich, mit Hilfe der vollstindigeren Formel (63) bei
Annahme einer einzigen weiteren Elektronenart auch fiir Silber
und Gold einen sehr viel besseren AunschluB an die Beobach-
tungen zu gewinnen, doch soll davon aus zwei Griinden ab-
gesehen werden. Krstens ist (1 — R) gerade bei Gold und
Silber so klein, daB man wohl nicht aus Reflerionsbeobachtungen
mit Sicherheit auf den genauen Verlauf der Kurven schlieBen
kann; zweitens sind die Voraussetzungen der Formeln (64) bzw.
(63) bei Gold, Silber und Kupfer fraglos nicht erfiillt, Es
wurde niimlich vorausgesetzt, daf in dem Gebiet der Anwend-
barkeit n%(1 — x%) klein gegen n%x sein soll; nun erfolgt der
Austieg der Kurven in Fig. 8 im wesentlichen im Gebiet sicht-
baren Lichtes, und da ist die genannte Voraussetzung nach
den bei Meyer?!) mitgeteilten Zahlen durchaus nicht zutreffend.
Dagegen ist bei Stahl, Nickel und Platin schon fiir ' = 0,630
die Forderung niherungsweise erfilllt und dirfte darum im

1) W. Meyer, L ¢, p. 1042. 1043, 1045.
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Gebiete 2—5 u, in dem der Hauptanstieg liegt, a fortiori er-
fullt sein.!)) Demgem#B beginnen auch die Abweichungen der
empirischen Kurven von der theoretischen bei 1—2 u.

Infolge der Ubereinstimmung der Beobachtungen mit der
Formel (64) in einem betrichtlichen Wellenlingenbereich ist
es nun méglich, die mittlere freie Weglinge der Elektronen
und ihre Zahl pro cem einzeln zu ermitteln. Bedeutet nim-
lich ¢’ den Faktor, mit dem man die Wellenlingen fiir ein
bestimmtes Metall multiplizieren muB, um die empirische Kurve
auf die theoretische zu reduzieren, so hat man nach (65)

Joi = F0T
Vh-l1-2xae
oder wegen Gleichung (48):

. 10~ . /2
(66) L= meq l/s”

Nun ist « in bekannter Weise aus der Gaskonstante, der
Konstante des Faradayschen Gesetzes und dem Quotienten
¢/m fiir Kathodenstrahlen berechenbar?, also kann ! nach
(66) ermittelt werden. Setzt man 7 = 291 und demgemif
© = 1,183.107 so ergeben sich die in Tab.I angegebenen
Werte fiir ., Mit Hilfe von 7 148t sich dann aus der Formel
(19) fir die Leitfahigkeit die Elektronenzahl ¥ bestimmen.
Es ist namlich nach (19) und (20)

3 . v
(67) N= al/ o ¥

setzt man hier & = 4,67.1071% ¢/m = 5,31.10!" und benutzt
die von Hagen und Rubens gegebenen Leitfihigkeitswerte
%p, wobei

o =1¢2.107% 5,

ist, so findet man
(68) N=4,66-104. %,

Bei der letzten Berechnung ist der absolute Wert der
Elementarladung benutzt werden; man kann, ohne von dieser

1) W. Meyer, L c, p. 1038. 1039. 1044,
2) Man vgl. z. B. K. Baedeker, Die elektrischen Erscheinungen
in metallischen Leitern. p. 7. F. Vieweg & Sohn, Braunschweig 1911.
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Konstante Gebrauch zu machen, die Anzahl p der Klektronen
pro Atom nach dem Vorgang von Drude bestimmen. Be-
deutet namlich 4 das Atomgewicht des Metalles, d seine Dichte
und H die absolute Masse eines Atoms Wasserstoff, so gilt
die Beziehung?)

d &
(69) Na=p-—A—--[—1,
also aus (67) und {69):
37 w m A H
(70) P=”l/’s T e d s

Das Verhiitnis von Ladung zu Masse fiir ein Wasserstoff-
atom ist aus der Elektrolyse bekaont, ¢/H = 9647.3.101°
elst. Einh., so daB p nach (70) berechnet werden kann. Die
in der angegebenen Weise bestimmten Werte von N und p
sind in die Tab. I eingetragen. Die Werte fiir Kupfer sind
eingeklammert, weil sie aus den oben auseinandergesetzten
Griinden nicht als zuverldssig gelten konnen.

Tabelle 1.

q 1108 %p # | N.107%8 ?
Stahl 0,154 3,33 5,02 - 0,70 0,81
Platin 0,193 2,66 9,24 — 1,62 2,37
Nickel 0,241 218 8,5 - 1,86 2,00
Kupfer | [0,500] | [1,03] | 57,2 — | [259] | [29,8]
Aluminium 0,0846 6,06 31,2 — 2,40 3,88
Palladium | 0,126 4,08 9,35 — 1,07 1,53
Cadmium | 0,108 4,16 132 52,8 1,29 2,72
Zink 0,187 | 2,75 16,4 | 490 | 278 411
Wolfram | 0,280 1,83 15,9 8,83 4,05 6,66
Molyhdsin | 0,298 1,72 15,9 5,02| 4,31 7,60

Das Reflexionsvermédgen bis zu Wellenlingen von 12y ist
fiir eine betrichtliche Zahl von Metallen von Coblentz?) durch
relative Messungen festgestellt worden. Die Werte von

(L—R)Y, welche sich aus diesen Messungen ergeben, zeigen
mit alleiniger Ausnahme des Zinns den charakteristischen An-
stieg mit abnehmender Wellenlinge, jedoch konvergieren sie

1) P. Drude, Ann, d. Phys. 14. p. 937. 1904.
2) W, W. Coblentz, Bulletin of the Bureau of Standards 2. p. 472.
1907 und 7. p. 198. 1911,
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fir sehr lange Wellen nicht immer gegen den durch die Leit-
fahigkeit bedingten Wert. Das hat seinen Grund darin, daB
einerseits die Absolutwerte des Reflexionsvermégens nach den
eigenen Angaben von Coblentz weniger genau bestimmt sind,
als bei Hagen und Rubens, und daB andererseits die Leit-
fahigkeiten fiir die untersuchten Metallproben nicht geniigend
zuverlissig bekannt sind. Trotzdem lassen sich auch die
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Fig. 5.

Coblentzschen Messungen auf die theoretische Kurve redu-
zieren, wenn man nicht nur /, sondern — wo es nbtig ist —
auch die Leitfihigkeiten aus den Reflexionsversuchen bestimmt.
In dieser Weise sind die Versuche an Aluminium, Palladium,
Cadmium, Zink, Wolfram und Molybdin verwertet und einzelne
Punkte, die sich aus den geglatteten Kurven ergeben, in Kig. &
eingetragen worden.

Wie man sieht, ist der AnschluB an die theoretische Kurve
wiederum sehr befriedigend. Die fir die Reduktion benutzten
Werte von ¢’ finden sich in Tab. I, auBerdem auch die der
Umrechnung zugrunde gelegten Leitfihigkeiten x’, wo diese
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von den anderweitig bestimmten Werten x, abweichen. Fir
Zipk und Cadmium ist der Unterschied zwischen den beiden
Werten sehr erheblich, es mub aber betont werden, dall schon
ein Fehler von wenigen Prozenten im Absolutwert des Reflexions-
vermogens diesen Unterschied erkldren wiirde. Die Werte von
» sind darum auch weniger fiir die in Betracht kommende
Leitfahigkeit, als fir den Fehler im Reflexionsvermgen ma8-
gebend. Demgem#B wurde auch fir die Berechnung von N
bzw. p die wahre Leitfahigkeit x; zugrunde gelegt. Unter
diesen Umstinden konnen bei Zink, Cadmium und wohl auch
Wolfram und Molybdéin die gefundenen Werte fiir [ und N
(bzw. p) nur der GroBenordnung nach als richtig angesehen
werden. Immerhin ist es von Wichtigkeit, da Formel (64)
die Anderung des Reflexionsvermdgens mit der Wellenlinge
fiir eine ganze Gruppe von Metallen und einen betriichtlichen
Bereich von Wellenldngen richtig wiedergibt.

Von den iibrigen Metallen, die Coblentz untersucht hat,
zeigen auch Rhodium, Vanadium, Iridium, Magnesium und
Chrom die charakteristische Aufbiegung der Kurven, wenn
auch weniger ausgeprigt, als die bisher besprochenen Metalle;
Kobalt und Tantal schlieBen sich in ihrem Verhalten mehr
der Gruppe Kupfer, Silber, Gold an und nur Zinn macht, wie
schon erwihnt, eine Ausnahme (die GriBe (1 — R)}Y4 ergibt
sich ziemlich unabhingig von der Wellenlinge), was aber wohl
auf mangelhafte Beschaffenheit des Zinnspiegels zuriickzu-
fihren ist.

Die Werte, die sich fiir die mittlere freie Wegldnge nach
der hier angegebenen Berechnungsart ergeben haben, sind
wesentlich kleiner als diejenigen, welche Patterson?!) aus der
Widerstandsinderung der Metalle im Magnetfelde berechnet
hat, doch wird man den aus den Weglingen und Leitfahig-
keiten berechneten Werten von N und p eine gewisse Wahr-
scheinlichkeit nicht absprechen konnen. Dafiir spricht schon,
daB Meyer in dem einen Fall, in dem seine Rechnungen zu
keinem Widerspruch fithren, d. h. bei Quecksilber, die analogen
Werte p, = 2,13, bzw. p; = 2,19 gefunden hat. Ks sei noch
darauf hingewiesen, daB fiir diejenigen Metalle, bei denen die

1) J. Patterson, Phil. Mag. (6) 3. p. 655. 1902,
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Beziehung (64) zutrifft, die Beobachtung des Reflexionsvermdgens
als Funktion der Wellenlinge bei verschiedenen Temperaturen
die Abhiingigkeit der GroéBen N und { von der Temperatur
liefarn wiirde. DaB fiir sehr lange Wellen die Temperatur-
abhingigkeit des Emissionsvermdgens durch diejenige des elek-
trischen Widerstandes allein bestimmt ist, haben ja schon
Hagen and Rubens nachgewiesen.

B. Nichtleiter.

Auch in der Theorie der Lichtausbreitung in nichtleiten-
den Substanzen ist die Absorption meistens (so in den Theorien
von Helmholtz, Drude und Voigt) auf eine der Gteschwin-
digkeit proportionale Dimpfungskraft zuriickgefithrt worden.
Dieser phénomenologischen Betrachtungsweise stehen die
Theorien von Lorentz!) und Planck? gegenither, in denen
die Dampfung eine physikalische Deutung erfihrt. In der
Planckschen Theorie wird die Dimpfung auf die eigene Aus-
strahlung der von der Lichtbewegung ergriffenen Klektronen
zurfickgefithrt; es ist bekannt, daB man auf diesem Wege zu
dem Werte der Lichtzerstreuung gelangt, wie sie durch das
Rayleighsche Gesetz gegeben ist, daB aber die daraus resul-
tierende Schwichung viel zu gering ist, um die experimentell
festgestellten Werte zu erkliren. In der Lorentzschen
Theorie handelt es sich dagegen um einen wirklichen Uber-
gang von Strahlungs- in Wirmeenergie. Lorentz nimmt
namlich an, daB die Schwingungen der Elektronen zwar un-
gedimpft erfolgen, dab aber von Zeit zu Zeit die — aus der
Lichtwelle stammende — Schwingungsenergie der Elektronen
durch die von der Wiarmebewegung herrithrenden StéBe ver-
nichtet, d. h. in ungeordnete Wirmebewegung {ibergefithrt
wird. Neuerdings hat Voigt®) auBer der Wirkung der StioBe
noch den EinfluB der thermischen Translation auf die Dampfung
berticksichtigt.

Die Liorentzsche StoBtheorie hat durch neuere Messungen
von Fiichtbauer und Hofmann% eine kriftige Stiitze er-

1) H. A. Lorentz, Amsterd. Proc. p. 506, 555. 1898/99; p. 591. 1906.
2) M. Planck, Berl. Ber. p. 470. 1902; p. 480, 1903; p. 382. 1905.
8) W. Voigt, Mitnchner Ber. p. 603. 1912,

4) Chr.Fichtbaueru. W. Hofmann, Ann.d. Phys. 43. p. 96. 1914,
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halten. Fiichtbauer hatte namlich aus der Lorentzschen
Theorie gefolgert?), daB bei leuchtenden Dimpfen auch durch
den Zusatz eines neutralen Gases die Dimpfung zunehmen
muB. Es ergab sich nun bei den erwihnten Messungen, daB
in guter Anniherung die Breite des Halbwertsintervalls einer
Absorptionslinie dem Druck direkt proportional, und die
stdrkste Absorption dem Druck umgekehrt proportional war,
wie die Theorie es verlangt. Allerdings zeigte die Form der
Absorptionskurve noch systematische Abweichungen von dem
theoretischen Verlauf; auch erwies sich die Zahl der optisch
wirksamen StoBe als 20-—32mal grioBer als die Zahl der aus der
(Gastheorie berechneten ZusammenstéBe, so daB diese beiden
Punkte noch der Aufklirung bediirfen,

Wir wollen uns hier ganz auf den Boden der Lorentz-
schen Auffassung stellen und nur zeigen, daB man darch
andere Fiihrung der Rechnung fiir gewisse Fille zu einem
neuen KErgebnis gelangen kann. Um die Vergleichung der
phianomenoclogischen Dampfung mit der Wirkung der StoSe
durchzufiihren, berechnet Lorentz den Mittelwert der Ver-
schiebung &, welche ein quasielastisch gebundenes Elektron
unter dem EinfluB einer periodischen elektrischen Kraft an-
nimmt. Bezeichnet man mit
(11) '—h%y —h%;l) - %
die GroBe der phinomenologischen Dampfung, mit z die Zeit,
wihrend welcher im Mittel die Schwingungen ungestdrt ver-
laufen, so ergibt sich (mit Vernachlissigung eines Gliedes von
der Ordnung 1/7%

@) =

wo m wieder die Masse des Elektrons bedeutet.

Hier soll die Vergleichung in der Weise durchgefiihrt
werden, daB die im Mittel wihrend r aufgenommene Energie
berechnet wird. Es sei

(3) m ‘55=5Ecos(vt+w)—-f§

die Bewegungsgleichung des Elektrons, wobei f die quasi-

1) Chr, Fiichtbauer, Phys. Zeitschr. 12, p. 722. 1911.
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elastische Kraft ist, die mit der Kigenperiode v, in der Be-
ziehung steht:
4) [=m-v2.
Wir nehmen an, daB zur Zeit ¢ = 0 sowobl &, wie d§/d¢
verschwindet; dann lautet das Integral von (38
E . .
(61 &= —;n—t—yi?-—_—yﬁ {cos (vt 4 ) — cospcos vyt + y—:sm W sin 2, t} .

Folglich wird die wihrend der Zeit 0 bis ¥ aufgenommene
Energie

)]
= [k No4E gy g8 [es' (9 + y)
A_febcos(vt+z/)-dtdt_mm,_yﬁj{_2 Y
6) .
2
( — 9;—”’ + v, cos?y B, — v sin?y B, — v, cos vy siny B,

+ v cos sinu:B‘];

dabei wurde gesetzt:

sin? 2 ;-” o sty
B—=___2% L 2
1 vy + ¥ T vo—v
sin2 0 T2 sin?’ Vg
7 B = — . ?_,___._____ 2
() 2 o + v v, —v
B sin (v, — #) & sin (v, + ») &
3 & T TN T T T o N
2 (v, — ) 2 (v, + %)
B = sin (v, — ») & 8in (vg + ») &
47 20, =) T80, + )
[ (0 + )

Da nun fiir alle gleich langen Zeiten & jeder Wert der
Phase ¢ zu Beginn der Zeit < gleich wahrscheinlich ist, muf
zunichst der Mittelwert von 4 #iber alle Werte von y ge-
bildet werden. Es ergibt sich so:

2n
, 5 1 &R v, B, v B,

Bildet man nun noch den Mittelwert tiber alle Zeiten 9,
wobei wieder = die mittlere Zeit der ungestdérten Energie-
aufnahme sein soll, so findet man
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9 9 1 v
—_ 2F2 Yoo vF +_'l"’ ,
=—J vAdm S

Sm N 2 o 1
|0uf =7 o +

]

Wiirde andererseits die Dimpfungskraft (1') wirken, so
lautete die Bewegungsgleichung

, d*
(10) m b S = s Eeoswry) - f&— 3,
und das Integral fir den stationiren Zustand wire:

s F
= cos(wt 4+ ¢ —
{ § Vm?(l'u"' T TR ( + ; ¢)

(11’) vh
tg ¥ = m (’7021—72_)_.

Die withrend der Zeit 0 bis 4 durch Reibung verlorene
Knergie wird also dann

dE hv? et B2 1[vd+y—9o
E= f"( () A= e e e '7[—"5 -
— w_;g' — —sm2(a/0 +tyv-@+ sm2(u’ - <p)]

Hier ist nun fir vy, also auch fiir v — ¢ jeder Wert
gleich wahrscheinlich; bildet man also wie oben den Mittel-
wert iiber alle (v — ¢) und alle &, so ergibt sich
, = e E2e b
(13) E= ImE(,? — R + 2 h'

Aus dem Vergleich von (9') mit ( 13) ergibt sich der Wert
der Dimpfungskonstanten 2, welchem die Wirkung der StiBe
dquivalent ist. Wir betrachten zwei spezielle Fille. Es sei
erstens » erheblich von », verschieden und die Dampfung so
schwach, daB (2/m)? bez. (1/7)* neben (v,>— »? vernachlassigt
werden darf; dann ergibt sich
h 1 %+
m T e

(14)

Es werde zweitens nur die unmittelbare Nachbarschaft
der Eigenschwingung betrachtet, also

v=19,+ p
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gesetzt, und es sei wiederum die Diampfung so schwach, daB
die Quotienten &/m-w,, 1/7.v,, u/v, neben 1 vernachlissigt
werden kdnnen. Man findet dann

(15) :

2
mws T
in Ubereinstimmung mit (2').

Wabrend also die hier durchgefithrte Rechnung fiir die
unmittelbare Umgebung einer schmalen Absorptionslinie das
gleiche Resultat liefert, wie es Lorentz abgeleitet hat, trifft
das fiir Gebiete auBerhalb einer Absorptionslinie nicht mehr
zu. Nun ist es an sich nicht verwunderlich, daB die Mittel-
wertbildung itber den linearen Ausdruck (die Verschiebung &)
einen anderen Wert liefert, als die Mittelwertbildung iiber den
quadratischen Ausdruck (die Energie), aber es ist doch merk-
wiirdig, daB (14") unter Umstinden sehr verschieden von (15
sein kann,

Will man zu den Absorptionskoeffizienten iibergehen, so
braucht man nur die Werte (14') bez. (15') in die bekannten
Formeln einzufiihren; man kann aber auch direkt von der
Formel (9") zu dem Ausdruck fiir den Absorptionskoeffizienten
gelangen. Bedeutet namlich # wie cben die Amplitude der
elektrischen Feldstirke in der Lichtwelle, so ist bei schwacher
Absorption, die wir voraussetzen wollen, n £ die Amplitude
der magnetischen Feldstirke, wenn n den reellen Brechungs-
index darstellt. Ferner kann bei schwacher Absorption die
Phasenverschiebung der magnetischen Feldstirke gegen die
elektrische vernachlissigt werden, und die Energie, welche im
Mittel withrend der Zeit d¢ auf eine zur Strahlungsrichtung z
senkrechte Flacheneinheit fillt, wird nach dem Poynting-
schen Satz:

, c nk*
(16) J=5 Pde,

Wihrend derselben Zeit d¢ wird in einer Schicht von

der Dicke dz der Energiebetrag

(17) —qg = ANdzdt
T

absorbiert, wenn & Elektronen pro Kubikzentimeter vorhanden
sind, deren jedes im Mittel in der Zeit r den Energiebetrag A
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aufnimmt. Aus (16') und (17 ergibt sich unter Beriicksich-
tigung von (9):

J=J,e %,

2 2 1
¥, +v-+?_‘—

(1%) N
“=m T T ent |, . 2 1
[(n? = W)+ o

Aus dieser Ableitungsweise ergibt sich zugleich, daB es
gerechtfertigt ist, die im Mittel wihrend der Zeit 7z auf-
genommene Energie der Berechnung der Dimpfungskonstanten
zugrunde zu legen. '

Betrachten wir nun wieder die beiden oben auf p. 1243,
1244 charakterisierten Spezialfalle und beriicksichtigen die dort
angegebenen GriBenbeziehungen, so ergibt sich bei schwacher
Dampfung auBerhalb einer Absorptionsbhande

¥y + »?
(1 9') 4ns N 1 T
“T W Ten BF A
]
und fiir eine schmale Absorptionslinie
2
2 N 7
(20,) a=4"“\...1_,__’.._.
m en o 4
4u® +

I.‘.

In der letzten Formel kann man nun noch, wenn die
Anderung des Brechungsindex » im Gebiet des Absorptions-
streifens als kleine GroBe betrachtet wird (was mit der An-
nahme schwacher Absorption iibereinstimmt!)), n durch den
konstanten Wert n, ersetzen; fihrt man ferner nach Formel (57)
p. 1229 die GroBe o ein und berficksichtigt, daB der Koeffi-
zient o der Gleichung (18") mit dem von Voigt benutzten nx
in der Beziehung steht
[4X ¢4
2e?
so ergibt sich aus (20) mit dem angegebenen Genauigkeitsgrade

2
¢

n¥x =

@) nx= e Ay
¥y (44 +-§

1) Man vgl. W. Voigt, Magneto- und Elektrooptik, p. 113.
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Dieser Ausdruck ist in volliger Ubereinstimmung mit dem-
jenigen, der sich unter den gleichen Einschrinkungen aus der
Voigtschen Theorie ergibt, wenn die Lorentzsche Be-
ziehung (15') statt hat)) Ks bleiben also auch alle Folge-
rungen bestehen, welche insbesondere Fiichtbauer und Hof-
mann an sie gekniipft haben.

Dagegen stellt (19") eine neue Beziehung dar. Sie er-
gibt sich natiirlich auch, wenn man den Wert (14) fiir
die Dampfungskonstante in die bekannten Formeln fir
den Absorptionskoeffizienten einfiihrt.?) Die Voraussetzungen,
welche zur Ableitung von Formel (199 fithrten, dirften am
ehesten bei Gasen zutreffen. Beschrinkt man sich demgemiB
auf solche, setzt also n=1, und nimmt weiter an, daB nur
eine Kigenschwingung vorbanden ist, die so weit im Ultra-
violetten liegt, daB man »? neben #»,% vernachlissigen kann,
so ergibt sich

(22 =2

;-
Ty,

Der Absorptionskoeffizient « der Gleichung (18" wird also
unabhingig von der Periode und proportional dem Quadrat
des Drucks, da p der Teichenzahl N proportional und z dem
Druck umgekehrt proportional ist, wenn z durch die StoBe
zwischen den Gasmolekiilen bestimmt wird. Direkte Beob-
achtungen iitber die Absorption von Gasen im Gebiete nor-
maler Dispersion weit auBerhalb von Absorptionsbanden liegen
wohl noch nicht vor, doch findet die soeben gefolgerte Un-
abhéngigkeit der Lichtabsorption von der Wellenlinge eine
Bestiitigung in den Beobachtungen iiber die Lichtabsorption
der Atmosphére.

Bezeichnet man mit J, die Intensitét des Sonnenlichtes
im Zenit in der Héhe 7. iitber dem Erdboden, also insbe-
sondere mit J,, die Intensitit auBerhalb der Atmosphire, so
nennt man J,/J, den Transmissionskoeffizienten der Atmo-

1) Mau vgl. W. Voigt, Magneto- u. Elektrooptik, p. 112, Formel (29).
2) Z. B. W. Voigt, Magneto- und Elektrooptik p. 108, Formel {19),
wenn darin wie oben (»5)* neben (1,® — »?)? vernachlissigt wird.
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sphire fiir die Hohe %, und es hat sich ergeben, daB dieser
gich in der Form

(23) L
darstellen laBt, wo
(24) =B A7+ 7hs

und g, und y, fir jede Hohe konstant sind. Das erste, A=+4 pro-
portionale Glied findet seine Deutung in der schon oben er-
wihnten Rayleighschen Strenung, und zwar erfolgt diese —
wie der numerische Betrag von 8 lehrt — an den Luftmole-
kiilen selbst.)) Das zweite Glied y, wurde bisher hinzugefiigt,
um den Ergebnissen der Beobachtung Rechnung zu tragen,
und King hat darum in seiner ausgedehnten theoretischen
Untersuchung iiber den Gegenstand angenommen, da in jedem
Volumelement der Atmosphire ein von der Wellenlinge un-
abhingiger, dem Druck proportionaler Bruchteil der Strahlungs-
energie in Warmebewegung umgesetzt wird. Durch die hier
gegebenen Betrachtungen findet also auch das zweite Glied
in (24) seine theoretische Deutung. KEs muf hervorgehoben
werden, daB eine von der Periode unabhingige Dimpfungs-
konstante, wie sie die Lorentzsche Theorie in Formel (2)
liefert, zu einem Gesetz von der Form

c, =B, A7, A2

filhren wiirde, und mit dieser Formel lassen sich die Beob-
achtungen iiber die atmosphirische Absorption nicht in Ein-
klang bringen.

Die von King aus den Beobachtungen abgeleiteten Werte
lassen sich nun auch dazu verwenden, den absoluten Betrag
von ¢ fir Luft von Atmosphérendruck und daraus dann mit
Hilfe der Dispersionsdaten den in Betracht kommenden Wert
von 7 zu bestimmen. Die Zahlen von King miissen jedoch
noch einer Umrechnung unterzogen werden, da King — wie
schon erwihnt — « dem Druck proportional setzt, wihrend
es nach (22) dem Quadrat des Druckes proportional zu
setzen ist. :

1) L. V. King, Philos. Trans. A. 212. p. 875. 1912.
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Y

Man hat demnach fiir die Hohe & uber dem FErdboden
(25 o, = S8 H = e,e

wo sich der Index Null auf die Erdoberfliche bezieht, und
I =17,988.10% die Hohe der homogenen Atmosphire be-
deutet. HKs ist wohl fir die vorliegenden Zwecke unbe-
deoklich, das einfache KExponentialgesetz fir den Druck-
gradienten anzunehmen, da ja die Absorption nur in den
untersten Schichten merklich in Betracht kommt und fir diese
das genannte Gesetz genligend genau erfillt ist.?)

GemaB (25 ist der Energieverlust in einer Schicht von
der Hohe d X

2%

d) = e, Jdh = a,Je " dh,

oder integriert

’ J) -
(26) j‘:: =¢ 7,’
w0 nun
2h
i - =
(27) T g % o

der Anteil von (24') ist, der auf wahrer Knergieabsorption

beruht. Da nun
I

= T
ph =Doe

ist, ergibt sich aus (27)

Y = 2r (P},

(28) “= " (2]

Die Grofe y, ist aus den Beobachtungen bekaunt, und daraus
berechnet sich vermbge (28") der Wert ¢, fir Atmosphéren-
druck. Da King direkte Proportionalitit von ¢ mit dem

1) Diec Kingschen Entwickelungen sind unabhiingig von der spe-
ziellen Form des Druckgradientengesetzes, gelten aber nur, wenn die
Absorption in jedem Volumelement der dort herrschenden Dichte pro-
portional ist.
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Druck annimmt, berechnet sich bei ihm ¢, durch die analoge
Gleichung?)

= I Po,
(299 % =L p

Infolgedessen ist der von King berechnete Wert von «,
noch mit 2p,/p, zu multiplizieren. Nun findet King aus den
Abbotschen Beobachtungen fiir die beiden hdchsten Stationen,
fiir welche ein Staubgehalt der Atmosphire nicht mehr in Be-
tracht kommt, niimlich Mount Wilson (k= 1780 m; p =617 mm
Hg) und Mount Whitney (k= 4420 m: p = 446,7 mm Hg) den
fibereinstimmenden Wert ¢, =4,0.1078 cm—2. Folglich lauten
die umgerechneten Werte ¢, = 9,9 - 10~ fiir Mount Wilson, und
e, =13,6.107% fiir Mount Whitney. Die Werte stimmen
nicht mehr untereinander iiberein, weil die geraden Linien
in den Diagrammen bei King so gelegt sind, daB dem Gesetz
/ety =p,/p, geniigt wird; man kann, ohne den Beobach-
tungen Zwang anzutun, die Geraden auch so legen, daB die
Berechnung nach (28') iibereinstimmende Werte liefert. Zieht
man auch noch die Beobachtungen fiir Potsdam (%= 100 m)
und Washington (k4= 10 m) heran, so wird sogar die Uber-
einstimmung besser als bei King, so da man dem Staub nur
mehr einen geringeren EinfluB einzuréumen braucht.?)

1) King schreibt y+p,/p, fiir das y, der Gleichung(24). (Man
vgl. Formel (76)); infolgedessen lautet (29') bei King: y =e, H (cf. p. 394
vor Formel (78)).

2) Anm. bei der Korrektur. Die Arbeit von F. E. Fowle (Astro-
phys. Journ. 38. p. 392. 1913) war dem Verfasser leider entgangen. Nach
Fowle ist der Koeffizient g, der Gleichung (24') nur auf die Anwesen-
heit von Wasserdampf zuriickzufithren und wiirde fiir trockene Luft
verschwinden. Es muf wohl vorliufig dahingestellt bleiben, in wieweit
diese Auffassung in Strenge zutrifft. E. Kron (Aen. d. Phys. 43. p. 3177.
1914) findet zwar in seiner soeben erschienenen Arbeit eine vollstindige
Ubereinstimmung seiner Potsdamer Beobachtungen mit der Fowleschen
Auffassung; aher es folgt aus den am SchluB der Kronschen Arbeit
mitgeteilten Rechnungen, daB diese Ubereinstimmung fiir die Abbotschen
Beobachtungen gerade auf der hochsten Station nicht mehr statt hat.
Bei letzteren miiBte nimlich ein negativer Wasserdampfgehalt der Lauft
angenommen werden, um Ubereinstimmung mit den Fowleschen Zahlen
zu erzielen. — Jedenfalls ergibt die im Text mitgeteilte Rechuung eine
obere Grenze fiir die diimpfende Wirkung der StiSe,

Annalen der Physik. 1V, Folge. 45. 9
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Fir die vorliegenden Zwecke folgern wir aus den Beob-
achtungen bei staubfreier Luft:

(807 o, =1,18-10"7. cm™1,

Um nun von ¢, zu dem Werte von 7 zu gelangen, be-
diirfen wir nach (22 noch der Kenntnis von g, und »,. Beide
Konstanten gewinnen wir aus den Dispersionsbeobachtungen,
da ja die Dispersionsformel in der Voigtschen Schreibweise
lautet?)

1 e
nel= g

Nun ist nach den Beobachtungen von C. und M. Cuth-
bertson?) fir Luft von Atmosphirendruck

4n?. 4,6463 ¢ 10%
=1 = 2

47%.16125- 1037 — 2!

woraus sich ergibt

(31" o, = 3,66 - 10%%;  », = 2,52- 10,
Mit Hilfe dieser Werte und (30°) findet man aus (22
(82) r=16.10"",

Dieser Wert ist sehr viel kleiner, als die mittlere Zeit
zwischen zwei SttBen, die fiir Luft von Atmosphirendruck
von der GroBenordnung 1071° ist. Ks ist auffallend, daB
sich nach dem Befund von Fichthauer die Dimpfung
in einer Absorptionslinie stirker ergibt, als aus der Zahl
der gaskinetischen StoBe folgen wiirde, wiihrend hier ge-
rade das Umgekehrte vorliegt. Jedenfalls ist letzteres ein-
facher zu erkliren, da man nur anzunehmen braucht, daB bei
jedem StoBe nur ein kleiner Bruchteil der Schwingungsenergie
in Energie der ungeordneten Bewegung umgesetzt wird; es
kann auch sehr wohl sein, daB auf Grund einer anderen An-
nabme iiber den Verlauf des Druckgradienten die numerischen
Verhiltnisse sich noch einigermaBen verschieben. Immerhin

1) W. Voigt, Magneto- und Elektrooptik, p. 109 Formel (20).
2) C. u. M. Cuthbertson, Proc. Roy. Soe. 83, p. 151. 1909,
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erscheint es von Wichtigkeit, daB sich die beobachtete Un-
abhéingigkeit der Lichtabsorption von der Wellenlinge auf
Grund der Annahme erkliren 1i8t, daB fiir jeden Druck die
Energie der Swgahlung im Mittel wahrend einer ganz be-
stimmten Zeit ¢ ungestort aufgenommen wird.

Zusammenfassung.

A. Metalle.

Die Lorentzsche Theorie der metallischen Leitfihigkeit
wurde auf den Fall schnell verinderlicher, periodischer Felder
ausgedehnt. Aus der erhaltenen Formel fiir die Leitfahigkeit
wurden die optischen Konstanten abgeleitet.

Es ergibt sich, daB zwei Ausdriicke, welche fiir das op-
tische Verhalten charakteristisch sind (Formel (46) und (47))
universelle Funktionen eines einzigen Arguments sind; dieses
Argument ist dem Verhiltnis der Zahl der Schwingungen
zur Zahl der St6Be pro Sekunde proportional.

Die aufgestellten Formeln zeigen numerisch nur unbe-
trichtliche Abweichungen von denen der Drudeschen Theorie,
welche eine konstante, der Geschwindigkeit proportionale
Dampfungskraft annimmt.

Unter der Annahme, daB die Dielektrizititskonstante
keine erheblichen Werte annimmt, wurde eine Formel fiir die
Abhingigkeit des Reflexionsvermogens von der Wellenlange
aufgestellt. .

Diese Formel ist in quantitativer Ubereinstimmung mit
den Beobachtungen an der Mehrzahl der untersuchten Metalle.
Infolge dieser Ubereinstimmung lassen sich die Anzahl und
die mittlere freie Weglinge der Elektronen einzeln bestimmen.

B. Nichtleiter,

Die Vergleichung der mit der Geschwindigkeit pro-
portionalen ,phénomenologischen* Dampfung mit der von
Lorentz betrachteten dimpfenden Wirkung von Molekular-
stoBen wurde auf eine neue Weise durchgefithrt und daraus
der Wert des Absorptionskoeffizienten — bei schwacher Ab-
sorption — abgeleitet.

Das Ergebnis stimmt nur im Bereich einer schmalen Ab-
sorptionslinie mit der Lorentzschen Rechnung iiberein; fiir

79*
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Gebiete auBerhalb der Absorptionslinien ergibt sich die Dimpfung
abhingig von der Schwingungszahl.

Fir Gase mit nur einer ultravioletten Eigenschwingung
ergibt sich daraus der Absorptionskoeffizient gauf die Liingen-
einheit bezogen) unabhingig von der Schwingungszahl. Diese
Folgerung ist in Ubereinstimmung mit den Ergebnissen der
Beobachtungen iiber atmosphirische Lichtabsorption.

Leipzig, im September 1914,

(Eingegangen 17. September 1914.)





