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Fur konstante Dicke h = -5 = konst. folgt fur die Belastnng: 
aa 

11 = 2pcu2ah = konst. 
3. Beispiel. Bei rotierenden Scheiben gleicher Festigkeit (a, = at = = konst.) 

wird fur die Dicke h folgende AbhLngigkeit von I* gefunden'): 
- P?!' a 

h = h o e  a s  . 
Wenn sich diese Gestalt der Scheibe auch nicht genau nachahmen IPSt, da erst 

fur r = 03 die Dicke BU null wurde, so liefert sie doch einen brauchbaren Anhaltspunkt 
fiir die Abnahme der Dicke mit r, und in der Tat stimmt die Form der bei der Laval- 
turbfne verwendeten Lautrlder gut damit uberein. 

Wir wollen die Dicke der Kreisplatte und ihre Belastungsintensitgt p angeben, die 
der obigen Scheibe entspricht. Die Dicke H bestimmt sich aus 

- P wa rz Ea 
12 

J =  - = a 2 h  = aa?l0 e 

oder, indem wir mit Elo = I/12a2hho die Dicke in der Mitte fur r = 0 bczeichnen: 

'13 

3 

- v a , 2  

H = Hoe Go . 

Die Belastungsintensitgt p hat demnaoh in der Mitte den Wert 

Am Rand r = a liegt die Platte frei auf, da bier M, = 0 ist, entsprechend 0, = 0 

Im AnschluB an diese Aufgabe liegt es nahe, nach der Platte gleicher Festigkeit, 
Diem Frage liiflt sich nicht einfach beant- 

PO = 2 p ~ ~ h a .  

bei der Scheibe. 

elwa bel konstanter Belastungp, zu fragen. 
worten, dagegen lZldt sich die Bedingung 

N r  Mt _- - = C =  konst. 
J J  

bei gleichmiiflig verteilter Belastiing eintach durchfuhren und liefert als Gesetz fiir die 
Abnahme der Dicke H der Platte: C(ITI"--Ho:') = 3pr2 .  

Die obige Bedingnng bedeutet einen iiberall gleichmiifligeo Anstieg der Spannungen 
von der MittelflPche aus, so dafi bei dem angegebenen Dickengesetz die Kantenspan- 
nnngen an der Stelle der grolten Dicke Ho am groaten ist. Durch einen noch etwas 
stLrkeren Abfall der Dicke H mit wachsendem r kann man einer uberall gleichen 
Kantenspannung nahe kommen. Anf weitere Einzelheiten in dieser Frage einzugehen 
llBt sich mit dem Zweck dieses Aufsatzes nicht vereinigen. 91 

Die Enfwicklung der laminaren Geschwindigkeitsverfeilung 
und ihre Bedeufung fur Zahigkeiismessungen.') 

(Ni t  ctinciu Aitlmnc uber don Druv,kverlust turbultrnter Striiruuilg lwim Eintritt i n  eiii R o h r . )  

Von L. SCHILLER in Leipsig. 

elegentlich einer experimentellen Untersuchnng iiber den krilischen Wert der 
Reyno lds  schen Zahl (redusierten Cteschwindigkeit) 3, wurde der Widerstand der G Laminarstromung bei hoheren R e y n o l d s  schen Zahlen betrachtlich gr6Ser gefunden, 

als dem P o i s  e u i l l e  schen Gesetze entspricht; die Differenz wuchs mit zunehmender Ge- 
schwindigkeit. Als Orund dieser Erscheinung ergab sich, daS innerhalb der Meflstrecke 
nicht durchvegs die VOD P o  i s  e u i l l  e vorausgesel zte parabolieche Cfeschwindigkeitsver- 

Th. v. BRrmCln, Enzykl. d. mrth. Wissensch,, Bd. IV, ArL.27, Nr. l l h ,  S. 361.  
?) Aus der Leipziger Habitititionssohrift des Verfassers. 
31 L. S c h i 11 e r Experimentelle Uotersuchungen zain Turbulenzproblem. Dlese Zeitschr. 1 , S. 43 6, 

1921. Hinweihe auf diese Arbeft werden im folgendan durch Sob. mgegeben. 
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teilung herrschte, sondern erst ein Uebergang von der gleichfomigen Verteilung im 
Einlaufquerschnitt stattfand. In der vorliegenden Arbeit wird gezeigt, wie dimiderstands- 
erhohung rnit der Beschleunigung der nKernstr6mungcc zusammenhtlngt , die von 811- 

ntlhernd konstanter Geschwindigkeitsverteilung ( a )  allmahlich zu der parabolischen Ge- 
schwindigkeitsverteilung des Poiseuilleschen Gesetzes fuhrt (u,,, = 2a) .  Eine Ntlhe- 
rnngstheorie liefert fur drei Rohre verschiedener lichter Weite gute Uebereinstimmung 
zwischen gerechnetem und gemessenem Widerstand. 

Die Erhabung des Widerstandes gegenuber dem Poiseuilleschen Wert ergibt 
sioh als eine Funktion der dimensionslosen GrSDe - (x = Rohrllnge, a = Halbmesser, 

B E Reynoldssche Zahll)) und stimmt fiir groi3ere Werte von 5 anniihernd mit der 

Hagenbaohschen Korrektion des Poiseuilleschen Gesetzes uberein. Bei kleineren 
Werten 5 weioht sie jedoch erheblich hiervon ab, was bei der Bestimmung sabsolutere 
Zlhigkeiten mit technischen Apparaten kurzer RohrlSnge (E n g l  e r) von Bedeutung ist. 
Auf Grund der vorliegenden Theorie, die eine Korrektur des Poi  s eui l l  e schen Gesetzes 
fur beliebige Rohrlilngen liefert, ist die Moglichkeit vorhanden, auch rnit kurzen Rohr- 
Ibgen  absolute Zahigkeitsmessungen auszufuhren. 

Messungen des Eintrittsverlustes bei turbulenter Stromung ergaben gute Ueber- 
einstimmung mit einer von Pr a n  d t l  aus einer Impulsbetrachtung abgeleiteten Gleichung. 

I. D i e  E n t w i c k l u n g  d e r  l a m i n a r e n  Geschwindigkeitsvertei luug.  
1. Messungen des Widersfandes laminarer Sfr6mung bei hohen R ey- 

n 01 do schen Zahlen. Die experimentelle Grundlage der vorliegenden Untersuohung 
bildeten Widerstandsmessungen von Wasserstriimung in gezogenen Messingrohren von 
2,399, 1,5924 und 0,7996 om 1. W. Betr. MeDmethode usw. sei auf die 6. 96, FuBnote 3, 

X 

a R  

aR 

aR 

zitierte . Arbeit des. 
Verfassers verwiesen. 
Die Llnge der MeO- 
strecke betrug 92,62 
cm, derAbstand der 
ersten MeDstelle vom 
Einlanf, die ,Anlad- 
lHngeu, 104,16 cm 
(vergl. Soh. Abb. 3). 
Znr Aufrechterhal- 
tung des laminaren 
Stromnngsoharakters 
anch bei haheren 

Reynolds  schen 
Zahlen war ne ben 
geniigender Ruhe des 
Wassers im Vorrats- 
trog geeignete Ab- 
rundung der Einlauf- 
off nung ertorderlich 
(Soh. Abb. aa, b, 0). 
Das Ergebnis der 
Widerstaadsmessnn- 
gen zeigt Abb. 1 in 
den logarithmisch 
aufgetragenen dimen- 

'D 

Abb. 1 

sionslosen Koordina- 
ten Widerstandskoeffieient 1 und Reynoldssche Zahl H. Kurve 111 wurde erhalten fur das 
weite, I1 fur das mittlere und I fiir das enge Rohra). 

llae f l a  
1) R = - = - (t2 = mittlere Geschwlndlgkeit, = Dlchte, ,u = Ziihigkelt, v = 4k = kinematt- 

9 Die au8gefUllten Kreise zwlschen Rnrve I1 and I stellen Messungsergebnisse mtt dem engen 

P V  c 
ache ZLlhigkelt). 

Rohr vor, die zunLchat mft nicht gentigend gerade gerichtetem Robr erhalten warden. 
7 
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Die Bedeutung von 1. ergibt sich aus dem in der Hydraulik gebriiachlichen Ansatz 
des Widerstandsgesehes 

- 

wo ./p = Druckdifferenz, y = spez. Gewicht, 1 = Lange der MeSstrecke, g = Schwere- 
beschleunigung. 

Mit Einfuhrung von 1 nimmt das Poiseuillesohe Gesetz die Form an: 
16 
R 

jlla,ll = - . . . . . . . . ( 2 ) .  

Es wird in Abb. 1 durch die unter 45O fallende Gerade dargestellt. 
Wghrend bei den niedrigen Werten der Reynold sschen Zshl die gemessenen 

Widerstande dem Poi  s e u i l l  e schen Qesetz innerhalb der Versuchsgenauigkeit gehorchen, 
entfernen sich die experimentellen Kurven mit wachsender Reynolds  scher Zahl mehr 
und mehr nach oben hin von der Poiseuilleschen (feraden. Diese Abweichung tritt bei 
um so kleineren Reynoldsschen Zshlen ein, je weiter das Rohr ist, und ist bei be- 
stimmter Reynolds  scher Zahl starker fur die weiteren Rohre. 

2. Deufung der beobachtefen W€derstandserhi)hun& Die Erklgrung dieser 
Erscheinung liefert die auch hier wieder sich als sehr fruchtbar erweisende P r a n  dt  lsche 
Grenzschichten~eorie. Man kann in erster Annaherung annehmen, dafl beim Eintritt in 
das Rohr - die Kontraktion ist durch die Abrnndung weitgehend herabgesetzt - rnit 
Ausnahme einer zunachst verschwindend gerlngen Schicht an der Wand gleichmllfiige 
Geschwindigkeitsverteilnng iiber den ganzen Querschnitt herrscht. Unter dem EinflnB 

der Reibung wiichst diese Schicht 
immer starker an (Abb. 2a), an- 
dererseits tritt unter dem wirkenden 
Druck eine Beschleunigung ein. 
Ijas Resultat dieser wirkenden 
Krafte ist unter stetigem Anwachsen 
der Grenzsohicht die Entwicklung - der Geschwindigkeitsverteilung in 
dem in Abb. 2a skiz-zierten Sinne, 
die schliefllich asymptotisch zur pa- 

Abb. 2 s  und 2 b  rabolischen P ois e u i l l e  schen Ver- 
teilung fuhrt. ImBilde derPrandt l -  

schen Grenzschichtentheorie kann man sagen : die endgultige Geschwindigkeitsverteilung 
ist dann erreicht, wenn die Grenzscbicbt die Mitte des Rohres erreicht hat. 

3. Nlherungsl8sung des Problems. Urn das Problem quantitativ zu behan- 
deln, machen wir gemkB einem Vocschlag von Herrn Prof. P r a n d t l  folgende Annabme 
uber die Geschwindigkeitsverteilung in der Anlanfetrecke. An jeder Stelle enthalte die 
Fliiche der Qeschwindigkeiten in der Mitte ein ebenes kreisf6rmiges Stuck konstanter 
Qeschwindigkeit , von dessen Begrenzung der Abfall nach der Geschwindigkeit Null am 
Rande (haften!) nach einer Parabel erfolge, deren Scheitel auf dem Umfang des ebenen 
Stuckes liegt. Die Entwicklung der (feschwindjgkeitsverteilung in der Anlaufstrecke ge- 
staltet sich dann so, wie in der Abb. 2 b skizziert. Zu Beginn wird der ganze Querschnitt 
von dem ebenen Stuck entsprechend der (mittleren) Geschwjndjgkeit a ansgeliillt. Unter 
gleichzeitigem Anwaahsen der Paraboloidbegrenzung wird dieses ebene Stuck immer 
kleiner und verschwindet schlieBlich rnit der Vereinigung der Paraboloidstiicke. 

Wir bezeichnen (Abb. 3) den Rohrhalbmesser mit a, 
die Dicke der Grenzschicht parabolischer Qeschwindigkeits- 
verteilung rnit 8, die Qeschwindigkeiten in dem paraboli- 
schen Stuck mit u', die mittlere Qeschwindigkeit = Eintritts- 
geschwindigkeit rnit u und die Maximalgeschwindigkeit in 

-- jedem Q ierschnitt rnit u. Wie bekannt, wachst diese schlie8- 
lich bis 2 a  in der Rohrmitte an. cc sei der Abstand vom 
Einlauf, y senkrecht zur Rohrachse (y = 0 am Raude des 
Rohres). In den Variabeln t ~ '  und y lautet die Gleichung 
der Schnittparabel, fur die zu setzen ist: bei y = o 

jq 
----- - 

Abb. 3 

u' = 0, 

L-- 
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* (31, (I?-y)Z= ~ -(u--u') . . . . . . . .  

99 

8 9  

U 

oder fiir die Geschwindigkeitsverteilung in der Grenzschicht 

u' = u(2; - (g) . . . . . . . . . .  (4). 

Die K o n t i n u i t l t  erfordert den Ansatz, da3 das Volumen des Zylinders, der die 
Gesohwindigkeitsverteilung am Einlauf darstellt, gleich ist dem Volumen des beschriebenen 
jeweiligen Rotationskorpers : 

4 5 
3 6 

a2i i  = - - u u 8 - - ~ 8 ~ + ( a . - 8 ) ~ u  . . . . . . .  (5 ) .  

Dies liefert fur die Dicke der Orenzschioht: 

6 =  2a-a  1 G (y) + 4 . . . . . . . .  (6). 

Schliefilich gilt noch fur die Druckkraft auf einen Zylinder, der durch zwei Ebenen 
senkrecht ear Achse aus der Rahre herausgeschnitten wird, wegen des nahezu reibungs- 
losen Verhaltens der Kernstrijmung, die Bernoul l i sche  Gleichung: 

P = aan(pO - p )  = a'nQ . . . . . . .  (7). 

Nach bekannten Regeln ergibt sich die Aenderung des Impulses gegeniiber dem 
Eintrittsqnersohnitt BU: 

J = Q  u ' ( z ~ - z ~ ' ) ( a - ~ ) 2 m d ~ + ~  u ( ~ i - u ~ B n ( a - - y ) d g  . . (8) .s 6 i 
oder mit Elimination von u' durch G1. (4) 

11 4 

15 15 
2 -npu2(a2--a(r+-s%)  , . (9). 

Durch Vereinigung von (7) und (9) erbalten wir: 
14  J +  P = n g a a  

3 

und unter Elimination von 6 duroh (6) 
8 2 

u a + l ~ i 2 - - u o  + - ~ ~ 6 u t i - 2 2 ~ 2 .  15 . , (11). 
2 5 r, 

Das Gleichgewicht zwischen Impnlsanderung , Druckabfall und Reibungskraft far 
die Begrenzung eines durch einen Schnitt senkrecht 5ur Achse gewonnenen Elementar- 
zylinders liefert jetzt die Ausgangsgleichung fur die Rechnung: 

oder mit Einsetzen von J+ P nach GI. (11) und einfachen Umformungen 
___ 

4 8 + __ - - -u-- __ du = d e  (13). 
v 6 u t z  - 2 u a  l5 v6Tci- 2u2 

Dies vom Anfang der RBhre bis zu einer Stelle 1z: (d. h. zwischen den Grenzen 
ti und u) integriert gibt: 

Setzen wir hierin die relative Oeschwindigkeitszunahme (beaogen auf die Einlauf- 
geschwindigkeit) 
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no erhalten wir 

___ 
__ + - - - V 2  arc sin - g ~ ~ - ( 2 - q  130 63 - 

15 l t q  15 15 

arcsin - q - - ~ ) - ~ ~ a r o s i n ~ ]  . (16). +-Vzarcsin ---- 1 48 1 
15 J- 3 1 5 v z  . (: 3 1 5 V z  3 
63  - 

Beriicksicbtigen wir, da l  $ gleich der Reynoldsschen Zahl R ist nnd setzen die 

Klammer = f(v), 80 haben wir in der Gleichnng 
x 1  
a 4  
- -_  - R f ( p )  . . . . . . . . . .  (17) 

eine iibersichtliche Form der Beaiehung zwischen den dimensionslosen Oro4en Reynolds  - 
ache Zahl, >relative Anlauflhgeu (d. h. gemessen in Halbmessern) und *relative Qe- 

schwindigkeits~nderung gegenuber dem Einlauf u q, in der als einzige Unbekannte 7 steht. 
Um nun noch ZII einer 

Beziehung fur k zu kommen, die uns einen Vergleich mit der Darstellung nnserer Ver- 
Ruche ermijglicht, fiihren wir in die Bernoullische Gleichung (7) nach Gleiohung (15) 
q ein nnd erhalten fiir die Drnckdifferena zwisahen einer Stelle in der Anlaufstreoke nnd 

4. Berechnung des Widerstandskoeffizienfen 1. 

dem Einlauf: p , - p  = e , z ( q + q a . ) .  . . . . .  
2 

. . .  (18). 
Nehmen wir die Definitionsgleichung fiir 1 (1): 

(la) PI -Pa a I.---- . . . . . . . . . .  
gea x2-x1 

~ 

2 
und bestimmen mit (1 8) die Druckdifferenz zwischen zwei beliebigen Stellen $1 nnd xz : 

so erhalten wir schlief3lich: 

I =  d ( 2 9 + 9 9 ~ .  . (20), 

worin A x  unsere Meastrecke bedeutet. 
Zur BerechnuDg von q bezw. 2 q  + q a  

aus den Beobachtnngsdaten 5 nnd R nach 

Qleichnng (17) wurde zunbhst - naoh 
Gleichung (16) fiir eine gr8fiere Zahl von 
q-Werten berechnet, tabnliert nnd in einer 
Knrve znr Darstellung gebracht, desgleiohen 
wurde noch eine Kurve fiir  2 q + q2 ale Funk- 
tion von 4 gezeicknet. Dmch Kombination 
dieser beiden Kurven wurde dann noch in 
Abb. (4) die Beziehung zwischen 2 q + q2 nnd 
2? zur Darstellung gebraobt. Zur numeri- 
a33 
scben Berechnung von 1 fur gegebene Werte 
der Meastellen, von Robrhalbmesser und R e  y - 
noldsscher Zahl (Geschwindigkeit, Ztlhig- 

- keit) sind jetzt nur die Werte 3- and ? 
aR a R  

zu berechnen, aus Kurve Abb. 4 die zuge- 
hiirigen Werte von (29 + q2) BTA entnehmen, 

Abb. 4 deren Differenz zu bestimmen und nach 

5 

aR 
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Gleichung (20) mit zu multiplizieren. Fur die Poiseuillesche Stromung des Kreis- 
rohrs gilt bekanntlich urn., = 2 a. urn, ist aber in unserer Darstellung der Qeschwindig- 
keitsbetrag f i i r  das mittlere Stuck konstanter Qeschwindigkeit = u. Fur u = 2 ti ist aber 
17 = 1 and ( 2 q + q a )  = 3. In 

diesem Punkt (vergl. Abb. 4) mussen wir also den Beginn des Poiseuillesohen Gesetses 
ansetzen. 

AX 

D 

a R  
f i r  diesen Wert von ( 2 q + q 4 )  ergibt sich - = 0,115. 

Schreiben wir dieses in der Form 

und beriicksichtigen (19), so erhalten wir die Richtnngeangabe fiir die Poisenillesche 
Qerade, die man in Abb. 4 von dem markierten Punkt an eingetragen flndet. Man sieht, 
dai3 die Gerade mit einem ganz 
leiohten Knick an die K m e  qw 
ansetat, eine natiirliche Folge 
unserer Nllherungstheorie. In 
Wirkliohkeit wird der Ueber- 9oz 
gang asymptotisch sein. 

In der angegebenen 
Weise wurde fur jedes der drei 
Rohre I fur eine Anzahl von 
R- Werten berechnet. 

In den Abb. 5 bis 7 sind 
die bereohneten Pnnkte fur die 
drei Rohre durch kleine Kreise 
kenntlioh gemacht. Wie man 4ow 
sieht, schmiegen sie sich der 
dnroh die beobachteten Punkte 9~~ 
gelegten Kurve in fur eine 
NIlherungstheorie befriedigen- 
der Weise an. 

lung von f ( q )  naoh Potenzen 

dratisohe Cflieder) ergibt sich 

Durch Reihenentwick- q 

von q (bis einsohliellich qua- Abb. 5 

3 
10 

f ( q )  =: - 7 2 .  . (22) 

und wegen(l7)und (20) linter 
VernaohlIlssigung von 1' - 

Die hiermit fiir das mitt- 
lere Rohr ermittelte Asymp- 
tote unserer 1-Knrve fiindet 
sioh in Abb. 6 eingezeichnet. 

11. Der Anlaufver lns t  
d e r  Poiseui l lesohen  

S t r omun g. 
1. Dcr Anlaufverlurf 

nach der TheorSe. Ein 
besonderer Fall der im vor- 
hergehenden behandelten 
Anfgabe ist dann gegeben, 
weun die eine Melstelle mit 
der Eintrittsstelle der Stro- 
mnng, dem Rohranfang, zn- Abb. 6 
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sammenflllt und die andere an  einem Pankt liegt, wo bereits die parabolische Verteilung 
hergestellt ist. In diesem Fall tragen wir also z. B. nach dem gesamten Stromungs- 
widerstand innerhalb einee Rohres, an dessen Ende parabolische Verteilung herrscht. 

Nach nnserer Theorie wird' diese bei einem Werte von = 0,115 nnd 'L:: = 3 

Dementsprechend wnrde die Kurve, Abb. 3 ,  von bier ab als Gerade mit der 

aR 
CT 

erreicht. 
Neignng 1 : 16 weitergefuhrt. Die Oleichung dieser Geraden lautet: 

+ 1,16 . . . . , (24 ) .  

e -i 

Abb. 7 

Ohne das letzte Glied ist 
diese Gleichung identisch mit 
dem Po i  s eu i l l  eschen Qesetz. 
Wir erhalten also als zusatz- 
lichen Anlaufdruokverlust 1,1 G 
Geschwindigkeitshohen, zuziig- 
lich des Eintrittsverlustes einen 
Gesamtzusatzverlust von 2,16 
Oeschwindigkeitshehen. 

2. Die Hagenbach- 
sche ,,Korrektur der leben- 
digen %a&'. In nlcbster 
Beziehnng z u  dem hier ermittel- 
ten ))Anlanfverlustcc steht die 
H a g e n b a c  h sche I) >)Korrektur 
der lebendigen Kraftcc. H a g  e n  - 
b a o h  hat namlfch darauf hin- 
gewiesen, dai3 bei Zahigkeits- 
besdimmungen nach der Kapil- 
larmethode auDer der Reibungs- 
arbeit, die dem P o i s e u i l l e -  

schen Qesetz gehorcht, auch noch die Energie der ausstromenden Fliissigkeit in Rechnung 
zu setzen ist. Setzt man fur diese parabolische Geschwindigkeitsverteilung an, SO erhtilt 
man als Korrektur der Poisea i l leschen  Gleichung 2 p  - gegeniiber 2,lG p - nach 

unserer Theorie. 
Grundlage der Hagenbaohschen  Theoiie ist dio Annahme, daD der gesamte 

Druckabfall sich zusammensetzt aus einem Qlied fur die Energie der Poiseui l leschen  
Strtimnng und einem fiir die Poiseui l lesche  Reibungskraft. Oder, rnit anderen Worten, 
es wird angenommen, daD die Reibungskraft in der ganzen \)Anlaufatreckec bereits die- 
selbe ist wie bei der parabolischen Verteilnng. Ein Anbalt dafiir, daO dem SO ist, ist 
keineswegs gegeben. Theorelisch ist von He lmho l t z  2, vielmehr gezeigt worden, da5 bei 
Abwesenheit von Tragheitskrlften, also auch hier bei der Poi s  e u i l l e .  Stromung, sich 
die kleinstmogliche Reibmngsarbeit einstellt. Eine abweichende Verleilung erfordert also 
mehr Reibungsarbeit, und man wird im Anlauf mit groBerer Reibung zu rechnen haben. 
In Einklang hiermit steht, daG unsere Theorie tatsllchlich einen hoheren Wert fur die 
Korrektur liefert. Da es jedoch nioht ganz ausgeschlossen ist, da6 eine strenge Theorie 
wieder zum Hagenbachschen  Wert ftihrt, empfiehlt sich eine Priitung dntch den Versuch. 

3. Messung des Druckverlusfes durch Einiriff und Anlauf. Zur experimen- 
tellen Prufnng W r e n  wir fiir diesen Zusatmerlnst in Gesch~indigkeitshShen die Be- 
zeiohnung C ein und formen Qleichung (24) urn in 

a= i i a  

2 2 

--8 + CR1"; . . . . . . . . . (35). 
X p a  2 L  - 

I) Ed. H a g e n b a c h ,  Pogg. Ann. 109, 385. 
a )  H. v. H e l m h o l t z ,  Wiss. Abbdlg. 1, S. 224. 
3j Po-pl enthalte sum Unterschied von po - - p ~  auch deli Eintrittsvcrlost. 

1860. 
1882. 
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PO-Pl Dies ist die Gleichnng einer Geraden fur die dimensionslosen Koordinaten - 
x p u  

&2'  
__ 

und B E. Tragen wir die experimentellen Werte in dieser Weise auf, so erhalten wir 
2 2  

die gesuchte GroBe C als die Neigung der Geraden dnrch die Versuchspunkte. Wenn 
fur die Zahigkeit p der richtige Wert eingesetzt wird, SO muO die Gerade fur R T  = 0 

durch den* Punkt --=- = 8 gehen. Wird p unrichtig eingesetzt, so bleibt die Eurve, 

wie eine einfache Ueberlegnng zeigt, doch noch eine Gerade mit derselben Neigung, ist 
also jedenfalls fur unseren Z weck verwendbar. Zur Ermittlung des gesamten Drack- 
verlustes (einsohliefllich Eintrittsverlust) in der Anlaulstrecke, d. h. von der Eintrittstelle 
bis zu einem Punkt Poiseui l lescher  Verteilung wurde der eine Schenkel des Manometers 
an eine genugend weit vom Einlauf entfernte Medstelle gelegt, der andere Schenkel an  
einen 2 5  cm uber der Eintrittstelle gelegenen Punkt des Troges (Sch., Abb. 2). Die Spiegel- 
differenz im Manometer gibt uns 80 die gesuchte Druokdifferenz unter der sioher zulPssigen 
Voranssetznng, dafl im Trog keio merklicher Dmokverliist dnroh Reibung vorhanden ist. 

Zunachst wurde mit a b g e r u n d e t e m  Einlaufstuck gearbeitet. Der Abstand 
der MeBstelle am Rohr vom Einlauf betrug bei drei Versuchsreihen 197,37  cm, bei 
einer 104,75 cm. Die Resultate wurden in Knrven in der oben besprochenen 
Weise niedergelegt; die der letzten Reihe sind in Abb. 8 wiedergegeben. Der 

2 2  
~OPO-PI 

ZYU 

a2 
- .- 

- a 
Abb. 8 

Verlauf ist, wie erwarlet, sehr gut geradlinig. Die Neigung, d. h. die gesuchte Kon- 
stante C, ergab sich fur die einzelnen Reihen zu 2,35, 2 ,36,  2 ,45,  2,11.5; im Mittel 
C = 2,32. Dabei moohten wir der letzten Reihe, Abb. 8,  die sich uber den groaten Be- 
reich erstreckt, mit dem Wert 2,115 ein etwas groDeres Gewicht beilegen, so dad die 
Uebereinstimmung rnit dem theoretisohen Wert 2,16 als gut bezeichnet werden darf. Da 
all6 Reihen groBere Werte als 2 liefern, so kann man jedenfalls aonehmen, daB die Ab- 
weichung unseres naherungstheoretisohen Resultats fur C vom Wert 2 auch bei einer 
strengen Theorie erhalten bliebe. 

AuBerdem wurden am engen und mittleren Rohr noch gleiche Messungen mit soha r f -  
r a n d  i g e m  Einlaufstiick ausgefuhrt. Es ergab sich hierbei das rnit fruheren Messungen iiber 
den Einfluil der Anlaufllnge (Sch., Abschn. 4) ubereinstimmende Resultat, daB die Verluste 
sich bei dem engen Rohr von den Verlusten bei Abrundung bis fast zum Eintritt der 
Turbulene kaum unterschieden. Der laminare Teil der Kurve (Abb. 9) ist wieder eine 
Gerade mit der Neigung 2,3 8, in weitgehender Uebereinstimmung rnit den Versnchen mit 
abgerundetem Einlaufstuck. Man hat also anzunehmen , daO sich die FlassSgkeit selbst 
eine Art Abrundung am Einlauf clurch einen stationaren Wirbel schafft, und d a l  ein 
Abwandern von Wirbeln in merklichem MaBe erst knapp vor dem Eintritt der allgemeinen 
Turbulenz einsetzt. 
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Z S  

Abb. 9 

Anders beim mittleren Rohr 
(Abb. 10): Hier zeigt zwar der 
laminare Kurventeil auch noch an- 
ntlhernd linearen Verlauf, soweit 
man dies bei der geringeren Ge- 
nauigkeit der niedrigeren Versuchs- 
werte beurteilen kann. Jedoch ist 
der Anstieg ein wesentlich et%rkerer, 
wie man an der zum Vergleich 
durch die unteren Punkte gezoge- 
nen eeraden mit Neigung 2,2 sieht. 
AuDerdem wurde die verllngerte 
Oerade durch die Versuchspunkte 
die Ordinatenachse wesentlich tiefer 
unter dem Wort 8 scbneiden, als 
man nach der Zuverlfssigkeit des 
Ztihigkeitswertes erwarten kijnnte. 
Man wird also wohl in Wirklichkeit 
eine schwach gekrummt gegen den 
Wert 8 hin verlaufende Knrve an- 
zunehmen haben. Augenscheinlioh 
tritt also hier schon sehr friih ein 
Abmarsch von Wirbeln auf, der 
mit Druckverlust verbunden ist. 
Es wird sich daher bei Zfhigkeits- 
bestimmungen empfehlen, dem Ein- 
laufstuck eine geeignete Abrundung 
zu erteilen. 

111. F o l g e r u n g e n  f u r  Zahigkei tsbest imrnnngen.  
1. Besfimmung des Zahigkeifskoeffizienfen mif beliebig kurzen Rohr- 

smcken. Zghigkeitsmessungen werden in der Regel so ausgefuhrt , daB ein gelneseenes 
Fliissigkeitsvolumen durch ein Rohr von einem hoheren zu einem tieferen Niveau be- 
firdert wird. Die Berechnung erfolgt nach dem P o i s  euil leschen Geaetz unter Beriick- 
siohtigung der H a g  e n  b a c h sehen Rorrektur. Nach den Darlegungen in  Abschnitt I 
und I1 gilt die letztere (bezw. 2,16 statt 2) jedoeh nur fur - > 0,115. Dies setzt ein 

verhii1tnismllSig engee und langes 
Rohr, d. h. groiie Ausfluiizeiten voraus, 
was den Bedurfnissen der Teohnik 
zuwiderlfuft. Dort werden vielfach 
auch weitere, kiirzere Robre verwendet. 
Sollen mit diesen einwandfreie Ergeb- 
nisse erzielt werden, so mub eine 
entsprechend vergnderte Korrektur ein- 
gesetzt werden, wie sie die entwickelte 
Theorie fur beliebige Rohrltlngen 
liefert. 

Als Versuchsancrdnung denken 
wir uns etwa die einfachste Fom, ein 
oberes und ein unteres Reservoir I), 

dazwischen das Rohrstiick, als Druck- 
hiihe die (mittlere) Niveaudifferenz der 
FL~ssigkeitsobertlLchen. Zu ermitteln 
sind Rohrlange x: und Halbmesser a, 
die DurohfllnOgeschwindigkeit 8, die 
Dichte e der Flussigkeit und der 

I):so weit, dsS wahrend der Dauer des Versuches keine wesentliche Aenderung der Niveau- 

X 

a R  

differenz eintritt. 
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mittlere Hohenunterschied der Fliissigkeitsoberfliichen. Der Druckverlust Po - PI, den 
die Flussigkeit beim Strtjmungsvorgang erleidet und der durch den Spiegelunterschied 
gegeben ist, setzt sich aua zwei Anteilen zueammen: dem der Bernoullischen Cfleichung 
gehorchenden Eintrittsverluet beim Eintritt in das Rohr und dem Verluet bei der 
Strtjmung duroh das Rohr. 

2 7 + 7  -- 

war po - pl definiert lediglich ale der zweite Anteil. Hierfiir erbalten wir hier nach 
Bernoul l i  

(19) a - PO -PI In unserer Gl. (19) . . . . . . . . . .  e 
2 

(26) 
Q as 

(Po  -PI) = (Po - p,) - . . . . . . . .  
und 

1 . . . . . . . . .  (27). Po --PI 3 7  + = 7 - 

Zu dem so ermittelten Wert von Z q  + qa finden wir in Kurve Abb. 4 den znge- 
Dies harigen Wert von .2?- = E, woraus p ale einzige Unbekannte zu berechnen i6t. 

Verfahren iet leicht fur alle mtjglichen Lilngen anzuwenden. 
2. Der Englersche ZiWgkeifsmesser. Weit verbreitet ist fur technische ZWg- 

keitsmessungen der Apparat von Engle  r , bestehend aus einem kreiezylindrischen Geffl0 
von 10,6 cm Darchmeeser, in dessen Bodenmitte ein 2 om lan&es und 0,29 om weites 
AusfluBrohr eingesetzt ist. Cfemessen wird die Zeit, in der sich der Flussigkeits- 
spiegel von 5,2 om bis 2,93 om iiber der AusfhBmundung senkt (entspr. einer AusfluS- 
menge von 200 om3. Das Verhiiltnis dieser Zeitdauer far die zu bestimmende Substanz 
zu der fur Wasser von 20° c liefert den DEnglergradc. 

Zur Umwertung des BEnglergradscc in nabsolute Zilhigkeita besteht eine empirische 
Gleichmg von Ubbelohde')  und eine theoretische Behandlung von v. Mi6es1), die 
nicht vtjllig tibereinstimmen$). Die Berechnung von v. Mises benutzt die H a g e n b a c h -  
eche Korrekfur, d. h. die Annahme, da0 in jedem Fall die parabolische Verteilung noch 
innerhalb des Ausfludrohres erreicht werde. Wie eine Nachrecbnung auf Grund nnserer 
Theorie ergab4), iet dies jedoch fur Wasser von 20° C nicht der Fall. Man erhMt fur 
den Beginn der Ausstrtjmung = 0,01272, wiihrend (8. o.!) die parabolische Vertellung 

erst bei 5 = 0,115 erreicht wird Man wird also die Anwendbarkeit der Mieesschen 
Theorie auf den Fall beschrbken mussen, daO als Vergleichsflussigkeit statt des Wassers 
eine aolche gewflhlt wird, deren hohere Ztibigkeit die Erreichung der parabolischen Ge- 
schwindigkeitsverteilmg innerhalb des Ausfl&rohres garantiert 5, und auf die Bestimmung 
der Zlhigkeitszabl eolcher Fliissigkeiten. 

Will man den Engler  schen Apparat ganz allgemein znr unmittelbaren Bestimmung 
der absoluten Zlthigkeit benutzen, wozu tansere Theorie die Msglichkeit bietet, so i6t Zur 
Erfiillung der theoretischen Vorauesetznngen ntjtig, das Einlaufstiick so abzumnden, da0 
keine Kontraktion eintritt und im Eintrittsquerschnitt konstante Ceschwindigkeit herrscht 6). 

Am einfachsten und genaueeten wllre 88, mit konstantem Spiegel zu arbelten. Dann erfolgt 
die Bestimmung nach 1. Will man jedoch, wie ublich, den Spiegel von einer Marke bis 
5u einer eweiten sinken lagsen, so hat man dem Apparat eineTafe1 SitKurven glelcher 
Zllnigkeit als. Funktion von Dichte und AusfluBzeit beizugeben, die man unschwer auf- 
stellen kann. 

a~ a2GQ 

a R  

a R  

') L. U b b e l o h d e ,  Tabellen zuin Englerschen Viskosimeter, Leipzig 1918, S. 26 .  
a) R. v. Mises ,  Ueber den Englerschen Fllissfgkeitsmesser, Phys. Zeitschr., 12, 812,  1911.  
% vergl. L. QUmbel ,  Zeitschr. f .  teahn. Phys. 2, 172, 1921. 
'1 L. S c h i l l e r ,  Forschungsarbeiteo auf dem Gebiete deg Ingenieurwesens, Heft 248, Abschn. 111, 

5, Aus einem anderen Grunde empfiehlt such v. Mises  1. 0.  die Verwendung einer Vergleiche- 

6, Aoch die Anwendbarkeit der Miaeaschen Theorie dlfrfte der gleichen Forderung unter- 

3. 1922. 

SUbStttUE von hoherem Zllhigkeitagrade. 

worfen sein. 
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A n h a n g .  
Der Einfritfsverlust fiir die hrbulente Sfr6mung. Bei turbulenter Stromnng 

braucht man wegen der geringen Grenzschichtdicke l) auf die Geschwindigkeitsverteilung 
i m  Querschnitt keine Rucksicht zu nehmen. Ein BAnlaufverlustcc kommt also nioht in 
Betracht. Als Eintrittsverlust setzen wir wieder sine Geschwindigkeitshohe. Ein wei- 
terer Verlust ergibt sioh dadurch, daB der im Eintritt kontrahierte Strahl sich ziemllch 
schnell auf den vollen Rohrenquerschnitt erweitert. Aus einer Impulsbetrachtung folgt 
hierfiir ein Drnckverlust von f?? (% - I ) ' ~ ) ,  wo a der Eontraklionekoeffizient ist. Der 

gesamte Druckverlust im Einlauf ergibt sich also zu 
2 

Setzt man als Kontraktionskoeffizient 0,61, so erhllt man fur die Klammer den 
Wert 1,4 und fur den Druckabfall vom Trog bis zum Eode der MeiJstrecke 

Um mit unserer graphischen Darstellung in Uebereinstimmung zu kommen , divi- 
dieren wir dime Gleichung durch ex und erhalten so: 

aa 

9- =e ( l , i  + I -  . . . . . . . . . (29). 
__ p u r  as 3 

.a 

Auf Grund dieser Gleichung und mit Benutzung der 1-Werte naoh B l a s i u s  
[Sch., G1. (4)) wurden mehrere Puukte berechnet, die in Abb. 9 nod 'LO als Kreise 
eingezeichnet sind. Ihre fiir bydraulische Verhaltnisse sehr befriedigende Uebereinstim- 
mung mit dem Experiment zeigt die Nutalichkeit der . zugrunde liegenden Impuls- 
betrachtung. 111 

Sfrafrionarer 
Bewegungszustand einer schraubenformigen Wirbelflache.3) 

Von H. REISSNER in Berlln. 

ie Theorie des Schraubeupropellers in einer inkompressiblen reibungslosen Fliissig- 
keit hat durch die Arbeiten von J o n k o w s k y ,  F i i t t i n g e r ,  P r a n d t l  nnd B e t z  D eine neue Wendnng erhalten4) Ausgehend von der von K u t t a ,  J o n k o w s k y ,  

Lanchester nnd P r a n d t l  begriindeten Fliigelillchentheorie der geradlinigen Bewegung 
haben die erstgenannten die FliigelflLchentheorie der Schranbenbewegung auf dem durch 
eiu schraubenf6rmiges Wirbelsystem bedingten Stromungszustand anfgebaut. Wahrend 
aber noch J o n k o w s k y ,  P r a n d t l  nnd F o t t i n g e r  ein System isolierter, schranbenformiger 
Wirbellinien, die von den Flugelspitzen bezw. der Nabe ausgehen, gebrauohten, hat Be  tz  
die Vorstelluog einer von der Hinterkante des Schranbenfliigels zuriickgelassenen Wirbel- 
schicht in scharfsinniger Weise von der Tragflilc'ilentheorie anf die Propellertheorie 
iibertragen. 

Er  macht bei seinen Ueberlegungen die Voraussetzung, daO die vom Propeller- 
flugel erzengten, sich iiber die Grundswomung iiberlagernden Znsatzgeschwindigkeiten so 
klein sind, da5 die von der Hinterkante zuruckgelassene schraubenf6rmige Wirbelflache 
sich im Stromnngsgleichgewicbt erhllt bezw. yon der Grundstromung unverilndert fort- 
getragen wird. Diese Voraussetzung schien mir bei dem Studinm der Betzschen Arbeit 

') Vergl. hierebar z. B. P r a n d t l ,  AbriS der Lehre von der Flussigkeits-. und Gasbcwcgung, 

a)  Vergl. P r a n d t l ,  1. c. 8. 1 3  und 27. 
3, Vortrag auf der Jenaer Versammlung, 20. September 1921. 
4, J o u k o w s k y  in eioer etwa 1912 erschienenen, mlr augenblicklich nicht zuglngliclien russi- 

schen Arbeit. - H. F B t t i n g e r ,  Jahrb (1. Schifibautechn. Qesellsch. 1918 S. 385 bis 472. - L. P r a n d t l ,  
Handwiirterbnch d .  Naturwissensch., Jenn 1913 S. 134. - A B e t z ,  Schraubenpropeller inlt gerlngstem 
Energieverlust, Nachr. Gesallsch. d. n'iss., GBttingen 1919. 

Jena 1913, S. 20, oder v. M i s e s ,  Elemente der technlschen Bydroniechanik, I, Leipzig 1914, 8. 67.  




