
SULLE VARIETA. CIqE RAPPRESENTANO LE COPPIE DI PUNTI 

DI DUE PIANI O SPAZI; 

Notad~ Oorraflo Segro, in Torino 

Adunanzadr Io migglo I$9! 

r. Nelle ricerche geometnche m cut compaiono simukaneamente 
i punti di k spazl Sp, S~, . .  , ad esemplo hello studio delle corn- 
spondenze fra questl spazl, de1 connessl, ecc., pub esser utde dl con-, 
siderare gh aggregati dl k punti presi rlsp in Sp, S~, . . .  come ele- 
menu o p~nt, dl una nuova vanet~ dl dlmensione ~ ~-~--p + q + . . . .  
La variet~t che effettua questa rappresentazlone nel modo plfi semplice 
e, sotto certl aspett,, p~  opportuno,  ~ quella M= che hello spazlo 
[(p + I)(q + 0 . . .  - -  I] ~ costltulta dat punti dt coordinate 

( x )  . . .  , 

ore le x, y ,  . . .  sono k sistemi dl parametri variabd, ,ndlpendenti : 
coordinate de1 puntl negh spaz, S~, S~, . . .  

L'ord,ne dt questa vanet.h (cm~ 11 numero delle soluziom comum 
a r equaztoni, le quah slano hnean tanto neUe x, quanto nelley,  . .  ) 

dato da P [ q [ . . .  (come sublto si venfica supponendo che oascuna 

dl queUe ~r equazmm st spezzi ,n k fatton, ognuno dei quali contenga 
solo una serie dl variab,10. 
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Facendo solo variare nelle ( t )  una serle dt parametrl, ovvero te- 
nendo mvece fissa la sene medestma e facendo var,are le altre k ~  I, 
st vede che sulla vanet5 v, sono k sch,ere infimte dt spazi S~, S~, . . . ,  
ed altrcttunte dt varlet.'t M,_~, M,_~, . appartenentt nsp a spazt 
[ ( q +  O ( r +  I) " . . - - ~ ] ,  [ ( p +  I ) ( r  + I) . . - - I ] , . . .  edana- 
loghe alia M=. E st vedono anche sublto le relazloni semphci e note- 
volt the hanrro luogo fra quegh spazi e quelle var,et2t : cost gl, spazi 
(o le varietS) di una schtera son punteggiatt colhnearmente dalle va- 
rtetA (o daglt spaz 0 della sch,cra omologa, ecc. 

2. Quando si tratta delle coppte di punt, presi da due soli spa- 

appartenente a [pq + p + q] ; e questa fi luogo (semphce) di due 
schiere lisp. r oo P di spaz, S~, S~ (con cui comcidono lisp. l e M a ~  
Ma_v), le quah sono mcidentt l 'una alraltra per modo che gli spazi 
di una schiera son puntegglatt colhnearmente da quelli dell'altra --Vice- 
versa, nello spazio [p q + p + q] st otttene sempre una M~,  slffatta 
quando st considera: r ~ II luogo degh Sa c~xe congmngono i puntt omo- 
loght dt q + t spazi S~ riferm coUmearmente fra loro (poichfi si otten- 
gono subito le coordinate det puntt di quegh S~ come forme blhneari 
dt due sene di p + I e q + r parametn), 2 ~ 11 luogo degli oo p spazi 
Sq incldenti a q + 2 datt S/. (potchfi due qualunque dt questt vengono 
punteggiatt da quegh Sa per modo da nsultare come sezioni della forma 
fondamentale avente per sostegno 10 spazio [pq + q -  I] che con- 
giunge I q nmanenti S~). 

La rappresentazlone delle coppie dt punti dt due spazi Sp, S~ sut 
puntt dt questa variet:t st pub intender fatta constderando la schiera 
degh oo p S~ e quella degh oo.l Se come due forme dt specie p e q rife- 
rite proletttvamente at due spazl datt (ad esempio mediante sez,one dt 
ognt schtera con uno spaz,o dell'altra, ecc ), e rappresentando pot una 
coppla dt puntt dt questl col punto d'mcontro det due spazl corrispon- 
dentt delle due schtere. 

Per p --" q - -  I sl ha la nottsstma rappresentaz,one della geome- 
tria dt due forme dt i ~ specie neUa geomema su una quadrica ordt- 
narta. Se p - -  2, q - -  I st ha pure una vanet~t nota: la variet~t cubtca 

Rend. Orc. Matem, t V, parte ia--Stampato iI 2 i  maggto t89 I. 25 
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a 3 dlmenslom M~ appaltenente ad Ss, luogo dt una oo' dt ptant e 

dt una oo ~ dl rette mutuamente mc~dent~ 

In generale st pub affermare che lo studio delle pllme proprlet2 

di tutte le var~et~t m d~scorso a affatto ovv~o basra ncorrere alla rap- 

presentaztone analmca ( I ) ,  od all'equtvalente rappresentazlone geome- 

trica (*). Nol non staremo a svllupparle Ma accenneremo solo un po' 

minutamente le p~fi semphcl propnet.~ che sl hanno per p ----- q - -  9., 

proprietor che pox s'estendono sub,to alle varzet.~ dt d~mens~one 2n  e 

d'ordme ( 7 )  appartenenu a In (n + 2)] e rappresentant, le coppie dt 

punti dt due S,, Tale cenno non a solo utde per le apphcaz~ont alia 

geometrm d~ due prom o spaz~, esso fornisce una rappresenta<~one reale 

dei pun t i  comple~s~ dt uno s~a~w qt~ah~nque , che ~ la naturale esten- 

sione delia rappresentaztone d~ una varmb~le complessa col puntt reali 

d, una sfera, e che sar~t pure esposta alia fine d, questa Nota. 

3. La vanet.~ 2g dd  6 ~ ordme a 4 dlmensiom appartenente allo 

spazio S s e rappresentata da 

(2) Xz,, = xzy,~ q, ,~ = x, 2, 3) 

ha i suot puntl X rappresentau dalle copp~e dt punu x, y prest nspet- 

tivamente su due datl plato ~ ,  ~' (e avenu m questl per coordinate 

nsp. le x e le y) Essa conttene due schtere oo ~ dl plant st ha un 
pmno della z ~ sch~era tenendo fisso x ,  uno della 2 ~ schtera tenendo 

fisso y. Per ogre punto d' ~ passano due plani r~sp delle due schlere: 

essl son congmnt~ medmnte un S 4 che sar.h quello tangente a ~ m 

quel puuto I prom dell'una schtera son punteggmtl colhneamaente (a 

~' od a ~) da quelh dell'altra Ogre S 7 od ~perptano (**) dt $8, iI quale 
pass1 pet un pmno dt u.,..a schxera (ne tagl,a aim due in due rette che 

(*) Del resto ~ chlaro che anche qm sl ~ nel campo dl ncerche (maugurato 
dal V e r o n e s e) sulle vanet~t degl'lperspaz, generate da forme proletuve 

(**) Rlservando la denommaz,one dl ptano at plato ordman od $2, sl possoa 
ch~amare ~perptam dl un S. I suol S~_, a quel modo the gh span supenon a quello 
ordmano sl son ch:amn~ ,perspTzj 



SULLE VARIET~ CHE RAPPRESENTkNO LE COPPIE DI PUNTI~ ETC. I~ 

contengono due puntl omologhl nella colhneamone del prom e qumd 0 

conuene pure un pmno dell'altra schtela,  e perb ~ tangente a 2g nel 

punto d 'mcont ro  de~ due prom V~ceversa ogre ~perpmno tangente a 

m un punto conuene ~ due prom generaton uscentt da questo. 

Indicando con a ~  le coord,nate dt un ~perpmno tangente a ~ e 

con x lhmagme su = del pmno delia ~ sch~era contenuto m quell ' ,-  

perpmno, dovr~t l 'equaz~one: 

~"atm Xlm - -  o~ OSSla ~"  al,,,xly m "-" o, 

esser sod&sfatta qualunque sm y, dal che sl tlae sublto : 

(3) 

indJcando con ,X(a) d determmante cubico delle az. ,. La ( 3 ) ~  dunque 

l 'equaz!one dt ~ come mvlluppo dhperpmm : essa mostra che ~ ~ dl 3" 

dasse (*) 

4 La rappresentazlone ('2) dt • quando vi sl assoggettmo 1 puntt 

x, y a stare su due date rette dt ~, 7='. o quando a tale condtmone 

st obbhght l 'uno solo det due punu lasclando l'altro completamente li- 

bero nel suo plano, st nduce alle rappresentazlom gt.k ncordate (n 9) 

delle copple dl punt1 presl da due rette medmnte una quadnca, e deUe 

coppxe dt puntt prest nsp. da una retta e da un pmno medmnte ~ puntt 

dl una M33 appartenente ad S 5 ~ $I hanno dunque per tal modo su 

_v 0o4 quadrlche ordmane,  ognuna delle quah rappresenta le coppie dt 

puntt pres~ da due rette d~ ~:, ,-:'. le genetatncl rettlhnee rappresentano 

le copp~e m cut un punto ~ fisso e l 'al t to percorre la propna retta E si 

hanno su .~ due schlere co" dl varletk cublche a 3 dlmenmont M33 

(*) I[ fatro che per un S 6 passano tre Ipe.plam tangenti a E sl pub vedere m 
ahrl rood1 ad es ~ conslderando la superficte F 6 d'mtersez~one d~ quello spazlo con 
E (~uperficte ch~ e sttta studlata speclalmente daI s,g B o r d 1 g a Attl Ist Veneto, 
t IV, set 6 a, t8S6) Suessa gla~e un selatero semphce per due lat, oppostlqua- 
lunque dl questo passano due plato d* sch~cre oppo~te dx E ~ quah star mno m un lper- 
pmno tangente passante per 1'36~ ec~ 
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appartenenti a spazt S S . una varlet,~ della 1 ~ sc]Jzera rapprcsenta le cop- 
pie xy  aventl 11 punto x su una data retta di ~, e conttene qumdl co x 

piam della z a schlera, mentre dagh co~ della 2 ~ ~ mcontrata secondo 
le co* rette generatnci, una vanet.~ della 2" schtera rappresenta le cop- 

pie per le quah d punto y sta su una retta data dl =', ed 6 perci6 d 
luogo di oo' piani della 2" schlera, ecc. Due variet/t cubiche della stessa 
schlera hanno un piano a comune. Due vanet,~ di schiere opposte st 

tagllano in una quadnca;  e wceversa per ogre quadnca passano due 

variet~ cubiche delle due schlere 
Quest 'ultimo fatto trova un'ut,le apphcaz,one Se st proletta Z dallo 

spazio S 3 d, una sua quadrica sopra un $4, st vede facdmente che h 

pro}ezione sar~t generalmente umvoca Orbene le due variet2L cublche 
passanti per la quadnca s, projetteranno secondo due rette r, r*, tracce 
dei loro spazi; e precisamente in modo the  i loro piani generatori sl 
projetteranno risp. net smgoh punti di r, r'. In generale per6 i piani 
di Z della t ~ sch~era, mcontrando la u ~ varieth cubzca secondo rette, 
si projetteranno nei plant dt S passanti per r ' ,  e stmdmente i plant 
della 2" schlera nel plani dl S 4 passant, per r La rappresentazione dt 

Z su $4 si potr~t effettuare rfferendo projettivamente le due schtere d~ 
piam & Z r~sp. alle due reu dt piam dt S~ passant, per le rette fisse 
r t, r, e cons,derando come omologhi due puntt d~ Z e S~ quando 

sono intersezioni dt coppie omologhe d, piani In alto termini st pos- 
son rappresentare le coppie dt punt~ d, % ~' sm punti d~ S~ sosutuendo 

r~sp. a quei due p~ani due reti (coUinean a z~, C ) r ,  r ~ dt p,ani e pren- 
dendo come ~magine d, una copp~a dt punu d~ =, ~:', clo~ di una cop- 
p~a di plani dt r, r', tl punto d'incontro dt quesu plato (*) 

5. Ritornando alle propnet.~ g,'t accennate delle vanet/t cubiche e 
delle quadnche che g~acc~ono m ~ ,  se vl memamo m evldenza gh 

(*) Analogamente st posson rappresentare ades ~ le copple dl punu dl un S~ ed 
un Sq sut punu dl un Sp+q ncorrendo alle forme fondamenta'l aventl per ass1 nsp 
un Sr ed un Sp._t dl questo spano. Tutte queste rappresentaztom presentano per6 
sulle nostre (da cut son prolezmm ) l'mconvemente d~ avere degh e)ementi e.cezio- 
nab, e dl non far corrlspondere atle tras$ormazaom pro]emve det due spaza data delle 
trasformaz,om proletu~e delle amagml 
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spazi S s e S~ a cu~ esse nsp appartengono, nsulta evldente una hgge 
d; duahth per la quale quesu spaz~ corr~spondono r:spetuvamente al 
p~am generatorl ed agh S 4 tangentl dL ~ Cosi al fatto che due plato 
s'lncontrano m un p u n t o ~ e  qumd~ stanno , n u n  S 4 tangente~solo 
se sono dL sch~ere d,verse, cornsponde 11 fatto che due S s dl schlere 
diverse si taghano m un S3~e per6 glacclono in un lperpiano. E come 
due S 5 dl una stessa schiera sl taghano m un piano dl 2g, cosl due 
plato della stessa schlera stanno m un S 5 della nostra figura Questa 
legge dl duaht~ st venfica pure nella rappresentazlone" come 1 plato 
delle due schlere hanno (m un certo senso) per mlagml i punti nsp. 
dl ~ e dl ~', cosi gli Ss delle due sch,ere cornspondono rlsp alle rette 

d, quesu due piani (*) 
Ogni iperplano passante per un S, d~ una sch,era contiene pure 

un Ss dell'altra sch,era, giacch~ contenendo una vanet.~ cubica d, 2g do- 
vr/t segare questa secondo un'akra M]. Ne denva the un S~ passante 
per un S~ di una sch~era taglia 2g, fuori d, quello spaz~o, secondo un 
p~ano della sch~era opposta, come viceversa un piano ed un Ss d, sch,ere 
opposte (Sl taghano in una retta e per6) stanno it~ un S~. Se dunque 
s, prolettano da due Ss d, una stessa sch~era, p~am e gh Ss della sch,era 
opposta, s, a~ranno gh S~ e glhperp,am omologhi d, due rel, colhneari 
Segue che le due sch~ere d, Ss nemp~ono una vanet~ cubica M~, che 
md~cheremo con F, ognuna d~ esse st compone degh spazt m cu, st 
segano glhperp~am omologh~ d, tre ,et, colhnean (avenu per sostegm 
tre S~ dell'altra sch,era) E po,ch~ gh $6 omologh, d~ queste reu st 
taghano net p,am d, ~, cosl questa sar~ una var~eth doppta per F.--S, 
not~ 1~o~ che l'iperp~ano congmngente due Ss d, sch~ere &verse ~ tan- 
genre a F lungo tutto I'S~ d'mcontro d, que, due spaz,, gl'~perp~am 
tangenu a F sono appt, nto quelh passantl per gh Ss generaton. 

La duaht', ira ~ e F, l'una come luogo e l'altra come mv~luppo, 
appar~sce anche dalle ,appresentaz~om anahuche. Invero se, analogamente 

(*) Un'ana 'og~ dua'lta ha luogo p m m  gene-ale per le varleta de~ n, I e 2 ,  

ed anzz per una cl'tsse mo to pm v,s ta  che abb'accl~ pure le vat, eta rappresentate 
su un dat~ spazlo S r del shtem~ dl tatte le M~_, C,o s, co'lega, come m r 

t,colan ~ gla stato notato, con la ret ,z,one genera 'e  d, apolatr (fra ~arieta o fra 

connessz qualunque) 
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alle (2), pomamo 

(4) 

stcch~ sar:t ,dent,camente 
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(I, m = i, 2, 3), 

Z ~ t X l Z ~ m y m - ' -  ~ ' ~ t . , X t , n ,  

~: chlaro che l'iperptano dt coordmate ~t~ conterr't le due M~ cio~ i 
due Ss imagmt delle rette ~ ,  ~ dt ~ ,  ~r, e st potr~t qmndt assumere 
come maagme dJ questa coppta di rette Cosl mentre le coppie dt puntt 
dt % r) sono rappresentate dalle ( 2 ) s u t  puntt dt X, variedt the come 

mviluppo ~ data dall'equazmne (3),  le copple dl rette di rr '~' ven- 
gono medtante le (4) rappresentate sugh oo 4 tperplam tangent1 a F, e 

per equazione dt questa,  come luogo dt puntt ~ ,  si ha .  simtlmenre 
alia (3)" 

( i )  a = o 
t 

6 Alia stessa vanet~ ~ o F st grange se st voghono rappresen- 
tale  hnearmente co~ puntt o coglfiperptanl dl S 8 le rec~proclt', fra .z 
e ~'. Se una tal rectproctt,~, come connesso dt puntt o come connesso 
dt rette, 6 data dall'equaztone 

ovvero 

stcch6, com't: noto, 

~lm "-- 

~"  at . ,xtyn,  - -  o, 

a a (a) 0 a 
at,n ~ at., ~ (~ ~hn 

st prenda come sua lmagme lhperpmno a ovvero 11 punto ~ [the, m 
forza dl queste ult~me relaztonb sono mutuamente polatt dt r ~ ordme 
nspetto alla vanet'l mvlluppo X (3) ed alia varlet:l luogo F (~)] AI- 
lora alle reclproctt2~ per cut t puntt x, y sono rectproct (connesst con- 
tenentt l'demenlo xy)  corrispondouo gl'ipe, plam a passantt pel punto 
dt coordmate Xt. , "--xjy,,,, e cosl sl ntrova X In sostanza questo pro- 
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ced~mento eqmvale a stablhre la rec~proc~t~ fra le due schiere d, p~am 
d~ F. considerate come forme d~ ~ spec,e (rffer~te nsp a ~ ,  ~ ' ) :  ~1 
luogo de~ punt~ d'mtersez~one de~ p~am reciproc~ delle due sch,ere ~ la 
sez~one d, E collhperp,ano a ~magme della rec~proc~t~. S,m~lmente le 
copp~e d, rette rec,proche d, = ,  =' vengon rappresentate da lperpmm 
tangenu d~ P 0perptam delle copp~e d, S s rec~proc 0 che passauo pel 
punto ,magme ~. 

S~ vede sub,to come s, rappresentano le rec~proc~t.~ the degene- 
rano come conness, d, punt, Quelle degenen d~ ~ specie, cio~ ndotte 
ad una prolemv~t.~ fra due fasc~ d, rette dt ~, ~ ,  son tab the ~ ( a ) - - o  
ed hanno per ~m.~gm, gl'iperpiam tangent~ d, ~:. Quelle degener~ d, 
:~= specie si scompongono m due rette d, ~ ,  ~ ai cm punt, bisogna 
assoc,are come reciproc, tutu i punu dt ~ ,  ~ :  esse hanno per ima- 
gim glhperpiani tangenti di F. Analog~mente , punt, di F e d, �9 rap- 
presentano nsp. le rec,proc~t.~ che sono degenen d, ,~ o d~ u ~ specie 
cons,derate come conness, d~ rette (*) 

7. Due reclprocit~ qualunque fra ~ e ~:r, e quindi tutte quelledel 
fascto da esse determmato, ore si. considermo come connesst btlinean 
dt puntt hanno per mterseztone (comc,den:(.a) una corrispondenza um- 
voca quadrat~ca ira t puntt dt ~: e ~'; e viceversa una tal corrispon- 
denza st pub sempte constderare come l'mtersezione dt un fascio dt reci- 
proctt~. Segue che su :s le ~magmt delle corrispondenze univoche qua- 
drattche tra ~: e ~:' sono le seztom fatte con gh S~. Ai tre ,perpiani 
tangenu condottt a �9 da un S~ (n 3) corr~spondono le tre coppie dt 
fasct proletttw dt rette che' sono omologht neUa corrispondenza qua- 

(*) S, osservl qu, e nel seg~nto l'analogla fra queste rappresentazlom delle rec~- 

proc,ta fra due p~am e quelle deUe comche dl uu puno  contenute ,n una m,a Nota 

(Atu Ace Tormo, t XX, 1885) Constderzt~on~ zntorno alla geometr*a delle eonzebe 
d, un p,ano ecc (al~ne a quella del V e r o n e s e che c,terb tosto) - -S ,mdmente  ad 

osservaz~om ~v, fatte Sl pub qui notare the  la varleta 2 ~ l'mtersez,one dl co s qua- 
drlche (M~) le poIarl del puuu dl S 8 nspetto a F, e the quando lhperplanolmagme 

dz una reclproclta passa pel puato che ~ imagine dl un'altra,  slcch~ la quadrlca po- 

late d, questo punto nspetto a 1 ~ cont~ene 1I punto ,magme delia prima rec~pror 

questa, cons,derata come connesso d, puntz, ~ armomca o conmgata alla seconda re- 

r cons,derata come connesso d~ ~elte 
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d r a t t c a . -  Analogamente gh Ss, S~, . . .  dt S s e le loro seztom con 
rappresentano i slstemt hnear! oo*, oo ), . . dt rectprocm't fra u e ~v' 

e le loro mtersezxont Cos| la nora propostz,one che da cmque copple 
dl punti rectproct m una reciprocmk ~ m generale determmata una sesta 
equtvale .41 fatto the un S 4 congtungente cmq,le puntt dt Z tagha an- 
cora questa varieth m un sesto punto Ecc 

M a d  caso che a nol importa nlevare ~ quello the  st presenta 
quando fra = e ~' st abbia una colhnea~tone. Questa (come comctdenza) 

r in 002 reciproclt't degenen (come connesst dt punt 0 cto~ 
in quelle costttuite dalle prolemvlth fra I fasci di rette omologht delia 
r E viceversa due coppie dt fascz prolettivi dt rette d[ rr 
~', quando abbiano una coppm di rette omologhe comuni ,  generano 
una r Dunque una r ~ rappresentata su ~g datla 
intersezione con due iperptant tangenti, i quah contengano una stessa 
quadrica dt Z, da cui st astrae; quell'tmagine sar5 dunque una super- 
ficie del 4 ~ ordine, che dovendo stare precisamente su oo * iperpiani (tan- 
genti a Z) apparterr.~ ad un Ss. Questa superficie F 4 conterrh ~o ~ coni- 
the  corrispondenti alle 002 copp,e di punteggiate projettive contenute 
nella collineazione, e sar~t perctb una superficte d, V e r o n e s e  (*) Si 
hanno cosl su Z oo s superfic~e sl fatte:  per quattro punti qualunque 
d~ Z ne passa in generale una determmata 

8. Si ottengono immediatamente le trasformazzoni pro/ettwe dt x 
o P in se ste;sa constderando quelle the  ne denvano nelle due schiere 
di piam o dl $5, cio~ le cornspondenti projemv,t~t dl ~ e ~'. 

Trasformando ~ m s e  stesso con una colhneazmne, e simtImente 
~ ' ,  si ottiene in S s una trasformazlone colhneare dt Z (e F) m se 
stessa, medlante cul ogni schiera dl plato (o dl Ss) si muta m s e .  Se 
invece si trasforma ~ m ~' con una colhneazione, e ~t m ~ con un'al- 
tra, si ha una 2~ specie dt colhneazloni dl Z, le quali clo~ scambiano 
fra loro le due schlere dl pmnl (o d, Ss) 

Una colhneazmne dl I ~ specie 6 mvolutoria quando le due colh- 

(o) I"ed~ V e r o n e s e La supetficte omalotde normale del quarto or,hne ecr 

(Am della R. Ar162 de~ Lmce b XIX) ,  x884), e la mla Nora r al n ~ prec. 
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neaztom dl z~ e dl r.' che le corr ispondono sono anch 'esse  mvo lu to -  

he,  c10~ omologte  a r m o m c h e  Conslderando 1 c e n m  e gh assl dl que- 

ste st trae t he  un 'mvo luz lone  dl I ~ speoe  dl S s ha per assz un S 3 con-  

tenente due rette dl x ed un S, contenente  una quadnca ed un punto  

fuort dt questa 

Una colhneaz~one dl 2 ~ specte dl x satyr m v o l u t o n a  quando le due 

colhneaz10m ira =, = '  e fra r. ' ,  r., clo~ fra le due schlere dt pmni dt 

x, sono inverse l 'una dell 'al tra.  I~ chmro allora che le coppm ch punti  

omologh l  dt ~, ~.' rappresentano t puntt un to  ~11 x Dunque  (n.  7)  una 

colhneaz,one mvolutor la  d, 2 ~ speme dt x ha  su questa una superficie 

F* dl punu  unto,  e per6 ha per assl I ' S  s della superficm ed un piano (*). 

Cosl  agh oo s Ss contenenu le F 4 dt x sono assoclau oo s pmni (che  

cornspondono  a quegh spazt per duaht.~) - - S e  I prom =, = '  son sovrap-  

posu ,  nsulta  data una pamcola re  colhneaz,one fra ess , :  la ,dentit~, la 

quale far.'t cornspondere  ad una coppla qualunque x y  dt punti  dl = ,  

~r la coppm y x dt z:, ~:' Qumdt  la geometr ta  delle coppie dl punti  

d, un ptano r. st rappresenta su x in m o d o  che due punt! omo logh i  

d, una certa mvoluz ,one  dt 2 ~ specie dt x rappresentano due coppie 

fra loro inverse, e che una de te rmmata  F ~ rappresenta le coppm com-  

poste d k p u n u  comcldentt Prolet tandola dal ptano asstale dt que l l 'm-  

voluztone su un Ss ,  la vanet~ x verr'~ prolettata dopplamente  secondo 

una M] , cm punu  rappresenteranno le copp~e dt puntt dt 7: senza p~fi 

d ls tmguere  l ' o rdme  dl questt st n to rna  c~o~ a quella rappresentazlone 

delle copp~e d~ puntt d~ un sol piano che gt~ st t rova studmta net la- 

yon  del stg V e r o n e s e  e rmo,  cttatt d, anz~ - -  

Analogamente  se s~ stablhsce una rec,proctt.~ su ~: ed una su ~:', 
ovvero se st t rasforma 7: in ~ '  con una reclproclth e ~ '  in ~ con un ' a l -  

tra, st vengono  a mutare  le copple dl puntt dl ~,  ~ in copple dt rette, 

e qumdl ~ puntl dt X negl ' lperptanl  tangenti  di r e v l c e v e r s a ,  e st 

o t tengono in S s le due specie dl rec~proctt,k atte a muture  x m F. Le 

(*) Glhperplam passanu per quel piano rappresentano zl slstema hneare oo s delle 
rec,proclta fra ~ e ~.t che non son mutate, o megho son mutate nelle loro reverse t 
dalla data colhneazlone ira 7: e ~-t La relazmne ira una colhneaztone ed una rec,pro- 
clta cost fatte ~ scamb~evole, 11 prodotto dl una qualunque dt esse per l'mversa del- 
l'altra 6 una corn~pondenza mvolutona, cloe una polar~ta 
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reclprocit,~ dl i ~ specie mutano ogre sch~era dl plant di X nella schlera 

omomma dt S s dl I ' ,  mentre quelle dl 2 ~ specle fanno uno scamb:o 

ira le i ~ e le 2 ~ sch~ere Una rec~proc~t:t dt i ~ specie ~ mvolutorm, e 

precisamente la polant,~ nspetto ad una quadnca, se le due rec~proc~6 

dl ~ e di x'  sono esse stesse delle polaHt,k, una rec~proc~t,~ d~ 2 ~ spe- 

cie invece quando prowene da una sola reclproclt~t fra ~ e ~:' (con la 

irWersa fra ~' e ~) 

Umt rec~proc~t/t dt S s ha per luogo dl puntt umu una quadnca M~ 
Ora se essa ~ di 2" specie, clo~ determina una rec~proc~t?t fra la ~ e 

la 2" schiera dt p~am dl X, 11 luogo de~ puntt d'mcontro del pmni re- 

ciproci sara, come sappiamo, l'mtersezione d, X con un ,perpmno, e 

sim*lm~nte il luogo delle mtersez~om dei prom rec~proc~ nella rec,pro- 

cit~ ehe quella d, S s determma fra la 2 ~' e la (" schtera Ne segue che 

nel ca~o d, una rec~proclt~ dl 2~ spec,e la detta quadrica tagha X helle 

varietal secondo cm questa ~ segata da. due ,perpmni. Se pot la recipro- 
ctt/i di :z'* specie ~ una polaritY, quesu due tperpiani comcldono, e la 

quadrica fondamentale sar.~ tangente a X lungo l'mtersezmne d~ quesm 

con tan iperpiano. 

3- Se la variet,~ X (o F) ~ reale, essa pub ~resentare due cast 
&stinti, quello ~perbohco e quello elhtttco (*) ~ S e  ogre schlera dl plato, 

e qutndi dt S 5 , ~ comugata dt se stessa,  come mtersez~om degh S s 
t:omugati (o come congmngenu 1 prom comugatt) sl avranno m ogre 
schlera ihfimti ptant (od Ss) reah, sl che pet qualunque punto reale dl 

(o dl F) passer~t un piano (od un S )  

Se invece le due schlere dl plato (e 

loro contugate, tutu 1 prom dt X (e tutu 

reale dl ogre schlera 

qum& quelle dl Ss) sono fra 

glt S 5 dl F) saranno imagt- 
hart, ma ognuno mcontrer.'l 11 comugato xn un punto reale di X Ne 

segue che gl'mfimtt puntl reals dt X corrtspondono umvocamente senza 

(*) Quest, due can sl ottengono, nella rappresentaz~one 10arametrlca (2) dl ~, 
supponendo o che 11 slstema dt rs delle coordinate Xz. , s, compongt dl ele- 
ment, tutti ~'eah, oppure sla tale che per punu reah s~ abbla sempre la Xlm comu- 

gata ad Xmt--Anche per levar~etad'ordme (2nn)con due schlere oo'd~ S,, (v. n 2) 

st hanno due casl analoghl da dlstmguere quando son reah ed hanno punti reah (se 
n ~ lmparl possono esser reah ma con tutti x punt~ ~magmar 0 
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eccezlone agi'mfinm prom della i ~ schlera (o della 2") su cm essi 
stanno, e qumd, anche agl'mfimtt punt~ dt =. Una va~etk Y. elhtttca 
serve per l appresentare cot suo~ puntt reah Iuut gh eIe~nent~ (complessf) 

d; una forJtta fondaJnentale d~ 2 ~ specze, ad esemp,o tutt, ~ punt, (com- 
plessf) d, un pzano, a quello stesso modo che un'ordmarm quadrtca 
elhttica, una sfera, serve pet ~applesentare gh element1 complessl dl una 
forma fondamentale semphce $1 pub anzt dire che quella rappresenta- 
mone-cont~ene questa, m quanto che ~ puntt d~ una retta dt ~, c~9~ 
i pmnt dt una M] della x ~ schlera dt ~, hanno per lmagml 1 puntt reah 
dt una quadnca elhmca (mtersezlone dt quella M~ con la coniugata). 

La ,appresentamone reale de~ puntt complesst d~ un piano che noi 
cosi ottentamo ~ appunto una dt quelle a cui io alludevo nell'intr 9- 
dumone ad un Sagg'io su Un nuovo catnflo d~/~cercbe geometr~cbe publi- 
cato net vol. XXV e XXVI degh Attt dell'Acc di Torin 9 (*). Con 
essa gh enu compless~ ~eralgebrtc~ d~ cut iv~ ~ mcommcmto lo  studio 
st rappresentano medmnte le curve, superfic~e e var~et~ trip!e, algebr,- 
cbe e reah, g,acent, su ~ Le ttasformaziom pro)ett~ve dt .z, e qumdi 
delia ~ sch~era d~ prom dt ~ (unendo~ le projettwidt coniugate nella 
u~ schteta), son rappresentate dalle ttasformamont prolemve reah d, 
~ specie (v n 8) d~ ~, s~cch~ la geometrta proIett~va del p~ano s~ r~- 
specchta nella geometrta proietttva ~z u.e d~ 2~. ore perb m ponga a base 
~1 gruppo cost~tmto dalle sole proletttwth d~ ~ specie 

Quanto alle trasformamont prolemve reah d~ u~ specie d, ~ in se 
stessa st vede sub,to che esse rappresentano quelle corr~spondenze neUa 
~ scluera dt pmnt (o su =) che s~ posson considerate come prodotti 
dt corr~spondenze projetttve (fia la ~ e la ~ schIera) e del comug~o, 
cto~ le corn~pondenze c h e m  quel Sagg,o ho studmto sotto ~1 home 

(*) Un'al t ra  rappresentazlone, col punt1 reah dl S 4 , sl otuene sub,to se per forma 

fondamentale d~ 2 a specie sl assume Ia rete del p~am dl S 4 passanu per uua retta r 

complet~mente ~magmarm, e s~ p-ende per ~magme dl ognl pmno l 'umco suo punto 

reale Essa s~ pub anche considerate come pro~emeute dal proiettare la E elhtt~ca 

dallo spaz~o dl una sua quadr~ca reale, cfr n 4 (Rappresentamom analoghe de1 puntl 

appartenente a [n(n ~ 2)] e analoga alla E e lhmca ,  sl a~r~bbero mmaedlatamente). 

Su c~6 e su r affinl rltornero in un altro lavoro 
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dl ant~ro/ettw,th (ant,colhneazjom ed ant,re~tproath) Le anficolhneazionl 
involutorle del piano hanno mfimtt pdntt unto costltuentt le catene dop- 
pte: imagim d, queste (ed m part,colare dell'msleme de~ puntt reah ,  
se 1l piano ~ reale) saranno dunque (n 8) le supetficle F 4 dt V e r o -  
n e s  e, reah, glacentl su ~ Le antlreclproclt2t mvolutorle od antzpolanth 
saranno mvece rappresentate dag].'iperpiam (o dat puntt) reah dt S s, e 
quando l'iperpiano Imagine sega v in puntl real, , l'antlpolarit.~ a~r;t 
un',percomca fondame~ntale, clob lt, ogo dr punt, unto, rappresentata da 
quella semone spazmle dl .v Cosi le quest~om sut slstemt hnean d'~per- 
coniche, e sulle mtersezlom dl quesn semphct entl lperalgebrtci, che son 
studiate nel Sagglo cltato, dtventano plfl mtmtive quando st traspoltmo 
su ~g, riducendost allora a prob!emt sulle sezlont spazlah dl questa va- 
riet/t. Ad esempio da un'osser~azlone fatta alla fine del n 8 intorno 
ai puntt unto dl una reclproclt~t dt 2 ~ specie d t v  st trae sublto che 
se un'anttreclproclt~t non mvolutorm dt = ammette de1 punt1 umt,, que- 
sti (hanno le loro lmagmi su due Jperplam comugau, clor su un S s reale, 
e per6) cosutuiscono l'mtersezlone d, un fasc,o dhpercomche Ecc ecc 

Tormo, aprfie x89x. 
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