SULLE VARIETA CHE RAPPRESENTANO LE COPPIE DI PUNTI
DI DUE PIANI O SPAZI;

Nota di Corrado Segre, in Torino

Adunanza del 10 maggio 1891

1. Nelle ricerche geometriche m cm compajono simultaneamente
i punti di k£ spaz1 S,, S,, .. , ad esempio nello studio delle corr-
spondenze fra questt spazi, det connessi, ecc., pud esser utie dicon-,
siderare gl aggregati di % punti presi nsp in S,, §,, ... come ele-
ment1 0 punts di una nuova varietd di dimensione c=p -+ g+ ....
La varietd che effettua questa rappresentazione nel modo pi semplice
e, sotto certt aspettt, pit opportuno , & quella M, che nello spazio
[+ 1)@+ 1) ... —1] ¢ costitmita dar punti di coordmnate

l=1,...,
(1) Xy =Xy oo (m=:,...,gil)

ove le x, y, ... sono k sistemi di: parametri variabih indipendenti :
coordinate der punti negh spazt §,, S, ...

L’ordme di questa varietd (cio¢ 1l numero delle soluzion: comuni
a ¢ equaztoni, le qualt s;ano linear: tanto nelle x, quanto nelle y, .. )

g .
¢ dato da ———— (come subito si verifica supponendo che ciascuna

plq
d1 quelle & equaziont s1 spezzi mn % fattor;, ognuno dei quali contenga
solo una serie di variabilt).
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Facendo solo variare nelle (1) una serte di parametri, ovvero te-
nendo 1nvece fissa la serte medesima e facendo variare le altre &k — 1,
st vede che sulla varietd vi sono k schiere infinite di spazt S,, Spreees

ed altrettante di varetd M,_,, M,_ , . appartenenti nsp a spazl

g+ 8B)r+1) ..—1, [+ D0 +1) ..—1],... ed ana-
loghe alla M,. E st vedono anche subito le relazioni semplici e note-
volt che hanno luogo fra quegli spazi e quelle varietd : cosi gl spazi
(o le varietd) di una schiera son punteggian collinearmente dalle va-
netd (o dagh spaz) della schiera omologa, ecc.

2. Quando si tratta delle coppie di punu presi da due soli spa-
zi S,, S, si ha per rappresentarle una varietd M, d’ordine (P ;_ q),

appartenente a [pg + p + ¢q]; e questa & luogo (semplice) di due
schiere risp. oof, oo’ di spazt §,, S, (con cui comncidono risp. le M,_,,
M,_,), le quali sono incidentt I'una all’altra per modo che gli spazi
di una schiera son punteggiati collmearmente da quelli dell’altra —Vice-
versa, nello spazio [pg + p + ¢] st otuene sempre una M, siffatta
quando st considera: 1° 1l luogo deglt S, che congrungono i puntt omo-
loght di ¢ + 1 spazi S, nferiu collinearmente fra loro (poiché si otten-
gono subito le coordmate det puntt di quegh S, come forme bilneari
di due serie di p + 1 e ¢ + 1 parametrt), 2° 1l luogo degli oo’ spazi
S, inadenti a ¢ 4 2 datt S, (poiché due qualunque di quest: vengono
punteggatt da queglt S, per modo da nisultare come sezioni della forma
fondamentale avente per sostegno lo spazio [pg + ¢ — 1] che con-
giunge 1 ¢ runanenti S,).

La rappresentazione delle coppie di punti di due spazi S, S, sm
puntt di questa vartetd st pud mtender fatta considerando la schiera
deglt oo’ S, € quella deglt o' S, come due forme di specte p e g rife-
nte projettivamente a1 due spazt datt (ad esempio mediante sezione di
ogni schiera con uno spazio dell’altra, ecc ), e rappresentando poi una
coppta di punu di questu col punto d’incontro det due spaz: corrispon-
dentt delle due schiere.

Per p = ¢ ==1 st ha la noussima rappresentazione della geome-
tria di due forme di 1* specie nella geometria su una quadrica ordi-
naria. Se p =2, ¢ =1 s1 ha pure una varieti nota: la varietd cubica

Rend. Circ. Matem , t V, parte 1°—Stampato 1l 21 maggio 1891, 25
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a 3 dimensiom M] appaitenente ad S, luogo di una oo’ di piant e
di una oo di rette mutuamente mcident:

In generale s1 pud affermare che lo studio delle pume proprietd
di tutte le varieth 1 discorso ¢ affatto ovvio basta ricorrere alla rap-
presentazione analitica (1), od all’equivalente rappresentazione geome-
trica (*). No1 non staremo a svilupparle Ma accenneremo solo un po’
minutamente le pit semplict proprietd che st hanno per p=¢ =2,
proprietd che por s’estendono subito alle varietd di dimensione 27 e

d’ordne <2nn> appartenentt a [n(n + 2)] e rappresentant1 le coppie d

punti di due S, Tale cenno non ¢ solo utile per le apphiciziom alla
geometria di due piant o spazt . esso fornisce una rappresentagaone reale
dei punti complesss ds uno spagio qualunque , che ¢ la naturale esten-
sione della rappresentazione di una variabile complessa coi punti reali
di una sfera, e che sard pure esposta alla fine di questa Nota.

3. La varietd = del 6° ordine a 4 dimensiom appartenente allo
spazio S, e rappresentata da

(2) le = xlym (I; m=1I, 2, 3)

ha i suot puntt X rappresentau dalle coppie di puntt x, y prest nispet-
tivamente su due datt plami =, =’ (e aventt n questt per coordmate
nsp. le x e le y) Essa contiene due schiere co® di prant st ha un
pano della 1* schiera tenendo fisso x, uno della 2* schiera tenendo
fisso y. Per ognt punto di = passano due piani risp delle due schiere:
esst son congmuntt mediante un S, che sard quello famgenfe a X n
quel punto I piant dell’una schiera son punteggiat collinearmente (a
#' od a =) da quell dell’altra Ogn1 S, od tperprano (**) di S, 1l quale
passt pet un piano di ura schiera (ne tagha altri due n due retre che

(*) Del resto & chiaro che anche qui st & nel campo di ricerche (inaugurato
dal Veronese) sulle varietd degl’iperspazi generate da forme projettive

(**) Riservando la denonunizione di peano at pum ordinari od §,, st possoa
chiamare sperpran: di un S, 1 suot S,; a quel modo che gli spaz1 superior: a quello
ordinario st sen clhuamau perspy
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contengono due punti omologht nella collineazione der prant e quindr)
contiene pure un piano dell’altra schiela, e perd ¢ tangente a = nel
punto d’incontro der due pramt  Viceversa ogni iperplano tangente a
T m un punto contiene 1 due prant generator! uscentt da questo.

Indicando con a,, le coordmate di un tperprano tangente a = e
con x 'imagme su = del piano della 1* schiera contenuto 1 quell’s-
perpiano, dovrd I’equazione :

Z B le —= 0, Ossia Z &y XY = 0,

esser soddisfatta qualunque sia y, dal che s tiae subito :

3 A(@) =o,

indicando con A(a) il detcrminante cubico delle a,,. La (3) ¢ dunque
equazione di = come mviluppo d’iperpiam : essa mostra che X & d1 3*
classe (*)

4 La rappresentazione (2) di %, quando vi s1 assoggettno 1 punti
x, y a stare su due date rette di w, ®'. o quando a tale condizione
st obblight I’uno solo det due punti lasciando I'altro completamente li-
bero nel suo piano, st riduce alle rappresentaziont gid ricordate (n 2)
delle coppte di puntt prest da due rette mediante una quadrica, e delle
coppre di puntt prest risp. da una retta e da un prano mediante 1 puntt
di una M; appartenente ad S, — S1 hanno dunque per tal modo su
= oot quadriche ordmnarie, ognuna delle qualt rappresenta le coppie dt
puntt prest da due rette di =, ='. le generatrici rettilinee rappresentano
le coppte 1 cut un punto & fisso e ’altio percorre la propria retta E si
hanno su = due schiere «® di vareti cubiche a 3 dimensiom M}

(") I fatto che per un S, passano trc iperpiam tangentt a st pud vedere
altrt modi  ad es® considerando la superficic F6 dintersezione di quello spazio con
= (superficie che e stita studuita spectalmente dal sig Bordiga At Ist Veneto,
t IV, ser 6% 1836) Su essu guace un seiatero semplice per due lat oppostt qua-
lunque di questo passano due piam di schiucre opposte di 2 1 quah star(nno mn un 1per-
plano tangente passante per I'S., ece
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appartenenti a spazt S,. una varieta della 1* schiera rappresenta le cop-
pie xy aventt 1l punto x su una data retta di =, e contiene quind co'
piam della 1? schiera, mentre dagh co® della 2* & mcontrata secondo
le oo® rette generatrici, una varietd della 2° schiera rappresenta le cop-
pie per le quali 1l punto y sta su una retta data di =', ed & percidil
luogo di o' pimi della 2* schiera, ecc. Due varietd cubiche della stessa
schiera hanno un piano a comune. Due varietd di schiere opposte s
tagliano in una quadrica; e viceversa per ogm quadrica passano due
varietd cubiche delle due schiere

Quest’ultimo fatto trova un’utle applicazione Se st projetta = dallo
spazio S, di una sua quadrica sopra un S,, st vede facilmente che la
projezione sari generalmente univoca Orbene le due varietd cubiche
passanti per la quadrica st projetteranno secondo due rette 7, 7/, tracce
dei loro spazi; e precisamente in modo che i loro piani generatori si
projetteranno risp. net siagolt punti di r, 7'. In generale perd i piani
di = della 1* schiera, incontrando la 2* varietd cubica secondo rette,
si projetteranno nei piani di S, pissanti per 7', e simulmente i piant
della 2* schiera net puani di §, passanti per r La rappresentazione di
2 su S, si potrd effettuare niferendo projettivamente le due schiere di
piant dit = nsp. alle due retr di piant di S, passant per le rette fisse
7', r, e considerando come omologhi due punt di X ¢ §, quando
sono intersezioni di coppie omologhe di piani In altrt termuni st pos-
son rappresentare le coppie dipunti di =, %' sut punti di S, sosutuendo
tisp. @ quei due puani due reti (collineant a =, =') r, ' di prani e pren-
dendo come 1magine di una coppra di punu di =, =', cioe di una cop-
pia di puani dt 7, 7', 1l punto d’incontro di questt prant (¥)

5. Ritornando alle proprieth gid accennate delle varietd cubiche e
delle quadriche che giacciono m =, se vi mettiamo m evidenza gl

(*) Analogamente s1 posson rappresentare ad es° le coppie di punu di un S, ed
un S, su punti di un Sy, ricorrendo alle forme fondamenta't aventi per assi risp
un S,_, ed un Sp—y di questo spazio, Tutte queste rappresentazion: presentano perd
sulle nostre (di cm son projeziom) Pinconvemente di avere degh element: eccezio-
naly, e di non far corrispondere alle trasformaziont projetive der due spazi dat delle
trasformaziom projettive delle imagim
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spazi S, e S, a cu esse risp appartengono, risulta evidente una legge
ds duality per la quale quest spazt corrispondono rspettivamente a1
pant generatort ed agl S, tangentt di X Cosi al fatto che due piam
s’incontrano m un punto—e quindt stanno m un §, tangente —solo
se sono di schiere diverse, corrisponde 1l fatto che due S, d: schiere
dwerse si taghano 1 un S;—e perd giacciono in un iperpiano. E come
due S, di una stessa schiera s1 taglano m un prano di =, cosi due
paant della stessa schiera stanno m un S della nostra figura Questa
legge di duahta st verfica pure nella rappresentazione* come 1 piani
delle due schrere hanno (in un certo senso) per umagim 1 punti nsp.
di = e di #', cosi gli S, delle due schiere cornispondono risp alle rette
di quest1 due piani (*)

Ogni iperpiano passante per un S, di una schiera contiene pure
un S, dell’altra schiera, giacché contenendo una varieta cubica di = do-
vri segare questa secondo un’altra M]. Ne deriva che un S, passante
per un S, di una schiera taglia 2, fuori di quello spazio, secondo un
prano della schiera opposta, come viceversa un piano ed un S, dischiere
opposte (si tagliano in una retta e perd) stanno in un S,. Se dunque
st projettano da due S di una stessa schiera 1 prani e gl S della schiera
opposta, st avranno gl S, e gl’iperpiant omologhi di due res collmeari
Segue che le duc schiere dit S, riempiono una varetd cubica M), che
indicheremo con T, ognuna di esse st compone deglt spazt m cut st
segano gliperpiant omologhi di tre 1ett collmeart (avenu per sostegm
tre S, dell’altra schiera) E powché gli S, omolozht di queste ret st
taghano net puant di X, cosi questa sard una vareta doppia per T.—Si
not1 pot che liperpiano conglungente due S, di schiere diverse & tan-
gente a T lungo tutto I’S, d’incontro di quer due spazi, gl’iperprani
tangentt a T sono appuvnto quelll passantr per gl S, generator.

La dualitd fra = e T, ’'una come luogo e l'altra come mviluppo,
apparisce anche dalle 1appresentazion: analiuche, Invero se, analogamente

(* Un’una’ogt dua'ita ha luogo pu m generale per le varieta detn 1 e 2,
ed anzt per una clisse moto piu vista che abb-accia pure le varieta rappresentate
su un daty spazio S, del sutem dv tatte le M7, Cio st co'lega, come n cas1 par-
ticolart & gix stato notaio, con la relwzione genera'e di apolarsta (fra svaneta o fra

connesst qualunque)
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alle (2), pomamo
(4) B, = El N (,m=1, 2, 3),

stcché sard identicamente

ZEI le'”mym = Zalm le y

et

¢ chiaro che liperprano di coordinate E,, conterrd le due M cio¢ i
due S, imagmi delle rette §, v dt =, %/, ¢ st potrd quindt assumere
come mmagmne di questa coppira di rette Cosi mentre le coppie di punu
di =, =' sono rappresentate dalle (2) sui punti di X, varietd che come
mviluppo ¢ data dall’equazione (3), le coppie di rette di =, =' ven-
gono mediante le (4) rappresentate sugli oo* 1perprani tangent: a T, e
per equazione di questa, come luogo di punti «, si ha. similmente

alla (3)-
(S). A(@)=o0

6 Alla stessa varteti = o T s1 giunge se st vogliono rappresen-
tare linearmente cor puntt o cogliperprant dr S le reciprocitd fra =
e ='. Se uma tal reciprocitd, come connesso di punt o come connesso
di rette, & data dall’equazione

Z alm xlym =0,

z <>:hnzl N, = O,

ovvero

sicché, com’é noto,

=8A((z) . _ 9A(x)

oL
Im — ’ im = 3
" a alm " a Ly

st prenda come sua mmagime l'iperpiano a ovvero 1l punto « [che, m
forza di queste ultime relazion, sono mutuamente polar di 1° ordine
nispetto alla varetl mviluppo = (3) ed alla varietd luogo T (5)] Al-
lora alle reciprocitd per cut 1 punu x, y sono reciproct (connesst con-
tenentt elemenlo xy) corrispondono gl’iperprant a passanu pel punto
di coordmate X, =x,y,, ¢ cosi s1 ntrova £ In sostanza questo pro-
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cedimento equivale a stabilire la reciprocnd fra le due schiere di plam
di X considerate come forme di 2* specie (nferite nsp a =, ='): 1l
lnogo der punu d’intersezione det piant reciproct delle due schiere ¢ la
seztone di 2 coll’iperpiano a imagme della reciprocitd. Similmente le
coppte d1 rette rectproche di @, =' vengon rappresentate da 1perpiant
tangentt di T' (iperpiani delle coppie di S, reciproct) che passano pel
punto 1magine .

St vede subito come st rappresentano le reciprocith che degene-
rano come connesst di punti Quelle degener1 di 1* specie, cio¢ rndotte
ad una projetuvitd fra due fascr di rette di %, ', son tali che A(a)==o0
ed hanno per imagmm glliperpiamt tangent1 di 2, Quelle degenert di
2* specie si scompongono i due rette di =, =’ ai cut punu bisogna
assoctare come reciproct tuttt i puntt di %', w: esse hanno per ima-
gint gl’iperpiani tangenti di T'. Analogamente 1 punu di T e di = rap-
presentano rsp. le reciprocity che sono degenert di 1* o di 2* specie
constderate come connesst di rette (*)

7. Due reciprocith qualunque fra = e %', e quindi tutte quelle del
fascio da esse determinato, ove si considerino come connesst bilinear:
di punt1 hanno per mtersezione (coincidenza) una corrispondenza umi-
voca quadratica fra 1 punti di = e ='; e viceversa una tal corrispon-
denza st pud sempie considerare come I'intersezione di un fascio di reci-
procitd, Segue che su X le imagini delle corrispondenze univoche qua-
dratiche tra = e =’ sono le seziont fatte con glt S_. Ai tre 1perpiani
tangenu condottt 2 £ da un S, (n 3) cornspondono le tre coppie di
fasct projetttvi di rette che sono omologht nella corrispondenza qua-

(*) St osservi qu e nel seguito 'analogia fra queste rappresentaziom delle reci~
procita fra due piam e quelle delle coniche di un puno contenute i una ma Nota
(At Acc Touno, t XX, 1885) Constderizions tatorno alls geometria delle coniche
di_un prano ecc (affine a quellr del Veronese che citerd tosto) —Similmente ad
osservaziom 1v1 fatte s1 pud qui notare che la varieta = & P'imtersezione di o qua-
driche (M]) le polart det punti di Sg nispetto a T, e che quando Piperprano imagine
di una reciprocita passa pel punto che & imagmne di un’altra, sicché la quadrica po-
lare di questo punto mspetto a I' contiene 1l punto imagme della prima reciproata,
questa, considerata come connesso di punlz, & armonica 0 comugata alla seconda re-
ciprocitd considerata come connesso di relfe
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drauca. — Analogamente ght S, S,, ... di §; e le loro seziont con
S rappresentano 1 sistemt lineart oo’, oo’, . . di reciprocit) fra © e =’
e le loro interseziont Cosi la nota proposizione che da cinque coppie
d1 punti reciproct m una reciprocitd & 1n generale determinata una sesta
equivale 4l fatto che un S, congungente cingue punti di 2 tagha an-
cora questa varietd 1n un sesto punto Ecc

Ma 1l caso che a no1 importa rilevare & quello che si presenta
quando fra = e %' st abbia una collineazsone. Questa (come comncidenza)
¢ contenuta in oo reciprocith degenert (come connesst di punti) ctoé
in quelle costituite dalle projettivitd fra 1 fasci di rette omologhi della
collineazione, E viceversa due coppie di fasct projettivi di rette di =,
«', quando abbiano una coppra di rette omologhe comuni, generano
una collineazione. Dunque una collineazione ¢ rappresentata su X dalla
intersezione con due iperpamt tangenti, i qualt contengano una stessa
quadrica di 2, da cui st astrae; quell’imagine sard dunque una super-
ficie del 4° ordine, che dovendo stare precisamente su co” iperpiani (tan-
genti a X) apparterrd ad un S,. Questa superficie F* conterrd go” coni-
che corrispondenti alle oo coppie di punteggiate projettive contenute
nella collineazione , e sard percid una superficie ds FVeronese (*) Si
hanno cosi su = o® superficie si fatte : per quattro punti qualunque
di = ne passa in generale una determinata

8. Si ottengono immediatamente le trasformazsoni projettive di =
o T' in se stessa considerando quelle che ne dervano nelle due schiere
di piam o di §;, cio¢ le corrispondenti projettivita di ® e ',

Trasformando = mn se stesso con una collineazione, e similmente
=, si ottiene in S, una trasformazione collineare di = (e T) mn se
stessa, mediante cui ogni schiera di pram (o di §) si muta m se, Se
invece si trasforma = 1 %' caqn una collineazione, e =’ 1n = con un’al-
tra, si ha una 2* specte di collineazioni di =, le quali ci0é scambiano
fra loro le due schiere di pant (o di )

Una collineazione di 1° specie & volutoria quando le due colli-

(®) Vedi Veronese La supeificie omalorde normale del quarlo ordine ecc.
(Atu della R, Acc, der Lincer, XIX;, 1884), e la ma Nota cutata al n° prec,
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neaztom di = ¢ di =’ che le corrispondono sono anch’esse mnvoluto-
rie, cioé omologie armoniche Considerando 1 centr1 e gl asst di que-
ste st trae che un’involuzione di 1* specie di S, ha per assz un S con-
tenente due rette di = ed un S, contenente una quadrica ed un punto
fuort di questa

Una collineazione di 2* specie d1 = satd mvolutoria quando le due
collineaziom fra =, =' e fra %', =, ci0é fra le due schiere di piani di
=, sono iverse 'una dell’altra. E chiaro allora che le coppie di punti
omologht di =, =' rappresentano 1 punti umti i = Dunque (n. 7) una
collmeazione mnvolutoria di 2* specte di = ha su questa una superficie
F* di puntt umt, e perd ha per ass11’S della superficie ed un piano (*).
Cosi agh co® S, contenentt le F* di = sono associatt o’ ptani (che
corrispondono a queglt spazt per dualithd) —Se 1 plani =, =’ son sovrap-
posti, nisulta data una particolare collmeazione fra essi: la identitd, la
quale fard corrispondere ad una coppu qualunque xy di punti dt =,
%' la coppra yx di =, ' Quindi la geometria delle coppie di punti
dit un piano = st rappresenta su = m modo che due punti omologhi
d1 una certa involuzione di 2* specie di = rappresentano due coppie
fra loro mverse, e che una determmata F* rappresenta le coppie com-
poste di_puntt comcidentt Projettandola dal piano assiale di quell’m-
voluzione su un S, la varieti = verr} projettata dopplamente secondo
una M} 1 cut punt: rappresenteranno le coppte di punti di w senza pit
distinguere Pordine di questt s1 ritorna cio¢ a quella rappresentazione
delle coppte di puntt di un sol piano che gia si trova studiata net la-
vor1 del sig Veronese e mio, citatt dianzt —

Analogamente se st stabilisce una reciprocit su = ed una su =,
ovvero se st trasforma = 1 =' con una reciprociti ¢ =’ in ® con un’al-
tra, st vengono a mutare le coppte di punti di =, =' i coppie dt rette,
e qundi 1 puntt di T negl’iperpian: tangenti di T' e viceversa, e si
ottengono 1n S, le due specie di reciprocith atte a muture 2T, Le

(*) Gliperpiani passant per quel piano rappresentano 1l sistema hineare oo’ delle
reciprocita fra @ e 7! che non son mutate, o megho son mutate nelle loro inverse,
dalla data colineazione fra = e =/ La relazione fra una collineazione ed una recipro-
cita cost fatte & scambievole, il prodotto di una qualunque di esse per I'nversa del-
Paltra & una corrspondenza involutoria, cioe una polarita

Rend, Corc Matem , t V, parte 1 *— Stampato 1l 22 maggio 1891. 26



202 C SEGRT

recprocitd di 1* specie mutano ognt scluera di pianidi 2 nella schiera
omonmma di S, di T', mentre quelle di 2* specte fanno uno scamb:o
fra le 1° e le 2¢ schierc Una reciprocitd di 1* specie & mvolutorna, e
precisamente la polaritd rispetto ad una quadrica, se le due reciprociti
di = e di =’ sono esse stesse delle polanta, una reciprocitd di 2* spe-
cie invece quando proviene da una sola reciprociti fra = e =' (conla
intversa fra ©' e )

Una reciprocitd di S, ha per luogo di puntt umu una quadrica M7
Ora se essa & di 2 specie, c10é determina una reciprocity fra la 1* e
la 2* schiera di puani di =, i luogo der punt: d’incontro det piani re-
ciproci sari, come sappiamo, l’mtersezione di = con un iperpano, e
similmente il luogo delle intersezion: dei prani reciproct nella recipro-
citd the quella di §; determina fra la 2% e la 1* schiera Ne segue che
nel caso di una reciprocitt di 2* specie la detta quadrica tagha = nelle
variet} secondo cur questa & segata da.due iperprani. Se pot la recipro-
citd di 2* specie ¢ una polaritd, questt due iperpiani comncidono, e la
quadrica fondamentale sari tangente a X lungo P’intersezione di questa
con un iperpiano.

9. Se la varietd £ (o T) & reale, essa pud presentare due casi
distinti, quello sperbolico e quello ellsttsco (*) —Se ognt schiera di piani,
e qundi di S, & conwgata di se stessa, come interseziont degh S
coniugati (o come congrungent: 1 plant coniugati) sl avranno m ognt
schiera infinid prani (od S) reali, si che per qualunque punto reale di
Z (o di T) passerd un piano (od un S) reale di ogni schiera

Se invece le due schiere di prant (e quindi quelle dt ;) sono fra
loro conwgate, tutti 1 prant di = (e tutn gl S di T) saranno imagt-
nari, ma ognuno incontrerd 1l coniugato m un punto reale dit = Ne

segue che gl’mnfimt: punt1 reals dt = corrispondono univocamente senza

(*) Quest: due cast s1 ottengono, nella rappresentazione parametrica (2) di E,
supponendo o che 1l sistema dr riferimento delle coordinate X;,, s1 compongt di ele-
ment: tutt: Teali, oppure sia tale che per punt reali si abbia sempre la X, coniu-

gata ad X,,; —Anche per le varieta d’ordine ( 2:) con due schiere o®dt S, (v. n 2)

s1 hanno due cas1 analoght da distinguere quando son reali ed hanno punt: reali (se
n & impar1 possono esser reall ma con tutti 1 punti 1magmari)
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eccezione agl’infimtt piant della 1* schiera (o della 2*) su cut essi
stanno, e qundt anche agl’mfinitt puntt di =. Una varseta = ellsttica
serve per 1appresentare cor suor punts reals tuthr gl elements (complessi)
ds una forma fondamentale di 2* specie, ad esempro tutts 1 punts (com-
plessi) di un prano, a quello stesso modo che un’ordmaria quadrica
ellittica, una sfera, serve per 1appiesentare gh element: complesst di una
forma fondamentale semplice Si pud anzi dire che quella rappresenta-
zione contiene questa. m quanto che 1 puntt di una retta di =, cioé
1 pam di una M] della 1* schiera di =, hanno per imagint 1 puntt realt
di una quadrica ellitica (mntersezione di quella M con la coniugata).

La iappresentazione reale der punti complesst di un piano che noi
cosi ottentamo ¢ appunto una di quelle a cui io alludevo nell’intro-
duzione ad un Saggio su Un nuovo campo ds ricerche geometriche publi-
cato net vol. XXV e XXVI degh Attr dell"Acc di Torino (*). Con
essa gl entt complesst speralgebris di cut iv1 & mcomincato lo studio
st rappresentano medmante le curve, superficie e varietd triple, algebrs-
che e real, giacent1 su = Le nasformaziom projettive di =, e quindi
della 1* schiera di piant di = (unendovi le projettivitd coniugate nella
2* schiera) , son rappresentate dalle uasformaziont projettive reals di
1* specie (v n 8) dt =, sicché la geometria projetirva del prano si r1-
specchia nella geometria projeitiva REALE di X, ove perd st ponga a base
1l gruppo costituito dalle sole projettivity di 1* specie

Quanto alle trasformaziont projettive reals di 2* specte d1 = in se
stess1 st vede subito che esse rappresentano quelle cornispondenze nella
1* schiera di pramt (0 su =) che st posson considerare come prodotti
di corrispondenze projettive (fia la 1* e la 2* schiera) e del conmugo,
clod le corrispondenze che m quel Saggio ho studiato sotto 1l nome

(*) Un’altra rappresentazione, cor punti reali di S, st otuene subito se per forma
fondamentale di 2* specie s1 assume la rete der puum di S, passant per una retta r
completunente 1magmaria, e si prende per unigme di ogm piano l'unico suo punto
reale Lssa s1 pud anche considerare come provemente dal projettare la 2 ellitca

dallo spazio di una sua quadrica reale, cfr n 4 (Rappresentaziom analoghe de1 punu
- 2n
complesst ditn $, sw prnu realidi un S,,, ovvero diuna varieta reale d’ordine ( n )

appartenente 1 [#(rn - 2)] ¢ analoga all1 2 ellitica, s1 wvrebbero immediatamente).
Su c10 e su cose affimi ntornero m un altro lavoro
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duv antiprojettsvstls (anticollineazion: ed antireciprocstil) Le anticollineaziont
involutorie del piano hanno mfimti pantt uniti costituentt le catene dop-
pre: imagim di queste (ed 1n particolare dell’msieme der punti real,
se 1l piano & reale) saranno dunque (n 8) le supeificie F* di Vero-
nese, reali, giacent: su X Le antirectprocitd mvolutorie od antipolarita
saranno invece rappresentate dagl’iperpuant (o dar punt) realt di S, e
quando ’iperpiano imagine sega = i punti reali , Pantipolaritd avrd
un’spercomica fondamentale, cioé luogo di punt: umiti, rappresentata da
quella sezione spaziale di = Cosi le questiont sut sistenm limeart d’1per-
coniche, e sulle ntersezion: di quest: semplict ent: rperalgebrici, che son
studiate nel Saggio ctato, diventano pill mntwitive quando si trasportino
su 2, riducendost allora a problemt sulle sezicnt spaziali di questa va-
rietd. Ad esempio da un’osservazione faita alla fine del n 8 intorno
ai puntt umtt di una reciprocitd di 2* specie di X s trae subito che
se un’antireciprocitd non mvolutoria di = ammette der punti unmu, que-
sti (hanno le loro magini su due sperpiant coniugat, cioé su un S reale,
e perd) costituiscono 'intersezione d1 un fascio d’1percomche Ecc ecc

Tonuao, apnle 1891,
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