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Der vorliegende Aufsatz bildet die Einleitung und nothwendige 
Grundlage zu einer eingehenden Untersuehung gewisser algebraischer 
ZahlkSrper, deren Ergebnisse ich in einem folgenden Aufsatze aus- 
ffihrlich mitzutheilen hoffe, fiber die abet schon hier einige vorl~iufige 
Angaben Platz finden mSgen. 

Die Resultate beziehen sich zuniichsg auf einen imagin~iren 
quadratischen KSrper, ffir den bis jetzt allein die n5thigen Hilfsmittel 
bereit sind, wiewohl es wahrscheinlich ist, dass die ganze Theorie einer 
wesentlichen Verallgemeinerung f'~hig ist. 

Aus einem quadratischen KSrper (mit negativer Grundzahl) liisst 
sich eine Kette hSherer KSrper ableiten, die gewissen Zahlengruppen 
in dem quadratischen KSrper entsprechen. Der erste unter diesen 
K5rpern ist der aus der eomplexen Multiplication der elliptisehen 
Funcfionen bekannte Classenk6rper, dessert Galois'sche Gruppe tier 
Gruppe der Idealclassen im quadratischen KSrper isomorph ist; daran 
schliessen sich die gleichfalls in der Theorie der complexen Multipli- 
cation vorkommenden KSrper~ die in gleicher Weise den Gruppen der 
Idealclassen in den versehiedenen Ordnungen des quadratischen KSrpers 
entsprechen, die ich die Ordnungsk6rper nennen will. Diese sind 
relativ Abel'sche KSrper in Bezug auf den gegebenen quadratischen 
KSrper. 

Ueber jedem dieser KSrper giebt es dann wieder eine unendliehe 
Zahl bSherer KSrper, die in Bezug auf einen dieser OrdnungskSrper 
Abel'sche sind ; diese KSrper erhiilt man aus der Theilung der elliptischen 
.Functionen mit einem singuliiren Modul und sic sollen daher Theilungs- 
k6rper genannt werden. Der Theiler, den ich den Modul dieses 
K5rpers nenne, kann dabei ein beliebiges Ideal des quadratisehen 
KSrpers sein. 

Um die Entstehung und gegenseitige Beziehung dieser KSrper 
deuflich darlegen zu kSnnen~ sind die in der vorliegenden ersten Arbeit 
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gegebenen Ausffihrungen nothwendig, deren Bedeutung besser erkannt 
wird, wenn sie gleich allgemein, ftir beliebige KSrper durehgeFtihrt 
werden. Ieh mache bier sehon auf die allgemeine Definition der Genera 
oder GeseldecMer (w 6) aufmerksam, die eine welt tiefer gehende ist, 
als die in w 13 des zweiten Bandes meiner Algebra gegebene*). 

Die erste und wieh~igste Frage, der sieh die weitere Untersuehung 
zuwenden muss, ist die Gradbestimmung dieser KSrper oder die 
Irredueibilit~it der die KSrper definirenden Gleichungen. Als Hilfs- 
mittel fOx diese Untersaehung hat sich bis jetzt nut eines in allen 
F~llen als wirksam erwiesen, was bereits in der Kreistheilungstheorie 
gute Dienste that ,  und das sich auf die Diriehlet'schen Formeln fox 
Classenzahlen stfitzt ~*). 

Mit jedem solchen IrredueibiIi~tsbeweis ist zugleieh der Beweis 
eines Sakes fiber unendlieh viele Primideale in einer gewissen /deal- 
gruppe gegeben, wie mit dem entsprechenden Beweise der Irreducibilit~t 
der Kreistheilungsgleichung der Satz yon den unendlich vielen Prim- 
zahlen in einer arithmetischen Progression***). 

Der relative Grad eines OrdnungskSrpers in Bezug auf den KSrper, 
der ausser den rationalen Zahlen beliebige Einheitswurzeln entb~lt, 
ergiebt sieh auf diesem Wege gleieh der Anzaht der in dem Haupt- 
gescbleeht enthaltenen Idealelassen, und daraus erh~lt man zugleieh 
aufs Einfachste den Beweis des Diriehlet'sehen Satzes, dass dutch jede 
quadratische Form unendlieh viele Primzahlen darstellbar sind, die 
zugteieh in einer gegebenen mit den Char~kteren der quadratisehen- 
Form vertriiglichen Linearform enthalten sind. (Freiliehbis jetzt nur fiir 
negative Discriminanten.) Dieser tiefere Zusammenhang des Diriehlet'- 
sehen Sa~es~ der bisher ziemlieh unvermittelt auigetreten ist, mit der 
Theorie der quadratischen KSrper und der yon Kroneeker entwiekelten 
Zerf~llung der Classengleiehung in der eomplexen Multiplication dutch 
Adjtmetion gewisser Quadratwurzeln, is~ mir  besonders iiberrasehend 
und interessant gewesen. Es folgt daraus, dass eine-weitere Zers 
der Classengleiehung, selbst naeh Ad~unction beliebiger Kreistheilungs- 
zahlen unmSglieh ist. 

Der Relativgrad eines Theihmgsk5rpers in Bezug auf den zu Grunde 
gelegten OrdnungskSrper~ der einen realen oder idealen Modul m hat, 
ist gleieh der Anzahl zu m theilerfremder, naeh m ineongruenter 
Zahlen, getheilt dutch die Anzahl der naeh dem Modul m ineongruenten 
Einheiten des KSrpers (die letztere Zahl ist beim imaginiiren quadra- 

*) Weber, Lehrbuch der Algebra, Braunsehweig 1894, 1896. 
**) Wahr~ hat Kroneeker dies oder ein sehr verwandC~s Beweis- 

mittel in der Theorie der eomplexen Multiplication angewandt (Monatsberieh~o 
tier Berliner Aeademie 26. Juni 1862). 

***) Vgl. Algebra, B& II, zweiter Nachtrag. 
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tischen Kbrp~r im allgemeinen ~--2, in zwei bekannten speciellen 
F'~llen ~ 4 oder ~- 6.) 

Mit diesem Beweise ist der Beweis eines neuen Satzes fiber ua- 
endlich viele Primideale verbunden, der geradezu als eine Veratl- 
gemeinertmg des Satzes yon den unendlich vielen Primzahlen in arith- 
metischen Progressionen aufgefasst werden kaan. Wenn man n~mlich 
die Ideate des quadratJsehen KSrpers in der Weise in Classen ~eil~, 
class zwei Ideale nur dana in eine Classe aufgenommen werden, wenn 
ihr Quotient eine nach dem Modul m mi~ einer Einheit congruente 
Zahl ist, so ergiebt sich, dass in jeder dieser Classen uneadlich viele 
Primideale ersten Grades vorkommen; und darin ist als specieller Fall 
der Satz en~halten, dass dutch eine Linearform a~ -[- fl, in der e, fl, 
feste ganze Zahlen ohne gemeinsame Theiter und ~ eine v~riable 
ganze Zahl des quadra*ischen KSrpers bedeuten, unendlich viele eom- 
plexe Primzahlen dargestellt werden kSnnen. 

Die so gewonnenen Resul~ate bahnen den Weg zu einer genaueren 
Untersuchung der Grundzahl und des Grundideals des ClassenkSrpers, 
die ursprfinglich das Z[el der ganzen Arbeit hfldete, insbesondere zum 
Beweise des yon Kronecker vermu'~heten Satzes, dass das Partial- 
grundideal des ClassenkSrpers in Bezug auf den gegebenen quadra- 
tischen KSrper gleich 1 ist. 

Ieh stfitze mi~h auf die Da~stellung der Theorie der algebraisehen 
Zahlen~ die ich im zweiten Bande meines Lehrbuehes der Algebra 
gegeben habe. Ausserdem ist aber aoeh eine Reihe yon S~tzen-fiber 
die Theilang der ~lliptischea Functionen efforderlich, die noch wenig 
oder gar nich~ bekannt sind, die daher auch noeh abgeleitet werden 
mtissen. Dies aber muss anf eine spiitere Abhandluag verspart werden. 

w  

Abol'sc~he 6rappen. 

Es sei G eia System irgend welcher Elemente 

r , . . .  (G) ,  

die eine endliche oder anendliche Abd'sct~e Gruppe bilden, so dass sieh 
aus zwei Elementea a~ /~ des Systems ein bestimmtes drittes ableiten 
l~isst, das mit a/~ bezeichnet wird, also etwa 
(2) - -  

dass bei dieser Zusammensetzung das associative und das commutative 
Gesetz 

gilt, dass endlich, wean e~, 7 gegeben siad, immer ein Element 
28* 
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gefunden werden kann, was der Bedingung (I) geaiigL Dies Element 
bezeiehnen wir mit 

(3) ~ = ~ = 7 : ~ .  

Es folg~ dana, dass es ein Element 1 in G giebt, das f~ir jedes a der 
Bedingung 1. a=---a. 1 =--a genfigt, und dass die Regeln des Rechnens 
in dieser Gruppe genau fibereinstimmen mit den Regeln der Multipli- 
cation und Division im Zahlenreieh (ohne die Null). Demnaeh werden 
wir auch die Ausdriieke Product and Quotient ffir die Verbindangen 
aft und 7 : a brauehen. 

W.enn A, 33 irgend zwei Theile yon G sind (Gruppen oder nieht) 
so vers~ehen wit unter dem Product A B  das System der Etemen~ aft, 
wenn a alle Etemente yon A,  ~ alle Elemente yon 33 dutch]Ruff, 
wobei ein Element, was mehrmals in der Form a• dargestellt werden 
kann, nut einmal in A33 aufgeaommea wird. (Composition der Theile, 
Algebra Bd. II,  w 4). Is~ A eine Gruppe, und 33 ein Theil yon .4, 
so ist hiernach A ~  AB .  Sind A and 33 zwei Gruppen, so ist aueh 
A33 eine Gruppe, die das kleins~ gemeinsehaftliche Vielfaehe yon 
A and B genannt wird. Aber auch der Mirzere Ausdruek ~Produ~ 
vo~ A and 33" ist nieht misszuverstehen, und soU daher in der Folge 
gebraueht werden. Wean die beiden Systeme A,  33 gemeinsehaftliehe 
Elemente haben, so bilden diese ein Sys tem/) ,  das der Durchschnitt*) 
yon A und B heisst. Ein solcher Durehsehnitt ist immer vorhanden, 
wenn A und 33 Gruppen sind, da sie ja dann wenigstens die 1 gemein 
haben, und D is~ dana selbs~ wieder eine Gruppe. Zwei Gruppen, 
die nut das Element 1 gemein haben, heissen theilerfremd oder 
relativ prim. 

Ist A eine Gruppe, und sind O, a irgend zwei Elemente aus G, 
so haben die beiden Systeme oA, aA entweder kein einziges Element 
gemein, oder sic sind ganz identiseh. 

Die Sys~me oA heissen die Nebengrulopen zu A. Zwei Elemente 
aus G, die in derselben Nebeugruppe vorkommen, heissen iiquivalent 
hack A. Aequivalente Elemente sind aueh dadureh definir~ dass ihr 
Quotient in A enthalten ist. 

Es seien jetzt A and B zwei Gruppen in ~ yon der Art, dass 
able Elemente yon .B zugleieh in A enthal~en sind, wofiir wir aaeh 
sagen, class 33 e/n The//er yon A /st. 

W~hlt man die Elemente a, a ,  a , . . .  aus A so aus, dass unter 
den in A en~alt~nen Nebengruppen 

*) Indem ich den Ausdruck .Du~eJ~mitU' start des l~ngeren ,,grSsster 
gemeinschattticher Theiler" brauche~ folge ich ei~em Vorschlag yon Study. 
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(4) ~B,  ~ 'B .  ~ " B ~ . . .  

niemals zwei jdentisch sind, so sind zwei F~lle mSglich: 
1) Die Reihe (4) bricht nach einer endlichen Anzaht yon Gliede~n 

ab. Dana zerN.llt A in eine endliehe Anzahl yon Nebengruppea a iB, 
deren Zahl wit den Index des The//ers /~ yon A nennen und mit 

(5) j (A,B) 
bezeichnen. Wir setzea nach ether yon Galois gebrauehten Bezeichnung 

(6) A = aB + a ' B  + a"~B + . . . .  ~ a / /  

und nennen a~ a', a" ein volles t~eprtisenta~tensysCem yon A nach B. 
In diesem Fal]e heiss~ .B ein Thefler yon A yon endliehem Index. 

2) Die Reihe (4) brieh~ nicht ab. In diesem Falle geben wir 
dem Zeiehen (A, B) die Bedeutung 
(7) (A,  = 0 
und nennea B e/hen Theiler yon A ohne Index oder yore Index 1gull. 

Is~ /~ ein Theiler yon A yon endlichem Index~ so biliten die 
Nebengruppen (4) Unt~r sich eine endliche Abd'sche Gru2_~e, wenn wir 

a B a ' B  -~- aa 'B  

se~zen~ well das System aa' :B ja aueh unter den Nebengruppen (4) 
vorkommt. Diese Gruppe kann der Quotient yon A dutch /~ genannt 
und mit AI/~ bezeichnet werden (Algebra, Bd. II,  w 4). Der Grad 
dieser Gruppe is/s gleieh (A~ B). 

Wean zwei solehe Gruppen A[B und A'[B' isomorph sind (ein- 
stufig) so setzen wic auch kurz 

A I B  = A'IB'., 

was zur Folge hat, class auch (A, B)~--(a ' ,  B') ist. 
Wir beweisen zuniiehst eine l~eihe yon Siitzen fiber Gruppenflteiter: 

I. Ist t l  ein Theiler yon .A und C ein Theiler yon 1~ 
so ist auch C ein Theiler vo~ A ~nd 

(a,  C) = (A, B) (B, C). 
Denn jede Nebengruppe a B  zerf~llt in ebenso viele Nebengruppen 
a~C ~ a 'C als B in Nebengruppen t i c  zerNllt. 

Es ergiebt sich daraus, dass, wenn (A, C) yon Null verschieden 
ist~ keine der Zahlen (A, ~B), (:B, C) gleich Null sein kann. 

II. Ist t~ ein Theiler yon A,  u~M C so beschaffen, dass 
B der 1)urchschni# yon A und B C ist, so ist 

(AC, B e )  = (A, B) .  

Wean n~alieh aB und a'.B zwei verschiedene Nebengruppea zu 
B sind, so kSnnen die Nebengruppen a B C ,  a ' B C  nut dana iden~eh 
sein, wenn a:a" in B C  enthalten ist. Wenn nun abet, wie voraus- 
gesetzt, B der Durchschnitt yon A und B C  ist, so mfisste hiernach 



438 It. W,~ER. 

r in .B enthalten, also a.B und a ' •  nieh~ verschieden sein, wie 
doch angenommen war. Die Anzahl der yon einander verschiedenen 
Nebengruppen a ~ C  ist also gewiss nicht kleiner als die hnzahl der 
a B ,  und folglieh ist (AC,  JBC)~--0, wenn (A, B ) ~ 0  ist. Ist abet 
(A ,  B) you Null versehieden, so ist 

A ~-- ~ a B ,  A C ~  ~,~BC,  

woraus sich die Formel II ergiebk 
Die im Satze II fiber C gemachte Voraussetzung ist immer effiillt, 

wenn U ei~ Theiler yon B ist, oder wenn C theiterfremd ~u A ist. 
Daraus ergieb~ sich leicht der Satz: 

III. 1st B ein TheaTer yon A und B,  ein Theiler yon 
A1~ und ist A 1 reZativ prim zu A~ so ist 

( A A , ,  B/~,) = (A, B) (A,,  ~ ) .  

Die Voraussetzung involvirt zugleieb, dass .B thefleffremd zu A, ist, 
und demnach ergiebt sicb durch zweimalige hnwendung des Satzes II. 

( A A , ,  B A , )  ~ (A, B) ,  

( B A , ,  B B , )  = (A,, B,)  

und daraus nach I die zu beweisende Formel. 
IV. Ist A" ein Theiler yon A yon der Art,  dass 

(8) A = ,~ '~,  

so ist, wenn B'  der Durchschnitt yon A" und 1~ ist 

(A, B) ~ (A', 2~'). 

Die u (8) besag~ niianlich, dass in jeder Nebengruppe a ~  
ein Etemenl aus .4" vorkomm~, dass also, wenn a ~  eine beliebige 
Nebengruppe zu JB in A ist, man immer eine a '  in A' finden kama, 
so dass a B  ~---a'B wird. Sind dann a,'.B, a2".B verschiedene Neben- 
gruppen zu B in A ,  so sind al 'B'  , a2"jB' verschiedene Nebengruppen 
zu B' in A' and mngekehrt. Daraus ergiebt sieh unmit~etbar unsere 
Formel. Wit sprechen noeh den folgenden~ hieraus fliessenden Satz aus: 

V. ]~eduvirt man G auf  einen Theiler G" und ~ind 
A', ~" die 1)urchschni#e yon G" mit A und B ,  so ist unter 
der Voraussetzung, class A ~- A ' B  ist, d. h. dass in jeder 
Nebengru~e a B  ein ~lement aus G'  vorkommt, 

(A, B)  = (A ,  ~ ) .  

Ist j-~-(._4, J~) yon Null versehieden, so is~ in der Gruppe AtB  die 
Grapim B selbs~ das FAnheiiselement. Naeh eiaem bekannten Satze 
der Gru~pentheorie is~ daher die jt~ Potenz einer jeden NebengrulSpe 
a B mi~ B selbs~ identisch. Wir formuliren dies uls seehsten Satz~ 
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V]. Isr der Index j vo~ ~ i~ t~e~ug a~f A van NUU 
verschieden, so ist die jt~ Potenz nines jeden Elements a yon 

�9 A in B entha~n. 
Wit machen noch den 

Z u s a t z .  Wenn a ~ die .niedrigste 1)otenz vo~ a ni t  
positimen Ex, ponenten imt~ die i~ B entlmlten ist, so ist k ein 
Theiler yon j .  

w  

Potenzgruppen. 

Ein Element der Gruppe G, yen dem eine Potenz mi~ endlichem 
Exponenten ~-1 wird, kSnnen wir eine .F_a'nheitswurzel (in G) nenmen. 
Nehmen wit nun ein Element a 1 in G~ welches keine EinheiL~wurzel 
ist, so bilden die Potenzen aT, , wenn x I alle positiven und negativen 
ganzen Zahlen durchliiuft, eine unendliche Abel'sche Gruppo A 1. Wit 
nehmen nun, wenn es mSglich ist, ein zweites Element a 2 yon der 
Art, dass ~ nur ffir x2 -~- 0 in A 1 enthalten ist, und erhalten in der 
Gesammtheit der Elemente a~,a~ eine neue Gruppe A 2. So fahren wir 
for~ und bilden eine Gruppe Am indem wir in 

Xl ( i )  ~ = ~ r . . .  ~"., 
die Exponenten xl, x ~ , . . . ,  x,~ nile ganzzahligen Werthe durchlaufen 
lassen. Es ist hierbei- ffir jedes m vorausgesetzt, dass u nut dann in 
Am-1 enthaRen ist, wenn x~ ~-~ 0 ist. Daraus folgt, dass zwei Ele- 
mente a n i t  versehiedenen Exponenten x niemals einander gleich sein 
kSnnen, lind dass in allen Gruppen Au keine Einhei~swurzel ausser 1 
vorkommt. 

Die Gruppe Am mSge eine :Potenzgruppe heissen. 
Das System 

(2) a~, a_+ . . . .  , ++,,, 
heisst eine .Basis der Gruppe A,~. Wena nun 

t~, ~ , . . . ,  ~, 
gleichfalls eine Basis yon 21,, ist, so kSnnen wit ohne Beschr~nkung 
der Allgemeinheit n ~ m annehmen, und da die /$ selbst der Gruppe 
A~ angehSren, so lassen sich die Exponenten a~,~ so bestimmen~ dass 

fl,+ ~ -'l~al's fX; 2'.~a " ' "  ~'alaCtz:,,+ 

wird, und damn ist, wean Yl, Y~, " " ", y" die Exponenten des Elementes 
a ffir die neue Basis bedeuten 

(3) ~ ,  ~ -  a,.,~ v~ + �9 "�9 + a . , .  y . .  

Naeh den Beg~ciff der Basis miissen, wenn die x~ = 0 gesetzt werden 
auch die y, si~mmtlich versehwinden. Es muss also ~ m ,  und 



folglich nach unserer Voraussetzung n ~ m sein. kusserdem muss die 
Determinante 

ja.,,t ~ -  z ; •  at1 a 2 2 . . ,  a . .  
yon Null verschieden sein. Da sich aber ftir ganzzahlige Werthe yon 
x~ aus (3) immer ganzzahlig~ y~ ergeben mtissen, so muss nach einen 
bekann~en Deberminantensatze 

lar,,I---~ ~___ 1 
sein. 

Die Zahl m ist also ffir die PotenzgTuppe A~ invariant und soll 
tier l~ang der ~oten~gruppe genannt werden. 

Wit  beweisen folgenden Satz: 
VII. Jeder Theiler J~ der t~oten~grup.t~e A~ ist selbst 

Polenzgruppe yon nicht ldiherem l~ang als m, Sind die 
Durchschnitte 

(4) B , ~ , / ~ _ , ,  B,,,_~, . . .  1 
yon B mit A~, A, ,_~ Am-~,.  . .  1 alle yon einander ver- 
schieden, so ist tier t~ang yon YB gleich m, und tier Index 
(A~, B~) ist yon ~ul~ verschieden. 

Um diesen Sa~z zun~chst ftir m ~- 1 zu beweisen, bezeiehnen wir 
mit~ (a) die aus allen Potenzen irgend eines Elemenf~s a bestehende 
Potenzgruppe ersten Ranges. Isr nun ~ ein yon 1 verschiedener, 
Theiter yon (a), so ~eb~ es eine gewisse kleinste positive Zahl b fiir die 

in/B enthalten ist und dann ist JB die Po~enzgmppe (~). Zugteich isr 

(~) ~- (~) + ~(~) + " "  + ~-~(t~) 
also der Index 
(5)  = b .  

Nun k5nnen wir den allgemeinen Beweis unseres Satzes dftrch voI1- 
st~ndige Induction fiihren. 

Ist .B ein Theiler yon A~, so kbnnen wir m so klein annehmen, 
dass B ~ - B ~  nicht zugleich Theiler yon A~-I ist. 

Es giebt dana eine gewisse kleinste positive Zahl b~ yon der 

Besehaffenhei~, dass %~m in der Gruppe ~ A ~ _ ~  en~alten /st, and 
jeder andere Exponent x~ fttr den a~ in dieser Gruppe enthatten is~, 

ist ein u yon br,~. 
Se~zen wit also 

und bezeichnen mi~ ~ irgend ein Elemen~ aus ~,~, so gicbt es einen 

Exponenten y~ so dass ~t6~, ~ in A~_l und folglieh auch in ~,_~ end- 
baleen ist. Daraus folgt 

(6) ~ ---- (t~) ~ - , .  
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Da nun ~,~ nut flit y == 0 i n / ~ - 1  enthalten ist, SO folgt, wenn Bm--i 
berei~s als Potenzgruppe nachgewiesen ist, dass auch B~, eine Potenz- 
gruppe yon einem an 1. h5heren Rang als /~m-1 ist. 

Under der in VII gemaeh~n Voraussetzung ist B,~_2 yon B~-t 
verschieden~ und folglich ~m-1 nicht in A~_2 enthal~en. Wir n~hmen 
demgem~ss als bereits erwiesen an, dass (A~-I,.B~--1) yon Null ver- 
sehieden is t. 

Nun ist 
(7) A~ = (~)A~.~ 
and da ( ~ )  theileri~emd zu ~ - 1  is~, so ergieb~ sieh nach dem'Satze HI 
aus (6) und (7) 

( ~ ,  ~ )  = (~_t ,  ~_~) ((~), (~)) 
und folglich naeh (5) 
(8) (An,, B~) = b.,(A~_~, B.,._~), 
wodureh das Theorem VII bewiesen ist. 

Ueber die Bestimmung des Index kSnnen wir noch hinzuffigen: 
Sind 

die kleinsten positiven Zahlen, ftir die die Potenzen 
bt ~ ,  ~ = ' ,  , . . ,  ~ 

in 
B,~.d~-l, B,~-I Am-4, . �9 B1 

enthalten sind, so isi 
(9) (A,,, B,~) -~- b, b ~ . , .  b~. 

w  

Zahlengruppen und Idoalgrappon in einem algebraischen K~rper. 

Die s~immtlichen Zahlen eines algebraisehen K~rpers f~ mit Aus- 
schluss der Null, bilden, wenn die wirkliehe Multiplication und Division 
als Regel der Zusammensetsung gilt, eine Gruppe Qo yon der in w 1 
betrachteten Ar~ die wir jetzt eine Zahlzagru~pe nennen woUen. Jede 
Zahtengruppe enthlilt die Zahl 1. Nine solehe Zahlengruppe ist aueh 
das System der in ~ enthaltenen Einheiten und diese Gruppe sell 
durchweg mit ~ bezeichnet werden. 

Eine Gruppe wird auch noeh gebildet yon den s~immtliehen Ein- 
heitsfunctionalen*) des KSrpers Q~ und diese Gruppe bezeichne ieh 
mit ~ .  Isr dann (p irgend ein ganzes oder gebrochenes Functional 
in KSrper Q, so ist 

*) Algebra, Bd. II~ w 138. 
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ein Ideal in Q, und dies Ideal ~indert sich night, wenn ~ dutch ein 
associir6es Functional ersetzt wird. Wir sagen, das Ideal a wird durch 
das Functional r erzeuyt. Ist r eine Zahl, so ist a ein Hauptideal. 

Die Ideale des KSrpers Q bilden eine Gruppe, wobei die Multi- 
phcation und Division der Ideale als Compositionsgesetz gilt. Eine 
solche Gruppe soll eine Ideatgrup2e heissen. Die aus allen Idealen 

yon f~,gebildete Gruppe bezeichne ich mit Q0. Die Hauptidea~e in 
bilden gleichfalls eine Idealgruppe, die mit ~-Qo zu beze'ichnen ist. 

Zwei Ideale a, ~ sind nach •Qo iiquivalent~ wenn der Quotient a : b  
ein Hauptideal ist, oder, was dasselbe ist, wenn der Quotient der sic 
erzeugendeu Functionale ~ ,  ~p mit einer Zahl associir~ ist. Die Neben- 

gruppen zu l~Qo in Qo sind die Idealclassen. Da nach einem Fuada- 
mentalsatz der Ideal~heorie die Anzahl dieser Classen endlich ist, so 
ist der Index 

h =  Qo) 

immer yon Null verschieden. Er heissg die Classen~ahl des KSrpers Q. 
Man kann die Ideale a~, a~, . . . ,  a~ in Q so ausw~ihlen~ dass 

(3)  e o  ~ a ~ o  -{- a2Qo + �9 �9 �9 -~  ahQo 
wird. 

Ist 6 eLae in Qo enthaltene Idealgruppe mad 0 der Inbegriff der 

Zahlen ~ ,  deren Hauptideale ~ in 0 enthalten sind, so ist ~--0 die 

Gruppe der in 6 enthaltenen Hauptideale, und 0 ist eine in Qo ent- 
haltene Zahlengruppe. Wenn nun noch die Bedingung 

(4) Q~ = O ~  
erffillt ist, so ist nach dem Satso w 1, V 

(5) h = 

Die Bedingung (4) besa~,  dass in jeder Idealclasse (3) ein Element 

aus O vorkommen muss, und diese Bedingung ist nach einem be- 

kannten Sa~ze der Idealtheorie z. B. dann erfiillt, wenn 0 die Ge- 

sammtheit der Ideale in O und folglich 0 die Gesammtheit der Zahlen 
in Q bedeutet, die zu ei~em gegebenen Idea~ ~ relativ prim sind*). 

Ist O" ein Theiler der Zahlengruppe O, so isl E 0 '  Theiler yon 

~ 0 .  Ist a irgend ein Ideal in O, so nennen wit das System nO" 
eine Idealdasse nach 0", und es ist eine wichtige Aufgabe, die Classen~ 
zahl nach 0', d. h. die Zahl 

*) Unter Zahlen oder Idealen, die zu einem gegebenen Ideal ~ relativ prim 
zind, verstehe ich solche Zahlen oder Ideale, die, bei ihror einfemhsten Dar- 
stellung dutch Idealbrfiche, -weder im Z~fler, noch ira Nenner mit a einen ge- 
meinscha~lichen Theiler haben. 
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(6) h' = (0 ,  
zu bestimmem Diese Aufgabe l~sst sieh, wean h bekannt ist~ dutch 
iblgende Betraehtungen auf eine einfachere, ngmlich auf die Bestimmang 
yon Indices in Zahlengruppen zurfickffihren. 

Nar w 1, I i s t  

(7) (0, E 0 ' )  = (0, P50) (.EO, ~ 0 ' )  
und nach w 1~ 1I 

(8) (EO, EO') = (EO, E E O ' )  ~-- (0, EO'). 

Ist nun ferner ~ '  der Durchsehnit~ yon /~ mit 0 ' ,  d. h. die 
Gruppe der i~ O' enthal~enen Einheiten, so ist n a c h w  1, I 
(9) (0, EO') (EO', 0") ~-~ (0,  0') 
und n a c h w  1, II 
(aO) (.~:0', 0 ' )  - -  (~'0' ,  .E' O') = ( ~ ,  E') .  
Also naeh (8), (9), (10) 

E')  =_- (o ,  o ' )  
und nach (7) 

(E, ~") (0, ~ 0 ' )  ~- (0, 0') (0, E-O) 
oder endlieh 
(11) (E, E ')  h" = (0, 0')  h. 

Wenn also (0, 0 ' )  yon Null versehieden ist, so ist aueh (2~, E ' )  
yon lqull versehieden~ and es folg~ 

(12) (O, E 0 ' )  (O, O') = ~ , ~  (0, s  

w  

lqormalordnungen. 

Es sei jetzt (~) ein beliebiger algebraischer Zahlk5rper, R der 
KSrper der rationalen Zahlen, ~ das System der ganzen Zahlen in ~," 
r das System der gaazen Z~hlen in R. 

1. Wi t  nehmen irgend ei~ ga~zes Ideal ~ in Q am und 
betrachten das Syston ~" atler Zahlen in ~, die nach dem 
Modul ~ mit einer rationab~n Zatd congruent sind und ~ennen 
~" d/arch das Ideal ~ erzeugt. 

Das Zahlensyst~em c" ist ein Speeiaffall der Zahlensysf~m% die yon 
D e d e k i n d  Ordnungen*) genannt werden. 

*) Vorlesuagen fiber Zahlenfl2e(~rie, 4. Aaflage, ~ 170. ,Ueber die Anzahl 
tier Idealclassen in den verschiedenen Ordnmagen eiaes endlichen K6rpers", Feat- 
schrift zur S~eulaa-feier vo~ Gauss Gebur~tag (1877). ,,Ueber die Discriminanten 
endlieher KSrper", Abhandlga. der Ges. d. Wiss. zu GSttingea 1882. 



2. Es kann vorkommen, dass dutch zwei verschiedene 
M o d ~  t, V dasseffoe System o" erzeugt wird. Wenn dies 
ebCritt, so erzeugt auch der grSsste gemeinschaflliehe Theiler to 
yon ~und t" dasselbe System ~'. 

Um dies nachzuweisen~ bezeichnen wir fiir den hugenblick mit 
% die dutch to erzeugte Ordaung o', so dass zu zeigen ist, dass jede 
Zahl ar aus ~" in ~o vorkommt, und dass aueh umgekehar jede Zahl 
e% aus o0 in o" enfi~alten ist. 

Bezeichnen wir mi~ r, r ' ,  r o gauze rationale Zahlen, so sind die 
Zahlen r dutch die Congruenzen 

~a" ~_ r (rood. 2), eo' -~  r '  (rood. [') 

eharakterisirt, u n d e s  muss also r ~ r '  ~ r o (rood. to) sein. Es ist 
also auch 

~' = % (rood. to), 
also e~' in % enthalten. 

Um auch das Umgekehrte nachzuweisen, sei e% eine beliebige 
Zahl in ~o. Dana kSnnen wit ,  wean mit F irgend eine durah 2o theil- 
bare Zahl aus ~ und m i t r  eine rationale Zahl bezeichnet wird 

( i )  ~o = r + 
setzen. Wir  nehmen nun eine dutch t theilbare Zahl a und eine 
dutch ~" theflbare Zahl a' in ~ so an, dass to der grSsste gemein- 
schaftliche Theiler yon a und a" ist, was nach einem bekannben Satze 
der Idealtheorie immer mSglich ist; dann lassen sieh, wie gleichfalls 
aus der Theorie der algebraischen Zahlen bekaunt ist, die Zahlen ~, ~' 
in v so bestimmen, dass 

(2) ~ = ~ + ~'~' 
wird*), and daraas folgt dana nach (1) 
(3) co o _~_ r § a ~ (rood. f ) .  

Nun ist r § a ~ ---~ r (rood. t) und daher in o" enthalten. Demnach 
ist aach unserer Voraussetzung r § a ~ ~ r '  (rood. t') und folglich 
nach (1) und (3) 

e% ~ r '  (rood. t') 

also e% in ~" enthal~en, wie bewiesea werden sollte. Daraus 
schliessen wir: 

3. Unter allen Moduln 3, die dieselbe Ordn~uj ~" er- 
zeugen, giebt es einen bestimmten yon ldeinster iVorm ; dieser 
wird der _~iihrer der Ordnung genannt. 

Die Zahlen yon o bilden, wenn die Addition als Compositions- 
gesetz und die Null als Gruppeneinheit gilt,  eine Abel'sche ~ e .  
Die Zahlen o zerfallen nach dem Modul ~ in Classen, deren  Anzahl 

*) Lehrbuch der Algebra Bd. II, Seite 524, 3. Seite 548,4. 
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gleich der Norm iV(~) yon ~ ist, und werm wir d~her nn~er ~ zugleieh 
den ]nbegriff aller durch ~ theilbaren Zahlen in o verstehea*), so ist 

(4) (o,  ~) = :~(~). 
Andererseits ist nach der Definition 1. 

(5) (o"~ t) ~ (~, ~) = q,  
wenn Q die kleinste durch t theilbare nati~rliche Zald isl, und folgiieh 
ist naeh w l ,  I. 

(6) (0, o')----- (~-7~=(~ ~) :~)_ 

Diese Formel gilt, mag ntm ~ der Fiihrer yon 0' selbst sein, oder 
ein anderes die Ordnung o' erzeugendes Ideal. Sie l~s~ sich abet 
verwenden, um den Ffi]arer einer Ordnung zu ermitt,eln. Wean n~mlieh 

und ~o dieselbe Ordaung 0' erzeugen, so wird o' auch yen jedem 
Theiler Y yon ~, der dutch ~o theilbar ist, erzeugr Denn die durch 
f" erzeugie Ordnung ist, da ~' Theiler yon ~ ist., ia o' enthaltea, und 
enth~lt o", da ~o Theiter yon ~' is~. 

Verstehen wit nun unter p ein in ~ aufg*ehelades Priraideal und 
unter p die durch 9 theilba~e nattirtiche PrimzaM und setzen ~ - ~ ' 7  
so wird nur dann t und f" dieselbe Ordnung ~" erzeugen, wenn 

~V(f) ~(~) (7) Q = ~ , ,  

wenn Q" die kleins~e dureh f' theilbare natiirliehe Zahl, also 

q =  O" ~,der Q=~oC~'; 
nun ist N(~) == At(9 ) N(f'), und wenn ~ yore Grade f ist, 

~v(~) = r~. 
Also er~ebt sich aus (7) 

Q ~= ~ Q ' ,  
und das is~ nur dann mSg|ieh, wenn f =  1 and Q = to Q" ist~ Wir 
kSnnen das Resultat in folgendem Satze zusammenfassen: 

4. JDas Ideal ~ ist dann und nu~, d a ~  der Fiihrer 
der dutch ~ erzeugten Ordnung, wenn fdr jedes in ~ auf- 
gehendes t)rimideal ersten Grades die dutch ~ : ~ theflbare 
kleinste natiirliche Zahl auch dutch ~ theilbar ist. 

Ist diese Bedingung nieh~ effiillt, so erh~tt man den Fiihrer der 
dutch ~ erzeug]~en Ordnung~ wenn man~ eins nach dem andern, die 
Primideale ersten Grades weg]~sst, die der Forderung des Sa~zes 3. 
nicht entsprechen*~). 

Wit  wollen jetzt unter ~ den lXiihrer der Ordnung o' selbst ver- 
stehen und noeh folgenden Sa~z beweisen: 

*) Dies isr naeh I)edekind's Definition da8 Ideal fi 
*~) Dedekind, Discriminanten endlicher Kiirper Seite 28, Anmerkung. 
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5. Ist  a ein zu ~ theiler[remdes ganzes Ideal des K6rl~ers Q, 
so ewistixt in o" eine dutch a theilbare Zahl e ~ ' ~  am yon 
der Ar t ,  dass das Ideal m retativ Frim ist au einem beliebig 
gegebenen Ideal ~ in Q*). 

Zum Beweise nehme man eine dutch a theilbare Zahl 

(4) ~ = ~  

so in o an, dass r~ rela~iv prim zu ~ und zu ~ wird, und fetner eiue 
dutch ~ theilbare Zahl a relativ prim zu /t. Dann kann man die 
Zahl ~ aus o dutch die Congruenz 

1 -]- ~ a ~_ 0 (rood..u) 

best~immen**) und daher 

~ z e n ,  worin ~ eine zu u theilerfremde Zahl in o ist. Nehmen wir 
jetzt 
(5) ~' = 1 + ~ + ~ = ~(# + ~), 
so genfig~ diese Zahl der Forderung unseres Satzes 3. wenn wit q in 
o so bestimmen, dass jeder Primtheiler yon I) in einer und nur in 
einer der beiden Zahlen t~ und ~ aufgeht. Denn dann ist nach der 
ersten Darstellung (5) M m- 1 (rood. ~), also in o' enthalten; es ist 
ferner wegen (4) ~' dutch a ~heilbar, uad 

~. _-- ~ (#  + ~n) 
ist relativ prim zu ~. 

6. 1st a ein zu ~ theilerfremdes ganzes Ideal, und u 
eine beliebige Zahl in o, so kann man die Congruenz 

co ~ a (rood. a) 

dutch eine Zahl co in o" befriedigen. 
Man nehme n~mlich eine dutch a theilbare, zu ~ theilerfremde 

Zahl t~ in ~ beliebig an und besiimme ~ aus der Congruenz 

dann erfiillt e~ die gesteUte Forderung. 
Die Ordnungen ~' geben nun Anlass zu Zahlengruppen im Sinne 

yon w 3. Es sei o" eine solche Ordnung und ~ ihr Ffihrer. Wit 
enffernen zun~chst aus ~ alle Zahlen, die zu f nicht relativ prim sind, 
und nehmen auch noch die Quotienten aller in o iibrig bleibenden 
Zahlen. Der Inbegriff der 'so entstandenen Zahlen ist nach der Definition 
yon w 3 eine Zahlengruppe, dis wit rail 0 bezeichnen. Ebenso vet- 
fahren wit mit 0", indem wit aus o" alle Zahlen, die mit  ~ einen 
gemeinsamen Theiler haben, ausschliessen, und die Quotienten je 

*) Dieser Satz is~ eine Yeratlgemeinerung des oben'angewandten Satzes 
(Algebra Bd. tI, Seito 524, 3). Vgl. Dedekind, Gauss Fes~hrif~ Sei~e 28. 

**) Algebra II, w 149, 1. 
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zweier der iibrigen Zahten nehmen. Das so en~st;andene System O' 
is~ gleiehfalls eine Gruppe trod zwar ein Theiler yon O. 

O umfasst aUe Zahlen co des KSrpers ~ die zu ~ fremd sind in 
dem Sinne, dass in der einfachsten Darstellung yon ea dutch einen Ideal- 
brueh sowohl Ziihter a'ls Nenner relativ prim zu ~ sin& Um den 
Index (0, 0") zu ennit~ln, be~rachten wir noch die din'oh die symbo- 

lische Congruenz 0 0 ~ 1 (rood. ~) 

detinirte Gruppe, die aus allen nach dem Modal ~ mit 1 eong-ruenten 
Zahlen co besteht, lind die, da eo mit rafiona|em Zu ~ theilerfremden 
Nenner dargestellt werden k~mn~ in O" enthalten ish 

Bezeiehnen wit nun mit ~p(~) and r die Anzahl der Zahl- 
classen nach dem Modul ~, die in 0 und in O' enthalten shad, so ist, 
wenn Q wie oben die kleinste dutch ~ theilbare natiirliche Zahl, und r 
die in Q aufgehenden natiirliehen primzahlen bedeuten, 

(6) ,p(~) = ~ ( ~ ) =  o H ( I _ ~ ) ,  

and es ergiebt sieh 
(0,  0o) = V(O, (0 ;  Oo) = q~(t), 

und folglieh 

(7) (o,  0 3  ~ *(~)- ~(~) 

Daraus, dass (0', 0~) einen endliehen Werth hat, l~iss~ sich leieh6 
beweisen, dass jede ganze Zahl in O' in der Ordnung ff enthalten is L 
oder mi~ anderen Worten, dass, wenn eine Zahl in o" dareh eine 
andere theilbar is~, auch der Quotient in 0' enLhalten sein mass. 

Jede Zahl e~ in O' l~sst sich nach der Deiiniti(m so darstellen: 
~t 

worin a, /3 za ~ theilerfremde Zahlen in ~)" shad. Weil nun (0", 0o) 
endlieh ist, so ist eine gewisse Pot.enz yon/] mit positivem Exponeaten~ 
/$'~, in 0 o enthalten, also /$~ ~ 1 (mad. ~). Hiernazh wird 

"t~--~ ~/~-~ (rood. ~), 
15 m 

also ist eo nach dem Modal ~ mi~ einer rationalen Zahl congruent, 
d. h. in ~)' enthal~en. 

Auf die gleizhe Weise t~ss~ sich tier folgende besonders hervor- 
zuhebende Satz beweisen: 

7. Die Grupt~e O" ist der I~begriff a~ler zu f thei~r- 
fremden, ganzea oder gebrochenen, Zahlen in ~, die nach 
dem Mo&al k mit einer rati~male~ Zahl congruent sin& 

] 

*) Dedekin d, Vorleuungen fiber Zahlentheorie 4. Anti., Seite 569- 
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Dean ist 
= ~ ~ r (rood. ~) 

theileffremd zu f, so kann man die ganzen Zahlen a, fl selbst relativ 
prim zu ~ annehr.en. Dann muss eine gowisse Potenz ~ yon ~ in 
~)' enthalten, also r.it einer rarionalen Zahl congruent sein, und es 
ist dana auch 

a~ m-1 ~_ flmr ~-~ r', (rood. f). 

Demnach ist e ~ a3m-1 :~ m als Quotient zweier Zahlen in o' in O' 
en~halten. 

Um nach der Formel w 3 (12) die An~hl der Idealclassen 

(0, EO') zu bestimr.en, ist es noch nSthig, den Index (E, J~') zu 
ermit~eln. Diesen erh~It man aber aus den S~tzen des w 2. 

Das System/~ besteht nach dem Satze yon Dirichlet aus den in f~ 
enthaltenen Einheitswurzeln, die dutch die Potenzen yon einer yon ihnen 

(8) 1, 0, 0~, . - . ,  0 ~-~ 

erschSpft werden kSnnen, und aus einer Potenzgn~ppe E,_I vor. Range 
v ~ 1, wenn v die Anzahl der reellen KSrper~ vermehrt um die Anzahl 
der imaginEren Paare unter den mit Q conjugirten KSrpern bedeutet. 
FAn Element yon /g~-1 r.Sge in der Form dargestellt sein 

(9) '~-~--~I 6S -- �9 ~--i. 

Daneben betrachten wir noah die Potenzgruppen :E~ mit der Basis 

81~ 82~ �9 . . ,  8a. 

Wegen der Endlichkeit yon (0, 0') giebt es zu jeder Zahl ~in 0 
einen posiriven Exponenten ~, so dass e a in O' enthalten ist, und 
daraus ergiebt sich, dass die Durehsehnitte 

/~;-1, E:_~ . . .  El' 
yon E '  mit 

/ ~ l ,  ~ , -~  �9 . -  E1 
a|le yon einander verschieden sin& (Denn es giebt ir.r.er Zahleu in 
/~,, die zwar in 0'~ also auch in i~', abet nicht in /g~-1 enthalten 
sind.) 

Bezeielmen wir also r.it g, den kleinsten positiven Exponenten 

fiir den E, l* in O '~ ,_ t  enthalten ist, ferner mit X0 den kleinsten posi- 
riven Bxponenten, far den 0~ in 0" vorkor.mt, so ergiebt sich nach 
w 1 und w 2: 

(lo) ( ~ ,  2r)  -~ zo i ,  z ~ . , .  ~,_~ % 

�9 ) Nach der yon D e d e k i n d  in w 4 dot Gauss-Fes~chrif~ gegebenen Deft- 
nition ist der Iubegriff aller Zahlen in o', die dutch irgend ein zu t ~heiIerfremdes 
Functional q~ theilbar sind, ein ,,Ideal i g  o '" .  Ich will  es bier das durch r er- 
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Wir wollen je~zt anneiunen, es sei Q ein !~'ormalkSrper. Wit  
bezeiehnen seble Galois'sche Gruppe mif @ und die Substitutionen 
dieser Gruppe mit r und wit bedienen uns tiberhaupt hier der Be- 
zeiehnung wie in Bd. I I ,  w 160 der Algebra, so dass eo I r die Zahl 
bedeutet, die dutch clio Substitution ~ aus der Zahl co hervorgeht. 
Es sei ~' ferner eine der dutch 1. definirten Ordnungen. Von 
dieser Ordnung wollen wir abet ausserdem voraussetzen, dass die 
GesammtJaeit ihrer Zahlen durch die Substitutionen yon (1) tmgeiinde~4 
bleibt, oder dass 

(il) '~'[ ~' = o' 

sei. Eine solche Ordnung kSnnen wir eine .Normalordnung in Q nennen. 
Wenn elne Normalordnung durch den Modul ~ erzeugt wird, so wird 
dutch ~l(p dieselbe Ordnung erzeugt, und nach 2. wird dann dieselbe 
Ordnung dutch den grSssten gemeinschaftlichen Theiler aller ~]r er- 
zeugL Der Ftihrer einer 5~ormalordnung muss MSo em 2r 
sein, wenn wir unter ~ormalideal ein solches verstehen, was mit allen 
seinen conjugirten identisch /st, was also der Bedingung 

(12) ~1'~ = 

gen~g~. 
Umgekehd; erzeugt jedes Normalideal eine Normalordnung und 

um den Fiihrer einer solchen Ordnung zu ermitteln, haben wir den 
Satz 4. anzuwenden. Is~ n der Grad des KSrpers Q und ~ eln Prim- 
factor e rsbn  Grades der natiirlichen Primzahl p, Mad ferner ~l, p~,.. . ,  ~ 
die mit p conjugir~en Primideale (einschliesslich p)~ so ist 

(13) p ~--- ( ~  ~ . . .  ~)~, n = eg*). 

Ist nun ~ ~ ~ ' ,  so ist ~ als Normalideal ouch durch ~ ,  pe, . . .  p~ 
theilbar, und die kleinste dutch ~' theilbare natiirliche Zahl Q' ist 

zeugte Ideal in ~' nenuen. Werden die Ideale ~', E in o" durch die Functionale 
und ~ erzeugt, so wird a~ dureh q~ erzeugt. 

Zwei Ideale a', l~ ~ in o" heissen ~i~i~aZe~, wena es eine Zahl ~ gieb~, so 
dass im Sinne van Dedek ind  

is~, d. h. so das~ jedes Product yon ~ mi~ einer Zahl in a' gleieh einer Zahl in 
b' is~. Die Zahl ~ is~ also darstellbar als Quot~en~ ~weier Zahten in 0% und ist 
also, da sie zu ~ theileffremd ist, eine Zahl ia O'. Sind a' und E dutch die 
Funetionale q~ und ~ erzeug~, sa ist also ~ : q~ assoei~r~ mit/~, und ~ und ~ sind 
daher iquivalent naeh ~ 0  ~' (in dem in w 3 festgesetzten Sinne). Wenn urn_ 
gekehr~ r und ~ nach 8 0 '  ~luivalent sin(t, so sind ouch die dutch r und ~ er- 
zeug~en Ideale d, ~' ~klui~alent im Sinne yon Dedekind,  und darau~ ergiebt 
sieh, dass die Gruppe 

OLEO" 
isomorph ist mit der Gruppe der Idealclassen in o'. 

*) Vgl. Algebra II, w 160. 
Mathematiache Annalem XLVIII .  29 
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daher gewiss immer damn dureh f ~heilbar, wenn e >  1 i s t  Isi abet 
e~---1, also g ~ n ,  io ~- -~ ,  und ~ die hSehste in f aufgehende 
Potenz yon •, so ist Q' nat  dann nich~ dutch ~ theflbar, wenn 
u ~ 1 (rood. ~r ist, und wit erhalten also den Sa~:  

8. Ist die tu p die n t~ t~otenz eines l~rimideals 
p, so kann der Exponent der h6chsten ~otenz yon ~ die ira 
Fiihrer einer s aufgeht, nicht congruent 1 
nach dem Modul n sei~. 

Oder auch: 
9. Ist p ~ ~ ,  and f ~ p~pf' ein 2Vormalideal, in 

dem X eine positive ganze Zahl and ~' nicht mehr dutch 
the~Toar ist~ so emeugen ~ and # f "  dieselbe _Normalordnung o'. 

Wenn in der Gruppe O" ZahIen mi~ negativer Norm vorkommen, 
so bilden die Zahlen mit positiver Norm einen Theiler 0~_ yon 0", 
dessen Index 

(0' ,  0~) ---- 

ist. Bezeichnen wit mit E~_ das System der ill O" en~haltenen Ein- 
hei*en mit positiver lqorm, so ist (2~', 2g~_) = 2 oder ~- 1, je naeh- 
dem es in E" Einheiten mi~ negativer Norm giebt oder nicht ~ebt.  

Wenden wit dann die Classenzahlformel w 3 (12) auf 0_~ an, so 
ergiebt sieh 

(0, ~ 0 5 )  = (0, E 0 ' )  im ~ l e  (~',  E$) = 
und 

(0, ~04-) .-~2(0, EO') im Falle (~ ' ,  E~) ~ 1. 

Hierzu wollen wit noeh bemerken, dass in dem Fall% wo Q iiber- 
haapt nur Zahlen mit positiver ~orm enthiilt, OJ r mit O' tiberein- 
stimmt Wenn abet in Q auch Zahlen mit negativer btorm vorkommen, 
so giebi es amch in O" Zahlen mit negativer Norm; denn wenn a 
eine Zahl in Q mi~ negativer 51orm und x eine darch ~ theflbare ga-ze 
rationale Zahl ist, so ist 1 + ax in O' enthalten und die Zahl x lgsst 
sich so gross annehmen, dass 

2V(1 + = 2V( ) x -  + �9 � 9  

im Vorzeichen mi* --~r(a) iibereinstimmL 
Dagegem kman es wohl vorkommen, dass es zwar in O, abet nicht 

in O' .Einhdten mit negativer 2~orm glebe. 

10. I~ der Grul~e 0"+ giebt es eine dutch ein be- 
l ~ g e s  zu ~ theiler[remdes 1deal a theilbare game Zahl 
a ~ - a m ,  so dass das Ideal m theilerfremd zu einem be- 
liebigen Ideal ~ ist. 

Denn nach dem Satz 5. giebt es zun~chs~ eine solche Zahl in o" 
und folglich aueh in 0' .  Nun kann man aber die ganze rat;ionale 
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Zahl x dutch a und dutch b theilbar und zugleieh so gross an- 
nehmen, dass 2V(a + x) p0sitiv wird, und dann geniig~ die Zahl 
a + x dem Satze 10. 

w  

0rd~ungen ha quadratischen KSrper. 

In einem quadratisehen KSrper Q ist eine natiirliche Primzahl 
entweder selbst noch Primzahl, oder sie zerF~itlt in zwei Primfactoren 
ersten Grades, und daraus ergiebt sich nachw 4, 4. and 8., dass jeder Ffihrer 
einer Ordnung ~" eine rationale Zahl sein muss, und dass jede natiirliche 
Zahl auch Ffihrer einer Ordnung sein kann. Da ferner der quadratische 
KSrper ein NormalkSrper ist~ so ist auch 0' eine l~ormalordnung*). 

Was uns hier noch interessirt, ist die Beziehung der Classen 
naeh einer Gruppe O' (w 3). Zu den Classen der Irrationalzalden 
zweiten Grades (Algebra Bd. I ,  w 122 f.) und zu den Gauss'schen 
Classen der quadratischen Forme~. 

Bedeutet d eine feste positive oder negative ganze rationale Zahl 
ohne quadratische~ Theil~, so haben alle Zahlen eines quadratischen 
KSrpers Q die Form 

( l )  = x + v Yd,  

wenn x und y rationale Z, ahle~ sin& Die ganzen Zahle~ des K5rpers Q 
sind immer in der Form enthalten 

x +  y ~  
(2) = 

worin x und y ganze rationale Zahlen sind. 
Wit nehmen nun eine beliebige na~iirliche Zahl Q als Ffihrer 

einer Ordnung ~' an, und suchen die Bedingung daffir, dass eine Zahl 
yon der Form (2) mit einer rationalen Zahl nach Q congruent isL 
Setzen wit 

so muss auch co' derselben rationa]en Zahl congruent sein, und folglich 
r  r muss e o -  == y V'd dutch Q ~heilbar sein. Dies ist aber, da d 

keinen quadratisehen Theiler hat, nut dann mbglich, wean y dutch Q 
theilbar isL Demnaoh sind aUe Zahlen yon ~' in tier Form 

~+yQV~ 
(3) - =  

2 

enthal~en, worin x,  y ganze rationale Zaklen sind, Es is~ abet ausser- 

*) Die Ordnungen ira quadrat~schen KSrper sind eingehend untersuch~ in 
w 187 der 4. Anti. yon Diriehlets-Dedekind, Zahlenf, heorie. 

29* 
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dem noch nSthig, dass e~ selbst eine gauze Zahl sei, woffir die noth- 
wendige und hinreichende Bedingung die ist, dass 

x, - ~, q, a 
4 

ganze rationale Zahlen sin& 
dingungen in drei Fi~llen: 

q2d ~.~ 0 (rood. 4), 
(4) Q a_ 1 (rood. 4), 

Q~d ~ 2, 3 (rood. 4), 

Hieraus ergeben sich folgende Be- 

x ~ 0 (rood. 2), 
x ~ y (rood. 2), 
x ~ y ~--- 0 (mod. 2). 

Diese Bedingungen sind zuniichst nur nothwendig und hlnreiehend 
dafiir, dass o eine ganze Zahl sei. In den beiden letzten FKllen (4) 
ist Q ungerade, und es fol~ 2a~ ~ x (rood. Q), woraus hervorgeht, 
dass m auch zu ~" gehSrt. Im ersten Falle (4) abet ist Q gerade und, 
wenn wir daher x ~ 2 x  1 , Q=2Q,  setzen, so folgt nur co = x  1 (rood. Q1)- 
Soll also + zu o' gehSren, so mass es naeh dem Modul Q mit einer 
rationalen Zahl yon der Form xl + Qt z congruent sein, d. h. es muss 
y t /d  nach dem Modul 2 mit einer rationalen Zahl congruent sein. 
Ist nun d E  2 ,3  (rood. 4), so ist dies nut dann mSglich, wenn y 
gerade isk Ist abet d __~ 1 (rood. 4), so ist y / / d  ~_ y (rood. 2) und y 
kann beliebig sein. Wir haben demnach vier F~lle zu unterseheiden, 
in denen wir als nothwendige und hinreichende Bedingung daf~ir, dass 
die dutch (3) dargestellte Zahl co zu ~' gehSrt, folgende erhalten: 

(5) 

1. Q~d ~_ O, d ~_~ 1 (rood.4), x ~= 0 (rood. 2), 
2. Q2d~--~O, d-~-2,3  (rood.4), x = O ,  y----~O(mod. 2), 
3. Q2 d ~___ 1 (mod. 4), x _~ y (rood. 2), 

4. Q2d-~-2,3 (rood.4), x ~ 0 ,  9~-~0 (rood. 2). 

Die KSrperdiscriminante A ist in den F~lten 1., 3. ~ d, in den 
F~llen 2., 4 -~- 4 d, nnd wenn wit daher Q~A _~_ 2) die .Discriminante 
der Ordnu~ o" nennen, so erhalben wir folgende Zusammenstellung: 

1. Q2d ---~ 0, d ~ 1 oder Q2d ~ 1 (rood. 4), 

D = Q2d, 0 ~ 0 +/,"-g 
2 ' 

(6) 2. O 2 d ~ O ,  d -~-2 ,3  oder Q ~ d ~ 2 , 3  (rood. 4), 
I 29~4Q2d, O ~  

Zur Bestimmang des Vorzeichens mag festgesetzt sein, class / /D 
bei positivem D positiv, bei negativem / )  gleieh i, multiplicirt mit 
einer posifiven Zahl (posifiv imagin~r) sein soll, so dass O ffir die 
Ordnung ~" dndeut/9 bestimmt isk 
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Es ist dann die hierdurch eingefiihrte Zahl 0 eine durch. Q theil~ 
bare gauze Zahl, mid es ergiebt sich~ 

1. 1)urch 
(7) w --~ x "-l" Y O 

wer&~ alle ~ nut Zald~ tier Ord~ung ~' dargestd G 
w ~  x, y gauze ratio~,al~ Zahl~ sin& 2)# Zahl~ 1, O 
# i l ~  e i~ B ~ s  vo~ ~'. 

2. Aus dem Ausdruck o ~--. x + yO erh~lt man alle 
ZaMen tier G~rup~ve 0' ,  wenn man fiir x ~ y auch gebrochene 
rationale Zahlen setzt, yon denen x ~m Z~ihler und Nenner~ 

im ~e~ner relativ prim zu Q ist. 
der y Ist KSrper Q imaginiir, so ist O - -  zugleich die Gruppe 0_~, 

wiihrend bei einem reellen KSrper O' noch in zwei Nebengruppen 0~_ 
und O L zerf~llL 

Es sei jetzt a ein beliebiges ~u Q theilerfremdes Ideal in O. Wir 
bestimmen eia dies Ideal repriisentirendes Functional in o'. Zu dem 
Ende bezeictme ieh mit 

(8) ~q ---- a,,1 ~ 0 (rood. ~) 
die kleinsf~ durch a theilbare natfirliehe Zahl, und mit aa,~ die kleinste 
natiirliche Zahl, ffir die a2,~ ~) mit einer ra~onalen Zahl --a1,~ con- 
gruent wird~ trod setze 

(9) a~ = a~.~ + a~,~ O _~ 0 (rood. a). 
Jede dutch a theilb~re ganze rationale Zahl is~ daun dutch al, x theil- 
bar, und wenn 

0o) ~ = x + v o  
eine dutch a theilbare Zahl in 0' ist~ so mu.qs y darch a~,~ ~heitbar 
sein. Demnach ist auch a1,1 dutch a,.~ theilbar. Hieraus abet ergiebt 
sich : 

3. Jade dutch a theilbare" Zahl a in ~" liisst sich in 
der Form 

(10) a = Xl at + x2 a2 
darstdlen, worin x~, o& gan~e rationale Zah~en sin& 

tiieraus e~giebt sich nach w 4, 5.~ dass a der g~5ss~e gemein- 
schaftliche Theiler yon a, trod a2 ist, und dass also 

ein das Ideal a repr~sentirendes Functional ist. 
4. W i t  nennen q, eine B a s i s f o r m  yon  a in  o', und 

verstehen darunter also eine Linearform, a/us der sieh a~te 
durvh a theitbaren Zahlen in ~" und nut  diese ergeben~ wenn 
fiir die Vaziablen g a ~ e  rationale Zahlen gesetzt werden*). 

*) Algebra Bd. I[, w 166. 
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(12) 

(13) a.~,, ~ e, 
und 

(14) 
(16) 
se~zen~ so erhal~en wir 

(16) ~a -~- 

Die Zahl ~ geniig~ 
Gleiehung 
(17) 

Wenn wit x und y voile l~sbysbme  nach den Moduln a~,~ a~,, 
durchlaufen lassen, so erhalt~n wit aus (10) lau~r na~h dem-Modul a 
inc~ngruent~ Zahlen, und nach w 4, 6. erh~l~ man also auf diese 
Weise ein volles Reprisenfantensys~em yon Zahlen in ~" nach dem 
Modul a. Daraus ergiebt sieh 

(ii) 2~(~) -~- al,1 a~,,, 
woraus noeh folgt, dass al,1 mad aa,~ relativ prim zu Q sind. 

Die Disetiminanb des Zahlensystems al,  % ist 

Sind nun 

zwei dutch a t~heilbare Zahlen in o', so ist deren Discriminmate gleieh 

~,~ ar (x~ y~ - -  x~y~) ~, 

and daraus ergieb~ sich der Satz (vgl. Algebra Bd. II ,  w 147, 2.): 

5. S ind  fl~, fl~ zwei  d/arch a t h e ~ a r e  Zahlen in o', 
deren Discrimiq~ante gleich dem Prod/a~ 

ist ,  so ist ~ t~ + ~ t ~  eine Bas i s form yon a in  E. 
Bildet man die Norm yon ~,  so folgt aus (11), dass 2a~,~ dureh 

a~,~ theilbar ist, mad wenn wir noch zur Abkfirzmag 
2V(%) ~-- ~ aa~,~a~,~, 

etl,1 ~ ec,  2 a ~  ~ e(b - -  0 - -  0") 

~1 #11 ' 

= ec(t, + ~t . )  

b'+O--e' b+//~ 
2 c  2 c  

wegen (12) mad (13) der quadratEsehen 

c ~  2 = a + b ~  

und folglieh ist, was sich leieh~ dutch Reehnung aus den Formeln (13) 
bes~tigen l~s~ 

(18) D = b~ + 4ac. 

Naeh (16) ist a~ eine bestimmte der beiden Wurzeln der Gleichung 
(17). Die Zahl c ist als die }~m6~ natiirliche Zah l  bestimm~, die c ~  
zu  einer g a ~ z ~  Zah~ macht. Denn nach (16) miissen, wenn c 1 diese 
kleinsto Zahl ist 

bet V ~ e ,  
cl ( z  + ~')  = --~-, c , @  - 0,3 = c 
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ganze Zahten sein; und da c relativ prim zu Q ist~ so muss c t durch 
c ~heilbar and also ~ - c  sein, 

Die Zahl e~ ist nach der Algebra I, w 122 angewand~en Ausdrueks- 
weise eine quadratische Irrational~ahl mit der 1)iscriminante D. Sic 
ist dutch das Ideal a vollkommea bestimmt his auf eine willktirlich 
bleibende additive ganze rationale Zahl. Nennen wit also ein System 
yon Zahlen, die sieh dutch additive wIllkfirliche ganze rationale Zahlen 
yon einmader unterscheiden, eine Schaar~ so kSnnen wit den Satz 
aussprechen: 

6. Zu einer Ordnung o" des quadratischen K6rpers 
mit dem _Fighter Q and der Di.scrimi~ante 1) and zu jedem 
zu Q theilerfremdeu Ideal a in Q ~isst sich eine and nut  
eine Schaar yon quadratischen Irrationalzahle~ zweiten Grades 
mit der 1)iscriminante D bestimmen. 1st o eine Zahl dieser 
Schaar, c die kleinste nati~rlich~ Zahl, die c~ ganz macht~ 
und ec die kZeinste dutch a theilbare natiirliche Zahl, so i2t 

(19) ~ = ec(t t + eot.~) 

eine ~asisform in o' des Ideals a. 
Hier ist unter den beiden Warzeln der Gleichung (17) fiir eo die 

za wahlen, be ide r  das Zeiehem yon / / ~  so wie in (6) bestimmt ist. 
Es ist abet zu bemerken, dass 

q~2' --~ ec(tl - -  ~t2) 

gleichfalls eine Basisform yon a ist. Man erh~lt also Basisformen des 
mit a conjugirt;en Ideals a' in tier Form rp ~ ec(t I ~ r wenn ~)" 
die zweite Wurzel der Gleiehung (17) ist. 

V o n d e r  Zahl e ist; die Zahl ea nich~ abh~ngig, und wenn wir 
also das System der Formen r die sich nur dutch die versehiedenen 
Werthe yon e unterscheiden, eine Formenschaar, und die dadureh 
repr~entirten Idea]e eine Idealsehaar neanen~ so fiihren alle Ideale 
einer Sehaar zu derselben Zahl ca. Der Quotient zweier Ideale einer 
Sehaar ist mit einer rationalen Zahl ~iuivalent, und folglieh sind die 
Ideale einer Schaar Kquivalent naeh 0'~ und sogar naeh 0~_. 

Es gilt nun auch der umgekehrte Satz: 
7. Ist o eine zur Discrimi~nte D geh6rige quadratische 

Irrational~ahl u n d c  die kleinste na~rliche Zahl, fiir die 
ce~ ganz wird, u n d c  relativ prim zu (2, feraer e eine be- 
liebige zu Q theilerfremde natiirliehe Zah~, so ist 

= ee(t  + 
Basisform in ~ eines zu Q thdter[remden l&zds a. 

Dami~ to eine zur Disariminante I )  gehSrige quadra~sehe Irrafional- 
zaht sei ist nothwendig und hinreichend~ dass es die Wur~el einer 
quadratischen Gleichung 



456 H. W~B~a. 

(20) c ~  2 ~ -  a + b ~ ,  b ~ + 4 a c  ~ D 

sei, in der a~ b, c gauze Zahlen ohne gemeinschaftlichen Theiter sin& 
Wir nehmen e positiv und relativ prim zu Q an; dann is~ c die 
kleinste natflrliche Zahl, ffir die c co ganz wird. Es is~ dann 

b + / / ~  
2c 

und O 7+-c~ ist eine ganze rationale Zahl. Bezeichnen wir nun das 
durch das Functional 

= _ _ _  

repr~senfir~ Ideal mi~ a, so ergiebt sieh hieraus leieht dass e die 
kleinste natfirliche Zahl isf, fiir die cO nach dem Modul a mit einer 
ra~ionalen Zahl congruen~ is~, und ec die kleinste dureh ~ theilbare 
nattirliehe Zahl, and dies besag~, (naeh (8)und (9)), dass (21) 
eine Basisform yon a ist. 

8) Wenn wir daher die dutch (20) definirten, zur 
JDiscriminante 1) geh6rigen quadratischen Irrationalzahlen, 
in denen c relativ prim zu Q ist, in 1)op~odschaaren e~a- 
thei~en 

r 

worin ~ das System der ganzen rationa~en Zahlen bedeutet, 
so entsl~richt jeder solchen 1)olopelschaar nach den Siitzen 6., 7. 
eine Schaar zu Q theilerfremder Ideale in Q, und umgekehrt 
auch jeder so,chert Idealschaar eine 1)o~BelscI~aar yon Irrationab 
zahlen. 

Wir nehmen zwei yon den in 8. eharakterisirten Irrationalzahlen 
co, eo I u n d  bflden die ihnen entsprechenden Basisformen 

~o ---- c (tl + co t2),  

~Pl ~ cl  (t~ + ~1  t~). 

Die Zahlen eol, eo heissen ~kluivalent , wenn es ganze rationale Zahlen 
p ,  q, r~ s gieb~ so dass 

~ + q m s - -  qr ~ + l. ( 2 3 )  ~ t  = ~ + 8 '  - -  

Ich will sie ganz tiquivalent nennen, wenn .,Y(reo+s) positiv, also 

(24) O <  cN(reo+s)--- - - - -ar~ + b r s + c s ~ - c ~ ,  

positiv ist. Aus der Zusammensetzung der linearen Subs~tutionen 
ergiebt sieh dann leieht, dass, wenn zwei Zahlen eo I and e% mit einer 
dritben ganz tiquivalent sind, eo~ und eo.~ auch unter einander 9anz 
tiquivatent sin& Ist 2~(rco-+-s) negativ, so m5gen eo und eo~ halb~ 
~iquivalent heissen. Wit  beweisen den Satz: 
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9. Wenn r ~I iiquivalent sind, so sind ~ .u~d ~1 
iiquivalent nach O" und waa~ ca, co 1 gan~ ~2uivalent .~nd, 
so sind ~ und ~ iiqui~alent nach 0'+. 

Machen wit n~imlich die Substitution (23) in (22), so ergieb~ sich 

wenn 
u~ = s t  l + q&, u~ = r% + p% 

gesetzt ist. Da die Determinante dieser Substitu~ionen ~- -4- 1 is~, so 
is~ c(u, -{-u 2 ~) mit 9} associirt*) und folglich is~ ~: cpl mi~ c(r ~ -~s):c~ 
associirt. Damit ist der Beweis des Satzes 9 geffihrt. 

Wir beweisen nun noch die Umkehrang dieses Satzes~ und nehmen 
zu diesem Zweck an, die beiden Functionale r r in (22) seien iiquivalen~ 
(nach O' oder 0~_). 

Wir nehmen ein Functional 

(25) ~ = c'(t~ + t~ ~) 
in der Classe, die zu der 0lasso yon r reciprok ist, undes soil darin c', ,/ 
dieselbe Bedeutung ffir #, haben, wie c und co fiir ~ ,  so dass also c" 
positiv und rela~iv prim zu Q ist, Dann giebt es eine gan~e Zahl 
in O" oder in 0~. und eine Functionaleinheit a, so dass 

(26) ~ ~- ~ 
trod c und c' sind die absoluf~n Normen yon q~ und ~, d. h. die 
Normen der dutch ~ und ~b repr~isentirten Ideale. Setzen wit 

N(V)  = Vv' = ~, c', 
so ist a~ eine Einheitsform, und aus (26) folgr dutch Multiplication 
mit ~' 

T ~" eL V', 

worin e~ eine Einheit ist. 8etzen wir daher 

c'~p ed (t~-b~t,) 
T = -  e = z ,  

so ist Z ein mit ~p' associirtes ganzes Functional, und daraus folg~, dass 

CC" CC'eo 
P' = T '  t~--= e 

ganze durch ~' theitbare Zahlen in o' sin& Da die absolute Norm 
yon ~-~-cc" ist, so ist die Discriminante dieses Zahlensystems 

und daher ist nach dem Satz 5 

eine Basisform yon ~b'. Da nun anderersei~ c ' ( t~ -~ ' t~ )  gleichfalls 

*) Algebra, Bd. II, w 147. 
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eine Basisform yon ~p' ist, so folgt die Existenz einer linearen Sub- 

stit~tion ( P ' s  q )  mi~ der Determinante -4-1 so dass 
-- -- re, _ _  

~"  = ~ (r~' + s) ~ -  -~- 

und bei der Aequivalenz naah 
Aus (27) aber folgt 

(~8) 

d. h. e ist mi~ ~' ~luivalen~ 
ganz iiquivalent. 

Lassen wir nun 9j an 

0~- ist N(~) und damit N(r~ '+s )  positiv. 

~,~'+ q 
eo~--- r ~ , + s  

trod zwar, bei der Aequivalenz naah 0~_, 

Stelle des iiquivalen~en Functionales ep 
treten, so kann ~p und daher auch ~' ungeiinder~ bleiben, undes folg%, 
dass auah eo I mit 7' und folglich auch en mit eo~ ~quivalent ist, und 
zwar (bei der Aequivalenz nach 0~_) ganz .2quivalent. 

Da nun zwei in derselben Doppelschaar vorkommende Zahlen co 
ganz ~quivalent, und zwei in derselben Sahaar vorkommende Ideale 
~iquivalent nach 0~_ sind, so ergiebt sich 

10. Die Ch~en der zu Q theilerfremden Ideale i~ Q 
nach 0"+ and die Classen der ganz gquwalenlen zur Discri. 
minante D geh6rigen Irrationalzahlen zweiten Grades lassen 
sich gegenseitig ~indeutig einander so zuordnen, dass die J~e- 
ziehu~g zwische~ je einem l~epr~isentanten einer Classe der 
einen and der anderen Art dutch die Formel (15) gegeben ist. 
Die Anzahlen beider Arte~ yon Classen stimmen iiberein. 

Hierzu ist noah zu bemerken, dass bei negativer Discriminante 
die Nomen  aller Zahlen positiv sind, dass daher 0~_ yon O' nicht 
versahieden ist, und dass ebenso die ganze Aequivalenz mit der 
Aeqaivalenz iiberhaupt zusammenf~]lt. 

Bei positiver Discriminante giebt es immer Zahlen mit negativer 
Norm undes  sind zwei F~lle zu unterscheiden. 

1) Wenn die Gliederzah[ einer Periode der Kettenbruch-Entwickelung 
yon to ungerade ist, wenn also die Pell'sche Gleichung T ~ - -3)  U 2 -~---4 
15sbar ist, so giebt es auch Einheiten mit negativer Norm. Daher ist 
zwar O: t_ yon O' verschieden, abet die Aequivalenz yon 0:t- ist mit 
der Aequivalenz nach O' identisch. Ebenso ist auch bei den Zahlen r 
die gauze Aequivalenz mit der Aequivalenz schtechtweg gleichbedeutend, 
und die Anzahl der Idealclassen nach O' oder naah O~_ ist gleich der 
Anzahl der verschiedenen zu tier Discriminante / )  gehSrigen Ketten- 
brachperioden. 
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2) Ist abet die Gliederz~hl der Ke~enbruchperiode gerade, so 
haben alle Einhei~m positive Norm. Die Zahlen einer Ke~enbruch- 
peHode zeffatlen bei der ganzen Aequivalenz in zwei Classen und die 
Aequivalenz nach 0~_ ist yon der Aequivalenz na~h 0 ~ verschieden. 
Die Anzahl der ][dealelassen uach O' Ist also gleich der Anzahl der 
Ket~enbrachper~oden~ und die Anzahl der Idealclassen naeh 0~- ist 
doppelt so gross. 

Diese Betrachtungen geben nun auch Aufschluss fiber die Be- 
ziehung der Zahl der Idealclassen zu der Classenzahl quadratischer 
Formen yon gegebener Determinante nach Gauss. 

Jeder zur Discriminante/) geh5rigen ]rra~onalzahl t~ entsprechen 
nach der Gauss'schen Bezeichnung zwei primitive quadra~ische Formen 
der De~erminant,e /)~ 

:~- ~ -~  _4- (A, :B, O) 

so (lass ee eine Wurzel yon ~ ~ 0 ist. 
Zwei conjugirte Zahlen a~, ~' entsprechen denselben Formen ~_ ~2. 

Sonst aber gehSren zu versehiedenen Zahlen eo auch versehiedene 
Formen ~. Aequivalen~en Zahlen eo en~spreehen eigenflieh oder uneigent- 
lich ~iquivalente Formen ~. 

Da nun zwei Zahlen eo~ ~ co uneigentlich and zugleich ganz 
~iquivalent sind~ so kSnnen wir in jeder Classe der Zahlen eo einen 
Repr~sentanten ausw~hlen~ in dem der irmtionale Theil ein bestimmtes 
Vorzeiehen hat~ so dass yon zwei conjug~.r~en Zahlen nut die e/ne 
zur Verwendung kommt. Es ergieb~ sieh nun flit die drei F~le 
Folgendes. 

1. Wenn die Discriminante negativ ist~ so sind zwei Formen 
-~-~2~ --~P nieht ~quivalent. W'ir besehr~inken uns auf di0 Formen 
mit positiven ~iusseren Coeffieient~n. Zwei Zahlen eo mit positivem 
imagin~rem Bes'tandt,heil k5mlen niemals uneigentlieh ~luivalent sein, 
und wenn wir uns also auf Zahlen o mit positivem imagin~rem Best~nd- 
theft besehr~nken, so entsprechen sich die Zahlen ~ und die Form 
gegensei~ig eindeu~g. Aequivalente Zahlen eo en~prechen eigentlich 
~iquivalenten F0rmen ~b und umgekehr~. Es ist also die Anzahl der 
Classen positiver Formen gleich der Anzahl der Classen der Form co. 

2. Wenn die Discriminaute positiv ist und die Periode der Ke~en- 
bruchen~wiekelung yon eo aus einer ungeraden Gliederzahl besteht, so 
ist die Form (A,/~, ~) mi~ ( - -A,  ~,  - - C )  eigenflich ~tuivalen~, und 
da ( - - A ,  B , - - C )  mit ( - - A ,  ~ , - - C )  une~gentlich ~quivatent is~, 
so ist in diesem Fall ~ mit - - ~  uneigenflich ~klaivalent~ Ist daher 
C ~ o ,  e~ ~ ~ . .  eine Classe ~quivalenter quadratiseher Irrationatzahlen~ 
so erhal~n wir 0n~sprectmnd e/n S rstem yon Formen ~ ' ~  ~_ ~ Q- ~ ~... 
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die mi~ einander eigen~lich oder uneigen~lich tiquivalent sind; und die 
also eine oder zwei Gauss'sche Classen ver~re~en, je nachdem ~p zu einer 
Anceps-Classe gehSr~ oder niche. Die zu C conjugirte Classe C'  
ergieb~ nun dasselbe System ~q; und da die Formen der Anceps-Classe 
dadurch charaktorisirt sind, dass bei ihnen ca und co" uneigentlich 
~quivalent sind, so folg~, dass 0 '  mi~ C identiseh is~, oder niche, je 
nachdem J~' eine oder zwei Gauss'sche Classen umfass~. Es sfimmt 
also auch hier die Anzahl der Gauss'sehen Classen mit der Anzahl der 
Classen C iiberein. Einer Aneeps-Classe en~sprieh~ eine Classe C~ und 
einem Paar entgegengese~zf~r Formenclassen ~b, ~p' ein Paar eonjugir~r 
Classen, Cp C'. Es is~ jedoeh hierdureh ~ro~z der Uebereins~immung 
der Anzahl, keine eindeutige Zuordnung der Formenclassen zu den 
Zahlenclassen (oder Idealclassen) gegeben. 

3. Der drive Fall un~erscheidet sieh yon dem zwei~en dadurch, 
dass ~p und --~p ~icht ~ u i v a ~  sin& Daher en~sprechen jedem con- 
jugirten Classenpaar C~ C" vier Gauss'sche Formenclassen, oder~ wenn 
C mit C" identiseh is~, zwei Anceps-Classen. Die Gauss'sche Classen- 
zahl s~imm~ mit der Anzahl der Classen der Ganz-Aequivalenz fiberein. 
Wir erhalten daher das Ergebniss. 

1)ie Gauss'sche UhtssenzahZ primitiver ~uadratischer Forme~ stimmt 
in allen lx~llen iiberein mit der Anzahl der Idealdasse~ in der Ordnung 
~" bei der Aequivalem nach 0"+. 

Dabei ist noch zu'bemerken, dass die eigentlich primitiven Formen 
(Formen erster Art) dann auftreten~ wenn b gerad% also 3 ) ~  0 (rood. 4) 

1 und die Gauss'sche Determinante u D ist, die uneigentich primitiven 

Formen oder Formen zweiter A ~  wenn b ungerade, also D ~  l(mod.4), 
und 2) selbsi die Gauss'sche Determinante ist~ 

Um eine eindeutige Zuordnung der Idealclassen zu den Formen- 
elassen zu erhalten, schlagen wir folgenden Weg ein. 

Wit  betraehten die Ideale a, die relativ prim zu Q sind, und 
wollen auch (zur Vereinfaehung) annehmen, dass a keinen rationalen 
Factor hat, dass also die oben mit e bezeichnete Zahl ~-- 1 sei; dies 
ist geniigend, da durch Wegnahme eines rationalen Factors die Classen- 
eintheilung, auch bei der Aequivalenz nach 0'+, nicht ge~indert wird. 
Dana ist e die kleinste durch a theitbare natiirliche Zahl, und die 

(b + / / D )  eine rationale Zahl b wird durch die Bedingung, dass 

durch a theilbare ganze Zahl sein soll, nach den Modal 2c bestimm't. 
Hierbei ist / / ~  in der fr~iher festgesetzten Weise bestimmt. Es ergiebt 
sich dann eine Irrationalzahl 

2e  
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die die Wurzel einer Form 

= =  ( c ,  - -  b ,  - -  a )  

is~ in der der erste Coei~cien~ c positiv is~. 
Hierdarch ist eine bestimmf~ Form ~/, (genauer eine Schaar :paralleler 

Formen) dem Ideal a eindeutig zugeordnet. 
Wir nehmen nun ein volles Reprilsent~ntensystem der Idealclasse 

nach O~- 

and wollen noeh, zur Vereinfaehung des Folgenden~ annehmen, was 
gestatte~ ist~ dass yon den Zahten 

keine zwei einen gemeinschaftlichen Theiler haben. Daraus leiten wir 
ein volles Repr~sentantensystem ~on Zahlen eo her 

fi01~ fi021 �9 . ,~  OJh 

yon denen keine zwei ~,quivalent sind. Diese Zablen sind Wurzeln 
der Formen 

und dlese Formen sind in~quivalent naeh der Gauss'schen Definition, 
Denn zwei dieser Formen ~Pl, ~ kSnnten nut dann "~quivalen~ sein~ 
wenn die entspreehenden Zahlen col, e% halb~uivalen~ w~ren, was 
im Falle 3 mSglich is~. Ist aber eoj mit o~ halbiiquivalent, so kann 
die Aequivalenz nur eine uneigentliche sein (wegen des Vorzeiehens 

yon el, c~ und i / / ))  u n d e s  ist ~Pt mit ~ tb 2" uneigentlida iiquivalent~ 
WKren also ~p~ und r eigen~tieh ~iquivalent, so w~re r mi t - - - r  
uneigentlieh ~quivalent, nnd daraus kSnnte man eine LSsung der 
Pelrschen Gleiehung T ~ -  D u ~ - ~ -  4 ableiten*), die ira Falle 3 
nieh~ existirk 

Setzen wir 
~ ~i I (1. 2 

so ist naeh unserer Voraussetzung, (lass c~, c~ ohne gemeinsamen 
Theiler sind 

e ~ CtC ~ 

die kleinste durch a theilbare natiirliche Zahl, und wean wit b a u s  
den Congruenzen 

b~-~-b~ (rood. 2c~), b ~ b ~  (rood. 2c~) 
bestimmen~ so ist 

b + V ~  
2e 

eine durch a theilbare ganze Zahl. Die Form ~p, deren Wurzel e~ tat, 

*) Ebenso wie bei Dirichlet-I)edekind, Zahlentheorie 4. Anti. w 6"2. 
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ist daun aus den be/den Formen ~, ~ eomponixt und die Composition 
der ~orme~ und Forme~wlassen entsy,~etd daher der Mu~i~lieation der 
Ideate und tier Co~rioosition der Idealda.ssen. 

w  
Genera in den 0rdmungen. 

Wir kehren nun wieder zu allgemeineren Betrachtungen zur~ck, 
indem wir unter Q einen beliebigen NormalkSrper, under ~' eine darin 
enthaltene Normalordnung yon der in w 4 betraehte~en, Art mit 
dem Fiihrer t~, und unter Q die kleinste dutch ~ theilbare natfir- 
liehe Zahl vers~ehen. Aus g leiten wir die Gruppe 0"+ her, und be- 
zeichnen mi% O die Gruppe aller zu ~ theileffremden (ganzen und ge- 
brochenen) Ideale des KSrpers Q. Unter Aequivalenz soll in diesem 
Paragraphen immer die Aeqaivalenz nach O~ verstanden sein. 

Wit nehmen irgend eine natfirliche Zahl m, und bezeichnen die 
endliche Gruppe yore Grade r (m) ~-/~ der nach dem Modul m genom- 
menen rationalen Zahlclassen, die nut relative )Primzahlen zu m ent- 
halten, mit J1~. 

Al[e Zahlclassen der Gruppe M, deren Zahlen mi~ 2~ormen yon 
Zah~m co" aus 9" nach dem Modul m congruent sein kSnnen, bilden 
eine in Jd enthaltene Gruppe M', deren Grad 9' sei, und wir be- 
zeichnen die Gruppe M" dureh die symbolisehe Congruenz 
(1) M' (rood. m). 

Under den Idealen der Gruppe ( )werden nun solche enthalten 
sein, deren Normen in M" enthalten sind, f~r die also, wenn a ein solches 
Ideal ist, eine Zahl co" in 0"+ existir~, die der Bedingung 

(2) 2V(a) ~- _~T@') (rood. m) 
geniig~. 

Diese Ideale ct bilden eine in O enthal~ene Gruppe ~I~, die wJr 
alas llaul~geseh~ht fi~ den Modul m nennen wollen. 

tn der Grappe ~ ist die Gruppe der Hauptideale ~' O~. enthalten, 
und wenn a in 9.I~ enthalten is~, so sind auch alle mit a naeh O~_ 
~luivalenten Ideale zugleieh darin enthalten. Das Hauptgeschleeht ~.1~, 
enth~lt also nur vollsf~udige Idealelassen nach 0~ ,  und wir fassen daher 

jetzt nieht mehr als Gruppen yon ][dealen, sondern als Grul~0en 
yon ldealclassen auf, die in der Gesammtgruppe der Idealclassen 

(3) + = o l 
enthai~en ist*). Da aar -~ m i t a  ~uivalent ist, so kSnnen wir die 
Definition nach (2) so fassen: 

*) Die Uaterscheidung yon OQ. und O" ist~ wie schon oben bemerkt, nur in 
dem Falle n~thig, wo e~ Zahlen, abet darunter keine Einheiten, mi~ negativer 
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(4) 

geni~gt~ 
Se~zen w~r r~un 

so ist 

(5) 

463 

1. SEine Idealclasse A der G~rulvpe @ 9eld~rt tier Grup'lae 
92~,, oder dem Ha u~tyeschlecht fiir den Modal m an, wenn 
in A ein 2~rtisentant a exis[irt, tier der ~edingung 

= ( b ,  = (92,,., 

und k~ ist die Anzahl de~: Geschlechter ftir den Modtfl ~,~ 7~ die .An- 
zahl der in jedem Geschlechte enthaltenen Classen. 

Bezeichnen wir mit ~ "  die Grappe der zu ~ theilerfremden, nach 
dem Modul m genommenen Zahlclassen, deren Zahlen mit 2qormen yon 

Idea/en aus ( ) n a c h  dem Modal m congruent sind, so ist .M" ein 
Theiler yon M und M" em Theile~ yon M" ,  und es ist 

(~t, al') 
(6) ~ - -  (M' ;  M' )  = ~7 ,  ~ ' )  " 

Da eine Congruenz (4) nach dem Modal m die gleiche Congruenz fiir 
jeden Theiler yon m zur Folge hat ,  so gilt der Satz: 

2. Ist m~ ein Theiler vim m, so is~ ~ ein Theiler 
vo~ 92r~. 

Daraus ziehen wit  noch weitere Schliisse. 
3. In  der Grwppe (~ der Idealclassen {st eine Gru/l~e 92 

enthalten, die aus allen Idealelassen A v<~ ~ be~ht,  die 
die SEig~],aft haben, dass fiir jedea beliebigen Modut m 
ein de,,- 23eding~sng 

(7) 2V(ct) ~ 1 (rood. ~a) 

geniigender ]~eprtisentant a yon A exiztirt. 
Dass eiae solche Gruppe ~ immer existirt~ ist yon vorn herein 

klax, da j a  die l:[auptclasse ~0~_ gewiss diese Eigenschaft hat. 
Diese Gruppe 92 nennen wit das absolute t?aul~tqeschlecht and die 

Nebengruppen za 92 die absoluten GvscIdevhter. Aus der Definition 
ergiebt sich unmittelbax~ dass 92 in jeder Gruppe 92~ enthalten ist, 

Norm giebt. Wollt~6 man die Unt~rscheidung aicht machen, so wiirde ~ O" nicht 
immer in 92 m enth',fleen sein, und es wfirdea da~m durch die Gesehlechterein- 
theilung die Classen naeh O" yon selbs~ in zwei Theile zerlegt werden. Wollte 
man d~  vermeidoa, so mfisste man di~ Grappe 3/" dutch die Cengruenz 

definiren, wenn LYa die ~tbsolute N~)rm bedeutet, erhielte abet dann eine minder 
~charfe Eiutheilung. 
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und dass umgekehr~ jede Classe, die in allen 9~ vorkommt;, auch in 
en~hal~n ist. 

4. Das absob~e Hauptgeschlecht ist daher der lherch- 
schnitt aller reZativen Hauptgesch~echter. 

Wenn wit m dutch Hinzufiig~ng eines Factors zu m I erweitern, 
so verenger~ sich die Gruppe ~ ,  wenn nicht 9~ ~ !~ ,  ist. Schliess- 
lich mfissen wir also zu einem Modnl m o kommen, so dass durch 
weiiere Hinzufiigung yon Factoren zu m 0 die Gruppe !~I~o nicht mehr 
eingeengt werden kann. Dann ist ! ~  ~ H. Es giebt also gewisse 
Moduln m 0 fiir die das rdative Hauptgeschlecht mit dem absoluten 
fibereinsiimmt, und wenn m o ein solcher Modul isi, so hat jedes Viel- 
fache yon m o die gleiche Eigenschaft. Man kSnnte einen, etwa den 
kleinsten unter diesen Moduln m o vor den andern auszeiehnen, jedoch 
spricht dafar kein innerer Grund, da es z. B. vorkommea kann, 
class 9lp -~- ~Iq ~ !K ist, wenn p und q zwei verschiedene vSllig gleich- 
berechtigte Primzahlen sind. 

Es gilt abet such der folgende Satz: 
5. Sind m l, m~ relativ prim, so ist 9.I~j,~ der gr~sste 

gemeinschaftliche The~er yon 2,~ und ~ .  
Nach 2. ist ztmiichst ! ~ , ~  ein Theiler~ sowohl yon 2~, als yon 

2,~.  Es is~ also noch zu zeigen~ dass eine Idealelasse A,  die sowohl 
in 9fl~, als in 9 ~  vorkommt, aueh in 9.I,~ enthalten sein muss, oder 
dass, wenn es in A zwei Ideale al, a2 giebt, die den Bedingungen 
(7) ~r(ai) _~ 1 (rood. ml) , 2~r(ch) ~ 1 (rood. m~) 

genfigen~ in A auch ein Ideal a existir~ so dass 

(8) .ST(a) ~_ 1 (rood. m I m2) 
ist~ Da al and % ~xluivalent sind, so giebt es eine Zahg co' in 0~_ 
so dass 

t 

0. 2 ~ a.lt_D 

ist. Besfimmen wir nun die ganzen ra~ionalen Zahlen xt, x 2 so dass 

(9) xl ~ 1 (rood. m~), x~ ~ 0 (mod. rot) , 
0 (rood. m~), ~ 1 (rood. m2) 

und class iV(z 1 -{-x~co') positiv wird, und setzen 
( + ') 

so ist a in der Classe A enthalten, und 

s (a) ~ -hr(a~) (mod. m~), N(a) ~ _-~(a~) (rood. me) 
also ist such, wie verlang~, die Congraenz (8) befriedigt und das 
Theorem 5. bewiesen. 

Um fiber die Anzahl der Genera ~gheren Aufschluss zu erhal~en~ 
beh'achten wir znngehs~ die Ornppen der Zahlclassen ~l~r~ M" nach einen 
beliebigen Modul m. 
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und m~, m~ relative Primzahlen. Es mSgen ferner Ms, M / ;  M~, M 2' 
dieselbe Bedeutung ffir m~, m2 haben, wie M r M '  ffir m. Dann ist 
der Grad yon .M gleich dem Product der Grade yon ~]~1 und M sund 
dasselbe gilt yon den Gruppea M ~, ltf~'~ M:'. Das erstere is~ bekannt~ 
urn auch das zweite einzusehen, braucht man nut zu erw~igen~ dass 
eine Zahl a, die zu M'gehSrt  auch in Mj" und in M.~ enthalten isr 
dass aber auch umgekehrt eine Zahl a, die zugleich zu M(und  zu ~l/:.z 
gehSrt, in ~ enthalten sein muss. Denn is~ 

so ist, wenn wit xl~ x: durch (9) bestimmen, 
N(x~,o~ + x 2 ~ )  -~ a (rood. ~), 

also a auch in 2d~ enthalten. Hieraus folgt (w 1, III) 

(10) (M, M') = ( ~ , ,  M()  (M~, M~'). 
Ist nun ~n == ~r elde Primzahlpotem~, so bezeichnen wir die en~.- 
sprechenden Grappea Jlf, ~ / '  mit 2~, 2P~' and ihre Grade mi~ z~, ~ ' .  
Dana ist bekanntlich, so lange X 2> 1 ist;, ~ ~--t)~_~. Ferner islg 
jade Zahl a,  die in 2~" enthalten ist, auch in P~'_~ enthalten, Is~ 
nun a eine Zahl aus/~'_~, so giebt e's eine Zahl co, die der Bedingung 

- -  a ( r o o d . / - 9  
gentigt. Wenn nun ffir jedes a aus dieser Congruenz auch die MSg- 
lichkei~ tier Congruenz 

" N ( e ~ , )  ~ a (rood./~) 
folgt, so e'rgebea sieh zu jedem a naeh dem Modul~0 ~'-~ p versehiedene 
Zahlen nach dam Modul pz, d. h. es ist in diesem Fall 

=a' = 2 =;-~ 

in den anderen F~Ilen ist =' " ' 1 kleiner als /)=2.-,, und da =1-, ein 
Theiler yon ~" sein muss, so ist in diesen F'~len =~ '=  x~_t. Hieraus 
ergieb~ sich im ersten Fall 

im anderen Falle 
(P , ,  21) 

6. D e f i n i t i o n .  Wit nankeen eine Prim~ahl p, bei tier 
fiir ~rgend eine l~otenz ~ die G~r~pe P~ yon P~ verschieden 
ist, eine charakteristische Primzaht der Ordnung ~', und die 
h6cl~te _~otenz 1~, bei der (Pa, Pi )  noch yon (2~-~, :P~_~) 
verschieden ist, die charakteristisehe .Potenz yon ~. 

Nehmen wn- einen Modal m, der alle eharakteristischen Primzahl- 
potenzen (deren Anzahl~ wie sich gleieh zeigen wird~ endlieh ist) als 
Theiler en~rfl~ so ist 

Mathematieche A~nalen, XL~IIL 30 
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(::) T;) ,  

das Product IT ausgedehnt fiber alte charakf~ristischen Primzahtpotenzen 
yon g. Dieser Ausdmck ist aber unabhangig yon der sonstigen Be- 
sehaffenhei~ yon m und ist der Ziihler in dem Ausdruek fiir die Anzahl 
tier absoluten Gesctfleehter. Der Nenner dieses kusdracks (M, M")  
ist daher in demselben Umfang yon m unabh~ngig. 

w  

Die eharakteristischen Primzahlen. 

Zur nKheren Bestimmung der charakteristischen Primzahlen und 
ihrer Potenzen fiihren die folgenden S~tze, in denen der Grad des 
K5rpers f2 immer mit n bezeichnet ist. 

Es handelt sich zun~chst darum, zu entscheiden, wenn p eine 
natiirliche Primzahl und a eine (lurch 10 nieht theilbare rationale Zahl 
ist, unter welchen Umst~4nden die Congruenz 
(1) N(co) - -  a (mock p) 
durch eine Zahl eo in o' 15sbar ist. 

I. Wenn p in Q aufgeht, so kann die Congruen~ (1) 
dann und nut  dann dutch eine Zahl in o" gel6st tverden, 
wenn a mit der n t~ Potenz ei~or andern rationalen Zahl b 
congruent ist : 

(2) a ~ b" (mod. p) 

oder was dasselbe ist, wean d den gr6ssten gemeinschaftlichen 
Theiler vo~ p -  1 und n bedeutet unter der Bedingung 

~a--1 

(3) a : (mo . p). 

Dean ist erstens die Bedingung (2) erfiillt, so wird (1) dutch die in 
o' enthaltene Zahl ~ ~--b befriedigt. Is~ umgekehr~ (1) befriedigr 

n und ~ der Ffihrer yon e,  so giebt es nach der  Definition yon o ein 
rationales b, so dass 

co ~_~ b (rood. ~), 

also auch, wenn eoi die mit o conjugir~en Zahlen sind 

r b (rood. ~), 

Also, indem man hiervon das Product nimmt 

und diese Congruenz besf~ht anch nach den Modul zv. 
Wenn zweitens p nicht in Q aufgeht, also relafdv prim zu ~ ist, 

so ist jede Zalfl in ~ nach den Modul ,v mi~ einer Zaht in g congruent. 
Denn wir kSnnen dana die Congruenz 
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Q ~ _____ ,9 (rood. ~) 

dutch eine Zahl ~ in o befriedigen uad Q~ is~ in o' en~hal~en. Is~ 
also die Congruenz (1) in o zu befriedigen, so kann sie auch in 0' be- 
friedigt werden. Wir zerlegen p in seine Primideale 

(4) P ~- (~t, ~2 , - . . ,  ~)g, e f g  = n ~) 

worin ~s, ~ - ' ,  Be yon einander verschiedene Primideale ft~ Grades 
sind, und worin g ein Theiler yon n ist, der ~ser dann gr6sser als 1 
ist, wenn ~ in der Grundzahl A des K6rpers Q aufgeht. 

In der Gruppe ~ des KSrpers Q ist eine Gruppe X yore Grade g 
enthalten, deren Substitufionen Z flit jede Zahl t~ in o der Bedingung 
(5) eo]Z ~_ eo (mod. ~) 
genligen, wenn ~ irgend einer der Primfactoren yon/9 ist. Ausserdem 
giebt es eine Substitution ftr Grades, ~Po, ffir die 

o t %  ~ ~o~ (rood. ~), 

also fiir jeden Exponen~en 

(6) ,~[~Po ~ ~ eoPz (rood. ~). 
Die Gruppe gft~. Grades 

~, = x + x~o + . - .  + x~j -~  
ist dann die Gruppe des Primideals ~; ihre Subs~itu~ionen werden mi~ 
~p bezeichnet. Aus (5) und (6) abet folg~ ffir jedes a~ 

~P 

H e~ ~-~ a~g(l+~+'"+~t- ~) (rood. ~), 

und wenn wir 
~ e o l + v + .  , .  + ~ y - 1  

setzen, so ist 
~ ~ ~ (rood. ~). 

Das isf. aber (vgl. Algebra Bd. H, w I50) die no~hwendige und hin- 
reichende Bedingung dafiir~ dass ~ mit einer rationalen Zahl e con- 
gruen~ ist. Also: 

(7) / - / ~ ) l ~ - : - d  (mod.~), 

Eine solehe Congruenz gilt :ffir jedes co, und wenn daher ~0 eine nieht 
in ~F enthal~ene Substitution yon eo ist~ so ist auch 

F i o ,  l ~ , . =  d~ (rood. ~). 

Muttiplicirt man alIe diese Congruenzen mit einander~ und bezeiclmet 
mi~ b eine rationale Zahl~ so folgr ffir jede Zahl in 

*) Algebra, Bd. [I, w 160, 168. 
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(9) _~(co) ~ b ~ (moa. ~), 
trod diese Congruenz bestsht daher aueh ffir den Modul p. 

Abet  es gilt aueh urngekehrt, da~s eine Congruenz (9),  wenn b 
eine beliebige rationale Zahl ist~ immer in o 15sbar ist. Wenn n~rnlich 
b dutch 10 nieht theflbar ist und 7 sine primitive Wurzel yon ~i be- 
deutet, so kann man den Exponenten x immsr so bestimrnen, dass 

b ~ ~(~+~,+...+ps'-1) (rood. Pl) 

w i r d . . N u n  nehrnsn wir eine Zahl eo an,  die den Congruenzbedingungen 

o~ ~ 7 ~ (rood. p~), 
eo ~___ 1 (rnodd. ~ ,  Pa . . . .  , pe) 

genfigt. 
Urn eine solehe Zahl zu finden, nehrne man sine Zaht a ,  die 

dureh ~1 theft'bar, dureh ~2, . . - ,  ~e nieht theilbar ist, und bestirnrns 
die Zahl ~ aus 

er = a.i + 7 ~ ~--- 1 (modd. ~2, "- -, ~) -  
Dann ist 

eolZ~Po a ~ 7 ~" (rood. ~1), 
und fiir jede nieht in ~/ enthaltene Substitution r 

r ~_ 1 (rnod. ~I), 
folglieh 

~ ( ~ )  = r g * < ~ + p + ' " + / - ~ )  ~ b * (rnod. ~,). 

Wir haben also 
2. Wenn p nicht in Q aufgeht, so ist die nothwendige 

und hinreichende ~edingung fiir die Lgsbarkeit der Con- 
gruenz (1) in ~' die, dass 

a ~ ~ (mod. p) 

oder also, wenn ~ der gr6sste gemeinschaflliche Theiler yon 
g and 1 0 -  1 ist 

2a--i 

a ~ _____1 (rnod. p) .  
Wenn  die Cong~uenz 

(10) hr(co ") ~ a (rnod. ~ )  

fiir irgend einen positiven Exponenten ~t durch eine Zahl in ~" 15sbar 
is% so setzen wir 

_N'(cO') = a -t- ~ a "  
und bilden eine Zahl 

---~ ar + 1), 

worin x rational, und ~ eine Zaht in o sein soll~ deren Spur S(~)nieht  
dureh 1o thsilbar ist (wenn sine solehe Zahl existir~). Dana ist 

~(~) =_ a + 10~ (~' + �9 s(~)) (rood. f + 0  
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und daher, wenu x der Congruenz 

(11) xN(~) + a' ~ 0  (rood.p) 
geniig't, 

a (moO. 

Wenn sich also ~ uad x so bestimmea lassen, dass 1 .-{-10~x~ zu o' 
gehSrt, so folgt, dass wenn die Cong~,uenz (10) in o' 15sbar ist ,  aueh 
(12) a (rood. 

�9 15sbar ist. 
Die Zahlen ~, x ,  wie sie hier vorausgesetzt sind, ex~ iren  immer, 

wenn p theilerfmmd zum Fighter ~ veto ~' und zur Grandzaht A des 
K6rpers ist, oder wenn p nicht im Grade n das K6rpers Q aufgeht. 

Denn die Grundzahl A is~, wenn eo~, eo~, . . . ,  eo~ eine Basis der 
ganzen Zahlen yon Q bedeutet,  gleich der Determinante 

A = jB(o,,  

und wenn also alle Spuren durch p theilbar sind~ so ist aueh A dureh 
p theilbar. Folglich giebr e% wenn ~o ni6h* in A aufgeht, eine Zahl 

in Q, deren Spur nioht dutch p theilbaI, ist. Geht dann abet auoh 
p nicht in Q auf, so kann man x aus 

x ~ -  0 (rood. Q), x S(~) + a' ~ 0 (rood. 1)) 
bestimmen, unit dann isi 1 + 102 x ~ in d enthalten. 

Geht aber p nicht im KSrpergTad n auf, so kann man ~ = 1, 
also S ( ~ ) ~  n annehmen, und ha~ x aus der (3ongruenz 

n x  ~ a" (rood. 10) 
zu bestimmen, und 1 + i# x isi als rationale Zuhl immer in o' ent- 
ha]ten. Wi t  spreehen also den Satz aus: 

5. Geht p nicht in Q A oder nicht in ~ auf,  und ist 
die Congruen~ 

2q (co') -~  a (rood. 1 o) 
lSsbar, so ist auch 

.N(ed) _:____. a (mod. 10z) 
fiir jedes 10ositive 2 l~sbar. 

Wir haben daher den folgenden Satz: 
6. I_)ie 15,imzahlen, die ~dcht in Q A aufgehen, kommen 

nicht unter den charakteristischen t)rimzahlen der Ordnung o" 
vor. E in  PrimfacCor 1~, der in Q oder in A abet nicht in 
n aufgeht, kommt nu t  dann unter de~, charakteristischen 
t~rirazahten vor, wenn p - -  1 und n oder 10 - -  1 und g nicht 
relativ prim sind~ und yon die.sen t)rimzahlen ist die erste 
~otenz die cl~arakteristische t)otenz. ~Es ist, wenn ~ der 
grSsste gemei~schaf'tliche Theiler yon p -  1 und n ode, yon 
1 0 - - 1 u n d  g ist 

(13) (P, P') ~-- ~. 
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Wenn aber p in QA und zuglei~h in n aufgeh~, so kSnnen wir 
ffir die charakteristische Potenz von. p im AUgemeinen eine obere 
Grenze angeben. Es sei 

( 1 4 )  u ~ ~ ~,' 
und ~' nidnt durch p theilbar. Die Aufgabe ist dann die~ den 
niedrigsten Exponenten ~ zu bestimmen~ so dass aus der Congruenz 

(15) ~vCto) = a (rood. ~r 
die MSgliehkeit derselben Congruenz ffir jede hShere Potenz yon p a l s  
Modu! folgt. 

Ist to' eine LSsung yon (15) in o'~ so setzen wir 

,~ =-- ~ ' (1 + f - ' ~ ) ,  
worin x eine rationale Zahl bedeutet. Wenn to' in ~' enthalten ist, so 
ist aueh ~ darin enthalten. Ist nun 

N(~' )  ~- a + a 'p  ~, 
so folgt 

und wenn wir it so annehmen, dass 2(~t--x) > it, also 
(16) ~ > 2~t 
ist, so folgr 
(17) 2~(~) --~ a -f- (n 'ax  -f- a ')F ~ (rood. p~+~). 
Wenn also x aus 

n ' a x  -{- a' ~__ 0 (rood. p) 

bestimmt wird, so folgt 
2q(y) ~--- a (rood. ioz+I). 

Hiervon is~ (16) die einzige Bedingtmg, und es ergiebt sieh: 
7. Is t  p in n und in Q A  entha~ten, und ist n dutch 

~ ,  aber dutch ]~ine h6here ~otenz yon p theilbar, so ist der 
J~xsvnent der charakteristische~r Potenz p~ hSchstens gleich 
2 ~ + 1 .  

Die Grenze ftir it l~sst sich unter Umst~den noch etwas wei~er 
herunterdriicken. Bemerkt man n~mlich, dass in der Entwickelung 
der n t~ Potenz des Binoms 1 "4-P ~-xx alle auf den ersten folgenden 
Binomialcoefficienf~n his zum p~~ einschliesslich durch 10" ~eilbar 
sind, so erkenn~ man, dass die Congruenz (17) auch noch unter der 
Vorausse~zung 

gilt. 
Es ist also it h/ichstens gleich der zun~chst fiber 

(18) ~ p - - 1  

gelegenen ganzen ZahL Dies ist ffir x ~ - 1 ,  p ~ - 2 ,  in Ueberein- 
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stimmung mit dem Satze 7 die Zahl 3; dagegen ftir ~-----/~, 10 > 2 
die ZahI 2. 

Aber aueh ffir 29 = 2 l~sst sieh in manchen F~llen die Grenze fiir 2 
noch erniedrigen. Fiir 1o ~--2 giebt der Ausdruek (18) 2~ 4"1 als 
obere Grenze flit Z. Wit wollen untersuehen, ob nieht ;t ~ - 2 ~  
sehon geniigen kann. 

Da ~2 ein NormalkSrper ist, so gehSr~ die Quadratwurzel aus der 
Grundzahl~ 1/31 dem KSrper selbs~ an. Diese Wurzel kann rational 
sein, und muss es immer sein, wenn n ungerade ist. Bei geradem n 
kann 1/~ auch irrational sein, und dann ha~ die Gruppe q~ einen 

1 Theiler r  yore Grade ~n, dutch deren Substitufionen k/~& unge~inder~ 

bleib~, w~hrend es durch die andere L-/~ff~e der Substi~ufionen ~ sein 
Zeiehen ~indert. Es sei unter dieser Voraussetzung 

(19) n=2"n', Q=2,aQ', A-~2,~tk" 

worin n', Q', &' ungerade sind. 
Es handelt sieh also noeh um die Frage, under welehen Voraus- 

setzungen aus der Congruenz 

~(~') ~ a (rood. 2 2") 

die MSgliehkei~ derselhen Congruenz fiir den Modul 2 ~q-t folgt. Hierin 
bedeutet co' eine Zahl ia o', und wir setzen 

(2o) .Y(o,') == a 4-  ~ a ' ,  

(21) ,q = ~' (1 4" ~ ~ Q' 1/3 x). 

Diese Zahl gehSr~ fiir jedes rationale x dem Ktirper f/ an, wenn 
(g- -  g2 4" 1): 2 eine ganze Zahl, also 

xz _~_ ~ nt- 1 (rood. 2) 

Die Zahl ~ wird aber aueh der Ordmmg ~" an- 

- ~+ I ~+I 

2 Q'V3=  

eine naeh den Modul Q mit, einer rationalen Zahl eongruonte ganze 
Zahl ist, oder wenn 

zq-1 

2 

nach dem Modul 2 ~. mJt einer ra~ionalen Zahl eong'ruent is~. Es ist 
hierbei zu un~erscheiden, ob Z~'_~---_ 1 oder ~ 3 (rood. 4) is~; denn im 

1 
ersten Fall ist ~ ( 1 / ~ -  1) eine ganz0 Zahlj im zweiten Falle nicht. 
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Es muss daher im ersten Fall 
~ + 3  , _ _  

2TVA~ -i 

nach dem Modul 2 x, mit einer rationalen Zahl congruent sein, was 
nur mSglich ist, wenn 

~ .--[- 3 --  

und im zweiten muss 

sein. Man. hat also zwei F~ille 

a) A ' ~ I  (mod. 4), x 2 ~ x ~ -  I (rood. 2), x 1 <  ~ , 
(~3)  

b) A ' ~ 3  (meal. 4), % ~ x ~ -  1 (rood. 2), ~ ~-bl  

In beiden F~llen ist nach (21) 

~v(~) = ~r (1-2~+~ Q" ~A" x:) ~, 
N(~) ~ (a~-2  ** a') ( 1 - - 2  -+* Q'~A'n'x  ~) (rood. 2ex+ I) 

a --]- 2+-*(a'~aQ'~A'n'x  ~) (rood. 2 "2~+1) 

und es wird also, wenn x ~ a" (rood. 2) angenommen wird, 
_hT(~) .~  a (rood. 2e*+1). 

In diesen F~llen ist also die charakteristische Potenz yon 2 
hSchstens 2 ~ . 

Nehmen wir x ~ l  an, so ergeben sieh folgende Fitlle, in denen 
die r Potenz yon 2 hSchstens ~ 4 ist. 

a) A'---~I (meal. 4), % ~ 0  (meal. 2), x s ~ - 0 ,  1 , 2 ,  
(24) b) A'~_~3 (rood. 4), % ~ 0  (rood. 2), ~ ~ 0 , 1 .  

Im Falle a) scheiden abet noch die Werthe ~1 ~--0, I aus, in 
denen 2 tiberhaupt nicht unter den charakteristisehen Primzahlen vor- 
kommt. Denn in diesen F~.llen ist 

fiir jedes gauze rationale x, y eine Zahl in o' and es ist 

2 r  = (x  ~ - y~ Q' ~ d ) , , ' .  

Je nachdem man nun x gerade und y ungerade oder x ungerade 
und y gerade annimmt, ist 

/ u  1 oder ___~+1 (meal. 4). 

Folglich is~ die Congruenz 

2V(m) ~ a (rood. 4) 
fiir jedes ungerade a in ~' 15sbar. 
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Fiir e~uen ~adratischen K6rper Q ist im Falle a) ~ ~ - 0 ,  im 
Falle b) ~e ~---2, und es ergeben sieh folgende drei F~ille, m denen 
4 die charakter~stisehe Potenz yon 2 ist. 

1) A'~---1, /h-~-- A', Q---~-4Q', D=-=Q2~---16Q'~iX', 
2) / x ' ~ 3 ,  Z~- -4A ' ,  Q =  Q', D..~.~Q~Lk = 4Q'2A ", 
3) zx' 3, 0 = 2 q ;  '. 
Die Gauss'sche Determinante V der entsprechenden quadratischen 

Formen ist in diesen F~illen, w o / )  und also aueh b gerade ist, gleieh 
1 D (w 5)~ and wir bekommen also 

im Falle 1. V/~- 4Q'2A ' ~  4 (rood. 161, 
im Falle 2. v ] =  Q'2A'=~ 3 (mQd. 4), 
im Falle 3. V ~ 4 Q'2 A' =--- 12 (rood. 16), 

in denen 4 die eharakteris~Jsehe Potenz yon 2 ist (in vollkommener 
Uebereinstimmung mit den SKtzen yon Gauss fiber die Classeneharaktere. 
Disq. at. art. 228 f., Diriehlet-Dedekind, Zahlentheorie, 4. Auflage w 121). 

S t r a s s b u r g ~  31. Augus~ 1896. 


