Ueber Zahlengruppen in algebraischen Koérpern.
Von

H. WesBERr in Strassburg.

Der vorliegende Aufsatz bildet die Einleitung und nothwendige
Grundlage zu einer eingehenden Untersuchung gewisser algebraischer
Zahlkorper, deren Ergebnisse ich in einem folgenden Aufsatze aus-
fiibrlich mitzutheilen hoffe, iiber die aber schon hier einige vorldufige
Angaben Platz finden mdgen.

Die Resultate beziehen sich zundchst auf einen imagindiren
quadratischen Korper, fiir den bis jetzt allein ‘die nothigen Hilfsmittel
bereit sind, wiewohl es wahrscheinlich ist, dass die ganze Theorie einer
wesentlichen Verallgemeinerung fihig ist.

Aus einem quadratischen Korper (mit negativer Grundzahl) lisst
sich eine Kette hoherer Korper ableiten, die gewissen Zahlengruppen
in dem quadratischen Korper entsprechen. Der erste unter diesen
Korpern ist der aus der complexen Multiplication der elliptischen
Functionen bekannte Classenkirper, dessen Galois’sche Gruppe der
Gruppe der Idealclassen im quadratischen Korper isomorph ist; daran
schliessen sich die gleichfalls in der Theovie der complexen Multipli-
cation vorkommenden Korper, die in gleicher Weise den Gruppen der
Idealclassen in den verschiedenen Ordnungen des quadratischen Korpers
entsprechen, die ich die Ordnungskérper nennen will. Diese sind
relativ. Abel’sche Korper in Bezug auf den gegebenen quadratischen
Korper.

Ueber jedem dieser Korper giebt es dann wieder eine unendliche
Zahl higherer Korper, die in Bezug auf einen dieser Ordnungskdrper
Abel'sche sind ; diese Korper erhilt man aus der Theilung der elliptischen
Functionen mit einem singuliren Modul und sie sollen daher Theilungs-
korper genannt werden. Der Theiler, den ich den Modul dieses
Korpers nenne, kann dabei ein beliebiges Ideal des quadratischen
Korpers sein.

Um die Entstehung und gegenseitige Beziehung dieser Korper
deutlich darlegen zu kbnnen, sind die in der vorliegenden ersten Arbeit
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gegebenen Ausfithrungen nothwendig, deren Bedeutung besser erkannt
wird, wenn sie gleich allgemein, fiir beliebige Korper durchgefiihrt
werden. Ich mache hier schon anf die allgemeine Definition der Genera
oder Geschlechter (§ 6) aufmerksam, die eine weit tiefer gehende ist,
als die in § 13 des zweiten Bandes meiner Algebra gegebene®).

Die erste und wichtigste Frage, der sich die weitere Untersuchurg
zuwenden muss, ist die Gradbestimmung dieser Korper oder die
Irreducibilitit der die Korper definirenden Gleichungen. Als Hilfs-
mittel fiir diese Untersachung hat sich big jetzt nur eines in allen
Fallen als wirksam erwiesen, was bereiis in der Kreistheilungstheorie
gute Dienste thut, und das sich auf die Dirichlet’schen Formeln fiir
Classenzahlen stiitzt*%).

Mit jedem solchen Irreducibilititsbeweis ist zugleich der Beweis
eines Satzes fiber unendlich viele Primideale in einer gewissen Ideal-
gruppe gegeben, wie mit dem entsprechenden Beweise der Irreducibilitit
der Kreistheilungsgleichung der Satz von den unendlich vielen Prim-
zahlen in einer arithmetischen Progression®¥¥),

Der relative Grad eines Ordnungskbrpers in Bezug auf den Korper,
der ausser den rationalen Zahlen beliebige Einheitswurzeln enthils,
ergiebt sich auf diesem Wege gleich der Anzabhl der in dem Haupt-
geschlecht enthaltenen Idealelassen, und daraus erhilt man zugleich
aufs Einfachste den Beweis des Dirichlet’schen Satzes, dass durch jede
quadratische Form unendlich viele Primzahlen darstellbar sind, die
zugleich in einer gegebenen mit den Charakteren der quadratischen.
Form vertriiglichen Linearform enthalten sind. (Freilichbis jetzt nur fiir
negative Discriminanten.) Dieser tiefere Zusammenhang des Diriehlet’-
schen Satzes, der bisher ziemlich unvermittelt aufgetreten ist, mit der
Theorie der quadratischen Kérper und der von Kronecker entwickelten
Zerfallung der Classengleichung in der complexen Multiplication durch
Adjunction gewisser Quadratwurzeln, ist mir besonders tiberraschend
und interessant gewesen. Es folgt daraus, dass eine -weitere Zerfillung
der Classengleichung, selbst nach Adjunction beliebiger Kreistheilungs-
zahlen unmdglich ist. )

Der Relativgrad eines Theilungskorpers in Bezug auf den zu Grunde
gelegten Ordnungskérper, der einen realen oder idealen Modal m hat,
ist gleich der Anzahl zu m theilerfremder, nach m incongruenter
Zahlen, getheilt durch die Anzahl der nach dem Modul m incongruenten
Einheiten des Korpers (die letztere Zahl ist beim imagindren quadra-

*} Weber, Lehrbuch der Algebra, Braunschweig 1894, 1896.
¥¥; Wahrscheinlich hat Kronecker dies oder ein sebhr verwandtes Beweis-
mittel in der Theorie der complexen Mnliiplication angewandt (Monatsberichte
der Berliner Academie 26. Juni 1862).
%) Vgl. Algebra, Bd. II, zweiter Nachtrag.
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tischen Korper im allgemeinen =2, in zwei bekannten speciellen
Fillen = 4 oder = 6.)

Mit diesem Beweise ist der Beweis eines neuen Satzes fiber un-
endlich viele Primideale verbunden, der geradesu als eine Verall-
gemeinerung des Satzes von den unendlich vielen Primzablen in arith-
metischen Progressionen aufgefasst werden kann. Wenn man n@mlich
die Ideale des quadralischen Korpers in der Weise in Classen theilt,
dass zwei Ideale nur dann in eine Classe aufgenommen werden, wenn
ihr Quotient eine nach dem Modul m mit einer Hinheit congruente
Zahl ist, so ergiebt sich, dass in jeder dieser Classen unendlich viele
Primideale ersten Grades vorkommen; und darin ist als specieller Fall
der Satz enthalten, dass durch eine Linearform «& - 8, in der «, §,
feste ganze Zahlen ohne gemeinsame Theiler und £ eine variable
ganze Zahl des quadratischen Kprpers bedeuten, unendlich viele com-
plexe Primzahlen dargestellf werden kdnnen.

Die so gewonnenen Resuliate bahnen den Weg zu einer genaueren
Untersuchung der Grundzahl und des Grundideals des Classenkprpers,
die urspriinglich das Ziel der ganzen Arheit bildete, inshesondere zum
Beweise des von Kronecker vermutheten Safzes, dass das Partial-
grundideal des Classenkdrpers in Bezug auf den gegebenen quadra-
tischen Korper gleich 1 ist.

Ich stiitze mich auf die Darstellung der Theorie der algebraischen
Zahlen, die ich im zweiten Bande meines Lebrbuehes der Algebra
gegeben habe. Ausserdem ist aber poch eine Reihe von Sitzen- iiber
die Theilung der elliptischen Functionen erforderlich, die noch wenig
oder gar nicht bekannt sind, die daher auch noch ahgeleitet werden
miissen. Dies aber muss auf eine spitere Abbandlung verspart werden.

§ 1
Abel’'sche Grappen.
Es sei G ein System irgend welcher Elemente

@, B, y,... (G,
die eine endliche oder unendliche Abel'sche Gruppe bilden, so dass sich
aus zwei Elementen «, B des Systems ein bestimmtes drittes ableiten
lisst, das mit «f bezeichnet wird, also etwa
(1) af=y,
dass bei dieser Zusammensetzung das associative und das commutative
Gesetz
(2) (aB)y = a(By), «f=pBeu
gilt, dass endlich, wenn «, p gegeben sind, immer ein Element g
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gefunden werden kann, was der Bedingung (1) geniigt. Dies Element
bezeichnen wir mit

3 p=tey:e.

Es folgt dann, dass es ein Element 1in G giebt, das fiir jedes « der
Bedingung 1.¢=u.1=« geniigt, und dass die Regeln des Rechnens
in dieser Gruppe genau fibereinstimmen mit den Regeln der Multipli-
cation und Division im Zahlenreich (ohne die Null). Demnach werden
wir auch die Aunsdriicke Product vnd Quotient fir die Verbindungen
«f und y:e« brauchen.

Wenuo 4, B irgend zwei Theile von G sind (Gruppen oder nicht)
so verstehen wir unter dem Product A B das System der Elemente «f,
wenn & alle Elemente von A4, § alle Elemente vonr B durchliuft,
wobel ein Element, was mehrmals in der Form «f dargestellt werden
kann, nur einmal in AB aunfgenommen wird. (Composition der Theile,
Algebra Bd. I, §4). Ist 4 eine Gruppe, und B ein Theil von 4,
so ist hiernach A== AB. Sind 4 und B zwel Gruppen, so ist auch
AB eine Gruppe, die das kleinste gemeinschaftliche Vielfache von
A und B genanut wird, Aber auch der kiirzere Ausdruck , Product
von A und B“ ist nicht misszaverstehen, und soll daher in der Folge
gebraucht werden. Wenn die beiden Systeme 4, B gemeinschaftliche
Elemente haben, so bilden diese ein System D, das der Durchschnitt*)
von 4 und B heisst. Ein solcher Durchsehnitt ist immer vorhanden,
wenn 4 und B Gruppen sind, da sie ja dann wenigstens die 1 gemein
haben, und D ist dann selbst wieder eine Gruppe. Zwei Gruppen,
die nur das Element 1 gemein haben, heissen theilerfremd oder
relativ prim.

Ist 4 eine Gruppe, und sind ¢, ¢ irgend zwei Elemente aus @,
so haben die beiden Systeme ¢4, 6.4 entweder kein einziges Element
gemein, oder sie sind ganz identisch,

Die Systeme p.4 heissen die Nebengruppen zu A, Zwei Elemente
aus G, die in derselben Nebengruppe vorkommen, heissen dquivalent
nach A. Aequivalente Elemente sind auch dadurch definirt, dass thr
Quotient in A enthalten ist.

Es seien jetet 4 und B zwel Gruppen in G, von der Art, dass
alle Elemente von B zugleich in 4 enthalten sind, wofiir wir auch
sagen, dass B ein Theiler von A ist.

Wihlt man die Blemente ¢, &', ¢”, ... ans 4 so auws, dass unter
den in A enthaltenen Nebengruppen

*) Indem ich den Ausdruck ,, Durchschnitt“ statt des lingeren ,,grosster
gemeinschaftlicher Theiler brauche, folge ich einem Vorschlag von Study.
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4 eB, a'B. «"B,...
niemals zwei jdentisch sind, so sind zwei Fille mbglich:
1) Die Reihe (4) bricht nach einer endlichen Anzahl von Gliedern

ab. Danu zerfillt 4 in eine endliche Anzahl von Nebengruppen « B,
deren Zahl wir den Index des Theilers B von A nennen und mit

(5) .7 = (4, B)
bezeichnen. Wir setzen nach einer von Galois gebrauchten Bezeichnung
(6) A=aeB+e'B4+a"B4 - = XaB

und nennen o, o, «” ein volles Reprisentantensysiem von A4 nach B.
In diesem Falle heisst B ein Theiler von 4 von endlichem Index.
2) Die Reihe (4) bricht nicht ab. In diesem Falle geben wir
dem Zeichen (4, B) die Bedeutung
Q) (A7 B) =
und nennen B einen Theiler von A ohne Indes oder vom Inder Null.
Ist B ein Theiler von A4 von endlichem Index, so bilden die
Nebengruppen (4) unter sich eine endliche Abel’'sche Gruppe, wenn wir
¢«Bo'B=caueB
setzen, weil das System oe’B ja auch unter den Nebengruppen (4)
vorkommt. Diese Gruppe kann der Quotient von 4 durch B genannt
und mit 4|B bezeichnet werden (Algebra, Bd. 1I, § 4). Der Grad
dieser Gruppe ist gleich (4, B).
Wenn zwei solche Gruppen A|B und 4’| B’ isomorph sind (ein-
stufig) so setzen wir auch kurz
AlB = 4'|F,
was zur Folge hat, dass auch (4, B) = (4, B') ist.
Wir beweisen zuniichst eine Reihe von Sitzen iiber Gruppentheiler:
1. Ist B ein Theiler von A und C ein Theller von B
so ist auch C ein Theiler von A umd
(4,C)= (4, B) (B, C).
Denn jede Nebengruppe «B zerfillt in ebenso viele Nebengruppen
«fC =a’C als B in Nebengruppen §C zerfillt,
Es ergiebt sich daraus, dass, wenn (4, C) von Null verschieden
ist, keine der Zablen (4, B), (B, C) gleich Null sein kann.
11. Ist B ein Theiler von A, und C so beschaffen, dass
B der Durchschnitt von A und BC ist, so ist
(4C, BCy= (4, B).
Wenn nimlich ¢B und o' B zwei verschiedene Nebengruppen zu
B sind, so konnen die Nebengruppen « BC, &’ BC nur dann identisch
sein, wenn «: e’ in BC enthalten ist. Wepn nun aber, wie voraus-
gesetzt, B der Durchschnitt von 4 und BC ist, so milsste hiernach
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a:e’ in B enthalten, also a«B und «’B nicht verschieden sein, wie
doch angenommen war. Die Anzahl der von einander verschiedenen
Nebengruppen «BC ist also gewiss nicht kleiner als die Anzahl der
o B, und folglich ist (4C, BC) =0, wenn (4, B) = 0 ist. Ist aber
(4, B) von Null verschieden, so ist

A=ZXoB, AC= ZaBC,

woraus sich die Formel II ergiebt.

Die im Satze II tiber C gemachte Voraussetzung ist immer erfiillt,
wenn ' ein Theiler von B ist, oder wenn C theilerfremd zu A ist.

Daraus ergiebt sich leicht der Satz:

L. Ist B ein Thedler von A und B, ein Theiler von
A,, und ist A, relativ prim z2u 4, so st
(A-Aja B-B1) = (A) B) (-AH -Bi)

Die Voraussetzung involvirt zugleich, dass B theilerfremd zu 4, ist,
und demnach ergiebt sich durch zweimalige Anwendung des Satzes II.

(44,, BA))= (4, B),
(BAII -BBI) = (Au B1>

und daraus nach I die zu beweisende Formel,
IV. Ist A" ein Theiler von A von der Art, dass

®) 4= 4B,
so ist, wenn B der Durchschwitt von A’ und B ist
(4, B) = (4, B).

Die Voraussetzung (8) besagt némlich, dass in jeder Nebengruppe «.B
ein Element aus 4’ vorkommi, dass also, wenn «B eine beliebige
Nebengruppe zu B in 4 isf, man immer eine ¢’ in A’ finden kann,
so dass ¢ B == o’ B wird. Sind dann «,”B, «, B verschiedene Neben-
gruppen zu B in A4, so sind B, &/ B' verschiedene Nebengruppen
zu B in A und umgekehrt. Daraus ergiebt sich unmittelbar unsere
Formel. Wir sprechen noeh den folgenden, hieraus fliessenden Satz aus:
V. Reducirt man G auf einen Theiler G’ und sind
A, B die Durchschnitte von G’ mit A und B, so ist unter
der Voraussetzung, dass A = A'D ist, d. h. dass in jeder
Nebengruppe « B ein Element aus G vorkommt,

(4, B) = (4, B).

Ist j = (4, B) von Null verschieden, so ist in der Gruppe 4|B die
Gruppe B selbst das Einheitselement. Nach einem bekannten Satze
der Gruppentheorie ist daher die j'* Potenz einer jeden Nebengruppe
o B mit B selbst identisch. Wir formuliren dies als sechsten Satz:
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V1. Ist der Index j von B in Beoug ouf A von Null
verschieden , so st die j* Polenz eines jeden Elementes o von
. A in B enthalten.
Wir machen noch den
Zusatz. Wenn of die niedrigste Polens von « it
positiven Exponenten ist, die in B enthalten ist, so ist k ein
Theiler von j.

§ 2
Potenzgruppen.

Ein Element der Gruppe &, von dem eine Potenz mit endlichem
Exponenten ==1 wird, konnen wir eine Einkeitswurzel (in G) nennen.
Nehmen wir nun ein Element o, in G, welches keine Einheitswurzel
ist, so bilden die Potenzen &2, wenn z, alle positiven und negativen
ganzen Zahlen durchliuft, eine unendliche Abel’sche Gruppe 4,. Wir
nehmen nun, wenn es moglich ist, ein zweites Element «, von der
Art, dass af nur fiir 2, = 0 in 4, enthalten ist, und erhalten in der
Gesammtheit der Elemente aZaZ: eine neue Gruppe 4,. So fahren wir
fort und bilden eine Gruppe 4, indem wir in

1) a=cla] ... an

die Exponenten z,, #,, .. ., %, alle ganzzahligen Werthe durchlaufen
lassen. Es ist hierbei fiir jedes m yvorausgesetzt, dass e nur dann in
A, enthalten ist, wenn z,==0 ist. Daraus folgt, dass zwei Ele-
mente ¢ mit verschiedenen Exponenten z niemals einander gleich sein
konnen, und dass in allen Gruppen A, keine Einheitswurzel ausser 1
vorkommt.

Die Gruppe 4, mige eine Potensgruppe heissen.

Das System
2) Gy By oo oy O
heisst eine Busis der Gruppe A,. Weno nun

51) ﬂz: cees lgn
gleichfalls eine Basis von A4, ist, so kbnnen wir ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit # < m annehmen, und da die § selbst der Gruppe
A, angehdren, so lassen sich die Exponenten a,; so bestimmen, dass

eee v %5 %20 Diigs
Bs“'“1’ A LI

wird, und dann ist, wenn y,, 4, - - -, ¥ die Exponenten des Elementes
o fiir die neue Basis bedeuten

3 T =1 Yy + -+ + Gra Yn.

Nach dem Begriff der Basis miissen, wenn die 2, = 0 gesetzt werden
auch die y, simmtlich verschwinden. Es muss also #Zm, und
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folglich nach unserer Voraussetzung » == m sein. Ausserdem muss die
Determinante
ltr s} =Xty ... G

von Null verschieden sein. Da sich aber fiir ganzzahlige Werthe von
%, aus (3) immer ganzzahlige y, ergeben miissen, so muss nach einen
bekannten Determinantensatze

] {ar,.) =41
sein.

Die Zahl m ist also fiir die Potenzgruppe 4,, invariant und soll
der Rang der Potenzgruppe genannt werden.

Wir beweisen folgenden Satz:

VII. Jeder Theiller B der Potenzgruppe A, ist selbst
Potenzgruppe von wnicht héherem Rang als m, Sind die
Duwrchschwitte
(4) By, By, Bys,...1
von B mit An, An_1s Ans,...1 alle von einander ver-
schieden, so ist der Bang von B gleich m, und der Index
(An, By) ist von Null verschieden.

Um diesen Satz zuniichst fiir m = 1 zu beweisen, bezeichnen wir
mit (#) die aus allen Potenzen irgend eines Elementes « bestebende
Potenzgruppe ersten Ranges. Ist nun B ein von 1 verschiedener .
Theiler von (&), so giebt es eine gewisse kleinste positive Zahl b fiir die

=
in B enthalten ist und dann ist B die Potenzgruppe (8). Zugleich ist
(@) =@+« + -+ ()
also der Index

G (@, B) =1.
Nun kénnen wir den allgemeinen Beweis unseres Satzes durch voll-
stindige Induetion fiihren.

Ist B ein Theiler von A,, so konnen wir m so klein annehmen,
dass B = B, nicht zugleich Theiler von A, ist.

Es giebt dann eine gewisse kleinste positive Zahl b, von der

Beschaffenheit, dass e’ in der Gruppe B, A _ | enthalten ist, und

jeder andere Exponent z, fiir den «® in dieser Gruppe enthalten ist,
ist ein Vielfaches von &,,.
Setzen wir also

Om
Cp == P>

und bezeichnen mit § irgend ein Element ans B, so giebt es einen

Exponenten y, so dass 88,7 in 4,_, und folglich auch in By, ent-
halten ist. Darauns folgt

(6) -Bm = (lgm) B,
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Da nun B nur fiir y = 0 in B,_, enthalten ist, so folgt, wenn B,_;
bereits als Potenzgroppe nachgewiesen ist, dass auch B, eine Potenz-
gruppe von einem an 1. hoheren Rang als B,_, ist.

Unter der in VII gemachten Voraussetzung ist B, . von B, ,
verschieden, und folglich B,—; nicht in 4,_; enthalten. Wir nghmen
demgemiiss als bereits erwiesen an, dass (4nu—1, Br-) von Null ver-
schieden isf.

Nun ist
(7) Am = (am)Am—-l
und da (e) theilerfremd zu 4, ist, so ergiebt sich nach dem'Satze I1
aus (6) und (7)

(Am; -Bm = (A-m—lr Bm——l) ((“m)v (ﬁm))

und folglich nach (5)
(8) (Am: Bm) = bm(Am-—u -Bm--—l);
wodurch das Theorem VII bewiesen ist.

Ueher die Bestimmung des Index kdnnen wir noch hinzufiigen:

Sind

Dy bty + + oy 0y
die kleinsten positiven Zahlen, fur die die Potenzen
LI

- b
. &y ogmf'_'iﬁ_l 2 reey %
in

-Bm-Am—I; Bm-l Am—2; e ey -B1
enthalten sind, so ist

) (Ams Bn) =1b, by« » . by

§ 3.
Zahlengruppen und Idealgruppen in einem algebraischen Korper.

Die simmtlichen Zahlen eines algebraischen Korpers Q, mit Aus-
schluss der Null, bilden, wenn die wirkliche Multiplication und Division
als Regel der Zusammensetzung gilt, eine Gruppe Q, von der in §1
betrachteten Art, die wir jetzt eine Zahlengruppe nennen wollen. Jede
Zahlengruppe enthilt die Zahl 1. Eine solche Zahlengruppe ist auch
das System der in Q enthaltenen Einheiten und diese Gruppe soll
durchweg mit £ bezeichnet werden.

Eine Gruppe wird auch noch gebildet von den simmtlichen Ein-
heitsfunctionalen*) des Korpers Q, und diese Gruppe bezeichne ich

mit . Ist dann ¢ irgend ein ganzes oder gebrochenes Functional
in Korper Q, so ist

(1) pE=qa
¥) Algebra, Bd. II, § 138.
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ein Ideal in Q, und dies Ideal #ndert sich nicht, wenn ¢ durch ein
associirtes Functional ersetzt wird. Wir sagen, das Ideal ¢ wird durch
das Functional ¢ erzeugt. Ist @ eine Zahl, so ist a ein Hauptideal.
Die Ideale des Korpers Q bilden eine Gruppe, wobei die Multi-
plication und Division der Ideale als Compositionsgeselz gilt. Eine
solche Gruppe soll eine Idealgruppe heissen. Die aus allen Idealen
von Q gebildete Gruppe bezeichune ich mit Q,. Die Hauptideale in Q
bilden gleichfalls eine Idealgruppe, die mit EQ, zu bezeichnen ist.
Zwei Ideale a, b sind nach EQ, #quivalent, wenn der Quotient o : b
ein Hauptideal ist, oder, was dasselbe ist, wenn der Quotient der sie
erzeugenden Functionale ¢, ¥ mit einer Zahl associirt ist. Die Neben-
grappen zu EQ, in Q, sind die Idealdlassen. Da nach einem Funda-
mentalsatz der Idealitheorie die Anzahl dieser Classen endlich ist, so
ist der Index
(2) h = (Q(n EQO)

immer von Null verschieden. Er heisst die Classenzall des Kirpers Q.
Man kann die Ideale o, a,, ..., a4 in Q so auswihlen, dass

(3) Q=0+ 0Q%+ -+ u
wird.

Ist O eine in Q, enthaltene Idealgruppe und O der Inbegriff der
Zahlen ®, deren Hauptideale Ew in O enthalten sind, so ist EO die

Gruppe der in O enthaltenen Hauptideale, und O ist eine in Q, ent-
haltene Zahlengruppe. Wenn nun noch die Bedingung

@ Q, =09,
exfiillt ist, so ist nach dem Satze §1, V
(5) b= (S_Zo: E—Qo) = (6: E0>

Die Bedingung (4) besagt, dass in jeder Idealelasse (3) ein Element
aus O vorkommern muss, und diese Bedingung ist nach einem be-
kannten Satze der Idealtheorie z, B. dann erfiillf, wenn O die Ge-
sammtheit der Ideale in O und folglich O die Gesammtheit der Zahlen
in Q bedeutet, dic zu cinem gegebenen Ideal o relativ prim sind®).

Ist O ein Theiler der Zahlengruppe O, so ist Z0' Theiler von
EO. Ist o irgend ein Ideal in O, so nennen wir das System aO’

eine Idealclasse nach O’, und es ist eine wichtige Aunfgabe, die Classen-
zahl nach O', d. h. die Zahl

¥ Unter Zahlen oder Idealen, die zu einem gegebenen Ideal g relativ prim
sind, verstehe ich solche Zahlen oder Ideale, die, bei ihrer einfachsten Dar-
stellung durch Idealbriiche, -weder im Zihler, noch im Nenuer mit o einen ge-
meinschaftlichen Theiler haben.
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(6) ¥ ={(0,E0Q)
zn bestimmen. Diese Aufgabe lisst sich, wenn % bekannt ist, durech
folgende Betrachtungen auf eine einfachere, nimlich auf die Bestimmung

von Indices in Zahlengruppen zuriickfiihren.
Nach §1, 1 ist

und nach §1, 1I
) (EO0, E0") — (E0, EEO) = (0, EO").

Ist nun ferner E’ der Durchschnitt von E mit O°, d. h. die
Gruppe der iy O’ enthaltenen Hinheiten, so ist nach § 1, 1

® (0, E0’) (B0, 0)==(0, 0")
und nach § 1, I1
(10) (EO', 0" = (EO', E'0)=(E, E").

Also nach (8), (9), (10)
(0, EO) (B, E')= (0, 0
und nach (7) ,_ _ ) ,_ 1
) (B, E) (0, E0') = (0, 0 (0, E0)
oder endlich
(11) (E,EYI = (0,0 h.
Wenn also (0, 0°) von Null verschieden ist, so ist auch (£, E')
von Null verschieden, und es folgt

7 TN 0, oY 2
12) (0, E0) = éfﬁ (0, EO).
§ 4.
Normalordnungen.

Es sei jetzt Q ein beliebiger algebraischer Zahlkbrper, E der
Korper der rationolen Zahlen, v das System der ganzen Zahlen in Q,
t das System der ganzen Zahlen in E.

1. Wir nehmen srgend ein ganzes Jdeal ¥ in Q om und
betrachten das System o aller Zahlen in o, die nach dem
Modul t mit einer rationalen Zahl congruent sind und nennen
o durch das Ideql t erceugt.

Das Zahlensystem o ist ein Specialfall der Zahlensysteme, die von
Dedekind Ordnungen*) genannt werden.

%) Vorlesungen fiber Zahlentheorie, 4. Auflage, § 170. ,,Ueber die Anzahi
der Idealclassen in den verschiedenen Ordnungen eines endlichen Kérpers®, Fest-
schrift zur Sicularfeier von Ganss Geburtstag (1877). ,,Ueber die Discriminanten
endlicker Korper®, Abhandign, der Ges. d. Wiss. zu Gottingen 1882.
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2. Es kann vorkommen, dass durch zwei verschiedene
Moduin t, € dasselbe System v erzeugt wird. Wenn dies
eimtritt, so erzeugt auch der grosste gemeinschaftliche Theiler ¥,
von ¥ und t* dasselbe System v'.
Um dies nachzuweisen, bezeichnen wir fiir den Augenblick mit
o, die durch ¥, erzeugte Ordnung v/, so dass zu zeigen ist, dass jede
Zabl @ aus ¢ in 9, vorkommt, und dass auch umgekehrt jede Zahl
@, aus 0, in o enthalten ist.
Bezeichuen wir mit r, ', r, ganze rationale Zahlen, so sind die
Zahlen @' durch die Congruenzen
o =r (mod.f), & =7 (mod t)

charakterisirt, und es muss also r=r' =7, (mod. {,) sein. Es ist

also anch
@ == 7, (mod. f,),
also @’ in o, enthalten.

Um auch das Umgekehrte nachzuweisen, sei @, eine beliebige
Zabl in oy, Dann konnen wir, wenn mit g irgend eine durch f, theil-
bare Zahl aus v und mit r eine rationale Zahl bezeichnet wird
1) 0, =17+ g
setzen. Wir nebmen nun eine durch f theilbare Zahl ¢ und eine
durch ' theilbare Zahl & In o so an, dass f, der grisste gemein-
schaftliche Theiler von o« und ¢ ist, was nach einem bekannten Satze
der ldealtheorie immer moglich ist; dann lassen sich, wie gleichfalls
aus der Theorie der algebraischen Zahlen bekannt ist, die Zahlen £, &’
in o 50 bestimmen, dass

2) p=of+a'f
wird#), und daraus folgt dann nach (1)
3) 0, =7 -} af (mod. £).

Nun ist # 4+ ¢ = (mod. f) und daher in o enthalten. Demnach
ist nach unserer Voraussetzung 7 4 ¢ =7 (mod. ) und folglich
nach (1) und (3)

w, =7’ (mod. ¥)
also ®, in o  enthalten, wie bewiesen werden sollte. Daraus
schliessen wir:

3. Unier allen Moduln ¥, die dieselbe Ordnung o er-
zeugen , giebt es einen bestimmien von Kleinster Norm ; dieser
wird der Fiihrer der Ordnung genannt.

Die Zahlen von o bilden, wenn die Addition als Compositions-
gesetz und die Null als Gruppeneinheit gilt, eine A4bel’sche Gruppe.
Die Zahlen o zerfallen nach dem Modul f in Classen, deren” Anzahl

*) Lehrbuch der Algebra Bd. II, Seite 524, 8. Seite 548, 4.
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gleich der Norm N (¥) von f ist, und wenn wir daher unter ¥ zngleich
den Inbegriff aller durch ¥ theilbaren Zahlen in o verstehen®), so ist

(4) (0, ) = N(f).
Andererseits ist nach der Definition 1.
(5) (D,z f) = (1‘, f) == Q;

wenn ¢ die kleinste durch f theilbare natiirliche Zahl ist, und folglich
ist nach § 1, L
(6) (D, 01) _ (0, f) . N(f)

(' 0 Q

Diese Formel gilt, mag nun f der Fiihrer von o’ selbst sein, oder
ein anderes die Ordnung o’ erzeugendes Ideal. Sie ldsst sich aber
verwenden, um den Fihrer einer Ordnung zu ermitteln. Wepn niimlich
f und f, dieselbe Ordnung o’ erzeugen, so wird o’ auch von jedem
Theiler ' von ¥, der durch ¥; theilbar ist, erzeugt. Denn die durch
f erzeugte Ordnung ist, da { Theiler von ¥ ist, in 0" enthalten, und
enthilt o', da t, Theiler von ¥ ist.

Verstehen wir nun unter p ein in § aufgehendes Primideal und
unter p die dorch p theilbare natiirliche Primzahl und setzen f=yp?’,
so wird nur dannp f und { dieselbe Ordnung o’ erzeugen, wenn

N() N
@ %~
wenn ¢’ die kleinste durch {' theilbare natiirliche Zahl, also

Q=@ oder Q=—p@;
nun ist N(f) = N(p) N(f'), und wenn p vom Grade f ist,

N(p) =p/.
Q ;:PfQ’:

und das ist nur dann moglich, wenn f==1 pnd Q@ = p@’ ist. Wir
konnen das Resultat in folgendem Satze zusammenfassen:

4. Das Ideal t ist dann und nuwr dann der Fiihrer
der durch t erzeugten Ordwung, wenn fir jedes in ¥ auf-
gehendes Primideal ersten Grades die durch t:p theilbare
kleinste natiirlicke Zahl auch durch £ theilbar ist.

Ist diese Bedingung nicht erfillt, so erhilt man den Fiihrer der
durch ¥ erzeugten Ordnung, wenn man, eins nach dem andern, die
Primideale ersten Grades weglisst, die der Forderung des Satzes 3.
nicht entsprechen *¥).

Wir wollen jetzt unter f den Fiikrer der Ordnung o' selbst ver-
stehen und noch folgenden Satz beweisen:

Also ergiebt sich ans (7)

*} Dies ist nach Dedekind’s Definition das Ideal {.
*%) Dedekind, Discriminanten endlicher Kirper Seite 28, Anmerkung,
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5. Ist a ein zu t theilerfremdes ganzes Ideal des Korpers Q,
so existirt in o eime durch « theilbare Zahl & = am von
der Art, dass das Ideal m relativ prim ist zu einem beliebig
gegebenen Ideal b in Q¥).

Zum Beweise nehme man eine durch a theilbare Zahl
C) g = an
so in p an, dass 1 relagiv prim zu f und zu b wird, und ferner eine
durch f theilbare Zahl ¢ relativ prim zu g. Dann kann man die
Zahl £ aus o durch die Congruenz
14 £ =0 (mod. u)
bestimmen #*¥) und daher

1+ Ee=upp
setzen, worin 8 eine zu o theilerfremde Zahl in o ist. Nehmen wir
Jjetzt
%) o =1+ 8a+ apy=p(B+ ay),

so0 geniigt diese Zahl der Forderung unseres Satzes 3., wenn wir 9 in
o 80 bestimmen, dass jeder Primtheiler von b in einer und nur in
einer der beiden Zahlen § und % aufgeht. Denn dann ist nach der
ersten Darstellong (5) © =1 (mod. f), also in o’ enthalten; es ist
ferner wegen (4) ' durch a theilbar, und

. L m=n(p 4 ay)
ist relativ prim zu b.
6. Ist a ein zu t thederfremdes ganzes Ideal, und o
eine beliebige Zahl in v, so kann man die Congruenz
o = a (mod. q)
durch eine Zahl ® in o befriedigen.

Man unehme ndmlich eine durch a theilbare, zu f theilerfremde

Zahl g in p beliebig an und bestimme £ aus der Congruenz
o=a+pE=1 (mod. 1),
dann erfiillt @ die gestellte Forderung.

Die Ordnungen o’ geben nur Anlass zu Zahlengruppen im Sinne
von § 3. Es sei o’ eine solche Ordnung und ¥ ibr Fihrer. Wir
entfernen zunichst aus o alle Zahlen, die zu f nicht relativ prim sind,
und nehmen auch noch die Quotienten aller in o ibrig bleibenden
Zahlen. Der Inbegriff der 50 entstandener Zahlen ist nach der Definition
von § 3 eine Zahlengruppe, die wir mit O bezeichnen. Ebenso ver-
fahren wir mit o', indem wir aus o  alle Zahlen, die mit ¥ einen
gemeinsamen Theiler haben, ausschliessen, und die Quotienten je

*) Dieser Satz ist eine WVerallgemeinerung des oben' angewandbten Satzes
(Algebra Bd. I, Seite 524, 3). Vgl. Dedekind, Gauss Festschrift Seite 28,
#¥) Algebra I, §149, 1.
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zweier der iibrigen Zahlen nehmen. Das so enistandene System O'
ist gleichfalls eine Gruppe und zwar ein Theiler von O.

O umfasst alle Zahlen @ des Korpers Q die zu £ fremd sind in
dem Sinne, dass in der einfachsten Darstellung von & durch einen Ideal-
bruch sowohl Zihler als Nenner relativ prim zu ¥ sind. Um den
Index (0, O°) zu ermitteln, betrachten wir noch die durch die symbo-

lische Congruenz 0,=1 (mod. f)

definirte Gruppe, die aus allen nach dem Modnl f mit 1 congruenten
Zahlen @ besteht, und die, da © mit rationalem gu ¥ theilerfremden
Nenner dargestellt werden kann, in O’ enthalten ist.

Bezeichnen wir nun mit ¢(f) und ¢(f) die Anzahl der Zahl-
classen nach dem Modul f, die in O und in O’ enthalter sind, so ist,
wenn ¢ wie oben die kleinste durch f theilbare natiirliche Zahl, und »
die in @ aunfgehenden natiirlichen Primzahlen bedeuten,

©) ¢(f) = «p(@) @[](1 —1

nnd es ergiebt sich
. (0, OU) = ¢(f)7 0 00) a (p(f),
und folglich

p() |
@ (0,0) =29,

Daraus, dass (G, O,) einen endlichen Werth hat, ldsst sich leicht
beweisen, dass jede ganze Zahl in O in der Ordnung o enthalten ist,
oder mit anderen Worten, dass, wenn eine Zahl in o darch eine
andere theilbar ist, auch der Quotient in ¢’ enthalten sein muss,

Jede Zahl @ in O’ lisst sich nach der Definition so darstellen:

o0— 2
—

worin @, 8 zn ¥ theilerfremde Zahlen in o sind. Weil nun (0, O,)
endlich ist, so ist eine gewisse Potenz von § mit positivers Exponeuten,
B™ in O, enthalten, also 87 =1 (mod. ). Hiernach wird

o — E2 = aprt (mod. 1),
also ist @ nach dem Modul ¥ mit einer rationalen Zahl congruent,
d. h. in o enthalten,
Auf die gleiche Weise lisst sich der folgende besonders hervor-
zuhebende Satz beweisen:
1. Die Gruppe O ist der Inbegriff aller zu f theiler-
fremden, ganzen oder gebrochenen, Zahlen in Q, die nach
dem Modul k mit einer rationalen Zahl congruent sind.

*) Dedekind, Vorlesungen tber Zahlentheorie 4. Aufl., Seite 569
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Denn ist
@ = g =7 (mod. )

theilerfremd zu f, so kann man die ganzen Zahlen «, § selbst relativ
prim zo ¥ annehmen. Dann muss eine gewisse Pofenz ™ von § in
o' enthalten, also mit einer rationalen Zahl congruent sein, und es
ist dann auch
afmt = fnr =7, (mod. ¥).

Demnach ist @ = efn—!: 8= als Quotient zweier Zahlen in o in O
enthalten,

Um nach der Formel § 3 (12) die Anzahl der Idealclassen
(0, EO) zu bestimmen, ist es noch nothig, den Index (E, E’) zu
ermitteln. Diesen erhilt man aber aus den Sitzen des § 2,

Das System FE besteht nach dem Satze von Dirichlet aus den in Q
enthaltenen Einheitswurzeln, die durch die Potenzen von einer von ihnen

8 1, 0, 0% ..., @ *

erschopft werden kinnen, und aus einer Potenzgruppe E,_; vom Range
v — 1, wenn » die Anzahl der reellen Kérper, vermehrt um die Anzahl
der imaginiiren Paare unter den mit Q conjugirten Korpern bedeutet.
Ein Element von E, ; mdge in der Form dargestellt sein

9 s gen ... 3:’_’1'1.
Daneben betrachten wir noch die Potenzgruppen ¥, mit der Basis
&1y Eay o ey &
Wegen der Endlichkeit von (0, 0") giebt es zu jeder Zahl sin O

einen positiven Exponenten 4, so dass & in O’ enthalten ist, und
daraus ergiebt sich, dass die Durchschnitte

Evl——la ;—2 ... Ell

Ev—l; Ev——2 e E1
alle vor einander verschieden sind. (Denn es giebt immer Zahlen in
E,, die zwar in ', also auch in E’, aber nicht in E, ; enthalten
sind.)

Bezeichnen wir also mit 4, den kleinsten positiven Exponenten
fiir den s:‘ in O'E,_, enthalten ist, ferner mit 2, den kleinsten posi-
tiven Exponenten, fiir den ¢% in Q" vorkommt, so ergiebt sich nach
§ 1 und § 2:

(10) (B, E)=Addy...21%).

von E’ mit

*) Nach der von Dedekind in § 4 der Gauss- Festschrift gegebenen Defi-
nition ist der Ynbegriff aller Zahlen in ¢/, die durch irgend ein zu ¥ theilerfremdes
Fanctional ¢ theilbar sind, ein ,,Jdeal in o'“. Ich will es hier das durch ¢ er-
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Wir wollen jelzt annehmen, es sei Q ein Normalkirper. Wir
bezeichnen seine Galoig’sche Gruppe mit ® und die Substitutionen
dieser Gruppe mit ¢ und wir bedienen uns iiberhaupt hier der Be-
zeichnung wie in Bd. IT, § 160 der Algebra, so dass @ | ¢ die Zahl
bedeutet, die durch die Substitution ¢ aus der Zahl © hervorgeht.
Es sei o ferper eime der durch 1. definirten Ordnungen. Vop
dieser Ordnung wollen wir aber ausserdem voraussetzen, dass die
Gesammtheit ihrer Zahlen dprch die Substitutionen von ¢ unge#ndert
bleibt, oder dass
(11) o ==o
sei. Eine solche Ordnung kdnnen wir eine Normalordnung in Q nenney.
Wenn eine Normalordnung durch den Modul ¥ erzengt wird, so wird
durch f|@ dieselbe Ordpung erzeugt, und nach 2. wird dann dieselbe
Ordnung durch den grossten gemeinschaftlichen Theiler aller f|p er-
zeugt. Der Fihrer einer Normalordnung muss also ein Normalidegl
sein, wenn wir unter Normalideal ein solches verstehen, was mit allen
seinen conjugirten identisch ist, was also der Bedingung
(12) tp =t
geniigt.

Umgekehrt erzeugt jedes Normalideal eine Normalordnung und
am den Fiihrer einer solchen Ordnung zu ermitteln, haben wir den
Satz 4. anzuwenden. Ist » der Grad des Kérpers Q und p ein Prim-
factor ersten Grades der natiirlichen Primzahl p, sind ferner p;,p,, ..., Pe
die mit p conjugirten Primideale (einschliesslich p), so ist

(13) p= ‘:pipz N B n=eg?).
Ist nun ¥ = p¥’, so ist f als Normalideal auch durch p,, p,, --. P
theilbar, und die kleinste durch f’ theilbare natiirliche Zahl Q' ist

zeugte Ideal in ¢’ nennen. Werden die Ideale o', ¥ in o durch die Functionale
¢ und v erzeugt, so wird ab durch g9 erzeugt.

Zwel Ideale o, §" in o heissen dquivalent, wenn es eine Zakl u giebt, so
dass im Sinne von Dedekind

du="%

ist, d. h. so dass jedes Product von p mit einer Zahl in o' gleich einer Zahl in
¢ ist. Die Zahl g ist also darstellbar als Quotient zmweler Zahlen in o, und ist
also, da sie zu ! theilerfremd ist, eine Zahl in 0", Sind o und ¥ durch die
Functionale ¢ und 1 erzeugt, so ist also 4 : ¢ associirt mit g, und g und ¢ sind
daher #quivalent nach ZO‘ (in dem in § § festgesetsten Sinne). Wenn um-

gekehrt ¢ und 4 nach B0’ iquivalent sind, so sind auch die durch @ und % er-
zeugten Ideale o, &' Zquivalent im Sinne von Dedekind, und daraus ergiebt
sich, dass die Gruppe )
a|Eo0
isomorph ist mit der Gruppe der Idealclassen in o'
*) Vgl Algebra II, § 160.

Mathematische Annalen. XLVIIL 29
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daher gewiss immer dann durch § theilbar, wenn e> 1 ist. Ist aber
e=1, also g=n, p=19*, und p* die hochste in f aufgehende
Potenz von p, so ist @ nur dann nicht durch f theilbar, wenn
x =1 (mod. ») ist, und wir erhalten also den Sataz:
8. Ist dic Primzahl p die w Potenz eines Primideals
p, S0 kann der Exponent der hichsten Potenz von yp, die tm
Fithver einer Normalordnung oufgeht, wicht congruent 1
nack dem Modul n sein.
Oder auch:
9. Ist p=1y*, und = p*pf ein Normalideal, in
dem A eine positive ganze Zahl und t' wicht mehy durch p
theilbar ist, so erzeugen f und p*t” dieselbe Novmalordnung v’

Wenn in der Gruppe O° Zahlen mit negativer Norm vorkommen,
so bilden die Zahlen mit positiver Norm einen Theiler Of von O/,
dessen Index

(0,01)=2
ist. Bezeichnen wir mit E{ das System der in O’ enthaltenen Ein-
heiten mit positiver Norm, so ist (E’, E{) =2 oder =1, je nach-
dem es in E’ Einheiten mit negativer Norm giebt oder nicht giebt,

Wenden wir dann die Classenzahlformel § 3 (12) auf Of an, so
ergiebt sich

0, E0;)= (0,EQ0) im Falle (E,E})=2
und
(0, E04) =2(0, EO’) im Falle (E,El)=1.

Hierzn wollen wir noch bemerken, dass in dem Falle, wo Q tiber-
haupt pur Zablen mit positiver Norm enthilt, Oj mit O’ iiberein-
stinmt. Wenn aber in Q auch Zahlen mit negativer Norm vorkommen,
so giebt es auch in O’ Zahlen mit negativer Norm; denn wenn «
eine Zahl in Q mit negativer Norm und z eine durch ¥ theilbare ganze
rationale Zahl ist, so ist 1 - ez in O’ enthalien und die Zahl z lisst
sich so gross annehmen, dass

N+ ez =N({e)a + - - -
im Vorzeichen mit N(e) ibereinstimmt.

Dagegen kann es wobl vorkommen, dass es zwar in O, aber nicht
in O’ Einheiten mit negativer Norm giebt,

10. In der Gruppe O giebt es cine durch ein be-
liebiges zu ¥ theilerfremdes Ideal o theilbare ganze Zakl
«=am, so dass das Ideal w theilerfremd zu einem be-

lichigen Ideal % ist.
Denn nach dem Satz 5. giebt es zonichst eine solche Zahl in o'
und folglich auch in Q. Nun kann man aber die ganze rationale
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Zahl z durch g und doreh b theilbar und zugleich so gross an-
nehmen, dass N{« 4 z) positiv wird, and dann geniigt die Zahl
« -+ 2 dem Satze 10.

§ 5.
Ordnungen im quadratischen Kdorper.

In einem quadratischen Korper Q ist eine natiirliche Primzahl
entweder selbst noch Primzahl, oder sie zerfillt in zwei Primfactoren
ersten Grades, und daraus ergiebt sich nach §4, 4. und 8., dass jeder Fiihrer
einer Ordnung o eine rationale Zahl sein muss, und dass jede natiirliche
Zahl auch Fihver einer Ordoung sein kann. Da ferner der quadratische
Kasrper ein Normalkérper ist, so ist auch o eine Normalordnung®).

Was uns hier noch interessirt, ist die Beziehung der Classen
nach eimer Groppe O’ (§ 3). Zu den Classen der Irrationalzahlen
zweiten Grades (Algebra Bd. I, § 122{) und zu den Gauss’schen
Classen der guadratischen Formen.

Bedeutet d eine feste positive oder negative ganze rationale Zahl
ohne quadratischen Theiler, so haben alle Zahlen eines quadratischen
Korpers Q die Form

(1 o=2z-4+yVd,

wenn z und y rationale Zahlen sind. Die ganzen Zahlen des Korpers Q
sind immer in der Form enthalten

@ @ = SE_'t'zl/LE,
worin z und y ganze rationale Zahlen sind.

Wir nehmen nun eine beliebige natiirliche Zahl @ als Fiihrer
einer Ordnung o an, und suchen die Bedingung dafiir, dass eine Zahl
von der Form (2) mit einer rationalen Zahl nach @ congruent ist.
Setzen wir

’ - ;
o =212,

s0 muss aock @' derselben rationalen Zahl congruent sein, und folglich

muss @ — @ = y)'d durch @ theilbar sein. Dies ist aber, da d
keinen quadratischen Theiler hat, nur dann méglich, wenn y durch §
theilbar ist. Demnach sind alle Zahlen vor ¢ in der Form

—etyela
®) o —2FY
enthalten, worin z, y ganze rationale Zahlen sind. KEs ist aber aunsser-
*) Die Ordnungen im guadratischen Kborper sind eingehend untersucht in

§ 187 der 4. Aufl. von Dirichlet-Dedekind, Zahlentheorie,
29*
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dem noch néthig, dass o selbst eine ganze Zahl sei, wofiir die noth-
wendige und hinreichende Bedingung die ist, dass

w4 o =z, com'=-‘7”—2~'l?9-2—d
ganze rationale Zahlen sind. Hieraus ergeben sich folgende Be-
dingungen in drei Fillen:

@?d=0 (mod.4), =0 (mod. 2),
4) @*d=1 (mod. 4), =1y (mod, 2),
@*d=2,3 (mod. 4), =y =0 (mod. 2).

Diese Bedingungen sind zunsichst nur nothwendig und hinreichend
dafiir, dass @ eine ganze Zahl sei. In den beiden letzten Fillen (4)
ist @ ungerade, und es folgt 2o = 2z (mod. @), woraus hervorgeht,
dass @ anch zu o gehort. Im ersten Falle (4) aber ist @ gerade und,
wenn wir daher 2=2z,, =20, setzen, so folgt nur & =2z, (mod. Q).
Soll also @ zu o gehoren, so muss es nach dem Modul @ mit einer
rationalen Zahl von der Form z, 4 @,2 congruent sein, d. h. es muss
yVd nach dem Modul 2 mit einer rationalen Zahl congruent sein.
Ist nun =2, 3 (mod. 4), so ist dies nur dann moglich, wenn y
gerade ist. Ist aber d==1 (mod. 4), so ist y/d =y (mod. 2) und y
kann beliebig sein. Wir haben demnach vier Fille zu unterscheiden,
in denen wir als nothwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass
die durch (3) dargestellte Zahl ® zu o gehort, folgende erhalten:

1. @d=0, d=1 (mod.4), z=0 (med. 2),
5 2, @d=0, d=2,3 (mod.4), 2=0, y=0 (mod. 2),
® 3 @d=1 (mod. 4), T=y (mod. 2),
4 @Q*ad=2,3 (mod.4), =0, y=0 (mod. 2).

Die Kérperdiscriminante A ist in den Fillen 1., 3. =d, in den

Fillen 2, 4 ==4d, und wenn wir daher Q*A = D die Discriminante
der Ordnung o nennen, so erhalten wir folgende Zusammenstellung:

1. @d=0, d=1 oder @*d=1 (mod. 4),

— _9+¥VD
D‘_del e— ) ?

®) o @a=0, =23 oler @d=2,3 (mod.4),
D=4Q4d, 0= ;yD.

Zur Bestimmung des Vorzeichens mag festgesetzt sein, dass /D
bei positivem D positiv, bei negativem D gleich 4, multiplicirt mit
einer positiven Zahl (positiv imaginfir) sein soll, so dass © fir die
Ordnung o emndewdig bestimmt ist.
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Es ist dann die hierdurch eingefithrte Zahl © eine durch @ theil-
bare ganze Zahl, und es ergiebt sich;

t. Durch
M o =xz++y0O
werden alle wnd nur Zahlen der Ordmung o dargestells,
wenn %, Yy gamee rationale Zahlen sind. Die Zahlen 1, ©
bilden eine Basis von ¢

2. Aus dem Ausdruck o = x - yO erhilt man alle
Zahlen der Gruppe O, wenn man fir x,y auch gebrochene
rationale Zahlen setzt, von denen x im Zihler und Nenner,
y @m Nenner relativ prim gu @ ist.

Ist der Korper Q imagindr, so ist O’ zugleich die Gruppe O,
wihrend bei einem reellen Kérper O’ noch in zwei Nebengruppen O
und 0. zerfallt,

Es sei jetzt a ein beliebiges zu @ theilerfremdes Ideal in Q. Wir
bestimmen ein dies Ideal reprisentirendes Funetional in ¢, Zu dem
Ende bezeichne ich mit
(8) &y == Q1,1 == 0 (ID.Od k’()
die kleinste durch a theilbare natfirliche Zahl, und mit ¢, » die kleinste
natiirliche Zahl, fiir die @52 © mit einer rationalen Zabl — g, con-
gruent wird, und setze
(9) Uy == Q1,2 + g, 2 0=0 (mod. (1).

Jede durch a theilbare ganze rationale Zahl ist dann durch gy, theil-
bar, und wenn

10) o=z-+y0

eine durch g theilbare Zahl in " ist, so muss y durch ay; theilbar
sein. Demnach ist auch ay,; durch as; theilbar. Hierans aber ergiebt

sich:
3. Jede durch o theilbare Zahl « in o ldsst sich in

der Form
(10) a =i 1 z,0
darstellen, worin x,, x, ganze rationale Zahlen sind.
Hieraus ergiebt sich nach § 4, 5., dass a der grosste gemein-
schaftliche Theiler von &, und @, ist, und dass also
@ =al + o,
ein das Ideal o reprisentirendes Funectional ist.

4. Wir nenmen @ eine Basisform von a in v, und
verstehen darunter also eine Linearform, aus der sich alle
durch o theilbaren Zahlen im o und nur diese ergeben, wenn
fiir die Varigblen ganze rationale Zahlen gesetet werden®).

¥ Algebra Bd.II, § 166,
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Wenn wir # und y volle Restsysteme nach den Moduln ayy, az,2
durchlaufen lassen, so erbalten wir ans (10) lauter nack dem Modul a
incongruente Zahlen, und nach § 4, 6. erhilt man also auf diese
Weise ein volles Reprisentantensystem von Zahlen in  nach dem
Modul 4. Daraus ergiebt sich
(11) N(CL) == 1,1 42,2,
woraus noch folgt, dass ai,; und as 3 relativ prim zu § sind.

Die Discriminante des Zahlensystems o, a, ist

(a0 — ey0,) = aiy ek D.
Sind nun
By = o,y + oy, By = o1y + a2y,
zwei durch o theilbare Zahlen in ¢, so ist deren Discriminante gleich
a,y “gﬂ-D(mr Yo — %295
und daraus ergiebt sich der Satz (vgl. Algebra Bd.II, § 147, 2.):
b. Sind By, B, z2wei durch o theilbave Zahlen in v,
deren Discriminante gleich dem Product
D N(a)?
ist, so 15t B, + B.t, eine Basisform von o in v

Bildet man die Norm von ¢, so folgt aus (11), dass 24,3 durch
az,» theilbar ist, und wenn wir noch zur Abkiirzung
(12) N(w,)) = — aayias3,

(13) a3 == €, 1 == ec¢, 2a,, =e(b — 0 — @)
und

(14) o= et 0
& Gyy

(15) @ == ec(ty + oty)

setzen, so erhalten wir

e oo ite=0 047D,

Die Zahl o geniigt wegen (12) und (13) der quadratischen
Gleichung
amn co’=a-+ ba
und folglich ist, was sich leicht durch Rechnung aus den Formeln (13)
bestitigen lisst ’

(18) D =0+ 4ac.

Nach (16) ist © eine bestimmte der beiden Wurzeln der Gleichung
(17). Die Zahl ¢ st als die kleinste natiirliche Zahl bestimmt, die co
ou einer ganzen Zahl machi., Denn nach (16) miissen, wenn ¢, diese
kleinste Zahl ist

bey

glete)=—, ¢glo—o)=

VDe,
¢
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ganze Zahlen sein; und da ¢ relativ prim zu @ ist, so muss ¢, durch
¢ theilbar vnd also == ¢ sein,

Die Zahl o ist nach der Algebra I, § 122 angewandben Ausdrucks-
weise eine guadratische Irrationgleahl mit der Discriminante D. Sie
ist durch das Ideal a vollkommen bestimmt bis auf eine willkiirlich
bleibende additive ganze rationale Zahl. Nennen wir also ein System
von Zahlen, die sich durch additive willkiirliche ganze rationale Zahlen
von einander unterscheiden, eine Schaar, so képnen wir den Sate

aussprechen:
6. Zu einer Ordmung v des quadrotischen Korpers Q

mit dem Fiihrer @ und der Discriminante D und zu jedem
zu § theilerfremden Ideal o in Q ldsst sich ecine und nuy
eine Schaar von quadratischen Irrationalzahlen zweiten. Grades
mit der Discrimimante D bestimmen., Ist © eine Zahl dieser
Schaar, ¢ die kleinste natiirliche Zahl, die cw gonz macht,
und ec¢ die kleinste durch o theilbare natiirliche Zahl, so st

(19) 9 = eclty + ot,)
eine Basisform in o des Ideals .

Hier ist unter den beiden Wurzeln der Gleichung (17) fiir @ die
zu wihlen, bej der das Zeichen von YD so wie in (6) bestimmt ist.
Es ist aber zu bemerken, dass

P, = ec(ty — &1,)
gleichfalls eine Basisform von a ist. Man erhilt also Basisformen des
mit a conjugirten Ideals o' in der Form @ = ec(t, 4 w't,), wenn &
die zweite Wurzel der Gleichung (17) ist.

Von der Zahl e ist die Zahl @ nicht abhingig, und wenn wir
also das System der Formen ¢, die sich nur durch die verschiedenen
Werthe von e unterscheiden, eine Formenschaar, und die dadurch
reprisentirten Ideale eine Idealschaar nennen, so filhren alle Ideale
einer Schaar zu derselben Zahl w. Der Quotient zweier Ideale einer
Schaar ist mit einer rafionalen Zahl dquivalent, und folglich sind die
Ideale einer Schaar dquivalent nach O, und sogar nach Of.

Es gilt nyn auch der umgekehrte Safz:

7. Ist @ eine zur Discriminante D gehirige quadratische
Irrationalzahl und ¢ die kleinste natiirliche Zahl, fir die
cw gomz wird, wnd ¢ relativ prim zu @, ferner ¢ eine be-
liebige 2u @ theilerfremde natirliche Zahl, so ist

9 — eo(t, & wty)
Basisform in v eines zu ¢ theilerfremden Ideals a.

Damit @ eine zur Diseriminante D gehbrige quadratische Irrational-
zahl sei ist nothwendig und hinreichend, dass es die Wurzel einer
quadratischen Gleichung
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(20) co*=qa-+4+bo, b +4ac=D

sei, in der a, b, ¢ ganze Zahlen ohne gemeinschaftlichen Theiler sind.
Wir nehmen ¢ positiv und relativ prim zu @ an; dann ist ¢ die
kleinste natiirliche Zahl, fiir die co ganz wird. Es ist dann

® — b+ VD
2¢

und © - co ist eine ganze rationale Zahl. Bezeichnen wir nun das
durch das Functional
(21) = ec(t, 4+ ot,)
reprisentirte Ideal mit a, so ergiebt sich hieraus leicht dass ¢ die
kleinste natiirliche Zahl ist, fiir die ¢© nach dem Modul o mit einer
rationalen Zahl congruent ist, und ec die kleinste durch o theilbare
natiirliche Zahl, und dies besagt, (nach (8) und (9)), dass (21)
eine Basisform von q ist.
8) Wenn wir daher die durch (20) definirvten, zur
Discriminante D gehirigen quadratischen Irrationalzahlen,
in denen ¢ relativ priwm su @ ist, in Doppelschaaren ein-
theilen
+o+r
worin v das System der ganzen rationalen Zahlen bedeutet,
s0 entspricht jeder solchen Doppelschaar nach den Sitzen 6., 7.
eine Schaar zu Q theilerfremder Ideale in Q, und umgekehrt
auch jeder solchen Idealschaay eive Doppelschaar von Irrational-
zahlen.
Wir nehmen zwei von den in 8. charakterisirten Irrationalzahlen
@, @, und bilden die ihnen entsprechenden Basisformen

‘P=C(t,~|—wt2),

Q= ¢ (tl + (oA tQ).

Die Zahlen @, @ heissen #quivalent, wenn es ganze rationale Zahlen
p, ¢, 7, s giebt, so dass

(23) 0, = f::_l"_‘sq, ps— qr=+1.

Ieh will sie gans dquivalent nennen, wenn N(rw--s) positiv, also
24) O0<cNiro+s)=—ar+brs+cs*=g¢,

(22)

positiv ist. Aus der Zusammensetzung der linearen Substitutionen
ergiebt sich dann leicht, dass, wenn zwei Zahlen @, und @, mit einer
dritten ganz dquivalent sind, ©, und @, auch unter einander ganz
dquivaleni sind. Ist N(rw--s) negativ, so mogen ® und @, halb
dquivalent heissen. Wir beweisen den Satz:
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9. Wenn o, w, dquivalent sind, so sind ¢ und ¢,
dguivalent nach O und wepn @, o, ganz dquivalent sind,

s0 sind @ und @, dquivalent nach O..
Machen wir niimlich die Substitution (23) in (22), so ergiebt sich

(ro+s)p, =c, (44 u, @),

Uy == 8t + qty, u, =1l - pt,
gesetzt ist. Da die Determinante dieser Substitutionen = 41 ist, so
ist ¢(u, +u,®) mit @ associirt®) und folglich ist p: ¢, mit e(r @ 4-5):¢,
associirt. Damit ist der Beweis des Satzes 9 gefiihrt.

Wir beweisen nun noch die Umkehrung dieses Satzes; und nehmen
zu diesem Zweck an, die beiden Functionale ¢, @, in (22) seien dquivalent
(nach O oder O).

Wir nehmen ein Functional
(25) ¥ =2d(t+1t,1)
in der Classe, die zu der Classe von g reciprok ist, und es soll darin ¢, 5
dieselbe Bedeutung fiir ¢ haben, wie ¢ und @ fiir @, so dass also ¢’
positiv und relativ prim zu @ ist, Dann giebt es eine ganse Zahl &
in O oder in O/ und eine Functionaleinheit &, so dass
(26) P = &f
und ¢ und ¢ sind die absoluten Normen von ¢ und %, d. h. die
Normen der durch ¢ und ¥ reprisentirten Ideale. Setzen wir

N(p) = pv' = ¢,¢,
s0 ist & eine Binheitsform, und aus (26) folgt durch Multiplication
mit 3

wenn

‘o ,
ERRRA

worin ¢, eine Einheit ist. Setzen wir daher
e (bfoty)

==

g ?
80 ist g ein mit ¢ associirtes ganzes Functional, und daraus folgt, dass

o _
2 —

c¢’ e¢ o
fo="%

ﬁl ="§‘7

ganze durch ¢’ theilbare Zahlen in o' sind. Da die absolute Norm
von £ = ¢¢’ ist, so ist die Discriminante dieses Zahlensystems

ABy, ) =c*D
und daber ist nach dem Satz b

Bt + Byt

eine Basisform von #. Da nun andererseits ¢'(¢, --%'f,) gleichfalls

*) Algebra, Bd. I, § 147,
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eine Basisform von ¢ ist, so folgt die Existenz einer linearen Sub-

stitation f:’ g) mit der Determinante 4 1, so dass
?

27)

~

und bei der Aequivalenz nach 0} ist N(£) und damit N(ry' 4-s) positiv.

Aus (27) aber folgt
r
2 o= !
d. h. @ ist mit % dquivalent und zwar, bei der Aequivalenz nach 0/,
ganz dquivalent.

Lassen wir nun ¢, an Stelle des #quivalenten Functionales ¢
treten, so kann ¢ und daher auch 3" ungedindert bleiben, und es folgt,
dass auch @, mit %" und folglich auch ® mit @, dquivalent ist, und
zwar (bei der Aequivalenz nach O}) ganz #Hquivalent.

Da nun zwei in derselben Doppelschaar vorkommende Zahlen o
ganz dquivalent, und zwei in derselben Schaar vorkommende Ideale
dquivalent nach O} sind, so ergiebt sich

10. Die Classen der zu Q theilerfremden Ideale in Q
nach O wnd die Classen der ganz dquivalenten sur Diseri-
minante D gehbrigen Irrationalzahlen zweiten Grades lassen
sich gegenseitig eindeutig einander so suordnen, dass die Be-
zichung zwischen je einem Reprisentanten einer Classe der
einen und der anderen Avt durch die Formel (15) gegeben ist.
Die Anzahlen beider Arten von Classen stimmen iiberein.

Hierzu ist noch zu bemerken, dass bei negativer Discriminante
die Normen aller Zahlen positiv sind, dass daber O} von O nicht
verschieden ist, und dass ebenso die ganze Aequivalenz mit der
Aequivalenz Bberhaupt zusammenfillt.

Bei positiver Diseriminante giebt es immer Zahlen mit negativer
Norm und es sind zwei Fille zu unterscheiden.

1) Wenn die Gliederzahl einer Periode der Kettenbruch-Entwickelung
von o ungerade ist, wenn also die Pell’sche Gleichung 72 — D U*=—4
Iosbar ist, so giebt es auch Einheiten mit negativer Norm. Daher ist
zwar O von O verschieden, aber die Aequivalenz von Q4 ist mit
der Aequivalenz nach O identisch. Ebenso ist auch bei den Zahlen ©
die ganze Aequivalenz mit der Aequivalenz schlechtweg gleichbedeutend,
und die Anzahl der Idealclassen nach O oder nach O ist gleich der
Anzahl der verschiedenen zu der Discriminante D gehorigen Ketten-
bruchperioden.
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2) Ist aber die Gliederzahl der Kettenbruchperiode gerade, so
haben alle Einheiten positive Norm. Die Zahlen einer Kettenbruch-
periode zerfallen bei der ganzen Aequivalenz in zwei Classen und die
Aequivalenz nach Oy ist von der Aequivalenz nach O verschieden.
Die Anzabl der Idealclassen nach O ist also gleich der Anzahl der
Kettenbruchperioden, und die Anzahl der Idealclassen nach O ist
doppelt so gross.

Diese Betrachtungen geben nun auch Aufschluss iiber die Be-
ziehung der Zahl der Idealclassen zu der Classenzahl quadratischer
Formen von gegebener Determinante nach Gauss.

Jeder zur Discriminante D) gehorigen Irrationalzahl @ entsprechen
nach der Gauss’schen Bezeichnung zwei primitive quadratische Formen
der Determinante D,

:_'I'_'_l/’—'::_l': (AD‘B) C)
so dass ® eine Wurzel von 9 = 0 ist,

Zwei conjugirte Zahlen @, @' entsprechen denselben Formen - 1.
Sonst aber gehdren zu verschiedenen Zahlen @ auch verschiedene
Formeny. Aequivalenten Zahlen @ entsprechen eigentlich oder uneigent-
lich dquivalente Formen .

Da nun zwei Zablen @, — ® uneigentlich und gzugleich ganz
dquivalent sind, so konnen wir in jeder Classe der Zshlen w einen
Reprisentanten auswihlen, in dem dey irrationale Theil ein bestimymtes
Vorzeichen hat, so dass von zwei conjugirten Zahlen nur die eine
zur Verwendung kommt. HEs ergiebt sich nun fiir die drei Fille
Folgendes.

1. Wenn die Discriminante negativ ist, so sind zwei Formen
+ ¥, — ¥ nicht dquivalent. Wir beschrinken ups auf die Formen
mit positiven #Husseren Coefficienten. Zwei Zahlen & mit posilivem
imaginirem Bestandtheil kdnnen niemals uneigentlich &quivalent sein,
und wenn wir uns also auf Zahlen @ mit positivem imaginiirem Bestand-
theil beschrinken, so entsprechen sich die Zahlen ®» und die Form ¢
gegenseitig eindeutig. Aequivalente Zahlen @ entsprechen eigentlich
dquivalenten Formen @ und umgekehrt. Es ist also die Anzahl der
Classen positiver Formen gleich der Anzahl der Classen der Form w.

2. Wenn die Diseriminante positiv ist und die Periode der Ketten-
bruchentwickelung von @ aus einer ungeraden Gliederzahl besteht, so
ist die Form (4, B, C) mit (— 4, B, — C) eigentlich iquivalent, und
da (—A, B, —C) mit (—4, —B, —C) uneigentlich &#quivalent ist,
so ist in diesem Fall ¢ mit — 9 uneigentlich Zquivalent. Ist daher
C=@®, 0,,.. cine Classe dquivalenter quadratischer Irrationalzahlen,
so erhalten wir entsprechend ein System von Formen F=-+-y, 4-¢,,...
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die mit einander eigentlich oder uneigentlich #quivalent sind; und die
also eine oder zwei Gauss’sche Classen vertreten, je nachdem ¥ zu einer
Anceps-Classe gehort oder nicht. Die zu C conjugirte Classe C’
ergiebt nun dasselbe System S; und da die Formen der Anceps-Classe
dadurch charakterisirt sind, dass bei ihnen ® und & uneigentlich
dquivalent sind, so folgt, dass " mit C identisch ist, oder nicht, je
nachdem F eine oder zwei Gausy'sche Classen umfasst. Es stimmi
also auch hier die Anzahl der Gausy’schen Classen mit der Anzahl der
Classen C iiberein. Einer Anceps-Classe entspricht eine Classe C, und
einem Paar entgegengesetzter Formenclassen %, ¢ ein Paar conjugirter
Classen, €, C'. Es ist jedoch hierdurch trotz der Uebercinstimmung
der Anzahl, keine eindeutige Zuorduung der Formenclassen zu den
Zahlenclassen (oder Idealclassen) gegeben.

3. Der dritte Fall unterscheidet sich von dem zweiten dadurch,
dass ¢ und — ¢ nicht dguivalens sind. Daher entsprechen jedem con-
jugirten Classenpaar C, ¢’ vier Gauss’sche Formenclassen, oder, wenn
C mit €’ identiseh ist, zwei Anceps-Classen. Die Gauss’sche Classen-
zahl stimmt mit der Anzahl der Classen der Ganz- Aequivalenz iiberein.
Wir erhalten daber das Ergebniss.

Die Gauss'sche Classenaahl primitiver guadratischer Formen stimmt
in allen Fillen iberein mit der Anzahl der Idealclassen in der Ordnung
o bei der Aeguivalenz nach Ol..

Dabei ist noch zu bemerken, dass die eigentlich primitiven Formen
(Formen erster Art) dann auftreten, wenn b gerade, also D =0 (mod. 4)

und die Gauss’seche Determinante %D ist, die uneigentich primitiven

Formen oder Formen zweiter Art, wenn b ungerade, also D=1(mod.4),
und D selbst die Gauss’sche Determinante ist.

Um eine eindeutige Zuordnung der Idealclassen zu den Formen-
classen zu erhalten, schlagen wir folgenden Weg ein.

Wir betrachten die Ideale a, die relativ prim zu ¢ sind, und
wollen auch (zur Vereinfachuug) annehmen, dass a keinen rationalen
Factor hat, dass also die oben mit ¢ bezeichnete Zahl = 1 sei; dies
ist geniigend, da durch Wegnahme eines rationalen Factors die Classen-
eintheilung, auch bei der Aequivalenz nach O, nicht geiindert wird.
Dann ist ¢ die kleinste durech « theilbare natiirliche Zahl, und die

rationale Zahl b wird durch die Bedingung, dass -;—(b + ¥/ D) eine

durch a theilbare ganze Zahl sein soll, nach den Modul 2¢ bestimmt.
Hierbei ist p/D in der frither festgesetzten Weise bestimmt. Es ergiebt
sich dann eine Irrationalzahl

_54VD
0 =5
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die die Wurzel einer Form
p=_(c, —b, —a)

ist, in der der erste Coefficient ¢ positiv ist.

Hierdurch ist eine bestimmte Form o (genauer eine Schaar paralleler
Formen) dem Ideal 4 eindeutig zugeordnet.

Wir nehmen nun ein volles Reprisentantensystem der Idealclasse
nach 04

s Ao - -5 W
und wollen noch, zur Vereinfachung des Folgenden, annehmen, was
gestattet ist, dass von den Zahlen
Ciy3CoyevceyCa
keine zwei einen gemeinschaftlichen Theiler haben. Daraus leiten wir
ein volles Reprisentantensystem von Zahlen o her
@y, Dy, .., 0
von denen keine zwei dquivalent sind. Diese Zahlen sind Wurzeln
der Formen
‘d)“ 1[*'2'0 ey ¢h,

und diese Formen sind indquivalent nach der Gauss’schen Definition,
Denn zwei dieser Formen ¢, ¥, kénnten nur dann dquivalent sein,
wenn die entsprechenden Zahlen ®,, @, halbiquivalen} wiren, was
im Falle 3 moglich ist. Ist aber @, mit w, halbiquivalent, so kann
die Aequivalenz nur eine uneigentliche sein (wegen des Vorzeichens
von ¢, ¢, und /D) und es ist ¥, mit — 3, uneigentlich Hquivalent,
Wiiren also ¢, und 4, eigentlich fquivalent, so wire ¢, mit — ¥,
uneigentlich #quivalent, und darans kbnate man eine Losung der
Pell'schen Gleichung T'* — Du? == — 4 ableiten*), die im Falle 3

nicht existirt.
Setzen wir
Q== aQ,,

so ist nach wunserer Voraussetzung, dass ¢, ¢, ohne gemeinsamen

Theiler sind
€=y

die kleinste durch q theilbare natiirliche Zahl, und wenn wir & aus
den Congruenzen

b=1b; (mod. 2¢,), b=0d, (mod. 2¢,)
bestimmen, so ist

eine durch a theilbare ganze Zahl. Die Form #, deren Wurzel o ist,

*) Ebenso wie bei Dirichlet-Dedekind, Zahlentheorie 4. Aufl, § 62.
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ist dann aus den beiden Formen o, ¥, componirt und die Composition
der Formen und Formenclassen ewtspricht daher der Multiplication der
Ideale und der Composition der Idealclassen.

§ 6.
Genera in den Ordnumgen.

Wir kehren nun wieder zu allgemeineren Betrachtungen zuriick,
indem wir unter Q einen beliebigen Normalkbrper, unter o eine darin
enthaltene Normalordnung von der in § 4 betrachteten. Art mit
dem HFihrer ¥, und unfer @ die kleinste durch t theilbare natiir-
liche Zahl verstehen. Aus o leiten wir die Gruppe 04 her, und be-

zeichnen mit O die Gruppe aller zu ¥ theilerfremden (ganzen und ge-
brochenen) Ideale des Korpers Q. Unter Aequivalenz soll in diesem
Paragraphen immer die Aequivalenz nach O verstanden sein.

Wir nehmen irgend eine natiirliche Zahl m, und bezeichnen die
endliche Gruppe vom Grade ¢ () = p der nach dem Modul m genom-
menen rationalen Zahlelassen, die nur relative Primzahlen zu m ent-
halten, mit M.

Alle Zahlelassen der Gruppe M, deren Zahlen mit Normen von
Zahlen @ aus o° nach dem Modul 7 congruent sein kbnnen, bilden
eine in M enthaltene Gruppe M’, deren Grad g’ sei, und wir be-
zeichnen die Gruppe M’ durch die symbolische Congruenz
(1) N(e)= M (mod. m).

Unter den Idealen der Gruppe O werden nun solche enthalten
sein, deren Normen in M’ enthalten sind, fiir die also, wenn q ein solches
Ideal ist, eine Zahl & in O existirt, die der Bedingung
@ N{a) = N(&") (mod.m)
geniigt.

Diese Ideale o bilden eine in O enthaltene Gruppe ., die wir
das Hauptgeschlecht fir den Modul m nennen wollen.

In der Gruppe %, ist die Gruppe der Hauptideale E (. enthalten,
und wenn q in ¥, enthalten ist, so sind auch alle mit a nach O
dquivalenten Ideale zugleich darin enthalten. Das Hauptgeschlecht 9,
enthilt also nur vollstindige Idealclassen nach 0., und wir fassen daher
N jetzt nicht mehr als Gruppen von Idealen, sondern als Gruppen
von Idealclassen auf, die in der Gesammtgruppe der Idealclassen
(3) &=0|E0,
enthalten ist¥). Da qo'—! mit a Zquivalent ist, so kbonnen wir die
Definition nach (2) so fassen:

*) Die Unterscheidung von O/, und O’ ist, wie schon oben bemerkt, nur in
dem Falle nithig, wo es Zablen, aber darunter keine Einheiten, mit negativer
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1. FEine Idealclasse A der Gyuppe & gehort der Gruppe
Ny, oder dem Hauptgeschlecht fir den Modul m an, wenn
in A ein Reprisentant o existirt, der der Bedingung
(4) N{a) =1 (mod. m)
geniigt,
Setzen wir nun
h bl (6) E 0:'-)7 km = (a: Q’I’m}) hlﬂ == (%m} E—O:*‘)J!
so0 ist
() b = T kn,
wnd %, ist die Anzahl der Geschlechter fiir den Modyl #, b, die An-
zahl der in jedem Geschlechte enthaltenen Classen.

Bezeichnen wir mit 3" die Grappe der zu  theilerfremden, nach
dem Modul m genommenen Zahlclassen, deren Zshlen mit Normen von
Tdealen aus O nach dem Modul m congruent sind, so ist M ein
Theiler von M und M’ ejn Theiler von M”, und es ist
a, 1)

(M, M7)
Da eine Congruenz (4) nach dem Modul m die gleiche Congruenz fiir
jeden Theiler vop m zur Folge hat, so gilt der Satz:
2. Ist m, ein Theiler von m, so ist W, em Theiler
vor Wp,.
Daraus ziehen wir noch weitere Schliisse.
3. In der Gruppe & der Idealclassen ist eine Gruppe N
enthalten, die aus allen Idealclassen A von & besteht, die
die Eigenschaft haben, dass fir jeden beliebigen Modul m
ein der Bedingung
(D) N(a) =1 (mod. m)
geniigender Reprédsentant a von A existirt.

Dass eine solche Gruppe % immer existirt, ist von vorn herein
klar, da ja die Hauptclasse EOQ/ gewiss diese Eigenschaft hat.

Diese Gruppe ¥ nennen wir das absolute Hauptgeschlecht und die
Nebengruppen zn U die absoluten Geschlechter. Aus der Definition
ergiebt sich unmittelpar, dass U in jeder Gruppe 2, enthalten ist,

(6) i == (M", M) —

Norm giebt. Wollte man die Unterscheidung niché machen, so wiirde & (/ nicht
immer in 9, enthalten sein, und es wiirden dann durch die Geschlechterein-
theilung die Classen nach O von selbst in zwei Theile zerlegt werden, Wollte
man dag vermeiden, so misste man die Grappe 3’ durch die Congruenz

N («) =M (mod, m)

definiren, wenn N, die absolute Norm bedeutet, erhielte aber dann eine minder
scharfe Eintheilung.
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und dass umgekehrt jede Classe, die in allen 2, vorkommt, auch in
A enthalten ist,
4. Das absolute Hauptgeschlecht ist daher der Durch-
schnitt aller relativen Hauplgeschlechter.

Wenn wir m durch Hinzufiigung eines Factors zu m, erweitern,
so verengert sich die Gruppe .., wenn nicht U, = Ay, ist. Schliess-
lich miissen wir also zu einem Modul m, kommen, so dass durch
weitere Hinzufiigung von Factoren zu m, die Gruppe ¥, nicht mehr
eingeengt werden kann. Dann ist %, = . Es giebt also gewisse
Moduln m, fir die das relative Hauptgeschlecht mit dem absoluten
iibereinstimmt, und wenn m, ein solcher Modul ist, so hat jedes Viel-
fache von m, die gleiche Eigenschaft. Man kionnte einen, etwa den
kleinsten unter diesen Moduln m, vor den andern auszeichnen, jedoch
spricht daftr kein innerer Grund, da es z. B. vorkommen kanu,
dass A, = A, = WA ist, wenn p und g zwei verschiedene vollig gleich-
berechtigte Primzahlen sind.

Bs gilt aber auch der folgende Satz:

5. Sind my, m, relativ prim, so ist W, ., der grisste
gemeinschaftliche Theiler von W, und W, .

Nach 2. ist zundchst W, ,,, ein Theiler, sowohl von %, als von
Wn,. Es ist also noch zu zeigen, dass eine Idealclasse 4, die sowohl
in W, als in ¥, vorkommt, auch in 9, ,, enthalten sein muss, oder
dass, wenn es in A4 zwei Ideale a,, a, giebt, die den Bedingungen

') N{a)=1 (mod. m;), N(a,)=1 (mod. m,)
geniigen, in A4 auch ein Ideal a existirt, so dass
)] N(a)==1 (mod. m,m,)

ist. Da q, und a, #quivalent sind, so giebt es eine Zahl @ in O
so dass

ay = a, 0
ist. Bestimmen wir nun die ganzen rationalen Zahlen z,, z, so dass
) 2, =1 (mod. m,), 2z, =0 (mod. m,),
=0 (mod. m,), =1 (mod. m,)

und dass N(z, + z,0") positiv wird, und setzen
@ =z +2,0),
so ist a in der Classe 4 enthalten, und
N () = N(a,) (mod. m), N(a)= N(a,) (mod. m,)
also ist auch, wie verlangt, die Congruenz (8) befriedigt und das
Theorem 5. bewiesen.
Um iiber die Anzabl der Genera niheren Aufschluss zu erhalten,

betrachten wir znnéchst die Gruppen der Zahlclassen M, M’ nach einen
beliebigen Modul m.



Zahlengruppen in algebraischen Korpern. 465

Es set
W == 9y My
und m,, m, relative Primzahlen. Es mogen ferner M, M,"; M,, M,
dieselbe Bedeutung fiir m,, m, haben, wie M, M’ fiir m. Dann ist
der Grad von M gleich dem Product der Grade von M, und M, und
dasselbe gilt von den Grnppen M', M,", M,. Das erstere ist bekannt;
um auch das zweite einzusehen, braucht man nur zu erwigen, dass
eine Zahl @, die zu M gehort auch in M, und in M, enthalten ist,
dass aber aueh umgekehrt eine Zahl a, dle zugleich zu 3, und zu M,
gehdrt, in M enthalten sein muss. Denn ist
N(w,)==a (mod, m,). N(w,) = a (mod. m,)
so ist, wenn wir #,, #, durch (9) bestimmen,
Nz, 0, + z,6,) = a (mod. m),
also @ auch in M enthalten. Hieraus folgt (§ 1, III)
(10) (M: M’) = (M, Ml,) (M2s ‘MQI)'
Ist nun m == p* eine Primzahlpoteny, so bezeichnen wir die ent-
sprechenden Gruppen M, M’ mit P;, Py ond ihre Grade mit =, 7y
Dann ist bekanntlich, so lange 4 > 1 ist, = = pm—,. Ferner ist
jede Zahl g, die in P, enthalten ist, aueh in P;_; enthalten, Ist
nun ¢ eine Zahl aus P, so giebt €s eine Zahl @, die der Bedingung
N(o)=a (mod., p*Y)
gentigt. Wenn nun fir jedes @ aus diesey Congruenz auch die Mog-
lichkeit der Congruenz
"N () = a (mod. p*)
folgt, so ergeben sich zu jedem @ nach dem Modul p*~! p verschiedene
Zahlen nach dem Modul p?, d. h. es ist in diesem Fall
ny = pai;

in den anderen Fillen ist &y kleiner als pxy y, und da ={_, ein
Theiler von x;” sein muss, so ist in diesen Fillen 7y — m;_,. Hierans
ergiebt sich im ersten Fall

(Pa, Py = (Pr1, Piy),

(P2 Py = p (Prs, Piy).
6. Definition. Wir nennen eine Primeahl p, bei der
fiir irgend eine Potenz p* die Gruppe Py von P, verschieden .
ist, eme charqkteristische Primzahl der Ordnung o, wnd die
hichste Potenz p*, bei der (P, Py) noch von (P, Pi_y)
wverschieden ist, die charakteristische Potenz von p.
Nehmen wir einen Modul %, der alle charakteristischen Primzahl-
potenzen (deren Aneahl, wie sich gleich zeigen wird, endlich ist) als
Theiler enthilt, so ist

Mathematieche Annsalen, XLVIIL, 30

im anderen Falle



466 H. Weses.

(11) @, )y =] [, P),

das Product TT ausgedehnt iiber alle charakteristischen Primzahlpotenzen
von o, Dieser Ausdruck ist aber unabhiingig von der sonstigen Be-
schaffenheit von = und ist der Zihler in dem Ausdruck fiir die Anzahl
der absoluten Geschleehter. Der Nenner dieses Ausdrucks (M, M")
ist daher in demselben Umfang von  unabhingig.

§ 1.
Die charakteristischen Primzahlen.

Zur niheren Bestimmung der charakteristischen Primzahlen und
ihrer Potenzen fithren die folgenden Sidtze, in denen der Grad des
Kérpers Q immer mit # bezeichnet ist.

Es handelt sich zuniichst darum, zu entscheiden, wenn p eine
natiirliche Primzahl und @ eine durch p nicht theilbare rationale Zahl
ist, unter welchen Umstéinden die Congruenz
(1) N{w) = a (mod. p)
durch eine Zahl @ in o Isbar ist.

1. Wenn p in @ aufgeht, so kann die Congruenz (1)

dann und nur dawn durch eime Zahl in o gelést werden,
wenn a mit der ne* Potenz einer andern rationalen Zahl b
congruent ist:

)] a==b" (mod. p)
oder was dasselbe ist, wenn & den grossten gemeinschaftlichen
Theiler von p — 1 und n bedeutet unter der Bedingung

IL—_I

(3) e’ =1 (mod. p).

Denn ist erstens die Bedingung (2) erfiillt, so wird (1) durch die in
o enthaltene Zahl o = b befriedigt. Ist umgekehrt (1) befriedigt,
und ¥ der Fithrer von o', so giebt es vach der Definition von o ein
rationales b, so dass

o = b (mod. f),
also auch, wenn @; die mit @ conjugirten Zahlen sind
o;=b (mod. ¥),
Also, indem man hiervon das Product nimmi
N(e) = b* (mod. f)
und diese Congruenz besteht auch nach den Modul p.

Wenn zweitens p nicht in ¢ aunfgeht, also relativ prim zu ¥ ist,
so ist jede Zahl in o nach den Modul p mit einer Zahl in o" congruent.
Denn wir konnen dann die Congruenz
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Qt = @ (mod. p)

durch eine Zahl £ in o befriedigen und Q£ ist in o' enthalten. Ist
also die Congruenz (1) in o zu befriedigen, so kann sie auch in ¢ be-
friedigt werden. Wir zerlegen p in seine Primideale

4 D= (1, Pas - s Py, efg="*)

worin 9, Pys 5 - -, Yo von einander verschiedene Primideale f'e» Grades
sind, wnd worin g ein Thetler von n ist, der nur dann grisser als 1
ist, wenn p n der Grundzahl A des Kirpers Q aufgeht.

In der Gruppe ® des Korpers Q ist eine Gruppe X vom Grade g
enthalten, deren Substitutionen g fiir jede Zahl @ in o der Bedingung
5) |y = o (mod. p)
gentigen, wenn p irgend einer der Primfactoren von p ist. Ausserdem
giebt es eine Substitution fe Grades, #,, fir die

olP, = o? (mod. p),
also fiir jeden Exponpenten 4
(6) w{tl)g = P (mod. p).
Die Gruppe gf'e Grades
W= X Xy F - -+ X!
ist dann die Gruppe des Primideals p; ihre Substitytionen werden mit
¥ bezeichnet. Aus (5) und (6) aber folgt fir jedes @

4
[] olv = astter42 mod.y),

und wenn wir
g = ottetr+p/1
setzen, so ist
7? =17 (mod. y).
Das ist aber (vgl. Algebra Bd. II, § 150) die nothwendige und hin-
reichende Bedingung dafiir, dass % wmit einer rationalen Zahl ¢ con-

gruent ist. Also:
k14

(7 Hm]zp =¢ (mod.y),

Eine solche Congruenz gilt fiir jedes @, und wenn daher ¢ eine nicht
in ¥ enthaltene Substitution von @ ist, so ist auch

¥
TI&)}qﬂlJ =¢ (mod.p).

Multiplicirt man alle diese Congruenzen mit einander, und bezeichnet
mit b eine rationale Zahl, so folgt fiir jede Zahl in o

*) Algebra, Bd. I, § 160, 168. .
30
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9) N(w) =¥V (mod. p),
und diese Congruenz besteht daher auch fiir den Modul p.

Aber es gilt auch umgekehrt, dass eine Congruenz (9), wenn b
eine beliebige rationale Zahl ist, immer in o l6sbar ist. Wenn némlich
b durch p nicht theilbar ist und y eine primitive Wurzel von p, be-
deutet, so kann man den Exponenten z immer so bestimmen, dass

b= yz(1+P+“‘+Pf‘l) (mod, pl)
wird. ‘Nun nehmen wir eine Zahl @ an, die den Congruenzbedingungen
© = »* (mod. p,),

o =1 (modd. p,, P3..-., P}
geniigt.

Um eine solche Zahl zu finden, nehme man eine Zahl «, die
dorch p, theilbar, durch y,, ..., p. nicht theilbar ist, und bestimme
die Zahl § aus

o=¢af-p?=1 (modd. p,, ..., pc).

oyt = ?,zpl (mod. p,),
und fiir jede nicht in ¥ enthaltene Substitution ¢
olg=1 (mod.yp,),

Dann ist

folglich ]
N(w) = pr=lto++2/"D =1’ (mod. p,).
Wir haben also
2. Wenn p nicht in @ aufgehi, so ist die nothwendige
und hinreichende Bedingung fiir die Lisbarkeit der Con-
gruenz (1) in o die, dass
a =¥ (mod. p)

oder also, wenn 0 der grisste gemeinschaftliche Theiler von
g und p — 1 ist
pt

e’ =1 (mod. p).
Wenn die Congruenz

(10) N(&') = a {mod. p*)
fiir irgend einen positiven Exponenten 4 durch eine Zahl in o losbar
ist, so setzen wir
N(o') = a + p*a’
und bilden eine Zahl
n =o' (p'z{ 1),

worin z rational, und £ eine Zahl in o sein soll, deren Spur S(£) nicht
durch p theilbar ist (wenn eine solche Zahl existirt). Dann ist

Ny =o+p* (¢ +25) (mod )
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und daher, wenn z der Congruenz
(11) 28(E) + & =0 (mod. p)

enii

gontt, N(y) = a (mod. p*+1).
Wenn sich also £ und  so bestimmep lassen, dass 1 -~ p*z§ zu o
gehdrt, so folgh, dass wenn die Congruenz (10) in o' losbar ist, auch
(12) N(w') = a (mod. pi+)
. 18sbar ist.

Die Zahlen &, ©, wie sie hier vorausgesetsi sind, existiven immer,
wenn p theilerfremd zum Fihrer £ von o und zur Grundzahl £ des
Korpers ist, oder wenn p wicht im Grade n des Korpers Q aufgeht.

Denn die Grundzahl A ist, wenn o, @,, ..., @, eine Basis der
ganzen Zahlen von Q bedeutet, gleich der Determinante
A =|8(o. 0],

und wenn also alle Spuren durch p theilbar sind, so ist auch A durch
p theilbar. Folglich giebt es, wenn p nicht in A anfgeht, eine Zah!
£ in Q, deren Spur nicht durch p theilbar ist. Geht dann aber auch
p nicht in @ auf, so kann man 2 aus
=0 (mod. @), z8(§) + o' =0 (mod. p)
bestimmen, und dann ist 1 - p*2 & in o enthalten.
Geht aber p nicht im Kbérpergrad # anf, so kann man £ = 1,
also S(£) = n annehmen, und hat 2 aus der Congrueny
nx = ¢ (mod. p)
zn bestimmen, und 1 4 p*2 ist als ratipnale Zabl immer in o ent-
halten. Wir sprechen also den Satz aus:
5. Geht p wicht in QA oder nicht in n auf, wnd ist
die Congruenz
N(e')=a (mod. p)
losbay , so ist auch
N{a") == a (mod. p*)
fiir jedes positive A losbar.
Wir haben daher den folgenden Satz:
6. Die Primzahlen, die wicht in QA aufgehen, kommen
nicht unter den charakieristischen Primszahlen der Ordnung o
vor. Ein Primfactor p, der in @ oder in A aber wicht in
n aufgeht, kommi nur dann unier den charakieristischen
Primzahlen vor, wenn p — 1 und » oder p — 1 und g wicht
relativ prim sind, und von diesen Primzahlen ist die erste
Potenz die charakteristische Potenz. Es ist, wenn 8 der
grisste gemeinschaftliche Theiler von p — 1 und n oder von
p— 1 und g ist
(13) (P, P)y=24.
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Wenn aber p in QA und zugleich in % anfgeht, so kinnen wir
fiir die charakteristische Potenz von. p im Allgemeinen eine obere
Grenze angeben, Es sei
14) "= p*n
und #  nicht durch p theilbar. Die Aufgabe ist dann die, den
niedrigsten Exponenten 4 zu bestimmen, so dass aus der Congruenz
(15) N(®)=a (mod. p*)
die Moglichkeit derselben Congruenz fiir jede hohere Potenz von p als
Modul folgt.

Ist @ eine Losung von (15) in 9%, so setzen wir

7=0o'(1+ p*~2),
worin z eine rationale Zahl bedeutet. Wenn @’ in o enthalten ist, so
ist auch 7 darin enthalten, Ist nun

N(a) = a + a'p?*,

N(n) = (a+a'p") A +p**2),

und wenn wir 4 so annehmen, dass 2(1—x) > 4, also

so folgt

(16) L>2x%
ist, so folgt ‘
an No)=a+ (Was+ a)p* (mod. pit).

Wenn also z aus
waz + o =0 (mod. p)
bestimmt wird, so folgt
N(n) = e (mod. p*t).
Hiervon ist (16) die einzige Bedingnng, und es ergiebt sich:
1. Ist p in n und in QA enthallen, und ist n durch
p*, aber durch keine hihere Potenz von p theilbar, so ist der
Ezxponent der charakteristischen Potenz p* hichstens gleich
224 1.

Die Grenze fiir 2 l8sst sich unter Umstéinden noch etwas weiter
herunterdriicken. Bemerkt man ndmlich, dass in der Entwickelung
der n' Potenz des Binoms 1 -} p*~*z alle anf den ersten folgenden
Binomialcoefficienten bis zum p'* einschliesslich durch p* theilbar
sind, so erkennt man, dass die Congruenz (17) auch noch unter der
Voraussetzung

: pA—=x) >4
gilt.
Es ist also 4 hichstens gleich der zundchst iiber
px
(18) i

gelegenen ganzen Zahl. Dies ist fir x =1, p =2, in Ueberein-
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stimmung mit dem Satze 7 die Zahl 3; dagegen fir x =1, p > 2
die Zahl 2.

Aber auch fiir p = 2 lisst sich in manchen Fillen die Grenze fir 2
noch erniedrigen. Fiir p = 2 giebt der Ausdruck (18) 2x 4- 1 als
obere Grenze fiir A. Wir wollen untersuchen, ob nicht 1= 2%
schon genligen kann.

Da Q ein Normalkdrper ist, so gehdrt die Quadratwurzel ans der

Grundzahl, /A, dem Korper selbst an. Diese Wurzel kann rational
sein, und muss es immer sein, wenn » ungerade ist. Bei geradem n

kann J/A auch irrational sein, und danp hat die Gruppe @ einen
Theiler ®° vom Grade %n, durch deren Substitutionen /A ungetindert

bleibt, wihrend es durch die andere Hilfte der Substitutionen ¢ sein
Zeichen dndert. Es sel unter dieser Voraussetzung
(19) n=2%0, Q=200 A=2nl

worin %, ¢, & ungerade sind.
Es handelt sich alsp nogh um die Frage, unter welchen Vorauns-
setzungen aus der Congruenz

N(®') = a (mod. 22%)
die Moglichkeit derselhen Congruenz fiir den Modul 22%+! folgt. Hierin
bedeutet @ eine Zahl in o', und wir setzen
(20) N(o') = a + 22*q/,

#— %1

@1 n=a(1+2 ° @ VAo,
Diese Zahl gehort fiir jedes rationale z dem Kbrper Q an, wenn
(% —2x,-4-1):2 eine ganze Zahl, also
(22; #, =% 4 1 (mod. 2)
vorausgesetzt wird, Die Zahl % wird aber auch der Ordoung p an-
gehbren, wenn

2= a1 %41
2 QYE—2' QY&
eine nach den Modul ¢ mit einer rationalen Zahl congruente ganze
Zah] ist, oder wenn

fdaaty
2 Y&

nach dem Modul 2% mit einer rationalen Zahl congruent ist. Ks ist
hierbei zu unterscheiden, ob A'=1 oder =3 (mod. 4) ist; denn im

ersten Fall ist %(VE — 1) eine ganze Zahl, im zweiten Falle nicht.
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Es muss daher im ersten Fall

®t3_
9% VE —1

o

nach dem Modul 2% mit einer rationalen Zahl congruent sein, was

nur moglich ist, wenn
3
>

3T >
und im zweiten muss
¥4 ‘;)I" 1 ;—- %‘
sein. Man hat also zwei Fille
a) A=1(mod4), =%+ 1 (mod. 2), % = 3—13—3,
(23)
41

b) A'=3 (mod. 4), #x,=x-4 1 (mod. 2), » ==
In beiden Fillen ist nach (21)

N(p) = N(@)(1—2*+1Q 20 a2)?,
N(p) =(e+2%a") (1 —222Q'*A'n 2?) (mod. 22%+1)
=a+ 2*(0' —a @ *A'n %) (mod. 22%+1)
und es wird also, wenn z =qa’ (mod. 2) angenommen wird,
N(n) = o (mod. 22#+1),
In diesen Fillen ist also die charakteristische Potenz von 2
hochstens 22*,
Nehmen wir x==1 an, so ergeben sich folgende Fille, in denen
die charakteristische Potenz von 2 hochstens — 4 ist.
a) A'=1 (mod. 4), %, =0 (mod. 2), % =0,1,2,
b) A'=3 (mod. 4), %,=0 (mod.2), % =0,1,
Im Falle a) scheiden aber noch die Werthe %, = 0,1 aus, in

denen 2 tiberhaupt nicht unter den charakteristischen Primzahlen vor-
kommt. Denn in diesen Fillen ist

o=2+yQVa

fiir jedes ganze rationale z, y eine Zahl in v und es ist
N(w) = (*—y* @A)
Je nachdem man nun # gerade und y ungerade oder x ungerade
und y gerade annimmt, ist
N@)=—1 oder =1 (mod. 4).

Folglich ist die Congruenz

N(e) = a (mod. 4)
fiir jedes ungerade @ in o’ ldsbar.

2 7

(24)
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Fir einen gquadratischen Korper Q ist im Falle a) %, = 0, im
Falle b) #, =2, und es ergeben sich folgende drei Fille, in denen
4 die charakteristische Potenz von 2 ist.

1) A=1, A= A, Q=4¢, D= @A =16¢2A,

2y A=3, A=4A", Q= ¢, D=@QA= 4N,

3) A'=3, A=44, ¢=2¢, D=Q°A=16¢A"

Die Gauss’sche Determinante V der entsprechenden quadratischen
Formen ist in diesen Fillen, wo D und also auch b gerade ist, gleich

iD (§ 5), und wir bekommen algo

im Falle 1. V=4¢?A" = 4 (mod. 16),
im Falle 2. V= @?2A'= 3 (mod. 4),
im Falle 3. V =4@?A" =12 (mod. 16),
in denen 4 die charakteristische Potenz von 2 ist (in vollkommener

Uebereinstimmung mit den Sitzen von Gauss fiber die Classencharaktere.
Disq. ar. art, 228f,, Dirichlet-Dedekind, Zahlentheorie, 4. Auflage § 121).

Strassburg, 31. August 1896.



