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Im YIi~telpunk~e der vorliegenden Untersuchungen steht die F r a g o  

nach  der AuflSsbarkei~ eines Systems yon Funktionalgleichungen der F o r m  

b 

9('f(x) (x) x c 
a 

nach  der unbek~nnbn  Funk~ion ~(x). Es  haben schoa manche,  u n t e r  

andern  besonders Stieltjes, der~rtige Systeme untersuchk Jedoch  d i e  
:30 

~tthema~isch~ Ann~len, LX.IX. 
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MSglichkeit~ in sehr allgemeinen F~illen entscheidende Kri~erien zu ent- 
wickeln, ist erst seit kurzem gegeben, seitdem n~mlich der Begriff des 
Integrals dutch Lebesgue jene geistreiche und glfickliche Erweiterung 
erfahrea hat, welcher nun rnanche, bis]]er geseheiterte Probleme ihre sinn- 
gem~fie Erledigung verdanken. 

Vet einigea Jahren haben E. Fischer und Verfasser gleiehzeitig die 
Frage nach der AuflSsbarkei~ des Systems fiir den Fall bean~wortet, dal~ 
die fiir irgend eine Sh'ecke (a, b) erkl~rten, reellen, integrierbaren Funk- 
tionen f(x) ein normiertes Orthogonalsystem bilden, d. i. ihre Produkt- 
in~egrale = 0 und ihre Quadratintegrale ~ 1 sind, und auch yon tier 
15senden Funktion quadratisehe lntegrierbarkeit gefordert wird.*) Als 
notwendige und hinreichen~e :Bedingung fiir die L6sbarkeit des Systems 

b 

f f i ( x )  (x) dx = (k = 1, 2 , . . . )  
a 

ergab sich die ~xistenz der Summe 

k 

Unter dieser Bedin~o-ang erseheLut eine LSsung gewisserm~gen als Summe 
der formal gebildeten~ nicht notwendig konvergenten Reihe 

ck 
k 

d. i. eine Funktion, die aus dieser Reihe mittels g~wisser Summations- 
verfahren abgeleitet werden kann.***) Die so defiuierte, his auf eine 

*) E. Fischer, ,,Sur la convergence en moyeane", Paris Comptes l~endus 
13 mai 1907. 

F. ttiesz, ,Sur les syst~mes orthogonaux de fonctions", C. R. 18 mars 1907. 
,,~ber orthogonale Funktionensysteme", GOttingen, Nachrichten 1907, S. 116--122. 

**) Die u der Indizes is~ gerechtfertigt, da nach einem Sa~ze yon 
E. Sehmidt (,,Sur la puissance des syst~mes erthogonaux de fonctions continues", 
Paris, Comptes l~endus, 10 ddcembre 1906)jedes Orthogonalsystem end~ich oder ab~Shl- 
bar ist. Die Beweise, welehe Sehmidt (1. e.) und Verfasser (,,Sur les ensembles de 
fone~ions somm~bles", C. 1~. 12 novembre 1906) ffir diesen Satz mi~getailt baben, sind 
~.war beide ffir engere Funk~ionenklassen s.ls jene der quadratiseh integrierbaren 
Funktionen verfafit, gelten abet ohne weiteres aueh f~ir diese Funktionenklasse. 

***) Fischer verwendet alas folgende Verfahren: gliedweise Integration, Summen- 
bildung, Differenzieren~ auch Yerfasser bedient sich desselben Verfahrens im Falle 
des ~igonometrischen Orthogonalsystems. Man kommt abet aueh mi~ einer leichten 
Verallgemeinerung der Konvergenz im gew~hnlichen Sinne, der ,,Konvergenz dem 
~afle nach" aus. Vgl. F. Riesz, ,,Sur lee suites de fonctions mesurables", Paris 
Comptes Rendus, 17 mai 1909; H. Weyl, ,,t~ber die Konvergenz yon Reihen, die nach 
Or~hogonalfunktlonen fol"tschreiten", l~[athematische Annalen Bd. 67, S. 2~t3. 
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beliebige additive Funk~ion veto Integral 0 wohlbestimmte ]Ssende Funk- 
tion ~*(x) ist unter allen mSglichen LSsungen des Sys%ems als jene veto 
kleinsten Quadratintegral ausgezeiehnet. Dieselbe hat auch die ebenfaUs 
auszeichnende Eigenschaft, dab der Weft des Integrals 

b n 

k = l  

mit unbegrenzt wachsendem n dem Crrenzwerte 0 zustrebt. Dutch leiehte 
Umformung ergibt sich h]eraus auch die Ident i t~  

b 

Ok 
k 

welche kurz vorher ira Falle des trigonometrischen Or~hogonalsystems 
schon durch Fatou allgemein begr~indet wurde.*) 

Es ist nun wohlbekann~, wie man mi~ den angeffihl~en l l e s u l t a t e n -  
ja auch schon mi~ der engeren Formulierung derselben z. B, flit das 
trigonometrische Orthogonalsystem - -  an die yon Hilber~ begrfindet% yon 
ttellinger~ Toelolitz , E. Sehmidt, ttilb, Weyl  u. a. weitere/ltwickelte sch6ne 
Theorie tier Funk~ionen abzs unendlich vieler Ver~nderlichen an- 
kniipfen kann.**) M~n gelang~ zu einer Fiille yon Ta~sachea fiber quadra- 
tisch integrierbare Funktionen.***) Es bedarf hierzu fast rein formaler 
Ubersetzungsarbei~. Unter andern ist damit auch das anfangs gestell~e 
Problem fiir die genannte .Funktionenklasse vollst~indig erledigt, nachdem ~e 
Kriterien fiir die A~fl~sbarkeit des entsprechenden Gleichungssystems mit 
abzShlbar unendlich vielen Unbekannten bei ~ch~nidt fertig vorIiegen.t) 

*) F. Fatou, ,,S4ries trigonomgtriques et sgries de Taylor", Aet~ Mathem~bic,~ 
Bd. 30, S. ~;79. Bezfiglich der friihoren -- weniger allgemeinen --  Beweise dieses 
,,Fundamentalsatzes der Faurierschen Konstanten" vgl. A. Hurwitz, ,,Ober die 
Fouzierschen Konstan%en integrierbsrer Funktionen". Mathems%ische Annalen Bd. 57, 
S. 4=~5--4~6; Bd. 59, S. 553. 

**) Vgl. z. B. F. Riesz, ,,Sur les sys~mes orthogon~ux de foncblons e~ l'6qus~ion 
de Fredholm", Paris, Comptes Rendus, 8 avril 1907; ,,Sur une esp~ee de 84om4%rie 
analy~ique des sys~mes de fonctions somm~bles", C. I%. 24 juin 1907. M. Fr6ehe~, 
,,Bur les ensembles de fonc~ions e~ les op4rations lin6aires", C. R. 2~ juin 1907~ ,,Ess~i 
de g4om4trie anMytique ~ une infini~4 de coordonn4es", Nouvelles Ann~.les de Math6- 
matiques, 1908, 8. 91--116, 989~817. IV[. Pl~ncherel, ,,Notes sur les 4quations in~4- 
grales singuH~zes", l%ivista di Fislc~, ~[a~em~iea e Scienze Natumll, 1909, S. 37--53; 
,,t~ber singul~re Integzalgleichungen", M~hematisehe AnnMen Bd. 67, 8. 515--518. 

***) Auch kom~lexe Funk~ionen tier ~eellen Ver~nderlichen werden zugelassen; 
dana abet muB (f(x)) ~ dutch If(x)l ~ ersetz~ werden. 

#) E. Schmidh~ ,,~ber die Aufl6sung linearer Gleiehungen mi~ abz~hlbar unend- 
lleh vieten Unbek~muten", P~lenno, Rendieon~i, %. XXu (1908), 8. 58--~f. 

80* 
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In der vorliegenden hrbeit wird die Vorausse~zl]ng der quadra~ischen 
Integrierbarkeit durch jene der lntegrierbarkeit yon If(x)l p ersetzt; Io be- 
deute~ eine beliebige, rationale oder irrationale Zahl > 1.*) Jede Zahlp 
bestimmt eine Funktionenklasse [LP]. Die Rolle der Klasse [L ~] tiber- 

.eh e. bier h bo. die Eigenschaft, 
dab jede F~r~kt.ion, die raft atte~ Fu~ktio~en der einen Klasse integrierbare 
Produkte eryibt, sicher ~ r  andern Klasse angeh6rt. Die Untersuchung dieser 
Funktionenklassen wird auf die wirkliehen und scheinbaren Vorteile des 
Exponenten 2 = 2 ein ganz besonderes Lieht werfen; und man kunn auch 
beh~upten, dab sie fiir eine axiomatische Untersuehung der Funktionen- 
ri~ume brauehbares Material ]iefert. 

Was nun insbesoudere die anfangs gestellte Fruge a~ngeh~, so wird 
diese[be in der Folge unter der Voraussetzuny, daft die Koeffizientenfunktionen 
der eine% die gesuchte .Funktion der ander~ je zweier zugeordneter Klassen 
angeh6ren, vollst~indig erledigt. Fiir eine endliehe Anzahl yon Gleichungen 
gelingt dies dutch die BeCrachtung eines einfachen Vuriutionsproblems; und 
der Obergang zu unendlich vielen qleichungen wird sich naehher mi~ 
fIilfe des Begriffs der schwache~ Konvergenz ~ul~ers~ leich~ gestul~en. Das 
einfache Kriterium~ das wir erhal~en, is~ auch fiir den Fall p ~ 2 bisher 
unbekannt.. Es ergeben sich daraus enlsprechende Kriterien flit die Um- 
kehvbarkeit gewisser F~m/~tional&ansformationen. Die A~wendburkeit dieser 
Kri~erien wird an einzelnen speziellen Typen yea Funk~ionalgleiehungen 
ausgeprob~, wobei sic]] auch ffir diese Typen manche neue Gesich~spunkfe 
ergeben. 

Man kann auch dutch Anwendung ganz ghnlieher Me~hoden die Ana- 
lysis abzghlbsr unendlich vieler VergMerlichen tinter der Vorausse~zung, 
dul~ die Summe der p~" Po/~enzen der absoluten Betrgge konvergiert, 
weRer ausbuuen.**) Doch ist bier ein wesenflicher Untersehied zu ver- 
zeielmem Denn die Resultate, zu welehen man gelangen wird, zeigen 
auch hier v611ige Analogie mit jenen, zu welehen die Untersuchung der 
Funk~ionenklassen [L ~] fiihrt. Jedoch die Ubersetzbarkeit der Resultate, 

*) Ich hatte reich schon in der Note: ,,Sur les suiCes de tbnclions mesur~bles", 
1. ciK mit derar~igen Funktioaen beschikf~igt. Es wix4 deft jedoch nur p ~ 0 veraus- 
gesetz~, was ftir dee Gdltigkeit der entwickei~en 8~tze schon hinreichk 

**) E. Landau, ,,Uber einen Konvergenzsatz", GSttingen, Nachrichten, 1907 
S. 25--27, hat ei~en S~tz yea Hellinger und Toepiitz, n~ch welchem aus der Ken-' 
vergenz einer linearen Form fiir alle Variabel~reihen konvergenter Quadratsumme die 
Beschr~nktheit tier Form foIgt, auf den Fall eines beliebigen Exponenten y > 1 aus- 
gedehnt. Andeze Resul~ate in dieser Rich~ung, als die bei L~nclau ~ngefiihrten, 
scheinen nieht vorzuiiegen. 
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wie fiir p = 2, und damit die ]fgglichkeit einer ghnlich einfachen analy- 
tischen Theorie geht in allen i~brigen F~illen verloren; und somit tritt die 
synthetische Behandlungsweise in ihre vo{len t~echte. 

w  

Das Lebesguese3ae Integral.*) 

Wir verwenden den Begriff des bestimmten Integrals in dem yon 
Lebesgue eingeffihrten Sinne. 

Die Grundlage fiir die Lebesguesche Begriffsbildung bildet der schon 
frfiher yon Borel entwickelte~ yon Lebesgue vertiefte Begriff des Inhalts- 
,:a/3es der Punkt~mngen. Wir setzendenselben als bekannt voraus. In 
den folgenden Untersuchungen kommt den Mengen yore Ma~e 0~ die wir 
kurz ~Tullmengen nennen, eine besondere Stellung zu. Die Nullmengen 
haben die Eigenschaftj dab alle ihre Teilmengen meBbar und ebenfalls 
Nullmengen sind. 

Die folgende gene~isehe Definition des Integrals ges~atte~ es, gewisse 
Reihens~tze unmittelbar auf Integrale zu fibertragen. 

Man definiert den Begriff zun~ehst nur ffir Funktionen, deren Werte- 
vorrat aus einer endliehen Anzahl oder h~ehstens aus abz~hlbar unendlich 
vielen versehiedenen Werten besteht. Eine solche, ffir die me,bare Menge 
~ definierte Funktion nehme diese Werte al, a~, . . .  je auf einer mel~- 
baren Menge ~1 ,  ~ , ' "  yore Ma6e ml, m~, . . ,  an. Das Integral der 
Funktion erstreekt fiber die Menge ~ ,  wird durch die Summe a~m 1 +a~n~ +. . .  
definiert, vorausgesetzt, dab die Reihe entweder nut aus einer endliehen 
Anzahl yon Gliedern besteht oder abet abso]ut konvergiert. In diesem 
Falle heil3~ dann die Funktion integrierbar. 

Von dieser speziellen Klasse integrierbarer Funktionen aus gelangt 
man zu der allgemeinen Klasse, wenn man ihr alle ihre Verdichtungs- 
funktionen im Sinne der gleiehm~]3igen Konvergenz adjungiert. Eine ffir 
die me,bare Menge ~)~ definierte Funktion heil~t hiernaeh integrierbar~ 
wenn man sie durch Funktionen jener speziellen Klasse gleiehm~il3ig an- 
n~hern kann, und das Integral der Funk~ion, ers~reckt fiber die Menge ~J~, 
ergibt sich als Grenzwert der entspreehenden Integrale. 

*) H. Lebesgue, ,,Intggrale, Longeur, Aire", Th~se, Paris 1902; ,,Legons sur 
l'int~gration", Paris 190~; etc. Untersuchungen fiber die Grundlagen der Theorie 
en~hMt auch eine neue, umfassende Abhandlung yon Lebesgue [,Sur les int6grales 
s~nguli~re#', Annales de la Facultg des Sciences de Toulouse, 3 ~ s~rie, t. I, S. 25--11~], 
welche nach Absehlu~ tier voEiegenden Arheit erschienen ist. D~eselbe weis~ aueh 
mi~ den Paragraphen 2, ~ unserer Arbeit manche Berfihrungspunkte auf, die jedoch 
nur den F~ll ~ ~ 2  bet~effen. 
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Auf Grund dieser Definition sind under anderen alle im wesen~lichen be- 
schri~nkten, meBbaren Funktionen integrierbar. Im wesentliehen beschr~nkt 
heil3t eine Funktion, sobald es zwei Werte G und g gibe, sodat~ jene Punkte, 
for welche die Funktionswer~e nicht zwisehen G und g liegen, wenn es 
deren iiberhaup~ welche gibt, eine NuUmenge ausmachen. Mel~bar heist 
die Funktion, wenn fiir jede Zahl a die Menge der Punkt% in denen die 
Funktionswerte ~ a ausfallen~ - -  wenn es deren welehe gibt - -  eine melt- 
bare Menge bilden. 

Die Integrierbarkeit der im wesentliehen beschriinkten, met~baren Funk- 
tionen is~ fibrigens ein Spezialfall des folgenden allgemeinen Satzes : I s t  f(x) 
in der me[Jbaxen Menge ~ integrierbar, so ist auch jede meflbare _Funktion 
g(x), fiir welche auf jener Menge im wesentlichen - -  d. i. h6chstens mit Aus- 
nahme eider _~ullmenge --  

I g (x) I < I f(x) ] 
ausfiillt, auf der Menge ~ ebenfalls integrierbar. 

Ist eine Funktion auf der mel~baren Menge M integrierbar, so ist sie 
es auch aus jeder mel~baren Teilmenge derselben. Ist die Teilmenge ~0~ 0 
eine Nullmenge, so ist das Integral der Funk~ion~ erstreckt fiber ~}~o, 
gleich 0, und es gen~igt, bet Integration fiber ~ ,  (lie Integration nur 
fiber ~ -  ~o  zu ers~recken. Eine beliebige Abi~nderung der Funktions- 
werte fiir die Menge ~0  ist flit die Integrierbarkeit und den Weft des 
Integrals belanglos. Daraus folg~ dai~ man~ ohne die Gfil~igkeit der 
Resultate zu geffihrden, fibereinkommen darf~ dai~ man auch jene Funk- 
t;ionen, bet denen einzelnen Punkten~ die aber eine Nullmenge bilden, die 
Werte + oo oder -- oo zugeordnet sind, als integrierbar betrachtet~ wenn 
nur ffir die Restmenge In~egrierbarkeit herrscht. )/Ian daft auch den 
Begriff der integrierbaren Funktion derart erweitern~ daI3 man eine ~ull- 
menge yon Stellen zulii6t, ~iir we]che die Funktion nicht eindeutig oder 
aueh iiberhaup~ nicht defin~ert is~. 

Eine besondere Rolle kommt jenen Funk~ionen zu~ die - -  hSehstens 
mit Ausnahme einer NuUmenge - -  fiberall den Wert 0 besitzen. Wir 
nennen sie ~ullfunktionen. Die Addition einer beliebigen lqulls 
is~ ffir die Integrierbarkei~ und den Wert des Integrals nich~ yon Belang; 
un4 wir diirfen in den fblgende~'~ ~Entwicklungen zwei .Funktionen~ die 
h6chstens mit Ausnahme ether Nullmenge i~bereinstimmen, d. i. deren Dif- 
feren~ eine Nu~lfunktion ist, als identisch betrachten. 

Die Ausdehnung der angefiihrten Resultate auf komplexe Funktionen 
reeller Ver~nderlichen, wie wir sie in der vorliegenden Arbeit betrachten, 
ist trivial einfae]~ 
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Ungle ichungen und Konvergenzslitze. 
Man en~wickel~ leich~, z. B. mi t  Hilfe der klassischen Me~]aode der 

Different ialrechnung zur  Bes~immung des relativen Ex~remums,  die Un- 

gle ichungea 
i p--1 

, ~ 7 ~  (I) =< b,l  ; i) 
i=I ~ = i= 

I I 1 

(2) a, + b,l~ a, ~' + b,1 ( p >  1) 

Aus Ungle ichung  (1) folgt fiir jedes p > 1 unter Voraussetz~,ng der 
Koncergenz der Reihen 

e~ oo p 

i =  i ~----i 

die absolute Konvergenz der Beihe 
oo 

~ a ~ 4  

t = 1  

und die Ungle ichung  
1 y--I 

(3) <__ b, 
H 

Aus Ungle ichung  (2) fotgt fiir jedes p > 1 unter Vorausset~ung der 
Konvergenz tier _Beihe~ 

o~ oo 

i=l g=l 

*) Es gen~igt, den Bowels ffir n= '2 zu f~ihron, sodann schliei~t man ohne weiteres 

yon ~ auf n -~- I. Ferner kann man unnehmen, dab die GrSi~en a,~ a2, b I , b~ wesent- 

lich positiv sind; werden nimlich die Ungleichungen under dieser Annahme entwickelt, 
so folgt ihre G~i]*igkeit fiir den Fall, dab eine oder mehrere jener GrSl3en ---~ 0 sind, 
dutch leich~en @renz~bergang, wihrend f~ir negative oder komp]exe Werte die Un- 
gleichungen a fortiori gelten. Nun komm~ m~n bei jener also nut scheinbar ein- 
schrinkenden Annahme mit den tiblichen Mitteln der Differentialreehnung aus; um 
die Ungleiohungen zu erhal~en, gen~ig~ es z. B. in jedem der beiden Fhlle, bei festen 
a~, a~, bl und variierendem b, das Minimum der Differenz der rechten und linken 
Seite zu bes~immen; in beiden Fillen erhilt man den Minimalwer~ 0. 

Meines Wissens wurde die Ungleichung (2), die sich fi'ir p ~ 2 mit (1) im wesent- 
lichen deckt~ yon H. Minkowski aufges~ell~: ,,Diophantisehe Approximationen", Leipzig 
1907, S. 95. Bez. der Litoratur der Cauchy-HSlderschen Ungleichung (1) siehe 
E. Landau, ,,~ber elnen Konvergenzsatz", I. cir. 
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die .Konvergenz der t~eihe 

~ l al + b, I ~ 
i = l  

und die Ungle ichung  
1 1 1 

Die Definit ion der bes t immten  In tegra le ,  wie sie im w 1 wieder.  
gegeben  ist, ges~at~et es, aus den Ungle ichungen (``3), (4) unmi t t e lba r  au f  
die Ungle ichungen  

1 p - - 1  

1 1 1 

(6) 7~f('x) "-1- g(x) !'dx]-Z<__=r/f(,x)i" dx] 7 +!j4(ig(,x) l" dx] ~ ( p > l )  

zu schliet~en; dabei folgt die Existenz der linksstehenden Integrale aus jener 
der recht~4ehenden.*) 

Er~et~t m~n ~e~,e~- in (6) f(z)  d~r  f ( x ) -  g(x), ~o ~olg~ nar ~i.- 
father U m o r d n u n g  

1 1 1 

(7) [ f  (p>l) 

Aus (`6) folger~ man  noch leicht  die a l lgemeinere  Ung le i chung  

n 1 n 1 

u. zw. bes teh t  diese Ungle ichung  wieder un te r  Vorausse~zung der  Exis tenz  
der rechtss tehenden Integrale ,  aus welcher dann jene der linksstehenden fo~t. 

Einen  wieht igen  Spezialfall  yon  (5) erh~l~ man,  wenn  man  

h(,x) = sign f(x)**) 

setzt. Man erhil~, wenn m das MaB yon ~ bedeutet  

1 p-1  

*) Ftir den Fall ~ ~ 2 ist Ungleichung (5) unter dem Namen Schwarzsche Un- 
gleiehung bekann~. Ffir diesen Fall folgt (6) aus (5) dutch einfache Umformung. 
S. E. Fischer, ,,Sur la convergence on moyenne", 1. ciL 

**) Wit setzen hier wie much weiterhin sign z =  s i g n z = 0 ,  wenn z = 0 ,  
sign z = e ie, sign~ = e - ~ ,  wenn z = e e~<P, ~ = Izl is%. 
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Ersetzt man in dieser Vngleichung !f(x)] durch If(x)I~ und p dureh 
P -  ~7, so erhiilt man die Ungleichung 

t 
p - q - 1  

dieselbe gil t  f i lr alle p b 7 b 0 unter Voraussetzung der Existenz des 
rechtsstehenden Integrals, woraus aueh jene der li~ksss folgt.. 

Wit  welles zura Schlusse noeh entsehoiden, w~nn in Ungleiehun I (6) 
das Zeichen = zu gel~en hat. Ftir UngleZohung (2.) ist dies dana und 
nur dann der Full~ wenn das Gleichungssystera 

a ~  -- b~fl = 0 (i = 1,.. . ,  n) 
eine LSsung r ~ 0, fi >___ 0, cr +/~ > 0 zulgl~t. Daraus fo]gt, dal3 in (6) 
das Zeiehen ~ dann nnd nur dann gilt, wenn es eine Nullfunktion der 
Form af(x)--fig(x) ( a ~ O ,  fi>_O, a + f l > O )  gibk 

w  

Die Funktionenklasse [L"]. 
Das Produkt yon .irgend zwei raeBbaren Funktionen ist wieder eine 

rael~bsa'e Fnaktion. Dagegen folgt aus der Integrierbarkeit zweier Funk- 
tionen noch keineswegs die Inte~ierbarkeit ihres Produktes. 

Eine hinreichende Bedingung fiir die Integrierbarkeit des Produktes 
zweier rael~barer Funktionen haben wit ira vorhergehenden Paragraphen an 
Hand der Ungleichung (5.) angegeben. Danach is~ das Produkt der Funk- 
tionen f(x), h(x) sicher integrierbar, wean es eine Zahl p > 1 gibt, derart 

P , 

dab die Funktionen If(x)p', ]h(x.)I ~-I integrierbar ausfallen. Wir zeigen 
nun, dab diese Bedingung in gewissera Sinne aueh notwendig ist.. Wir 
beweisea n~ralich den Satz: 

Ist das Produkt f(x),  h (x) fiir alle integrierbaxen _Yun~ionen f(x), fiir 
welche die .Potenz If(x)]P (p > 1) integrierbar ist, ebenfatls integrierbar, so 

za 

ist es auch die Potenz ]h(x)]~ -x.  
Ura den Beweis zu ffihren, nehraen wit ira Widerspruche za unserem 

Satze an, es gebe eine Funktion h(x), so dal~ jedes jener Produkte into- 
P 

grierbar, die Potenz [h(x)] *'-1 dagegen nicht integrierbar sei. Da die 
Produkte f (x)  h(x) und If(x)] [h(x)] gleichzeRig in~egrierb~r oder nicht 
integrierbar sind, diiffen wit h(x) dutch !h(x)] ersetzen resp. wir diirfen 
annehraen~ der Wertevorrat yon h(x) bestehe aus positiven Werten und 
ev. aus 0. Se~zen wit ferner f(x) -- 1, so folgt aus unserer Annahrae die 
Integrierbarkeit, sorait sicaher die Mel~barkeit yon h(x). Dann gibt es abet 
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such eine integrierbare Funktion h*(x),  wetche nut abzi~hlbar endlieh 
viele verschiedene, ausschlieBlieh positive Werte besitzt und welche die 
Ungleichung 

I h(~) - h*(x)  l < 
befriedigt. Dieser Ungleiehung zufolge ist dann auch die Funktion 

P 

I h*(x) ] P- i sicher nicht inbgrierbar. 
Der Wertevorra~ der Funktion h*(x) bestehe aus den Werten al, a.~...; 

sie nehme den Wer~ a~ auf der Menge ~ yore Mal~e m~ an. Dann kon- 
vergier~ die I~eihe 

oo 

i=1 ~% 

die dem Integrale 

enbprechende Reihe 
p 

i = l  

aber divergiert;. 
Naeh einem Satze des Herra Landau 

genten Reihe 
p ~ a S  :-i-~ m~ 

i = l "  

eine Folge positiver Zahlen b~ derarg, dal~ 

~ bgm~ 
i : 1  

konvergiert, die Reihe 

gibt es mm zu jeder diver- 

r 

~ a~b~m~ 

~ber divergiert.*) Ffir die dutch die Vorschrif~ 

f (x)  =_ b~ f~r x in ~ (i = 1, ~ , . . . )  

erklirte Funktion ist somit die Pobnz I f (x)Ip in~egrierbar, das Proaukt 
f (x )  h*(x) dagegen nicht integrierbar. Nun ist aber zufo]ge der Un- 
gleichung 

I f(x) (h(x) --  h*(x)) I < ~ f (x)  

*) E. Landau, ,,~ber einen Konvergenzs~tz", 1. cik An S~elle der dort auf- 
p--I 1 

tretenden GzSt~en ai, xi sind bier aim~ P resp. bimi p zu se~zen. 
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die me6bare Funktiou 

r = f(x) h(x) - -  f(x) h*(x) 
ebenfalls integrierbar. Das Produkt 

f (x)  h (x) = r (x) + f(x) h* (x) 
w~h'e somi G unserer Annahme zuwider, nich~ integrierbar. Damit is~ 
unser Sagz bewiesen. 

Bezeiehnen wir die Gesamtheit jener integrierbaren Funkgionen, fiir 
welche die p~ Potenz des absolugen Betrages (also auf Grund der Un- 
gleichung (10) auch alle niedrigeren Po~enzen) ingegrierbar ist~ als Funk- 
tionenklasse [L~], so besagen unser Satz and die Ungleichung (5), dat~ 

jede der I~Tassen [LP], L~-~ genau aus jenen _Funktionen besteht, die mit 
rider Funktion tier andern .Klasse multipliziert, integrierbare Produ]~te er- 

geben. I s t p = 2 ,  so isg aueh --P = 2 ;  die Klasse [L ~] hat somit die p- -1  
Eigenschaft, da6 ~ede tZt~nktion, die mit allen Funktionen der Klasse inte- 
grierbare _Produkte ergibt, selbst dvr Klasse angeh6rt. In dieser Eigensehafi 
der Klasse [L ~] lieg~ ein Grand dafiir, dab dieselbe in allen Frages~ellungen, 
in welchen das Produktintegral auftritt, eine ausgezeichnete Rolle spielS. 
Sueht man dann die f(ir die Klasse [L~.] geltenden Resul~ate auf andere 

W s e. [L']   sz ae .en, so   sse. die K1 ssen EL.I, EL I gleich- 
zei~ig betraeh~e~ werden. 

Fiir das Weitere ist es noeh wiehtig, fesizustellen, da$ die ~asse [L~] 
aloe linearen Verlmii~fu~gen je einer endlichen Anzaht in ihr enthaltener 
Funktionen ebenfalls enthBlt. Dies folgt aus Ungleichuag (8). Die ~Tull- 
funktionen sind in allen Klassen [L~] en~halten. 

w  

Satz fiber die Ann~herung der Funktionen der Klasse [LJ,] durch 
streckenweise konstante Fnnktionen. 

Wir se~zen nun ftir das Weitere der Einfachheit zuliebe voraus, dab 
die Funk~ionen, mit denen wir arbeiten, auf einer Strecke (a, b) definiert 
sin& A]s Funktionswerte lassen wit ~uch wei~erhin beliebige komplexe 
Werte zu. 

Wit beweisen folgenden Satz: 
Ist f(x) irgend eine ~unktion der Klasse [Lp], ~ eine beliebig kleine 

positive GrSfie, so gibt es eine streckenweise konstante Funktion ~) ~(x) derart, 
daft die Ungleichung 

*) D. i. eine Funk~ion, die nur auf einer endlichen ~nzahl yon S~recken ver- 
schiedene Werte ~nnimm~. 
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b 

f I r(x) - ~(x)  7 0 dx <_ 

besteht. 
Um eine solche Funktion ~(x) zu erhalten, bestimmt man zuniichst 

eine Funktion fl (x)~ die hiichstens abziihlbar unendlich viel verschiedene 
Werte annimmt, derart~ dais - -  hSchsbns mit kusnahme einer Null- 
menge - -  

[ f (x)  - f~ (x) f <= 1, 

also 
b 

(11) d" f(x)- r~(x) I,dx ~ (~-)' 

sei. Das Integral yon Ifl(x)l" wird dana dutch eine konvergente Reihe 
dargestellt, yon der jedes Glied nut yon eiaem einzigen Werte yon fl(x) 
abhiingt; bricht man nach einer geniigend grol3en Anzahl yon Oliedern 

derart ab, dab der Rest ~ (~)P ausfalle, so sbil~ die endliche Reihe das 

Integral einer Ftmktion fl (x) da b die nunmehr nur eine endliche knzab_l 
verschiedener Werte annimmt, und fiir we]the 

b 

ausf~llt. 
Wit schreiben die Funktion f~(x) in der Form 

l 

f~ (x) =~r,5,~(x) ,  

wo jede der Funktionen f~,i(x) nut die Werb  O~ 1 annimmt und kein 
Glied fiberall vei'schwindet. Nun abet kann man (laut Definition der 
MeBbarkeiQ die mel3bare Menge ~,,~ der Werte x, ffir welche 

~:, ~ , ,  ~ . . . .  ist~ in der Form ~ ~,~ + ~ , i -  ~,~ darstellen, wo die Menge ~0~,i aas 
einer endlichen Anzahl yon Strecken besteht~ wiihrend die beiden Mengen 
!l~" !~"'  ~,~, ~,~ dem Inhalbmal~e nach kleiner als eine beliebig vorgegebene 
positive GrSSe ausfaUen. Wiihlen wir diese (~rSSe gleich 

~- b ~-Ejl/ 
und bedeutet f3,~(x) jene Funktion, welche an den Stellen der Menge ~ '  
den Wert 1~ sonst den Wert 0 annimmt~ so ist 
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b 

f l f~,,(~) - fo,,(x)l~dx < t ~-LA ~. =\3zl~il] 
a, 

Daraus folgt naeh (8), wenn wir 

. ~ 7 , 5 , , ( x )  = s 

setzen, 
b 

(13) 
cr 

A ~  (11), (12) ~ a  ( i s )  ~ol~ ~ i~a~ ~ ~ . n a  ~o. (8) 

b 

f l  ((x) - s az =< ~.  
t~ 

Die streckenweise konstan~e Funktion f~(x) is~ also yon der geforderten 
Eigenschaft. Dami~ ist unser  Satz bowiesen. 

Man sieh~ auch leich~ ein, dab wir die WorSe 7~ rational (d. i. reeller 
und imagin~rer Toil rational) und auch die Mengen ~[J~:~ so h~tten w~hlen 
kSnnen, dal~ die Konstanzstrecken der Funktionen f~,i(x) rationale Teile 
der Strecke (a, b) seien. Dann  w[irde auch die Funktion s (x) n,wr ratio- 
nale Werte besitzen und ihre Konst~nzstrecken w~ren rationale Teile yon 
(a, b). 

Wir teilen noch ohne Bowels eine interessante Vertiefung unseres 
Satzes mit, die wit aber in der vorliegenden Arbeit nicht benfitzen: Man 
kann die streckenweise konstante Funktion T(x), die der Forderung des 
Satzes genfigen soll, auch au f  die Weise besiimmen, dal~ man die Strecke 
(a, b) in genfigend kleine Teilsirecken zerle~ und for jede dieser Teil- 
strecken der Funktion ~(x)  als konstanten Wert den Integralmittetwert 
yon f(x) auf derselben Teilstrecke zuordne~. Man gewinnt hiemit, wenn 
man noch die Entwickelungen des n~chsten Paragraphon beachtet, un- 
mit~elbaren Anschlu] an einen yon ttellinger eingefiihrten neuen Integral- 
begriff.*) 

*) E. Hellinger, ,,Die Orthogonalinvarianten quadr~tischer Formen yon unencl- 
lieh vielen Variablen". Disser~abion, G~J~tingen 1907. 
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w 

Das unbestimmte Integral der Funktionen einer Klasse [L~']. 

Wir beweisen hier den Satz: 
Damit die Funktion F(x) ein lr~tegral einer Fulnk~ion der Klasse [/2] 

darstelle, ist es notwendig und hinreichend, daft die Summe 

m - -  1 

(14) ,~ iF(xk+D-F(xDi~ 
~=1 (xk+ 1-xk)p-1 

unter ei/ner yon der Anzaht m der Teilstrecken (x~, xk+ 0 und der Art der 
Ei/ateilung unabhiingige~ Schranlce liege.*) 

DaB die Bedingung eine notwendige ist, zeigi folgende Uberlegang: 
Wit nehmen an~ es gebe eine Funktion f(x) aus [/2] derar~ dal~ flit 
jede SLrecke (xk, xk+l) 

~ck+l 

f f ( ~ )  d~ = F(x~+~) - F(xD 
xk 

ist. Laut Ungleichung (9) isL dann 

~k+l ~kTi 

Zk xk 

b 

Daraus folgt, dag die Summe (14) <fv(~)I,d~ ~i~ m,~. Dio Bedingung 
ist~ also eine no~wendige. 

Da]3 die Bedingung auch hinreich~, ergib~ sich durch folgende Uber- 
legung: Die obere Schranke yon (14) sei G~. Dann gelten auch die 
Ungieichungen 

p - - 1  

I~(x+~) -F(x)i =< et~t ~, 
'~-.., e@-~)~ . lF(x~+0 - F(x0l  s G (xk+~-x,) 
;~=0 [_k=O 

Die erste der beidon Ungleichungen besagt die Stetigkei~ der Funktion 
F(x) ,  die zweite, dal~ sie beschr~nkter Schwankung ist. Hieraus folgt 

*) Auch E. Fischer (.Applications d'un ~hdor~me sur la convergence en moyenne", 
t, clh) gibt ffir den Fall  1o~-~ 2 Bedingungen an~ die sich auf beliebige 10~1  aus- 
dehnen lassen. Bare Begrfindung miil~te jedoch gewisso Resultate vo~aussetzen, die 
wiz e~st splitet entwickeln werden, wobei wit uns eben auf das hler angegebene 
Kri~e~ium st~'~zen. 
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naeh Lebesgue, dal3 F (x )  f i r  a l e  x hSchstens mit Ausnahme einer Null- 
menge eine Derivierb f(x) besitzt*); dieselbe ist im wesentlichen Grenz- 
funktion der dureh die u 

<_ x 
~n,k+l -- Xn, k 

definierbn Funktionen fiir 

lira max (x,,~+ 1 --x,,~) = O. 
~l ~cr  k 

Da nun laut der behaupteten Bedingung f i r  a le  n 

b 

Gp 
(~ 

ist, so ist nach einem leieht zu beweisenden Sa~ze yon Fatou**) klar, da$ auch 
die Grenzfunk~ion der ITs(x)[ ~, d. i. If(x) l~ integrierbar ist, und ihr 
Inbgralwert  ~ G ~ ausf~llt. Da f(x) aueh sicher meSbar ist, so ist sie 
eine Funktion tier Klasse [Lv]. 

Wir haben noeh zu zeigen, da$ 
x 

j ' f ( x )  dx  = F(x )  - 
a 

ist. Dies gilt a for~iori, wenn wit die Richtigkeit tier Grenzgleichung 

b 

j i f ( x )  -  .(x)ldx - -  lira 0 

darlegen. :Nun gib~ es naeh einem Satze yon Lebesgue, da die cp.(x) 
durchweg gegen f(x) konvergieren~ bei beliebig klein vorgegebenem 
eine Zahl v ~ v(~) derart, da$ fiir a le  n > ~ das InhalbmaB dor Menge 
M , , ~ [ I f ( x ) -  9,~(x)l > ~ ]  kleiner als d ausfillt. Man seh~tzt nun den 
Wert  des in der Grenzgleichung stehenden Integrals mit Hilfe der Un- 
gleichungen 

~--I 1 ~-I 

(a, b)-- Eft=, d' ~ n ,  d '~n~ d 

p--I 1 ~-I 

*) H, Lebesgue, ,,Legons sur l'intggration etc.", S. 128. Es wfirde auch schon 
die Heranziehung des weniger tier liegenden Sa~zes, nach welchem .F(x) derivierte 
Funk~ionen besitzt;, hinreichen. 

**) P. Fa~u, ,,Sallies ~rigonom6~riques etc.", 1. ci~., S. 375. 
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ab; u. zw. wird 
b l l _ l  

j l f ( x )  - ~.(x)l d x  _<___ a ( a - - b )  + 2~  ~ G 
a 

fiir a l l e n  ~ v(d), woraus, da (~ beliebig klein gewiihlt werden darf, die 
behauptete Grenzgleichung folgt. 

w  

Starke lind schwache Konvergenz in bezug auf den Exponenten p.  

Wir werden im folgenden das Bes~ehen der Grenzgleichung 
b 

J i  f(x) - f~(x)L, dx = O, lira 
/ = ~  a 

we f(x) und die f ,(x) der Klasse [LP] angehiiren, dadurch ausdrticken, 
dab wir sagen: die Folge {f~(x)} konvergiert in be~ug auf den YExponenten p 
stark gegen die 3Funktion f(x).*) 

Belspiele stark konvergenter Folgen~ die nicht trivial sind, liefern die 
En~wicklungen des w 4. Ganz trivial is~ z. B. die starke Konvergenz bei 
gleiehm~Big konvergenten Folgen. ~an  erkennt abet leicht an Beispielen, 
dab stark konvergente Folgen nicht im gewiihnlichen Sinne - -  selbst nieht 
bei Ausnahme einer Nullmenge - -  zu konvergieren brauehen. 

Man schlieB~ mit Hilfe der Ungleiehungen (5), (6) iiuBerst leleht, dab 
aus der starken Konvergenz der SZolge {s gegen f(x) auch das .Bes%hen 
der Grenzgleichungen 

b b b b 

folgt; in tier ersten der beiden Gleiehungen bedeutet 9(x) eine beliebige 

Wir ftihren nun noeh einen umfassenderen Konvergenzbegriff ein. 
Auch diese Jffonvergenz wird noeh das Bestehen der ers~en G~'enzgleichung 
sichern, w~ihrend die zweite Grenzgleichung dutch die Ungleichung 

b b 

zu ersetzen sein wixd. 

*) Ffir  p--~ 2 , , convergence  en m o y e n n e "  bei  E. F i s c h e r  , ,~ur  la  conve rgence  en 
m o y e n n e " ,  1. c ik  
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Zu diesem Zwecke definieren wit: 1)ie Folge {f~(x)} yon Funktionen 
der Klasse [L p] konvergiert in bezug auf den .Ex~onenten ~ schwach gegen 
die Funktion f(x) dersdben Klasse, wenn a) die Integralwerte 

b 

/ f J x )  ]'dx 

insgesamt unterhalb ether endlichen Schranke liegen; b) fiir alle Stellen a ~_ x ~ b 

lira, x) dx =.  

ausf~illt.*) 
Jedo in bezug auf den Expononten p stark konvergente Folge kon- 

vergiert auch schwach in bezug a u f p ,  und zwar gegen dieselbe Grenz- 
hmktion. DaB abor sine schwach konvergente Folge nicht unbedingl 
auch stark konvergiert, zeigen die Folgen {sin kx},  {cos kx},  die in bezug 
auf aUe Exponenten p schwach, dagegen in bezug auf keinen Exl~onenten 
stark konvergieren. 

Das Bestehen der Orenzgleichung 
b b 

( 1 6 )  ff/x)r(x)dx=ff(x)r(x) x 
i ~  a a 

folgt, wenn 7(x) eine streckenweise konstante Funktion ist, aus Voraus- 
se~zung b). Auf Grund der Voraussetzung a), nach welsher die Integral- 
werte der I/~(x)] p si~mtlich un~erhalb einer Schranke Gp liegen, iibertriig~ 
man jene Grenzgleichung mit Hills des Satzes in w 4 auf s~mfliche Funk- 

~ionen g(x) der Klasse LL~-TJ. Denn aus der Ungleichung 

f ig (x )  - I dx <= 

folgt auf Grund yon (5) nach Beaoa~ung yon (16) 

b dx lira ! [ r ( x )  - / /x)]g(x)  dx ~ l-~m , f  [f(x) --f~(x)] [g(x) -- r(x)] 

*) Fiir p ~ 2 s~eht der bier eingeNhl4e Begriff der schwachen Konvergenz in 
engem Zusammenhange mit jenem Konvergenzbegriffe, dessen sich Hilber~ zur Defi- 
nition tier vollstetigen Funk~ionen yon unendlich vieleu Ver'~nderliehen bedientl indem 
n~mlich der sehwachen Konvergenz einer Folge yon Funktionen jene Hilbertsehe 
Konvergenz ihrer Fourierschen Konstunten en~spricht. 

"M'~thema~ische A.nnalen.  LXEK. ~i 
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Daraus schliett man, da 6 beliebig klein gew~hlt werden darf, 

b 

(17) lira f [ f ( x )  - f@)Jg(x)  dx = 0.*) 

Um das Bestehen der Ungleichung (15) zu beweisen, erkl~ren wir 

eine Funkgion g(x) der Klasse L dureh 

g(x) = If(x)]p-1 sign f(x). 
Dann ist 

und somit nach (17) 
If(x) I ~ = f(x) g (x), 

b b 

(] f(x) l 'dx = lira A ( x )  g(x) dx. 
a ~ oo($ 

Daraus folgt uuf Grund yon (5) 

b - p  

E/ 3 L/ I = lira lfdx) [=dx If(x) [=dx , 

d. i. Ungleichung (15). 
Wit  bemerken noeh, dab auf Grund der Ungleiehung (8) die starke 

oder schwache Konvergenz der Foigen {50) (x) ) , . . . ,  {f~(k)(x)} gegen 
f(1)(x),...,f(*)(x) sich ~uf die Yerbindungen {c~f~O)(x)+... + c,f~(k)(x)}, 
c~f(1)(x) + . . .  + ckf(~)(x) ibertr~gt. 

w  

Hauptsatz fiber sehwache Konvergenz. 

Wir beweisea den folgenden Existenzsatz, der an den grundlegenden 
Weierstral~schen Satz tiber Punkimengen erinnert: 

t~esitzt eine Mannigfa~tigkeit yon Funktionen aus [LP] folgende beide 
Eigenschaften : 

*) Es is~ wohl nicht uninteressan~ zu bemerken, dab such umgekehrt a/us dem 

Bestehen der Grenzgleichung (17) f~/r alle g(x) aus die schwache Konvergenz 
yon {f~(x)} gegen f(x) folgt. Der Beweis ist leich~ zu erbringen. u ffir to~2 die 
beroits erwiEante aeue Arboit yon It. Lebesgue ,,Sur les intdg~ules singuli~res", 
1. cir., S. 56. 
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1) sie ist umnd~ich*); 
2) s@ ist beschr~inkt in bezug auf den Ex~onenten p, d. i. die Integral- 

wer te  
b 

f f ( x )  l~d~ 
~z 

liegen fiir alle Funktionen tier MannigfaItigkeit unterhalb einer Schranke G~ ; 
dann enthglt die Mannigfaltigkeit sicher TeilfoZgen, die in bezug auf den 

l~x2onenten p schwach konvergieren. 
Um eine solche Teilfolge zu bestimmen, bilden wir die Integrale 

P(~) = j ' f (~)  dx 

siimtlicher Funktionen der gegebenen Mannigfaltigkeit. Ftir alle iv' ist 

~ ( o )  = o, I ~ ( ~ )  - F(x~)l = j ~ ( x )  dx <__ l~l-- ~ I ~ ~. 

Somit sind die Funktionen F(x) in ihrer Gesamthei~ beschr~inkt mid 
gleichm~l~ig ste~ig (dgalement continues), l~ach einem Satze yon Arzel~**) 
enth~lt daher die Manuig~altigkei~ der ~(x) sicher eine Teilfolge 

{~,(x) = A ( x ) d x } ,  welehe gleiehmii~ig gegen oine Funktion F*(x)kon- 
a 

vergier~. 
Teflen wit nun die Streeke (a, b) in eine beliobige Anzahl yon Teil- 

sireckon (x~, xk+~) , so besbht ftir allo Funk~ionen F(x) die Ungleichung 
b 

(xk + i -- xl) ~- i : --- 

Dutch Anwendung dot Ungleichung auf die Funktionen F,(x) mad dutch 
~renziibergang folgt 

~ l ~*(~+~) - ~*(~)  I ~ 

(~k + 1 - -  g6k)P -- 1 s Gp* 

Also ist aach w 5 ~*(x) In~grul einer Fuaktion f*(x) aus [L~]; und zwar 
ist wegen ~ * ( a ) =  0 

F*(x) = f r*(~) d~. 

*) Es daft  in de~ Mannigfalfigkei~ dieselbe Funktion mebxfach, ja sog~,r un- 
endlich of~ vorkommen, in letzbrem Falle is~ der Satz bivial. 

**) C. Arzel~, ,Sulle serie di fun~.ioni", Memorle d. R. Accad. d. Scienze di Bologna, 
sezione d. So. Fis. o Ma,k, serie 5, t. VIII (1899--1900), S. 3--58, 91~134. 

31 * 
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Man hat also 

lira x) dx = 

u=d da noeh die Integrale der If~(x)I f u n t e r  der Schranke G ~ ]iegen, so 
konvergier~ {f~(x)} in bezug auf den Exponenten p schwach gegen f* (x). 

Man sieht auch zugleich, daB, sobald nich~ sgm~liche Teilfolgen dor 
Mannigfaltigkeit schwach in bezug anf den Exponenten 2 gegen f*(x) 
konvergieren, sicher eine yon f*(x) wesentlich verschiedene Grenzfunktion 
f**(x) vorhanden ist, usf. 

Eine interessante Anwendung gestattet unser Hauptsatz bei der Aus- 
dehnung des Fischerschen Satzes*) auf aUe io > 1, yon der wit jedoch in 
der vorliegenden Arbeit nicht Gebrauch machen. Der Satz besag~ in dieser 
ausgedehnteren Fassung, dag aus der Gren~gleichung 

b 

(18) lira .[if~(x) -- f3(x)l~dx ~ O, 

wo {f~(x)} eine _~olge der Funktionen der Klasse [L ~] bedeutet, die Existenz 
einer 2"unktion f(x) derselben Klasse folgt, gegen welche {f~(x)} in bezug 
auf den Exponen~en ~v stark konvergiert.**) 

Der Beweis gestalie~ sich folgendermagen: &us (18) folgt leicht, dag 
die Integralwerte tier If~ (x)I f unterhalb einer endlichen Schranke liegen. 
Auf Grund unseres Hauptsatzes erschliegt man hieraus die Existenz einer 
Teilfolge {f~(x)}, die in bezug auf den Exponenten p schwaeh gegen 
eine Funkfion f(x) konvergiert. Dann konvergier~ auch die Folge 
{ f~(x)- - f j (x)}  in bezug a u f s  sehwach gegen f (x)-- f~(x) .  Durch An- 
wendung yon (15) auf diese Folge schlie$~ man 

b b 

woraus nach Beach~ung yon (18) die Grenzgleichung 
b 

!ira ~ f ( x )  - -  f~(x)l~dx = 0 

folg~. 

*) E. Fischer, ,,Sur la convergence en moyenne", 1. cir. 
**) Vgl. F. Riesz, ,,Sur los suites de fone~ions mesurables", l. cir., wo derselbe 

St~tz (such ffir 0 <lo < 1) anf ~ndere Weise en~wiekelt wird. Die Notwendigkei~ tier 
Bedingung folg~ (doeh nur fiir p > 1) unmittelbar aus Ungleichung (6). 
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w 
Bedingung  f i ir  die Liisbarkeit eines Systems linearer Integral-  

gleichungen. Die Bedingung ist notwendig. 

Es liege ein endliches oder abz'~hlbar unendliches System yon linearen 
In~egralgleichungen 

b 

(19) ff;(x) ~(x) d x  = c~ (~ = 1, 2 , . . )  

vor. Die Koeffizientenfunk~ionen f~(x) gehSren der Klasse L~ : f  an. 
Wir s~elien uns die Aufgabe, Bedingungen zu ermitteln, unter welchen 

das System (19) dureh eine Fuak~ioa ~(x) der Klasse [/2] befriedigt 
werden kann. 

Fitr den Fall p = 2 ~st die Aufgabe bereits erledigt. Dean es kSnnen 
die l~esul~ate yon E. Sehmidt fiber Systeme linearer ~leiehuagen mi~ ab- 
ziihlbar unend]ieh vielen Unbekannten, wie wir dies schon in der Ein- 
leitung angedeutet haben, in solehe fiber das System (19) iiberse~zt werdea; 
man kann abet auch die yon Sehmidt verwendete Methode unmit~elbar 
aus unsere Aufgabe fiber~ragen, indem man seinea Konvergenzsatz durch 
den Fischerschen ersetzt. Die Ausdehnung dieser gewissermafiea geo- 
me~rischen Methode auf beliebige Exponenten scheint dagegen auf unheb- 
bare Sehwierigkeiten zu stot~en. Demgemiil~ weicht unsere Methode, die 
auch im Falle ~ = 2 manches Neue bieten diirfte, wesentlich yon der 
Schmidtsehen ab. 

Eine notwendige Bedingung ergibt sich rasch dureh folgende ~ber- 
legung: Wir nehmen an, das System (19) lasse sieh dutch eine Funktion 
~~ der Klasse [Lp] befriedigen. Da~n erfiillt ~~ auch jede Gleichu~g 

/I2 2 a " =  . -  i ~ - I  

~1,'" ", #. sind beliebige reelle oder komplexe Zahlen. Auf ~rund d,r 
Ungleiehung (5) is~ dann 

P__T-- b n p ~-'i" 

(20) 
b 

Wit haben somit die notweMige Bedingung: ~s mu/3 eine endle~e 
Gr6fie M geber~ derart, daft fiir jedes n (resp. wean nur n Gloiehungen 
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vorliegen, ffir dieses n) und fiir jedes beliebige System reeller oder kom- 
2lexer Zahlen ~ ,  . . . ,  ~, die Ungleichung 

n p p b n p 

p i=1 

b~he. 
Wir werden in der Folge zeigen, dab diese Bedingung aueh hinreicht. 

w  

Die Bedingung ist hinreichend: Endlich viele Gleichungen. 

Wit betrach~en zuniichs~ eine endliche Anzahl, e~wa n Gleichungen 

b 

(~2) f f /x) ~(x)dx = e~ (i = i,2,..., ~) 
(.$ 

und nehmen an, dab fiir das System (22) die Bedingung erftill~ ist. 
Wit setzen 

n b p 

f(x, ~ l , "  ", ~.) = ~ f ~ ( ~ ) ,  r  ", a )  = f v ( ~ , a ,  ",~.)I p-1 dx, 
~=I a 

F(~l, '"  ' ,~ , )=  ~ c ~  ~=1. 

Die Funktion F(~I , . . . ,  ,~) der ~ Ver~nderliohen ~l, " " ", t~, ist iiberall 
stetig. Sie ist fe~er  als Funktion der 2n reeUen Ver'~inderlichen 

. . . . . .  (# ' ; , V : - ~ )  

naeh jeder dieser Vergnderliehen sieher einmal ste~ig differenzierbar, u. zw. ist 

(23) ~ /  ~ 
J = l  

Ebenso ist auch, wenn alle Funktionen f~(x) an der S~elle x ein- 
deutig bestimmte endliche Werte besltzen (also hSchstens mit Ausnahme 

P 

einer Nullmenge), die Funktion If(x, ~ , . . . ,  ~ )  [ ~-~ in den Vorinderliehen 
fg ~ tv  

t~l,'" ", #. s~e~ig und naeh den Ver~nderliehen t~, t t l , - - ' ,  t~,,/t, sieher 
einmal stetig differenzierbar. Es is~ 

1 

OIf]~ -~. i O[ff~-i ==-~-~-f~(x)]f(x, tt~, ...,F,~)I i-~ signf(x, t t~, . . . ,  tt,). 
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Auf Grund des Rolleschen Satzes folg~ nun ferner, dab auch die 
2n Quotienten 

P 

I f(" �9 ' ~i -t- h,.-.) I p - i  --I f (""  g~,'" ") t ~- i  
tht 

_ P  P 

r f ( " ' ~ + h l / - - ~ i , " ' ) ! ~ - l - - l f ( ' " ~ - " ' ) l  ~-~ 
Ihl 

wenn nur I h! < H  vorausgesetz~ wird, un~erhalb einer integrierbaren 
Funktion F(x , /~1 , ' "  ', ~ ,  H )  liegen, die man auch leicht angeben kann. 
Daxaus fo]gt auf Grund des Lebesgueschen Satzes fiber Inte~at ion yon 
Funktionenfolgen*) die Vertausehbarkei~ der Differentiation und der Inte- 
gration in den Ausdrficken 

b _P_ 5 1 
~flf(x,,1,...,m,)l~-ldx ~fif(x,m,.. . ,~,)p-lax 

a lY, 

~i' ~ ~ ~," 

Somii~ ist such q ) ( g l , ' "  ", /~) nuch den ~[, #{' either einmal stetig 
differenzierbar; man finder 

b /o 

~r i~ r  p flf/x).lf(x,~,...,~,,)iV:Z-~s~f(x ~ ,  ", l~,) dx. - -  ~F~' ~ ( "  ~2~" i 

Wir treffen nun noch ftir den Augenblick die Voraussetzung, die sich 
dann bald wieder anfheben li6~, die Funktionen f~(x), . . . ,  f,~(x) seien 
linear unabhiingig, d. i. es gibe nailer /z i = 0 , - . . ,  ~ = 0 kein System 
der ~ ,  flit welches f(x,  g l , ' "  ", #~) eine lqullfunktion w~re. Unbrwerfen 
wir dann (I)(#i, - �9 �9 , ~,) der Bedingung, nnterhalb einer endlichen Schranke 
zu verbleiben, so liegen auch die Werte }/~] unbr  einer endliehen Schranke. 
Da noch F und q) stetig yon den g~ abhiingen, so erreicht F bei der 
Nebenbedingung @ = 1 ihre obere ~renze far ein Wertsystem g i , ' "  ", ~ .  
Mittels des klassischen Yerfahrens zur Behandlnng yon Exbemnmsanf- 
gaben mit Nebenbedingungen ergib~ sich hash Heranziehung yon (23) 
und (24), dal~ alas Wertsysbm # 1 , . . . , / ~  bei einem noch zu bes~immenden 
Werte 9. die ~leiehnngen 

1 n b 1 

(25) c, F s sign ~ 9~c I = Z ;f~(x)IfCx, 9 l , ' "  ", g,) l  s-1 sign f (x ,  i~l , . . . ,  F , )dx  
j = l  a 

(i = 1, . . . ,  n) 
r = i 

befriedigt. 

�9 ) H. Lebosgue, ,,$ur l~ mdthode do IV[. Gom'sur pour 1~ rgBolu~ion de l'dqu~tion 
de Fredholm", Bulletin de 1~ Socid~6 M~hdmaY~ique, t. 36 (1908), S. 11; ,,Sur les 
in~ggr~les singuli~res", 1. cir., S. 50. 
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Durch Mul~iplizieren der einzel~en Gleiehungen des Systems (25) mit 

und somit 
n b 1 

~ j c ,  f f,(x) if(x, ~1,'" ', ~.) if-1 sign f@, .~1, " " ", ~ . )dx  = c,. 
j = l  a 

Setzt man also 
n 1 

(27) ~")(x) = ~ ,  ~,e, lf(x, , , . . . ,  , . ) I  ~-~ sig, f(x, ~ , . . . ,  ~.), 
i = ]  

so is~ ~(")(x) eine 15sende Funktion des Systems (22). 
Atff Grund der Gleichung (27) folg~ 

b n p 

und daraus naeh Heranziehung der gngleichung (20): 
b 

(28) f l  ~(.)(x)I" dx <= ~z,. 

Letz~ere U~gleichung kann dwrch ei~e Gleichung erset~t werden. Be- 
deute~ niimlieh 3/(~) die kldnste Zahl, die bei beliebigen 1~, . . . , / ~  dio 

Uagloiehtmg befriedigt, dann is~ M(~)~ -1 d~r Maximalwert yon g bei der 
Nebenbedingang (26), den dieselbe bei jenem speziellen Wertsysteme der ~i 
erreicht, welches wir zugleieh zur Definition der Funktion ~(~)(x) ver- 
wendeten. Es ist also 

b 

(29) fle(~ ~ = (M(.)?. 

Da andererseits auf Grand der Ungleiehung (20) fiir jede Liisung ~ (x) 
des Systems (22) 

b 

a 

ist, so ist ~(")(x) eine solehe Liisung des Systems (22), ffir welche das 
Integral 

b 

~z 

mb'glichst klein ausfgllt. Man sehlieg~ auch leich~, dag es keine zweite, 

~,  A.ddition und Einsetzea yon (26) folg~ 
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yon ~(~)(x) wesentlieh versehiedene LSsung ~ (x) derselben Art geben kann. 
Dies folgt sofort dutch Anwendung der Ungleiehung (6). Danach wiiro 

und da auch ~(~)(x)-Sf(x) das System (22) befriedig~, so kSnnte nur das 2 
Gleiehhei~szeichen gelten, was naeh w 2 nur dann mSglich ist, wenn es 
eine Nullfunktion der Form a ~(~) (x) -- fl ~ (x) (a ~ 0, fl ~ 0, a + fl > O) gibt. 
Infolge yon (29) muB dann, wenn das System (2'2) nieht homogen ist, 
~(x) durchwegs = ~(~)(x) sein. Der homogene Fall ist trivial: die Minimul- 
li~sungen sind 1NuUfnnktionen und jede Nullfunktion ist eine ~inimal- 
Risung. 

Wir wollen nun noch die Annahme~ die Funktionen fi(x) seien linear 
unabh~ngig, wieder aufheben. Es genfigt zu bemerken, da~ wean irgend 
eine ]ineare Verbindung der fi(x) eine Nullfunktion is~, die entsprechende 
Verbindung der c i zufolge tier Ungleichung (21) versehwinden muB. Es 
kann daher das System dureh Weglassen einzelner Gleichungen in ein 
Kquivalentes System iibergeftihrt werden, das die obige Annahme erffill~; 
tier Minimalwel't yon M wird hierdureh nicht gei~ndert. Die Minimal- 
liisung des reduzierten Systems ist somit auch eine und im wesentliehen 
wieder die einzige MinimallSsung des ursprfinglichen Systems. 

w 10. 

Die Bedingung ist hinreichend: Abzi~hlbar unendlich viele 
Gleiehungen. 

:Es bestehe nun das System (19) aus abziihlbar unendlich vieleJa 
Gleichungen. Unsere Bedingung set erffiilt; die kleinstmSgliche Zahl M 
heifle M*. Dana ist die Bedingung aueh ffir die ersten n Gleiehungen 
erfiillt und es ist M ( ' ) ~  M*. Es set ~(n)(x) die entsprechende Minimal- 
liisung. Dana ist also 

b 

Die Funktionenfolge {~(')(x)} gentigt, der Fordorung des Hauptsatzes 
fiber schwache Konvergenz. Es gibt daher sicher eine Folge yon Indizes 
n~, n ~ , . . ,  derart~ daft die Funktionenfolge ~(~)(x), ~(*~)(x),..- in bezug auf  
den ~xponenten p schwach gegen eine lXunktion ~*(x) der Klasse [Lp] 7con- 
vergiert. Auf Grund yon (17) ergibt sieh dann unmiLtelbar, dat~ ~*(x) 
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eine L~sung des Systems (19)  darstdlt. Und zwar ist ~*(x) Minimal- 
liisung; denn auf Grund yon ( 1 6 )  ist 

b 

fL~*(x)  ]p d x  ~ lira CM(~))p~ (M*)p 

und somit nach Heranziehung d e r  Ungleiehung (20) 
b 

f J  (x) = 
a 

DaB ~*(x) im wesentlichen die einzige Minimalliisung ist, folgt durch 
dieselbe ~bertegung, die w i r  bei endlichen Systemen geffihrt haben. 
Hieraus folg~ dann weiter, dab n i c h t  nut eine Auswahl {~(~,)(x)}, sondern 
die ganze Folge {~(~)(x)} s c h w a c h  gegen ~*(x) konvergiert. Denn andem- 
falls wiirde die Folge eine T e i l f o l g e  enthalten, welche schwach gegen eine 
yon ~*(x) wesentlich versehiedene  Funktion ~**(x) konvergierte, und 
~**(x) w~re ebenfaUs ~ i n i m a l l S s u n g  des Systems (19). 

Wir fassen yon den R e s u l t a t e n  der drei letzten Paragraphen das, was 
f~ir die Folge wichtig ist, in d e m  Satze zusammen: 

F/in endliehes oder abz~ihlbar unendliches System yon linearen Integral- 
gleichungen 

b 

, ( f ~  ( x )  ~ (x) d x = c~ (i = 1, 2,...), 

dere,~ Koeffizientenfunktionen f~(x)  der Is [L~ - ~ ]  angeh~'en, liiflt dann 
und nur dann eine der Bedingung 

b 

geniigende 16sende ~unktiort ~(x)  zu, wenn fiir aUe n bei beliebigen Zahlen 
t~ die Ungleichung 

n p 1 b n I 

besteht. 
Ist spezidl M* die kleinste Zahl yon der geforderten Eigensctmft, so 

besitzt das System eine einzige dvr  gestdlten Bedingung geniigende LSsung.*) 

*) Im Falle p ~ 2 f~hrt 4ieses Krit~erium unschwer zu den bekann~en ResuI~a~en. 
So z. B. l~l~t sich aus dem in (27) angeschr~ebenen Ausdrucke ~ die ~r das Ana~ 
logon der yon Schmidt en~wickel6en L~sb~rkeitsbedingung (,,~ber die AuflSsung 
linearer @leichungen mit unendllc]:L vielen Unbekann~en", 1. c., S. 74) herleiten. 
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w 11. 

]Iehr als abz~ihlbar unendlich viele Gleichungen. Darstel lung der 
l inearen Funktionaloperat ion dureh ein Integral .  

Unsere l~esultate bleiben auch fiir Systeme bestehen, die mehr als 
abz~hlbar unendlieh viele Gleichungen enthalten. Die ~berlegungen des 
w 8 gelten ohne weiteres auch fiir diesen Fall, und es is~ daher die Existenz 
einer Zahl M yon der Art, dal~ ffir jedes endliche Teilsystem und be- 
liebige Zahlen ~r i die Ungleichung (21) statthabe, auch hier eine not- 
wendige LSsbarkeitsbedingung. Ist diese Bedlngung erffillf, so enth~ilt 
das System endliche oder abz~hlbare Teilsysteme, die ihm ~iquivalent sind. 
Dies und mithin das Hinreichen der Bedingung folgt aus dem Satze, dat~ 

jede Menge der Klasse L ~--i endliehe oder abzi~hlbar unendliche Teil- 
mengen enth~lt derari, dab jedes Element der Menge ein Element jener 

Teilmenge ist oder dureh solche in bezug auf den Exponen~en 1o 
10--1 

stark approximiert werden kann. Der Beweis dieser Behaup~ung fiir be- 
liebige Mengen bedarf eines viel diskutierten Auswahlprinzips; fiir jene 
l~Iengen jedoch, die wir in der Folge betraehten werden, ergibt sich das 
Vorhandensein enfspreehender Teilmengen unmittelbar aus unseren frtiheren 
Entwickelungen. 

Eta i~uBers~ wichtiger Fall ist der folgende: Die Koeflizientenfunk- 

tionen f(x) machen die ganze Klasse L aus. In diesem FaUe ergeben 
naeh w 4 jene sireekenweise konstante Funktionen, fiir welche alle Kon- 
stanzstrecken rationale Teile der Gesamtstrecke sind und die auch nut 
rationale Werte annehmen, eine im obigen Sinne tiberall dichte, abz~ihl- 
bare Teilmenge. Man hat sorer den Satz: 

r  4 q - 1  

eine Zahl A /  zugeordnet~ und genagt diese Zuordnung den Forderungen: 

I/ ;" [A/I =< Z/ If(x) dx , 

we die Schranke M nur yon der Vorschrift abh~ngt, so gibt es eine his auf 
eine ~7ullmenge eindeatig bestimmte _Wunktion a(x) der Klasse [LP] dvrart, 
daft f'dr alte f(x) 

b 

= f a(x) f(x) 

ist. 
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Ffir ~o = 2 ha th  ich den Sa~z als eine Folge meines Satzes fiber 
trigonometrische Reihen ausgesprochen.*) Zu gleicher Zei~ hat don Satz 
auch Fr~che~ entwickelt.**) 

Man kaun den Satz (ftir beliebige 2 > 1) auch ohne Anwendung der 
allgemeinen Botrach~ungen fiber Gleichungssysbme leicht herleiten. Wir 
definieren zu diesem Zwecke zunichst die Funktion A(~) durch die Vor- 
schrif~: 

1 f~ir x < ~  A(~)  --- AI(=,~); f (x ,  ~) = o 

und behauloten , dab A(x) ein unbestimmtes Integral einer Funktion a(x) 
der Klasse [L~] darsiellt. Nach de/i Entwickelungen des w 5 ist diese 
Beh~uptmig begrfinde~ wean wit nur zeigen, dab ffir jede mSgliche Ein- 
teilung der Sbecke (a, b) in Teilstrecken (xk, x~+~) (k----O, 1, . . . ,  m -  1) 
die Summe 

m - - 1  

~=o ~ <xk+i--xJ -i 

unbrhalb einer absoluten Schranke liege. Zu diesem Zwecke definleren 
wir eine Funklion f(x) dutch die Vorschrift: 

f (~)  = I ~ (~  + ~) - ~ (~) t ~ - I  s~gn (A (~  + ~) - -  ~<~)) (z~ < ~ < ~ +  p. 
(z~+l - x ~ ) p  - 1  

Daml is~ 
b p m--i 

f Iz( )I dx I 
A (x~) 

, ~ = o  (x~+l-  ~)~-~ 

und zufolge der in (30) ausgedriick~en Distributivitiil auch 

m-i  I ]P 

(xk+ 1 - x i ) ~ : l  

Aus (30), (3i) und (32) folg~ 
~rt--I 

I 
. . . . .  < M~. 

*) F. l~iesz, ,,Sur une espbce de Gdomdtrie analytique des systb]nes de fonctions 
sommables", 1. cir. An S~elle yon (B0) s~eht dorl die scheinbar allgemeineve Voraus- 
setzung, da$ AS~ gegen A s geht, wenn nut f~(x) s~ark gegen f(x) konvergiert. Man 
zeigt leich~ fiir beliebige Io, da$ ~us dieser u und aus der Disbibu$iviti~ 
auch (30) folg~. u alas analoge Problem beereffend Linearformen abzihlb~r unend- 
lieh vieler u E. Itellinger u. O. Toepli~z, ,,Grundlagen fiir eine Theorie 
tier unendlichen Mtr~rizen", Iqachriehten @es. Wiss. G0~tingen 1906, S. 351--355; 
E. Landau, ,,~ber einen Konvergenzsa~z", 1. cir. 

**) ~I. Frdchets, ,,Sur les ensembles de fonc~ons el les opgrations lindaires", 1. cir. 
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Also gibt es eine bis auf eine additive Nullfunktion bestimmte 
Funktion a(x) der Klasse [/2] derart, dal~ A(x) ein Integral yon a(x) 
darstelR. 

Nun aber folgt unmi~elbar aug der Definition der Funktionen A(x), 
a(x) das Bestehen der Identiti~ 

b 

ffir jede streckenweise konstante Funktion ~o(x). Auf Grund des in w 4 
entwickelten Satzes, nach welchem fiir jede Funktion f(x) der Klasse 

[ ' l  
L~-i-~ das Integral 

b p 

f [  f(~) - ~(~)I~ -~ dx 
(% 

dutch entsproehende Wahl yon q~(x) beliebig klein wird, iibertr~gt sich 
die Identitilt auf alle Funktionen f(x). 

w 12. 

Die lineare Funktionaltransformation. 

~-ber die Funktiona~transformation T[f(x)],  welehe jeder Funktion 
tier Klasse [L p] eine Funk~ion derselben "Klasse zuordnet, se~zen wir 
voraus, dab sie distributiv und in bezug auf den :Exponenten p beschrdnkt 
se/. Die Transformation heil~t distributiv, wenn identisch fiir alle f 

r [cl f~ (x) + c~ 5 (x)] = cl r[f~ (x)] + c~ r [5  (x)] 
ist; die Identit~t ist so aufzufassen, dab sich die auf beiden Seiten stehen- 
den Ausdrticke hSehstens am eine additive Nullfunktion unterscheiden. 
Beschri~nkt in bezug auf den Exponenten 2 heiBi die Transformation dann, 
wenn es eine absolute Konstante Mr*) gibt derart, dab fiir alle Funk- 
tionen f(x),  ftir welehe 

b 

jTf(x) ? dx <= 1 

ist, das mit der transformierten Funktion gebildete Inte~al 
b 

~r(f(~))[~d~ <= ~ 
t~ 

ausf~llk Eine zugleich distributive und in bezug auf den Exponenten p 

*) Wir setzen sofort lest, da5 wir in den weRe~en En~wicklungen unter M r 
immer die k~einstmb'gliche 2ositive Zahl yon der bier angegebenen Eigenscha# verstehe~. 
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beschriinkte Transformation nennen wir eine lineare Transformation der 
Klasse [/2]. 

Es bedeute nun f(x) eine beliebige Funktion der Klasse [/2], g(x) 

eine beliebige Funk~ion der Klasse L . Da auch T[f(x)] eine Funk-  
tion der Klasse [.LP] ist, so exis~ier~ sicher das IntegrM 

b 

f T[f(x)] h(x) dx 
($ 

(35) /r[f(x)]g(x) s  f(x)l'dx g(x)7:~-~x 

Hiilt man in dem In~egrale die Funktion g (x) fest~ so s~ellt es sorni~ 
eine auf der Klasse [I2] lineare Funktiona]operation dar. ~ach  unserem 
Satze fiber die Darstellbar]~eit der linearen Operation gib~ es somit eine 
bis auf eine beliebige additive Nullfunktion wohlbes~immte Funktion ~p (x) 

d~. ~..,. Ls~J d....~, d.~ ffir jede Funktion f(x) 
b b 

ausf~Ut. 
Auf diese i r~  wird jeder Funktion g(x) der Klasse L~-:~-I eine 

Funktion r derselben Klasse zugeordnet. Da diese Zuordnung, wie 
soeben erwiihnt wurde, bis auf eine additive Nulffunktion eindeutig is~, 
so folgt aus der Gleichung 

b b b 

f r [ f ( . ) ]  (~g, (.) + .,g,(.) i dx = . ,  f f(.) ~, (x) ~. + c , f  f(x) V,(x) dx 

die DistributivitBt der Zuordnung. Die Beschrhnktheit der Zuordnung in 

bezug auf den Exponenten P wird dutch die Ungleichung (35) ge- 
p - - 1  

sichert; auch sieht man sofort~ dal~ die zugehSrige absolute Konstsnte 
= Mr ist. 

Die Vorschrift 
b b 

fr[f(~)]  g(~) ~x = f f(x) Y[g(x)] dx 
a a 

[ ' ]  definiert somit ei~e linec~e Transformation ~;[g(x)] der Klasse L -~i-1 ; flr 
dieselbe ist 

und es ist 
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Durch dieselbe u wird, wenn die Transformation ~E die gegebene 
is~, die Transformation T definiert. 

Die Transformation ~[g(x)] heiBg die Trassponierte zur Transformation 
T[f(x)]; letztere Transformation heist wieder Transponierte zu ~[g(x)]. 

Die identisehen Transformationen der Klassen [L~]~ L -~--i sind zn- 
~inander transponiert. 

w 13. 

Umkehrung der linearen Funktionaltransformation. 

Es bedeute T[f(x)] irgend eine lineare Transformation der Klasse 

[ P ] ,  ~s die zu ihr ~ranspon~erte Transformation der Klasse L L ~ l J .  
Wir fragen nach der LSsbarkeit der Funktionalgleichung 

(34) r[~ (x)] = f ( x ) .  

Darin bedeutet f(x) die gegebene, ~(x) die gesuchte Funl~ion aus der 
Klasse [/2]. Das Gleichheitszeichen ist his auf eine additive Nullfunktion 
zu deuten. 

Lau~ der Entwicklungen des vorhergehenden Paragraphen is~ die 
Gleichung (34) gleichwertig dem mit siimtlichen Funktionen g(x) der •lasse 

I L ~  ~ gebildeten G~eichungssystem 

b b 

(35) f (x) dx g(x)dx. 

Das Gleiehungssystem kann durch endlieh oder abz~hlbar unendlich vide 
Gleichungen ersetzt werden; man kann hierfiir z. B. wieder die Gesamt- 
heir der in w 12 benutzten speziellen streekenweise konstan~en Funktioaen 
heranziehen; denn zufolge der Linearit~ der Transformation ~E kann man 
jede Fnnktion ~E[g(x)] durch jene, die nach Anwendung derselben Trans- 

formation aus diesen spezieUen Funktionen hervorgehen, (in bezug" auf v - ~ )  10-- 
stark approximieren. Man darf daher das in w 11 formulier~e Kriterium 
auch auf das System (35) unwenden. Beaehte~ man noch, dab das System 
der ~:[g(x)] alie linearen Verbindungen dieser Funktionen mi~ enthiiit, 
so ergib~ sic]a: 

.Eine notwendige und hinreichende ~Bedingu,ng fiir die LSsbarkeit der 
Funktionalgleichung (34) durch eine _Funktion ~ ( x) , fiir welche 

b 

f l  <= M~ 
tt 
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~usfiillt, besteht darin, daft die Ungleichung 
p--1 

b ? b p ~--p 

i 

Auf Orund des soeben bewiesenen Satzes kSnnen wir nun auch die 
folgende Frage beantworten: Unter welehen Bedingungen gibt es eine 
lineare Transformation T -1 der Klasse [LP] derar~, dab fiir alle Funk- 
%ione~ f(x) dieser Klasse die Oleichung (34) gleichwertig sei der Gleichung 

T - ~  [f(x)] - -  ~ (x); 
mit andern Worten: under welehea Bedingungen gibt es zu T eine llneare 
Umkehrtransformation ? 

In der Zeiehenspraehe der linearen Subs~itufionen driickt sich uusere 
Forderung dutch die Gleichungea 

(36) TT-I __ T-IT = JE 

aus. Bedeutet ~-1 die Transponierte yon T -1, so sind die Gleichungen, 
wie aus der Definition der Transponierten unmittelbar folg~, gleiehbedeutend 
]nit den folgenden: 

<37) ~ - ~  = ~:Z -~ = E. 

~ehmen wit an~ es gebe elne Transformation T -~" Es sei 

-~i r = M r - .  = M~-~ 

(lie zugehSrige absolute Konstante. ])ann bes~ehea sieher die Ungleiehungen 
b b 

b T p b 

[ ' ]  
and zwar fiir jede Funktion f aus [/2] und jede Fuuk~ion g aus L~ ~ . 
Das Bestehen dieser Ungleichungen ffir eiae Zahl M is~ somit eine aot- 
wendige Bedingung fiir die Existenz einer umkehrenden Transformation, 
wenn man noch verlang~, dal~ die absolute Konstante derselben ~ M  aus- 
fare. Wir zeigen, dal] die Bedingung auch hinreicht. 

Dutch hawendung der Ungleichung (5) leitet man aus den obigen 

Ungleichungen die fiir alle f aus [L~] und alle g aus L ~  -/-~ richtigen 
Ungleiehungen 
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Iff(~)g(~)dx ~_M Ir[f(x)]~d , 

Fa 
p--1 1 

(x)g(x)dx <= M 7~[g(x)]': ldx f(x)[ 'dx 

ab. Auf Orund des oben ausgesprochenen Satzes besitzen somit die Glei- 
chungen 
(38) ~[~(x)] ~ g(x), 
(39) T[~ (x)] -- f(x) 
sicher solche Liisungen ~7(x) resp. ~(x), ftir welehe 

b y ~ b 

(40) j ~  (x)t "-1 ~x < ~ f g ( = ) l  '-1 d=, 

b b 

ausfallen. Und zwar besitzt jede der beiden Gleiehungen im wesenfliehen 
nur diese einzige LSsung. Dean die Differen~ •(x) zweier Lisungea 
z. B. der ers~en Gleichung mfitte die homogene Gleiehung 

~[~(x)] = 0, 
also aueh das gleiehwer~ige System 

b 

(42) f r [ ~  (x)] ~(x) dx = o, 
a 

we f(x) die ganze Klasse [/2] durchliiuft, befriedigen. Da jodoeh, wie 
wir soeben gezeigt haben, die Gleichung 

T[q0 (x)J ~ f(x) 
fiir ale Funktionen f aus [L~] geliist werden kaun, so diirfea wir das 
System (42) durch das System 

b 

) x t x ~ O  
a 

ersetzen, we aueh f die gauze Klasse [LP] durehliuft. Setzt man speziell 
1 

f(x) ~- ]~(x) l ~ -~ sign 6(x), 
so folgt 

b 1o 

j i~(x) 1 ~-~ dx = O; 

d. h. 6(x) ist eine Nullfunktion. 
~athematische i n n a l e n .  LXIX. 3 2  
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Dutch die GleicT~ungen (38), (39) wird also jeder Funktion f(x) der 
Klasse [I2] e/~e ~unTetion ~(x) derseZben KZasse, und auch jeder _Funk~io~ 

g(x) der Klasse L ~z~-~ eine Funktion ~(x) derselben KIasse im wese~t- 
lichen eindeutig zugeordnet. Die Distributivitgt dieser Zuordnung folgt ua- 
mittelbar aus der Lineariti~t der definierenden Gleichungen und der Ein- 
deuiigkeit der L6sung. Die .Beschriin~heit der Zuordnungen is~ durch die 
Unglelchungen (40), (41) gesicher~. DemgemgB definieren jene Zuordnungs- 
vorschrifte~ ~wei lineare Tra~sformationen T - ~  %-~; und auf Grund der 
Definition dieser Transformationen sehliel~ man sofort, dab dieselben zu- 
einander transponiert sind und auch die Forderungen (36), (37) erflillen. 

Man har darer den Satz: 
Die lineaze Transformation T[f(x)] der Klasse [I2] besitzt dann und 

nwr dann eine lineare Transformation T -  ~ a~s eindeutige Umkehruug, wen~ 
es eine Zatd M gibt derart, daft fiir alle f(x) aus [Z2] und alle g(x) 

a~s b b 

fif( )l ex <__ 

b ~o ;n b p 

I =< I 

ausfallen.*) 
Zst diese Bedingung erfiillt und bedeutet :g~ die kleinste Zahl M, bei 

velcher noeh die erste Ungleichu~g fiir a~le f besteht, M~ die ents2rechende 
Zah~ fiir die zweite Ungleichun.q, so ist 

w 14. 

Die Funkt iona lg le ichung ~ (x) - -  ~ K  [g (x)] - - f ( x ) .  
Der  symmetr ische Fall. 

Es bedeu~e K eine beliebige lineare Transformation der Klasse [/2]; 
~. sei ein veri~nderlicher Parameter. Die obige Funkfionalgleichung ist 
eine Verallgemeinerung der bekannten Fredholmsehen Integralgleichung. 

Das Problem~ die Funk~ionalgleichung s jeden einzelnen Weft yon 
in bezug auf ihre LSsbarkei~ zu untersuchen, l~gt sich bei beliebigem Ex- 

*) Den entsprechenden B~tz ffir Substi~u~ionen mit ~bzi~hlba~ ~nendlich vielen 
Verl~nderlichen hat im Falle io ~ 2 0 .  Toeplitz entwlckel~: ,,Die Jacobische Trans- 
formation tier qu~dra~isehen Formen yon unendlich vielen u GSttingen, 
l"qachrlchten: 1907, S, 10f--109, Vgl, ~uch den l~uBerst elnfachen Beweis yon E. Hilb: 
,,~ber die Aufl6~ung yon Gleichungen mit unendllch vielen Unbek~nn~en", Sitzungs- 
berich~e der Phys.-Meal. Soziefi~t Erlungen 1908, B. 84--89. 
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loonenten p mit unseren Hilfsmitteln vollsti~ndig erledigen. Unsere Kriterien 
liefera eine theoretisch exakte Antwort; und in gewissen, sehr allgemeinen 
Fi~llen geben sie auch die I~Iittel an die Hand, das Verhalten der LSsungen 
als Funktionen yon ;~ in der Umgebung isoliert singul~rer Parameter- 
werte zu untersuehen. 

Wir beschr~nken uns hier auf einige Betrachtungen bei ~v = 2*) 
und behandeln aueh nur gewisse spezielle Typen der Funktionalgleiehung 1 
bei denen die Anwenduug unserer Resultate sieh Kul3ers~ einfaeh und 
natiirlich gestaltet. Wit  entwickeln zuniichst den folgenden Satz: 

Bede~tet M~r die der Transformation K ents~rechende (kleinste) absolute 
Konstante, so ist ob~qe Funktionalgleichung fiir alle t~arame~erwerte Z., fii,r 
welche 

1 

ausfiillt, sictwr eindeutig l~sbar ~md die Transformation N -  ;OK hat eine 
eindeutig bestimmte Umkehrung. 

Urn den Satz zu beweisen, hat man zu zeigen, dab die Bedingungen 
des Satzes in w 13 ftir die Transformation T = E -- 2 K ,  wie aueh ftir die 
Transformierte ~ = E -- ~ erffillt sind, sobald ~t der obigen Ungleichung 
geniigr 

Da zu den beiden Transformierten K und R dieselbe absolute Kon- 
stunte geh~r~, geniigt es, die Bedingung fiir die erstere der beiden Trans- 
formationen T und ~ als erfiiltt naehzuweisen. Dies folgt nun unmittel- 
bar aus den Ungleichungen 

b 1 b ~I 

>=(t-[zlx~) I ( )l'ex 
setzt man n~mlieh 

so erh~ilt man 

1 
i -- Izl ~K = M ,  

d. i. die postulierte Ungleichung. Damit ist unser Satz bewiesen. 

*) Diese Einschriinkung is~ jedoch nur bei der Behandhng symmetrischer Trans- 
fo~ma~ionen wesentlieh. 

32* 
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* is~ lii~ sich allgemein l~ber die Wer~e /t, for welche I~]==-~x 

nichts aussagen. Im reell symmetrischen 2'alle dagegen kann man sieher 

+ ~  f~r behaup~en~ dab wenigstens einer der beiden _Parameterwerte ~ = _  ;3I~ 

die ~'un~ionalgleichung singul~ir ist. Es gfl~ n~mlich der Satz: 
Ist K eine redl symmetrische .Transformation*), so kann man wenigstens 

eine der beiden _Funktionalgleichungen 

b 

t t  

mit bdiebiger A~proximation dutch Funktionen ~(x) 16sen, die noch der Be- 
dingung 

b 

fl ~(~)I'dx = 1 

unterworfen sind. Die entslorechende .Transformation ~ • ~---~ ist dann 

nicht mittels einer linearen .Transformation umkehrbar. 
W~re n~mlieh unsere Behauptumg unrieh~ig, so wfirde es eine loosi- 

~ive Zahl _71/2 geben derar~, dab ftir jede Funktion f(x) der Klasse [L ~] 
die Ungleichungen 

b b 

f ~c+-~ K~+~ '~ ~ ~-fl~+l~ 
s~at~hii~en. Somi~ w~ire auch, wenn K~[f(x)] die durch wiederholte An- 
wendung yon K en~s~andene Transformation bodeutet, 

b 

f ~+_ ~ ~ + ~  ~x 

b b 

->'--f # "~, ' f  I~ zl '  f(x) -- K[f(x)] > - ~  If(x) dx .  
a 

*) D. i. wenn K jede reelle Funk~ion in eine reelle fibefffihrr und /ff~---~ is~. 
Die Ausffihrungen fiber den reell symme~rischen Fall gelten natfirlich, leicht 

modifizier~, auch fiir den Fall, wo fttr a[le reollen Funktionen K----~ auss Ygl. 
D. Hilberr ,,Grundzfige etc.", 4. Mitteilung, 1. cir., S. 216. 
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Andererseits aber ist 
b b b 

f l  g2[f(x)]l ~dx ~ -M}d'lg[f(x)]l~dx ~ f l f ( x ) l  ~x. 
a ~ a 

Femer gibt es, da K ~ ~ und MK die zugehSrige kleins~e Konstante 
bedeutet, sicher eine Funktion f(x) derart, da~ 

b b b 

ausfgll~. Fiir diese Funk6ion f(x) is~ dann 

b 

a 

b b b 

a ~ e$ 

b b 

Dies abet widerslorich~ der Ungleichung (43). Dami~ ist die Richtigkei~ 
unserer Behauptung bewiesen.*) 

Man kann den soeben hier bewiesenen Satz aueh als eine Weiter- 
fiihruug und Pr~zisierung des ~Iilbertschen Exis~enzsatzes in der Theorie 
der linearen homogenen In~egralgleichung auffassen. Jener Satz behauptet 
die Exis~enz wenigstens einer reellen stetigen, nicht identisch verschwin- 
denden LSsung der Integralgleiehung 

b 

- x f K(x, y) = o, 

in weleher 2 einen verffigbaren~ reellen Parame~or~ K(x~ y) eine gegeben% 
in don beiden Vergnderlichen symmetrische Funktion bedeutet, die stetig 
is~ oder wenigstens gewissen, bier nicht n~iher zu besehreibenden Stetig- 
keitsbedingungen unterworfen wird. *~*) Wesent]ich ffir uns ist nur, da~ 
diese Bedingungen tier linearen Transformation 

*) Unser Satz l~l~ sich auch leicht aus der Hilber~schen lqorm~ldars~ellung der 
beschr~nkten quadra~ischen Formen (.Grundztige IV"; 1. cir.), wie auch nat~rlich 
aus dem Toeplitzschen Kriterium mit Hilfe des 8atzes fiber die Exis~enz yon Funk- 
~ionen mit vorgegebenen Fourier-Kons~an~en abtei~en. 

**) D. Hilbert, ,Grundzilge etc." 1. Mit~eilung, N~chrieh&en d. Oes. d. Wiss. 
G~s 190~, S. g9~91. 
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b 

K[f(x)] = j ' K ( x ,  y) f(y) dy 
et 

einerseits die spi~ter zu definierende Eigenschaft der Vollstetigkeit, anderer- 
seits noch die weRere Eigensehaft sichern, daft sie alle Funktionen der 
Klasse [L ~] in stetige Eunktionen i~berfiihrt. Man kann schon jetzt be- 
merken, dal~ es dank dieser letzteren EigenschaR genii~, tiberhaupt die 
Exis~enz einer niehttrivialea LSsung aus [L ~] tier Gleichung 

b 

~@) - ~ f x ( x ,  y)~(y)dy = I~unfunktion 
a 

zu beweisen, denn die Funktion 
b 

~* @) = x f K@, y) ~ (y) dy 

liefer~ dann eine stetige LSsung der ursprfingliehen Integralgleichung. 
Bevor wit den Begriff der volls~e~igen Transformation erkli~ren, sei 

nns noch folgende Bemerkung gestattet, die fiir alle Funktionenklassen 
[L~] gilt. Aus tier Definition tier ]inearen Transformation folgt unmit~elbar~ 
daB, wenn eine Folge /f~(x)} stark gegen eine Funktion f(x) konvergiert, 
dies auch ffir die Folge {Tiff(x)]} und die Funktion T[f(x)] der Fall 
isk Weniger eviden~ ist, daI3 bei jeder linearen Transformation auch die 
schwache Konvergenz erhalten bleibi. Dies folgt nun aus der Existenz der 
trransponierten Transformation. Konvergiert ni~mlieh die Folge {f~,(x) } 
schwach gege- die Funktion f(x), so gelten fiir jede Funktion h(x) der 

F P 7  

b b 

f /r( T[f(x)] ;~(x) dx = x) ~ [h(x)] d~ = lira x) ~:[h(x)] dx 

b 

= lira - -  j ' r [ f ~ ( x ) ]  h(x) dx. 

Auf Grund dieser Bemerkung lassen sieh unsere letzten Resultate 
noch etwas welter ausbauen. Nehmen wir z. ]3. an, man kSnne die 
Gleiehung 

b 

(44) ~(~) - ~ K[~(x)] dx = o 
(t 

durch Funktionen veto Quadratintegral 1 mit beliebiger Approximation 
befriedigen. Es sei also {~(x)} eine Folge yon Funktionen dieser Art, 
flit welehe die Grenzgloichung 
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t, 

besteht. In dieser Folge ist dann sicher eine Teilfolge {~;,(x)} en~halten, 
welche (in bezug auf den Exponenten 2) schwach gegen eine Grenz- 
funktion ~*(xJ konvergiert. Dann konvergier~ auoh die Folge 

{~'~(x) -- ~ ;  K[~" (x)]} 

schwach gegen die Funk~ion ~*(x) 1 . --~-~K[~ (x)]. Aus der Grenz- 

gleichung (45) folgt dann dutch Anwendung des Hilfssa~zes des w 11 die 
Gleichung 

5 

Damlt wiire die Existenz einer genauen LSsung der Gleichung (44) 
bewiesen, wenn ~nan nicht mit clef M6flict~keit zu reehnen htitte, daft alle 
schwach konvergenten Folgen {~(x)}, welche die Gleichung in der Gren~e 
bef~iedigen, gegen Nullf~,~nlctionen konvergieren. Dann gibt es eben nut 
diese Ar~ trivialer LSsungen. Hier greift der Begrift der Yollstetigkeit ein. 
gel vollste~iger Transs K bleib~ diese MSglichkei~ ausgeschlossen. 

Wit mermen ngmlich eine Funktionaltransforma~ion voltstetig, wenn 
bei itvr jede schwach konvergente Fol, qe in eine stark konvergente iibergeht.*) 

Is~ nun die Transformation K[f(x)] volls~etig, so konvergiert also 
die Folge {K[~,(x)]} stark gogen die Funktion K[~*(x)]. D~her is~ 

b b 

f l  ~ [ ~  (x)] I' d ,  = >~, .ill K[~,',(~)] I ~ d~ = ~V~. 

Also ist auch 
b b 

I g*(x)I ~ dx >__ ~ I K[~*(~)]  dx = 1. 

Somig is~ g*(x) sicher keine Nullfunk~ion. Man kaml noch bemorken, 
dab ~tff Grund yon (16) 

b 

, [ I~*(x)i ~ dx <= 1 

*) Diese Definition der Volls~etlgkeid~ deckt sich mi~ der Hilber~schen (,,~rund- 
ztige IV", 1. cit 0. ~Ian ze[gt n~mlich leicht, da~ eine Transform~4ion in dem oben 
erlliu~erten Sinne d~nn und nur dann vollste~ig is~, wenn die derselben bei Zugrunde- 
legtmg irgend eines 0r~hogonalsys~ems entsprechende Bilinearform unendlich viole~ 
Ver~nderlichen nach ttilbetts Definition volls~e~ig aus~,411~. 
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Aus den beiden Ungleichungen folgt dann 
b 

f l  ~*(~)I ~d~ = ~. 

Man hat hiemi~ den Satz: /st K[f(x)] eine reell symmetrische vollstetige 
lineare Transformation der Klasse [ L~], so erreichg das bei do" Nebenbedingung 

b 

f l elx)I ~ ax = 
tZ 

variierie Integra~ 
b 

,(1 K[~(x)] i' dx 
t~ 

sicher seir~ Maximum.*) 
Die vorstehende Botrachtung fiber vollstotige Transformationen gilt 

1 1 
nich~ nur ftir die Wer~e ~ = ~ ,  resp. ~ -- - - - -  sondern ffir s~mtliche 

Wer~e 4, bei denen die Gleiehung 
b 

, f l  ~(x) -~K[~(x)] ] ~  = 0 

durch Funktionen ~(x), fiir welehe 
b 

f l  ~(x)],dx -- 
t~ 

ausf~11t~ mit beliebiger Approximation befriedigt werden kaIm. Ffir aUe 
diese W e r ~ e -  die sogenannten Eigenwerte - -  is~ die Gleiehung auch 
genau durch Funktionen derselben Art - -  l~'igenfunktionen -- liisbar. 

Auf Grund dieser Resulta~e li~l~t sich die Theorie der reell symmetri- 
schen, volls~efigen Lineartransforma~ionen, unter andern der Satz iiber ihre 
Zerlegung in elementare Transfarmationen, leicht begriinden. Man folgert 
zuniichst auf bekannte Art die Orthogona]it~t zweier verschiedenen Eigen- 
werten entspreehender reeller Eigenfunktionen. F(ir das Weitere bedient 
man sich mit Vorteil der Tatsache, dab ]ede unendliche _FoIge van redlen, 
~ueir~uter orthogonalen Funlctionen yon gleichem Quadratintegral schwach 
gegen 0 konvergiert. Diese Tatsache erseheint als Korollar der bekannten 
Besselschen Identifier. Aus ihr folg~, dab sieh die Eigenwerte sicher nicht 

*) Bezfiglich des Zussmmenhanges verwand~er Variationsprobleme mit der 
homogenen In~egralgleichung vgl. Hilbert, ,,Grundzfige etc." 1. ~fitt., 1. cir., S. 78; 
5. Mi~., l~achrichten Ges. Wiss. G~t~ingen 1906, S. 460; E. Holmgren, ,,Sur la 
~h~orie des ~quations int~grales lln~aires", Arkiv f6r ~fa~ematik, Bd. 3, Nr. 1 (1906); 
F. Riesz, ,A line,at homog~n integr~legyenletrSl", Math. Term~. ~,r~esi~5 1909, 
S. 220--24O. 
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im _Endlich~ h~ufen, wie auch~ dab die Anzahl der ein und demselben 
Eigenwer~e en~sprechenden, linear unabh~in~igen ~) Eigenfunk~ionen eine 
endli&e ist. 

Man erhglt hiernach ohne Schwierigkeit den Satz fiber die Zerlegung 
der reell symmetrischen vollstetigen Transformation in die Summe ge- 
wisser hSchs~ens abziihlbar unendlich vieler Transforma~ionen elementarer 
Art, welcher dem ttilbertschen Sa~ze fiber die lgormalzerlegung einer 
reellen quadratischen Form en~sprieht. Man ordnet zu diesem Zwecke 
jedem Eigenwerte ~ eine Transformation K~ zu; K s wird dutch folgende 
Eigensehaft bes~immt: sie ordnet jede zu dem Eigenwer~e ,l~ gehSrige 
Eigenfunk~ion sich selbst zu, nile zu diesen Eigenfunktionen konjugier~ 
orthogonalen Funktionen fiihrt sie in 0 fiber. Dutch diese Eigenschaf~ 
werden die Transformationen K~ im wesentlichen eindeutig festgelegt. Es 
bedeute f~(*)(x), f~c2)(x), . . . ,  f~(m;)(x) ein System zum Eigenwerte ~i ge- 
hiirender Eigenfunktionen, die reell, veto Quadratintegral 1 sind, zueinander 
or~hogonal stehen und dureh welche jede zu demselben Eigenwerte ge- 
hSrende Eigenfunktion (bis auf eine Nullfunktion) linear ausgedriick~ 
werden kann**), so ist 

K~[f(x)]~/I~[f~(J)(x)f~O~(Y);f(Y)dY. 

Die Transformationen K i sind, wie leicht zu sehen, vollstelig~ reell 
und symmetrisch. Dassdbe gilt yon den Transforma~ionen 

S,,[f(x)~ ~ 2  ~ K,[f(x)~, 
(46) ~= 1 

/~.[f(x)] --- K[f(x)] -- &[Ax)]. 
l~erner ist 
(47) & n ~  = R~& = O. 

Es bedeute nun M ~  die zur Transformation /~, gehiirende absolute 
1 

Konstante. Dann ist einer der beiden Werte ::k~-~R ~ ein Eigenwert der 

Transformation /g~; es gib~ somi~ sicher eine reeUe Funktion f(x), die 
nieh~ Nullfunktion ist und eine der beiden Gleichungen 

*) ,,Linear unabhgngig" is~ im Sinne der fiber lgullfunkbionen gemachten An- 
nahme zu deu~en. 

*-*) Reeller und imagini~rer Tell einer zu einem reellen Eigenwor~e einer reellen 
Transformation gehiJrenden Eigenfunktion sind, wie man leicht erkennb, selbst Eigen- 
funktionen; eine derselben is~ sicher nieht lgullfunktion, sobald es die urspriingliehe 
Funk~ion nieh~ is~. Demgemi~l~ kann d~s obige Fundamen~alsystem rein reell gew~iaal~ 
werden. 
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b 

R ~ [ f ( x ) ] |  ~ d x  = (48) 0 
t~ 

befriedigk Aus (47) und (48) folg~, dab diese Funktion f(x) dutch S~ i~ 
eine lqullfunktion tibergeftihrt wird. Daraus folg~ weiter einerseits, dal~ die 
Funk~ion f(cc) zu allen Eigenfunktionen, die den Eigenwerten L1, .-. ,  I~ 
entsprechen~ or%hogonal steht, dab sie also un%er diesen Eigenfunktionen 
sicher nieht enthalten ist. Andererseits folgt aus Grund yon (46), daI~ 
im wesentlichen 

R, [f(x)] = K[f(x)] 

ist, dab also f(x) auch die Gleichung 

b 

(x) T K[r(x)]J dx = o, 

wo dasselbe Vorzeichen wie in (48) zu gelten hat, befriedigk Der en~- 

1 ist somi~ ein Eigenwerb yon K,  der jedo~h yon sprechende Wer~ • M~ 

den Wer~en ~ , . . . ,  ~ sicher verschieden ist; er is~ daher unter den 
Werten X~+~, 2~+~,. . .  enihalten. Daraus folgt aber, dab M ~  mit un- 
begrenzt wachsendem n der Grenze 0 zustrebt, d. h. es ist 

b 

~ f l  K[f(x)] - z . [ f ( x ) ]  f ~ d x  = 0 

u. zw. g~eichm~iflig fi& alle f(x), fiir welche die We#e 

b 

.(1 f(~,) ? d .  

unterhalb derselbe~a Schranke liegen. In diesem Sinne wird die Trans- 
formation K[f(x)] dutch die I~eihe 

Z=1.  

die iiber alle reellen Eigenwerte 2~ zu erstre&en ist, dargestellt. 
.(us der gegebenen Darstelhng der volls{etigen, reell symmeh'ischen 

Transformation K foIgt nnmit~elbar, dal~ jede mit irgend welchem nlcht 
reellen Parameterwerte ;~ gebildete Transformation 

E - - 2 K  

eine besehrgakte Umkehrung besi~zt. Dies folg~ fibrigens auch ftir alle 
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reell symmetrischen - -  nicht no~wendig volls~e~igen - -  Transforma~ionen, 
wenn man ;t = re  + i~ setz~, aus der Ungleichung 

b /) 

a g 

b b 

a 

auf Grund des in w 13 en~wickelten Kriteriums.*) 

w 15. 

Fortsetzung: Der Volterrasche Typus. 

Es bedeute K[f(x)] eine beliebige lineare Transformation tier Klasse 
[L~]. Eine no~wendige und hinreichende Bedingung dafiir~ dafl die Trans- 
formation E -  ;~/s bei einem bestimmten Werte yon 2 eine lineare Funk- 
~ionaltransformation als eindeutige Umkehrung besRze, ist nach w 13 die 
Existenz einer Zahl M derart, daii flit alle Funktionen f(x) der Klasse [L ~] 
die Ungleichungen 

b b 

f lf(x)l dx<__ Y,,r(.) ZK[f(x)]?dx, 

b b 

f l f(x)1 d x ~= n f t - v(.)] i dx 

bestohen. Mit andera Worten: Die Transformation E - - Z K  l~]t sich 
dann und nur dann eindeutig durch eine lineare Transformation umkehren, 
wenn keine dor beiden Gleichungen 

b 

(49) / I  ~ (x) -- Z K[~ (x)J 13 dx = 0, 
a 

b 

(50) f l  ~(x) - z ~  [~ (x)] I~dx = 0 
t$ 

durch Funk&ionen ~(x), fiir welche 

*) Vgl. E. Hellinger, ,Neue Begn~ndung der Theorie quad~atischer Formen yon 
unendlich vielen Veri~nderlichen", Habili~a~ionsschrlf~, Marburg 1909, S. 51 [~.uch 
Journal flit reine und angewandte Mathematik, Bd. 136] . .  
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b 

.]'1 ~ (x) I' dx = 1 

ausf~llt, mit beliebiger Anniiherung gelSst werden kann.*) 
Wi t  zeigen in diesem Paragraphen, daB, wenn K[f (x) ]  einer gewissen 

Klasse yon Transformationen angehSrt, die obige Beding~ng ffir alle end- 
lichen Werte Z efffill~ ist. 

W i t  en~wickelu zu diesem Zwecke zun~ichst einige S~tze fiber voll- 
s~etige Transformationen. 

Sa~z I. Ist K[f (x ) ]  eine vollstetige Transformation, so ist es auch die 
Transformation ~ If(x)]. 

Bowe l s .  Die Funk~ionenfolge {f~(x)} konvergiere schwach gegen 
die Fn~trtion f(x). Es sell gezeigt werden, dab 

b 

~ 2 : f  l ~[r(~) - r ,( .) ]  l 'd~ = o 

is~. 
Nun ist 

b b 

dx 

WE I ] ' [ /  ]' (51) <= K ~ [ f ( x ) - - f , ( x ) ]  ~dx ~ t f ( x ) - - f , ( x ) l ' d x  :~ 

__< e K[~[ f (~ )  - f,(~)]]~ ~= aJ, 

we G die obere Greuze" der Wer~e 

x) - fdx)I~dx ~ ( i =  1,2,...) 

bedeutet. 
Da ferner die Folge { f ( x ) -  f~(x)} schwach gegen 0 konvergier~, so 

is~ dies auch, wie wir im lelzten Paragraphen gezeig~ haben, fiir die 
Folge {~ [f(x) -- K (x)} und somit uuch fiir die konjugierte Folge 

*) Man zeigt auch leich~, da$ ffir Werte %, die ausschlie$1ich yon regul~ren 
Parameterwerten umgeben sind, belde Ungleichungen zugleieh stehen oder fallen. 
Ffir solche Werte genfigt somi~ schon die Be~rach~ung elner einzigen der beiden Glei- 
ehungen (49), (50), um fiber die Regularit~t derselben zu entseheiden. Bei voll- 
s~etigen Transformationen ist dies f~ir alle Parameterwerte der Fall. Da~us folg~ 
mit Hilfe des Satzes II. dieses Paragraphen die bekannte Tatsache, da$ bei vollstetigen 
K entweder E ~  ZK umkehrbar ist, eder abet die Gleichungen (~9), (50) genaue 
LSsungen zulassen, die nish~ Nullfunktionen sind. 
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{~[f(x)--f~(x)} der Full. Daraus folgt abet, da K eine volls~e~ige 

]~onvergier~. Somit ist 
lira ~ -~ 0, 

and also auf Grund der Ungleichung (51) auch 

b 

= 0 .  

Satz II. 1st K[f(x)] eine vollste~'ge Transformation und ist die 
Gteichung (49) dure~ _Funktionen ~(x), fiir welche 

b 

f l  f(x)I dx = 1 

a~sfdlt~, mit beliebiger Ann~herung l~isbar, so ist sie euch genau dutch tZunk- 
tionen derselben Art 16sbcer. 

Der Beweis wird iihnlich gefiihrt, wie jener des im vorigen Para- 
graphen entwickelten spezielleren Satzes. Ist {~(x)} eine Folge un- 
begrenzt approximierender Liisungen, so gibl es nachw 7 sicher eine Teil- 
folge {~'(x)}, welche schwach gegen eine Funkiion ~*(x) konvergiart. 
Dutch Anwendung yon (16) folgt dann, da~ ~*(x) eine genaue LSsung 
der Gleichung (49) darstellt. Es ist zu zeigen, da$ ~*(x) keine Nnll- 
funktion ist. Aus der Ungleichtmg 

I/ i I/ 1 i/ 1 ts IK[~(x)]l ~dx ~ I~,(x)l~dx Y-- I~(x)--~K[~,(x)Ji~dx 

folgr da K vollstetig ist, 

Also is~ ~*(x) sicher keine Nullfunk~ion. 
Satz III. Ist K[f(x)] eine voll~tetige Transformation, c e~ne yon b 

verschiedene Stelle der Strecke (a, b), ~ eine beliebig gegebene ~ositive Gr6fle, 
so gibt es elne Zah~ d > c derart, daft f'C/r jede ~unk~ion f(x), f'dx welche 

d b 

o 
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ausf~illt (d. i. welche auf den Strecken (d, b) undev. (a, c) dwrchweg ver 
schwindet), die Ungleich.ung 

b b 

f l  K[f(x)]-" d~ __< ~ ( I  r(x)I ~ dx 

besteht. 
Wiire ni~mlich der Satz nichl richtig, so miii~e es eine vollstetige 

Transformation E[f(x)]~ eine Stelle c ( b ~  eine Zahl c $ ~  0, eine Fo]ge 
yon Stellen d 1 ~ d~ ~ ds ~ ' "  ", lira d~ ~ c and eine entsprechende Funk- 
tionenfolge {/~(x)} geben, derart, dab ffir alle diese Funktionen die 
Gleichungen 

d i b 

f lf~(x)l~d~=(If~(x)l~dx= 1 

und die Ungleichungen 
b 

(5~) .]~f sc[f~(~)]~ ~ > ~ 
a 

statth~tten. Zufolge der Ungleichung 

m~B~e die Folge {f , (x)}  ~ o h ~ o h  gege .  0 ko~erg~e~e.;  d ~ . .  ~ber .~rde ,  
da K volls~etig ist~ die Folge {K[f~(x)]} stark gegen 0 konvergieren. 
Diese Miiglichkei~ widersprieh~ jedoeh der Ungleichung (52). 

Wit  wenden nun diese drei S~i~ze auf eine Funktionaltransformation 
K[f(x)] an~ welche vollstetig ist und dabei noch fvl#ende _Eigenschaft be- 
s#zt: tst 

Y 

f lf(x)l~dx=o, 
@ 

so ist auch 
Y 

f l  K[f(~)] I ~ ax = o. 

Ist _K[f(x)] eine solehe Transforma{ion, so sagen wit, die Funk~ional- 
gleichung 

( , )  - z_s:[~(x)] = f(x) 
sei yore Volterraschen Typus. Volterra hat sich niimlich, wie wolff be- 
kannt ist, mi~ Integralgleichungen beschi~ffig~, die in diese Klassifikation 
eintreten. 
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Wir zeigen nun, dat fib" eine Gleichung yore Volterrasd~en Ty2us die 
zum Anfange dieses t)aragra2hen auseinandergesetzte ~edingung immer (also 
bei allen Werten )~) erfiillt ist. 

W~re niimlich jene Bedingung nicht effiillt, so kinnte man wenigstens 
eine der beiden Gleiehungen (49), (50) mi~ beliebiger Anniihernng, auf 
(~rund der S~tze I, II also auch genau dutch eine Funktion ~(x) be- 
ffiedigen, f i r  welche 

b 

.fll ~ (=) l= ex  = 

wiire. Nehmen wit an, es wi~re dies f i r  (34) der Fall. Es sei nun 
c(a ~ c ( b )  jene Stele der Strecke (a, b), flit welche, wenn a ~= c, 

jedoch f i r  a le  d ~ c 

c 

f l  ~(x)i~dx = o, 

d 

.f'l ~(x) l= d= > o 
o 

ausi~lR. Wit  w~hlen nun die Stel]e d derar~ dab dieselbe die Forderung 

des Satzes III bei ~ = ~ 1  erfiille. Dana ist, wenn ~l(x) jene Punktion 

bedeute~, welehe auf der S~reeke (a, d) = ~(x), auf der S~recke (d, b) = 0 is~, 

b b 

I ~ r I 

Dies aber widerspricht der Ungleichung 

I/ 1 I/ I/ Ix[ K[f(x)]l'dx ~ f(x)l,d T a(x)_zK[~(x)]l, d ~- 
D 

1 
Auf ~hnliche Art wird gezeigt~ dal aaeh (50) nut dureh Nullfunktione, 
befriedigl werden kann, was ja nach den Si~tzen I und II auch die Un- 
mSglichkeit der approximafiven LSsung im angegebenen Sinne nach sich 
zieht. Bei Anwendung des Satzes III muff man jedoch beachten, dab die 
Gleichung 

nich~ yon demselben Typus, wie (53), ist; daft abet die Transformation 
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~[f(x)], die nach I. ebenfaUs volJstetig ist, die Eigenschaft besitz4 daft, 
sobald 

b 

.fir( )l d  = o 
Y 

ist, auch 
b 

S = o 
Y 

ausfgllt. Hat man diese Eigensehaft erkann~, so fiihrt die entsprechende 
Umgestaltung des Satzes IlL zum Ziele. Ntm aber folgt jene Eigenschaft, 
welm man 

0 a ~ x ~ y  
r  fiir Y < x s  

setzt, aus den Gleichungen 
b b b 

b 

= 

Y 

w 16. 

~ b e r t r a g u n g  der  Resultate auf Funktionen, die auf ether beliebigen 
mel~baren Menge erkl~rt sind. Ein Ubcrtragungsprinzip. 

Wit  batten in den w167 ~ 15 vorausgesetzt, daft die be~raehte~en 
Funktionen auf einer Strecke definiert werden. Diese einschr~inkende 
u ist keineswegs notwendig. Unsere t~esultate gelten fiir alle 
entsprechenden Klassen yon Funktionen, die fiir eine meflbare Menge beliebig~r 
1)imension yon nicht verschwindendem Inhaltsmafle erkl~irt werden; es ist 
nat#dich a~ch der Begriff des Inhaltsmafles entsprechend zu deuten. 

In meinen ersien Arbeiten fiber den hier behandelten Gegenstand 
ha~e ieh einen Weg angedeutet, der im Falle 2 = 2 zu dieser Verall- 
gemeinerung der Resultate ffihrk*) In diesem Falle genfigt es n~mli.ch, 
auf jener Menge 'ein einziges vollst~ndiges, reell orthogonales Funktionen- 
system zu erkliiren und auf dasselbe den in der Einleitung zitierten Sa~z 
zu fiber~ragen; das iibrige wird dann schon dutch die Analysis unendlich 
vieler Verii~derlicher geleisiek**) 

*) Vgl. F. Riesz, ,Sur les syst~mes or~hogonaux de fonctions et l'gqustion de 
Fredholm% 1. elk 

**) Es handelt sich dabei na~firlich zun~chs~ um die ~ b e ~ g u n g  der en~sprechen- 
den Resulta~e der w 6--15. Will man auch die fr~iheren En~wicklungen ~ber~agen, 
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Ist 2 beliebig, so k~innte man versuchen, yon Anfang an mit  be- 
liebigen meBbaren Mengen zu arbeiten, was ja auch keine wesentlichen 
Schwierigkeiten verursachen diirf~e, wenn man nur die grundlegenden 
Definitionen and Resultate fiber met~bare Mengen derart umarbeitet~ dal) 
in denselben der Strecke keine ausgezeichnete Rolle zukommt, was man 
z. B. dutch axiomatische Grundlegung erreichen kann. Bei einzelnen 
Resultaten wird man auch dies vermeiden k~nnen, indem man dieselben 
mittels Methoden begriindet, die sieh ohne weiteres auch bei belJebigen 
Mengen verwenden lassen.*) 

Bei den meisten Resul~a~en fiihr~ nun auch das folgende Ubertraguags- 
prinzip zum Ziele, das wir bier nieht welter begrtlnden: Ist eine meflbare 
Menge ~)~ yon betiebi, qer .Dimension und vom Inhaltsmafle m gegeben, so kann 
man diese Menge im wesentlichen ein-eindeuti.q auf eine Strecke yon der 
L~inge m derart abbiIden, daft jeder meflbaren Teilmenge der einen Men.qe 
eine meflbare Teilmen.qe der andere~ Menge~ und :war yon gleichem Inhalts- 
marie el#spreche. Der Ausdruck .ira wesenflichen ein-eindeutig" ist folgender- 
maven zu erkl~ren: Fiir jede der beiden Mengen bilden jene Punkte, denen 
in der andern Menge kein Punkt  oder mehr als ein Punkt zugeordnet 
wird~ je eine Nullmenge. 

so ist der Begriff der Teils~recke durch Auszeiohnung gewisser Teilmengen zu erse~zen. 
Dieselbe Bomerkung gilt auch ffir Satz III des w 15 und die naehfolgenden Entwiek- 
lungen fiber Gleiehungen veto u Typus. 

*) Vgl. meine Arbeit: ,,Sur les suites de fonctions mesurables", 1. cir., we 
unter andern die in w 7 der vorliegenden Arbei~ entwlckelte Jusdehnung des Fischer- 
schen Satzes dureh eine ~ethode begrfindet wird, die unmittelbare Obertragung ge- 
starter. Vgl. auch H. Weyl, ,?J'ber die Konvergenz yon Reihen etc.", 1. cir. 


