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goesetzes berechnen. Ich hoile, auf 'die Wéfte’rentﬁvicklung "dieser ‘Ueberlegungen -hald’
zuruckkommen zu_ konnen. .

Fiihren - wir zmdmerselts das Gesetz 1-—)-0 (;—) in (45) em, 80 habep wir it
.A:loé% "‘t S S
R 1 p?
S ho=t 5@7;5;
" oder ]/ .

. v d/ 1064

. Nach der Analogie zwischen Robren und Kandlen wiirde fiir - die Geschwindig-j
"keit in einem Kanal mit dem (‘efﬁl]e J und dem hydrauhschen Radlus P die Formel
gelten: '
w = konst J" ’Po“

Es sei bemerkt, daf nach R Mannmg die emplrlsche Formel v = konst; JOb poge -
nach Forchheimer v = konst. J05 P07 - schlieBlich nach. Hermahek’ dle F‘(_)rmel ,vc
kopst. JO9 P06 die Versuchsresultate in muhen Kanlilen gut wiedergibt )., 840

- Zur néh.erungsweisen Integration -
der Differentialgleichung dj‘er‘laminar'e_n' Grenzschicht. . |

Von K. POHLHAUSEN in Aachen.

Die auBerordentlichen mathematischen Schwierigkeiten, die bei der Integration der
Differentialgleichungen der Fliissigkeitshewegung, bosonders bei Beriicksichtigung
“'der Reibung, auftreten, und die im wesentlichen im nichilincaren Charakter dieser
Gleichungoen begriindet sind, haben in der geschichtlichen Entwicklung der Lehre von
der Flﬁssigkeitsbewegung eine Trennung zwischen »Hyvdrodynamike und »Hydraulike
bewirkt. Auf der einen Seite vernachlissigt man die Relbung, um zu einfacheren
Gleichungen zu gelangen, und erkauft die Strenge mit wesentlichen Abweichungen der’
berechneten Stromung von der beobachieten. Auf der andern Seite entwickelte die
Technik, die zu einer Beurteilung des wirklichen Verbaltens einer Fliissigkeit gezwungen
ist, in der Hydraulik eine eigene Lehre von den Bewegungen einer Fliissigkeit. ‘Hier
werden die exakten Glcichungen dorch empirische Annabmen und sanschauliche Be-
trachtungen ersetzl, deren Ergebnisse im wesentlichen mit der Wirklichkeit iiber-

einstimmen. : S

Erst in neuerer Zeit bemiiht man snch die Hvdrodvnamlk mit der Hy drauhk in
Einklang zu bringen, und zwar darch Berucks;chtlgung der Reibung 'in der mathema-
tischen Theorie und durch Vertiefung der hydraulischen Betrachtungen. Die ersten all-
gemeinen Anslitze, bei denen die Reibung Beriicksichtigung fand, wurden von Stokes?).
gemacht, dem es unter anderm gelungen ist, den Widersla.nd einer Kugel in einer
Fliissigkeit von sehr grofier Zihigkeit zu belechnen Voraussetzung dieser Losupg war,
daf die Bewegung im wesentlichen durch die Zihigkeit bestimmt wird, daf algo ents-
weder die Zihigkeit sehr gro8 oder das Produkt aus Korperabmessung nnd :Geschwin-"
digkeit sehr klein ist. Fiir die Bewegung einer Fliissigkelt mit geringer Zihigkeit gab .
zuerst Prandtl®) "eine systemafische Vereinfachung, die zu ‘der Theorie der >Grenz-
schicht« fiilbrte und von seinen Schiilern Blasius?), Boltze®) und Hiemenz®) im ein- -
zelnen ansgeiuhrt untd auf Beispiele angewandt Wurde .

1y Vergl. Ph. Fonhhelmer, Bgdraullk Leipzig- 1914, 8. 70 u. ff.:

%) G, Stokea; Om the e‘feot of the internal trlonlon of ﬂuids on the motiun at penduluma Cnmb
“'I‘mna EA 1851 {8c papers Bd 8 8.1 . ‘

5} L, Prandtl: Verbandl das II{ ln(em Mam }’ongres 1904 (Beidelberg) Leipz!g 1905, B 494,

4 H, Blasins: Dissertation G8ttingen 1907, Zeitschr. ﬁlr Mat’h B Phya 56, 1908, 8.1.-

% E. Boltee: Dissertalion Gbttingen 1908, '

5 K. Biemeni: Disger.ation Gottingen 1911 Dlnglers polyt Journn‘l Bl! 826, 1911 8. ‘391,
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Im folgenden "soll. fite die, DLHerentmlgleichung der Grenzsohlcht ein ‘ndherungs-
weises lntegratmnsverfahren -entwickelt and dessen Brauchbarkeit an ‘Beispieler gezelgt.
werden«

. 1. Ableifung der leferenhalglcichung der Grenzschicht, . Prandtl 'he-
-trachtet die Bewegung ‘einer Fliissigkeit, die einen eingetanchten ruhenden ‘Korper um”
stromt, oder die dadurch entsteht, daB ein Kérper geradlinig mit- unvera.ndﬁrlioher Ger
schwmdlgkelt in ruhender ¥ I‘lﬁssigkmt bewegt wird. Fr gelangt dadurch zar Dlﬁerential-
gleichung der Grenzschicht, da er die Konstante -der inneren Rejbung ‘als -seht- Xlely
annimmt, In groBer Enifernung von dem umstromten’ Korper wird dann die: Ref
keinen Einfluf haben und also annibernd eine 1’otentia1bewegung sich’ einsfelle ‘
in -einer sehr  diinnen Schicht ‘am Korper,. der »Grenzschichi«, werden Abweichungen.
“von der Potentialbewegung deshalb stattfinden, weil an der W:md selbst. die. Fiiissigkeit
haften soll. Bezeichnet man die Dicke dieser Grenzschicht, mit 8, s0 lassen sich’die
einzelnen (Glieder der strengen Dlﬁerentlalglelchungen in ihrer Gloﬂenordnung abscha.tzen
Die Vernachlﬁsmgung aller Glicder geringerer (iroBenordnung fiihrt,. wie Blasius im
‘emzelnen gezeigt hat, auf die Prandtische Dlﬁerentxalglemhung der Grenzschicht, ..

Wir wollen hier dieselbo Diiferentialgleichung auf etwas anderé ‘Weise durch eme‘
asymptotxsche Niherupg gewinnen.’) Wir gehen aus von dem Navier-Stokesschen An:
satz, dem dié Bewegung einer Fliissigkeit mit Reibung genugt, und beschrinken uns
auf stationire Vorglinge in der Ebene, wobei wir zunichst nur fiir die Strémung
langs der Geraden y="10 dle Rechnung duxchfuhren Wo]len Die Gleichungen launten
wie bekannt: . T s

?)u ' (lu CL ‘1' W: N

I U »wdu-
,();_v l’y . Q C) ( (-l){
dy B 1D ' "
y Y go D = <p+ )'Jv
dge dy - o dy o

Qu Dy

4 =, )
O Oy .

Dabei soll- die Flumgken. an der . als eben angenommenen Wand des Korpers
haften, es soll also’ u =0, v = 0 fiir y = 0 gelten, '

Die Kontinuititsgleichung mtegnert man durch Einfithrung der Stromiunktlon ’l/)
derart daf

(h ’ ()1/

=% O ==
Oy Gz
und erhilt dann aus den beiden ersten (Gleichungen (1):
,:v;_uu),;m mq_lp ()J‘f';“__;q,j,_[«;l, o ()
Cy v ‘ Oz oy’ ’ RN

Wir Jiihren dimensionslose GroBen ein, indem wir alle Lingen auf eine: geelgneh .
gewiihlte Linge a der geomemschen Avordnung und die Geschwindigkeit ant eine ge-
eignet gewiblte Geschwindigkeit  (z.-B. die ungestorte Geschwjndngkelb des Fliissigkeits- -
stromes im Unendhehen) ‘beziehen und schreiben: - .

s o o N y ' — z ‘._. g_
- - LY --'a?!‘/ ((13 '/)1 £ %’ V o . 3
Damxtgeht (2) iiber in: Lo o
‘ ‘ ) a4 [ Cv (ulw . 31/) adw
: ' (;5) [f}y AR 6; f)'l '} AATP '
oder mit‘]'z,‘: e (redlmerte Gesuhwmdlgkmt Reynoldssche Zahl) .
. f\‘/' t)/_‘f-v: 61;, (341/; — o ‘ o 3
S .g);,f (),u: (333 x%y T Jdl[) T " . ( )‘

Wir -wollen - die’ Losung‘ umor Beschrankung aut groBe Reynoldssche Zahlen"‘
‘ansetzen’in-der Form? :
L= f(w,y)+2t”1f‘(w 2), P ==77R’

et

‘) Die Ableltang. 1st, ehwas ullgemeinor, Ms dle in dm vmangehonden Kafmanschen Arbett ans’
gegchene; aus dlcsam Grunde dsb elne “Wiederholung v1allawht nicht’ nnungebmcht
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wobei ¥ und 1 vorliufig noch unbesummte Expouenten sind. f(a,,j) soll dle Potentml- ,
16sung vorst('llen, die j& eine strenge Lidsung von (2) ist, also

a

R Jf(w:.l/)_o- t
Wir bilden: . e
) I LV A rA o _A 4 ()
AP == D't ~+ Hy,,“ ,() R 54
. BN ' . o D2 .
Unter der Annahmo daB R 'sehr grof und ). positlv is;, kann ’2&)}2 vernachlissigt
\\erden Ebenso ist in S TR : '
) X 8 oy O "&‘}'
SR =GR Sk RO B
von den drei Gliedern rechts aus den gleichen Grunden nur das letzte beizubehaiten
Setzen wir diese Auedriicke in (3) ein, so wird. . . . B
g B OF gy, D00 ‘

Oy D1y o Ogd S . o i ’ '
. . 2 +3) 8 ¥ 3’:’" !)” 081« "41*1 ("_“__

. e a [-_'d: Ba'bet Oz 0: = & Og! b <4)

De die rechte und linke Seite dieser Gleichung mwit wachsendem B gleiohmaﬂlg'

gegen Unendlich geben soll, so lauten die Bedlngungen fitr x nnd A

‘ ) . +07=-.-2/+31 43+x-1

Hieraus best.immt sich o
C - L=y e =

A

“

\ ‘ Enthckcln w1r ‘weiter f(@'y) in eine Taylo rreihe nach y

Ha'y) = fo+ fila)y + . _
50 ist fo eine Konstante, da die Wand des Kérpers Slromlmxe sein muB und die Diffe-
rentialgleichung (4) gehbt iiber in -

03 F S IR 33}-' Gr ot o g
[ 1920 bz *] Je dwdz? | Of Ts] 0z
oder
apy 93, py + ) arn AN B+ i WP+ e
(/‘ nz)" R ((m + a'z') o T e
wie man durch Differentileren leiocht nachweist. Bezeichaen wir I'+- fiz mit
se ofg g g bie

~»—’ . - - . . . . . . . L4 (5>"

Oz {)‘;J‘ﬂ - de' 0zl Ozt
so lautel mit Hilfe dieser Fonktion ¢ die Lésung:
’ ! 1
Vo= f@y)+ (G- fia),
Vr
wobei die Grenzbedingungen fiir G sind:
' 1) fiir z = 0: Ge=0

. O
2) » ze=0: ‘wG:zU
Uz
. : ") .
3) ’IZSAQ: a....f‘

. In der Tat haben wir damit unter der Vomussetzung gmﬁer Reynoldsscher Zables
eine zweite Nu.herung; fiir die Bewegnng der Fliissigkeit gewonnen, denn in der N&h& :

der Wand ist P o= ./ , da sich an der Wand _f(m'y') wie fy oder —‘;i;: verhﬂlt und
VR’ R '

damit ist die Haftbedingung erfiillt. Im Unendlichen verhilt sich G wie fi¢, a.lso ist

G — fiz = 0; es bleibt ujso nuar 1/> = f(a:'y’), d. h die Potentxalloaung Integrieren wir

(5) nach z, so wird oo ‘
ve e Be d’G «i G

f‘)z Om d: ) Oz?‘ Se { Tnd '3!3 ~+-- ‘T(z},

setzen wir wieder fiir : und ' dxe Werte x uud y em und bezemhnen wit,.
' : oG G -

Ao T W gr=
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oty B SOy’

50 erhalten wir ‘ u'd-,t e (p(m)+ 0

Bt vy T By 8. Ty T _
Die I‘unkuon 9 (z) besummt sich aus den Aniangsbedmgungen tiir ¢ =0t

‘v =0, also , iy
=

oder wenn p den Dmokverlau! Yings der Wand bedentﬁ* neoh der Bewegungsglewhutigﬁ

der 2-Richtung: . R .
. - B - . ‘.'J_‘l}.p'
l 1 (d'l/ )”’ ()“ 3 q}(ﬂ")+ - » a..A .
Ersetzen wir gz} durch dlesen Wert, 80 erhalten wir dis von Prandtl 1904 auf
gustellte D;fferentmlglexchung der Grenzsohiohb I
Ou - Du-. o 1 d}) (3,14 (Gj

- o f).‘r+ v(?y e Az d‘y"

. ;
die sich von der’ ersten QL (1) durch Weg!all des Gliedes ’ba~ unterschexdet Man kann

natiirlich auch unmittelbar einseben, das unter den gemachten Annsbmen die Abteilung
von u nach x geganuber der nach y verschwindend klein sein muf; iibordies wu'd das
in (1) auftretende Druckgefille ;9
welter zelgen, daB diese Glefchung sich nicht .’indert wenn wir an Stelle der ebenen
Wand eine kruomme und glefchzeitig an Stelle der b)sher verwandten rechtwinkligen Kooré
dinaten die Bogenlinge und den senkrechten Abstand vom Kirper einflibren, wofern die
Kriimmung nicht alizu stark ist’). Wir werden in Zukunft immer mit diesem Koordinaten-
system rechgen. Den Anfangspunkt lassen wir dabei mit dem Staupunkt zusammenfallei’

Die Dicke der Grenzschicht & ergibt sich aus dieser Betrachtung proportional zu
solchen Werten von Py die auf cin z von der GriSenordnuuvg 1 fuhreu also:

- 08 .

jetzt als Fanktion vonx aflein angese‘nen Es lkBt aioh

oo .
Vi _ |
Wir bemerken noch, daff die Navier-Stokesschen Gleichungen hinsichtlich der
Koordinaten vom elhpuschen Typux sind, wihrend die Prandtische Grenzschichten-Glei-
chung paraboliech ist. Vom ph\’hﬂ\ah‘:bhen Gosichtspunkt besteht die Vernachlissigung
darin, daf ein Teilchen der Grenvschicht fiir seine Bewcgung nach der y Koordinate
weder it Masse behaltet ist, noch cine Verzigerung durch die Reibung erfihrt. Es ist
klar, daf so tief einschneidonde Ver#inderungen der Differentialgleichung wesentliche
Unterschicde der berechneten gegeuniiber den wirklich beobachteten Stromungsvorgingen
mit sich bringen kénnten, und es ist eine weitore Aufgabe, zu untersuchen, in wieweit
dip L.osung der Grengzschichten 'I'heorie mit der Wirkliclikejt im Einklang steht.
Die wiclitigste Erschel-
pung, die mit Hille der Grenz- -
schichten-Theorie erklirt werden |- — /
kanp, ist die Ablgsung der Stro-
mung von der Wand, die z. B.
beim Umstromen eines Kdrpers . 1
stattfindet. Da wir die Dicke A :
der Grenzschicht als schr klein - l
gegeniiber den  Abmessungen ‘
des Korpers erhalten haben, so
hat sich auch das Druackgelfille
iiber dem Querschnitt der Grenz-
schicht genithert als koustant er-
geben. Die Geschwindigkeits-
vertellung in" einem Protil der
Grenzsohicht sinkt dagegen vom
Werte der Potentialstromung
aut den Wert Nnll an der Wand. g S
PFindet nun lings des Kirpers ein Abh. |

') Vergl. Hiemeng, Dissortation §. i, '
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Druckanstieg sthtt s0 werden die Teilchen der Grenzschichi an ‘der Wa.nd eher -gur Rube
kommen . und in eine Riickstromung iibergehen . als diejenigen, die ‘mehr nach dor
Potentialstromnuog ‘zu liegen. Es werden .also in der Umgebung des Abldsn.ngspunktes;
Verbiltnisse eintreten, die qualitatly durch Abb 1 dargestellt werden Fiir - den Ab-
16sungspunkt selbst mufl sein '
()~yr L ﬂ
?)y 6_/
Hieraus kann die Stelle des Ablpsungspunktes. ba-
: . rechnet . werden. Die Grenzschicht trennt sich in diesem
72 N Yt Punkte von der Wand 'und geht unter einem bestimmten’
_kleinen Winkel ip die Fliissigkeitsstromung hinang...

2. Ableftung der Karméanschen Integralbedin-
gung. Fir das ebene stationlire Problem la.utet dxe Dlﬁe—,
renualgleichung der Grenzscblcht' ‘ BT

Du ™ . Om 0%y 1 dp
Uz—* - Oy ia 0y* - g de" e,
Hierzu kommt noch die Kontmuuats’hedmgung
")u -Ou '
=0
Wu' fithren eine Zusatziunklxon q(my) derart ein, da.B

' we= U7~ Q(my>v . e
8. Abb. 3, wobei U=f, die Gescbwmd:gkelt auBerhalb
der Grenzschlcht bedeutet, die durch die Potentialstrd-
mung gegeben ist und auf Grund der Eulerschen Glei-
chung mit dem durch das Experiment ermittelten Druck-
" gefalle lings des Korpers wie Jolgt verkniiplt ist. Es ist

=0 ‘iur y._..-O

R e [> 2 .
Abb. 2 ‘ ) __ldp = ¢ ay = U,

o dx dz
6) geht bei Eigiithrung dieser Zusatzfunktion iiber in

( ) 0?2 ag
=) (20 =) = o2l = Ty

dx de Oy Ayt dx

7 0 a ) 0?

oder DS BTN B )
dr A dy ('y’

Wir mtegrler(‘n nach y und erhallen

.t C Tt .
— {i»yfljtly U Jqdz/‘f f dy ~—fv(—~qr dy = — 1[215] ) ‘
el

Als obere Grenze Laben wir o zu schreiben, wenn die Funktion g .Lsymptotlsbh :
gegen U geht. Angenibert kinnen wir annehmen, daB in einer Entfernung, die wir die
Dicke der Grenzschicht pennen, ¢ von Null nicht mehr merklich dbwexcht Iis geniigh
daon, die Integrale von 0 bis 8 zu crstrecken.

Zufolge der Kontinuititsgleichung konnen’ wir nach parmellei' Integration schrelben

o

f‘vi—)'g-.dy=[vql /éq gy n'l/=[vr1] + = [ng - **Jf d«y

Da nun [vg]: sowohl "an der oberen wie auch an der unteren Grenz’e:.vern
schwindet, so bleibt: C :

) _,d _ d } . })q = .
-2 fq(ly U jqdv/—i«-a {q dy = ’[Hy] | (7)

Die Randbedingungen, die die Frmktnon q(J,,J) zu crliillen hat, ]auten
1, fir ye=0: u=0,4d b g=1, , S

2. » Y=o u——U:)q-—0 o ' ' T
.'8. auch fiir die Wand des Kirpers muB dxe Glenzschichtenvlexchuug gelten Fiir

. y::ﬂ ergibt sioh abex, da sowohl u als anch - hier den Wcrt Nuli haben:
(
L 57(U-—-q) o 1 dU
(o), 2 0= (“‘*.,.a,f”) =ty

=9 "
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Jede Losung der Gromschmhtenglelchung muB o!lenba.r dlese Integralbcdlngung
crfiillen. Wenn wir nun fiir die Abhingigkeit -der GroSe g von y einen einfachen;. an:
genherten Ansatz michen, z. B. eine ‘Potenzreihe; 50 werden die Koeffizienten dieses
Ansatzes Funktionen von x allein sein. Man erbilt- nun eine Anpdherung zur Lbsung,
falls man die Anzahl dieser Koeffizienten so bestimmt, daff nach Erfiillung der Grenz-.
bedingungen ein noch unbestimmt bleibender Koeffizient. iibrig bleibt. . Alsdann liéfert
die Integralbedingung - eine gewshnliche Differentialgleichung zur Bestimmung dleses
Koeffizienten und damit die Festlegung des Geschwmdlgkelts Profxles in Abhlmgxg-
keit von wx:

Wiihrend" da.hel ‘bei dor urspmnghchon Dlﬁerentlalglemhung der Grenzschwht eine
partxelle Differentialgleichung zn lésen ist, haben wu durch die Integralbedingung’
nur eine gew thnliche Differentialgleichung zu 16sen. * Es .steht nichts im Wege, die
Anniberung weiter zu treiben, indem.man die Integralbedmgung z. B. fiir mehrere Teil-

3

hqxexche (etwa von O bis —2» und. 9 his (5) einzeln ‘erliillt vnd so statt elnes !reibleb'

benden Koeffizienten deren zwei beatnmmt. Auch’ liegt die Moghchkelt vor, wextere
Integralbedingungen dadurch zu gewinnen, daB man beide Seiten von GL (7) etwa mit
¥, %% ... ¥ nacheinander multipliziert. und ‘dann von Null bis Unendlich integriert, etwa
nach Analogie wie bei dem Sti (sltJLsschen Veriahren eine Trunktion durch ihre Momente
festgelegt wird. . - o

Die nachlolgenden Berechnungen zeigen ]edoeh daB dle Erfiilang der einfachen
Integralbedingung, die — ‘wie nachher gezeigt wird ~ den wahren pbysikalischen In-’
balt der Gienzschiohten-Theorie enthilt, durchaus geniigt, um’ dle Geschwindigkeitsver-
teilung mit einer fiir pgaktische Zwecke geniigenden Genauigkeit zu bestimmen. Ins-
besondere zeigt das Beispiel der Stromung um den Zylinder, dafi unser Verfahren der
bisherigen Rechuungsmethode nach dem- Hismenzschen Aunsatz (Tayvlorentwicklung
nach  und Anflosung einer Reihe von -gewdhnlichen Differentialgleichungen .zur Be-
stimmung der Koeffizienten der Reihe) weit iiberlegen ist, indem man nach Auflésung
einer einzigen Diﬂ'erenﬁalglbichung eine der exakten Lisung so nahe stehende Annihe-
rung gewinnt, wie wenn man nach dem anderen Vexfahren wemvstens vier bis liinf
Dilterentialgleichungen auigelost hiitte.

Wie die Integralbedingung auf Grund pbysikalischer Betrachtungen direkt abge-

leitet werden kann, ist in der vorangehenden Kirminschen Arbeit gezeigt.?)

3. Die Stromung an der cbenen Platte. Wir wollen zunichst das Niherungs-
verfahren zur Integration der Differentialgleichung der Grenzschicht aul den Fall einer
ebenen Platte anwenden, die parallel den Stromlinien in einen gleichformig ilieBenden
Fliissigkeitsstrom eingetaucht ist. Die Geschwindigkeit U/ aufierhalb der Grenzschicht ist
hierbei eine Konstante und die Differentialgleichung (6) lautet:

i Ou 02y Ou Ou
I = ¢ . and - A4 - = 0.
O ()7/ ()y‘ Uz Ay
Die Integralbedingung (7) vereinfacht sich za
& 3 - a
d a '3 g
—_ ] Ty 4 - - dy=—r|; |.
d:z' {th_{ d:z:_[q y Ay
c

Als Grenzbedingungen smd vorgegeben
tiir die Dxﬁerennalgleichung fir y = 0: u == 0y fiir j j @ = U = konst,
* » Integralbedingung: fiir y = 0: q == U; lur y = w: g =0
auBerdem muB sein: ‘ .
(),..=0
Oy y==0

Das Beispiel der ebenen I’latte 148t, wie Dlasius in seiner Dissertation gezeigt
bat, die Reduktion der particllen Dilierentialgleichung mit Hille von Aeholichkeits-
" betrachtungen auf eine gewdihnliche Differentialgleichung dritter Ordoung zu. Blasius.
integriert die Kontinmti{tswlowlmng mit Hxlfe der Stromfauktion W, wobei '

1) Diezes Helt,. 8, 233 bis 2562,
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und filhrt zwei neue Variable & und [ derart ein, da

fe Ry t=w}
S /2',‘1_./. { =
Dapn wird:

= U, v = YD,

. ez
wobei der Strich die Differentiation nach § bezeichnet. Setzen wir diese Werte in die
Grenzschichtengleichung ein, so erhallen wir

L vy

Le =TTy
Die numerische Integration dieser Glelchung mit Hilfe des Kuatta-Verfahrens ist
von U. Toepfer ausgefiihrt worden ).
TMir den Widerstand pro Flichenecinheit der Platte erhiilt Blasius
X, =u Qe _ 0,332] “e Ut
()// T
Gehen wir nunmehr dazu iiber, auch’' mit Hilfe des Niherungsverfahrens der
Integralbedingung die lisung fiir die ebene Platte zu gewinnen. Wir setzen g - als
Potenzreihe nach y an :
= U—g=al@y+ bl@y +cl@y* +...
1. Zunichst brechen wir mit dem ersten Gliede ab, al o
‘ qg=U-—a(x)y. ,
. Als obere Grenze der Integrale tiihren wir ¢ ein. Wir ersetzen also das Grenz-
schichten-Profil durch einen gebrochenen linienzug. Die (irenzbedingung ist: fiir y = 0
soll w = U, also U= u8 sein.

Wir haben zu bilden:

A £ e 3
) - y? ] ] . . 2 y’ y3 2y
V= Uy~ — Yol e Uy — -
{ qdy=1 [!/ 24 P j‘l 4"y v [// 24 + 304 ] 8
d T d {12 AT ) Ay 7
,,zfqd.f/= , ie 1T AY =, BT T s

Also lautet die¢ Integralbedingung:

Loy gy : .
R S l»i oder 80 -

6 1
2 3 ¢ !

und within:
6 - V]‘l o )
v

Fiir den Widerstand ergibt sich:
Iy Ua
L

X, == 0,289 ]/

2. Kine andere schon etwas bessere Niherung gewinnen wir dadurch, da wir den

' )
Geschwindigkeitsabiall durch cine I’arabel annihern und fiir y = 4 fordern, daB (’Z
a2
stetig bleibt.  Allerdings miissen wir dann auf die Bedingung an der Wand ;i;:()
20 r
verzichter. Ks ist g = U ~wu=-U—ay—by"* wobei sich a zu ) und b zu — N

bestimmt.,  Wir bilden wiederum die erforderliche Integralce

g

&
ve . ute

) In einer von (. Ruuge gestellien Gottinger Stantseramenarbeit, vergl. Zeitschrift fir Math.
und Phys. 1912, 8§ 397. Der Verlauf der Fooktion { und threr Ableitung ist auch wiedergegelien in
demn Aufratz vou E. Pohlheusen io dleser Zeitsehrtfe, Bd. , 1921, & 118, Abh, 1,
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"und hieraus
‘ 5 5

a [ 17 AN 2 U“b’_
2 ./‘1 dy== ", + 7. fq dy = )

weiter ist .
' L?’)ﬂ L2
. ; ) ()y n a‘
Mit Hilfe der Integralbedingung ergibt sich:
‘ o s i . 2U» 30rx __ e
UP s — )= b= ]/U = 5,477 VU

und tir den Widerstand
X, = 0,365 V"w

Wihrend AnnZherung 1| einen um 18 vH 24 klemen Betrag ergibt lleiert dxe

Anniherung 2 einen um 6,5 vH zun groBen Wert.

3. Um belden Bedmgungen (kein Knick in der Geschmndlgkeltsverteilung und

Randbedingung fir | r) -,
in' u beibehalten. er setzen: -
u —-ay+by"+ eyt
Die Funktionen « b ¢ bestimmen sich aus den Grenzbedingungen:
1. wes U tir y=28 hefert U=a3+b5‘+c 8,

Ju

2. ~)—--‘—-0flil"y~—0 » a+2b5+3g§1
(g .
( u) = q—qv*o liefert, ‘da U-._O b=g
‘)y v=0 ¥

Als Gleichungen fiir die noch unbpkannten Funktionen a und c erba]ten wir:

U=ad+4¢8% 0=a-+ 3cd%

Hieraus folgt:
* g U U

; . y ¥
VD) 50 T T e qg=1 [1 — 3y 5 +é‘;)‘3] .
Die Integrale berechmen sich zu:

[ v A
e B 2 ,.A:;g 8
fqd!/~~ /e U9, fqdy~—mu«5

T4
Sg it 5 U
[L) 1/:)0_— j? 3 .

Fiir § ergibt sioh die Differentialgleichung
L8 3877 3w
b [8 14(»]”‘2 )

Vgigf',f___‘;fm rr.
u

und

und -daraus;

an der Wand) zu genugen, miissen wir wenigstens drei Glieder

" Der Widersta.ndskoefhmenl fiir diese Naherung ist 0 523, d. h. em Wert der etwa‘

um 3.vH zu klein ist.

] 4. Da nach der exakten (irenzschichten-Theorie die Funktion q wxe e '"W“ zu O
geht, 60 kann man annehmen, daf man eine moch bessere Anniiherung gewinnt, wenn
man fiir y = & eine noch engere Beriihrung zu w= U vorschreibt. Wir nehmen -daher
als vierte und letzte Anniherung vier unbekannte Funktionen a,b,c,d an, so dad-

u=ay+by'+cy*+dyt
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und setzen alg Nebenbedingungen .
Fy vt

I.'flir y=0:5~y~2= , =1
2, 0> y=0: u=U
lu
3. 28\'.( ==
Yy ¢ (Dy
2
4, » yzb‘: ,(—)——u):-:_(),
Oy°

Damit erbalicn wir als {ileichungen zur Bestimmung der Funktionen
a4+ 200 +3c0 4+ 4d0=0, «b4 40 +0d4+-dd=U
b=0, 2b+4ted412d8* =0,
Durch Auflosen ergibt sioh:

2U . 2 U U
' = (7‘ ! b - 0’ t= 0(5'3 k) ([ == ()-—; 1
so daf -
Ny W s yt
(}(%w\ﬁ uMU[)a&"wa (y:l
und . ) ) .
¢ L o
23 C ° . 92U
= 3, U ] - 2% gy q Lk
jq(/y, e U8, [ gidy =20 s, [‘iwl 2
C N ' [

Die Intogralbedingung liefert:
o =530 v

i
37 Ud

Y e [

’

und daraus

Der Widerstandskoelfizient berechnet sich hiermit zu 0,345, Der Wert ist etwa
um 3 vH zu grof, so daf die Anniherung ungefihr dieselbe Genauigkeit wie die vor-
hergehende hat. Wir baben bei den weiteren Berechnungen diesen Ansaiz beibehalten,
da die enge Beriibrung fiir y = ¢ uns mehr Gewihr dafiir bietet, daB die Geschwindig-
keitgverteilung auch in komplizierten Fillen die physikalisch anschauliche Gestalt beibehilt,
s0 dafi z. B. ein Anwachsen iiber U vermieden wird. -

In Abb 3 sind die Werte der Widerstandskoelfizienten, die sich bei den einzelnen
Niberungen ergeben haben, aufgetragen. Um auch ein Bild {iber den Verlauf eines
Profils der Grenzschicht zu gewinnen, sind in lolgender Zahlentafel die entsprechenden
Profile fiir U=1, x = 1 und » = 1 zusammengestelli. Vergl. auch Abb. 4.

S Yilherung eaithte
i . . Y
z 1 1 O
4»—— —— —
8 ( 4 0 0 0
T A A tosny
H 1] o2ee | ou32 | o331, | 0384} 0,328
2l D 2] 0,578 0,597 0,604 0,619 0.6429
\ | |
|
P 5 3l 0,867 | 0,796 | o83s | 028 ] 0,818
| ;
41 1,000 | 0,927 | ¢.972 | 0,918 | 0,955
o P ! | _
o 7 2 J % Naterung - — e
Abb. 3 5l 1,000 0,991 0,9°0 | 0,995 0,990

Endlich sei auch die »Verdringungsdicke d+¢, d.h. diejenige Grofe angegeben,
um welche die Stromlinien der Potentialstromung nach anfien verschoben werden. Es ist
5

Lv(\"" == f(] ({y
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7’0 B a— o
a8 ! !
! |
- ! 1
I R :
)6 I - —0— exokle LOsung
-
77 ~o~ furabe/
< -
ok - R - 4 ” I Oradmry
— B »” & .
Qe ! - T l 7
~_i L
[4 e 3 ¢ k2 o

Abh. 4 ¥
Fiir die einzelnen Nidherungen ergibt sich:
~ NHherung I 1 1 v exakte Ldsung

X M . oz -, .
I = 1723 /L2 1.8 V' o 1.74 ]/’f 1,75 l/f.- 1,73 ‘]/i-”
A U I [ v U

4. Die Stromung um Koérper bei vorgegebener Druckverteilung. Der
urspriingliche Gedanke der Prandtlscben Grenzschichten-Theorie bestand darin, dab
Gl. (6) zusammen mit der Kontinuititsgleichung -— in Verbindung mit der Theorie der
Potentialbewegung idealer Fliissigkeiten — ausreicht, um die Geschwindigkeitsverteilung
in der Grenzschicht zu bestimwen. Dabei sollte die dritte der in den beiden Gleichungen
anftretenden abhiogig Veriinderlichen, j, in der Weise eliminiert werden, dafi man fiir

N

das Druckgefille ? den Wert sctzte, der sich dafiir aus der Potentiallosung lings der
>

Randlinie ergab; auBerdem sollte der in die Randbedingung eingehende Wert von U eben-

falls der Potentialldsung entnommen werden. In diesem Sinue wurde unser Beispiel in 3

., 4 , : . 5
mit ’7‘1): 0, U==konst. behandelt. Nun haben aber die vorerwihnten Untersuchungen von
axr

Blasins, Boltze ond Hiemenz pezeigt, dafl derart nicht geniigende Uebereinstimmung
mit der Beobachtung erzielt werden kann. Daher hat Hiemenz auf Anregung Prandtls
einen anderen \Weg eingeschlagen: er bestimmt durch Versuche den Drackverlauf
lings der Begrenzung wund fiithrt diesen und den daraus berechneten Verlauf von [7 in
die Dilferentialgleichung bezw.die Randbedingung ein. Wir wollen auch dazu iibergehen, den
Fall eines durch das Experiment vorgegebenen Druckverlaufes zu behandeln. In
diesem allgemeinen Fall miissen wir damit rechnen, daB Ablésung staiifindet, wie es in
Abb. 1 dargestellt ist. Es hiitte also keinen Zweck, die Funktion w«. die die Geschwin-
digkeitsverteilung in der Grenzschicht darstellen soll, durch eine ganze rationate Funktion
erster oder gweiter Ordnung in y anzunibern, da erst eine Parabel dritter Ordnung einen
Wendepunkt aufweist. Um aber gleich eine bessere Anniherung zu erhalten, wollen wir
auch das Glied y* noch mitnebmen und schreiben:

. u=ay+by*+cy®+ dy?,
wobei wie friiber v = I/ — 4 scin soll. Die Dicke der Grenzschicht sei wiederum 9.
Als Grenzbedingungen sind vorgegeben:

B

\ 3
1) fiir y = & '.'u::O,
. * Dy
) » y=24: u =
o 0% bog
3 = 0: ..~(j~—-*=— 7--,
)y =V

Als 4. Bedingung wihlen wir wiedernm wie bei der Platte willkiirlich
’ B L

T Y:’ e
4) fiir y = ¢ iy

= 0.
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Mit Hille dieser Dedingungen sind nunmebr die vier unbekannten Funktionen
a, b, ¢, d zn bestimmen. Aus 3) folgt sofort, daB die Funktion b allein durch den vor-
gegebenen Druckverlan! bestimmt wird:

b . TU.
- 2v
Die iibrigen Bedingungen liefern die folgenden Bestimmungsgleichungen fiir a,
c und d: '
a+2b8 +-3¢8 +4d8 =0, ad+ 98 +¢8"+-dd = U, 20+ 6ed + 12dd* = .

Hieraus berechnet sich :

U vy vl
= ~6-5(12 + A), b= 0, = T gy
U v,

1 mer - 2~5§ (4 — ;.)’ o = p (S" \() —_ 7.),

140
wobei mit 4 die dimensionslose Zahl l—.:y-—é— bezeichnet worden ist.
-

Zwecks Aufstellang der Integralbedingung berechnen wir nunmehr
5

)
fng, —_ ;2.‘6 (36 — 1y,
‘ [

. =028( 1 ,{?)
,[(1(,” 252 16 '6)"'*'36

<

und bilden: g T s s .4
ly = e R A I PO 7"
d:g:fq(y 40 [12 ¥ ]+10 Ut 1207'“ + Ul )
d gl 11 1/4° KU 238
dy = - — o __ onuv o T il '8
dx fq y 126 [QJ 4 » + h r? :] + 68 vy

'3 185

— U ey gy 4 UV

1512 » 4536 »

Setzen wir diese Ausdriicke in die Integralbedingung (7) ein, so ergibt sich nach
einiger Zwischenrechnunp die Differentialgleichung:

116 o4 U’ 4t

MG ia)

S0y U'o?— - 9L e 8 UV — [ T
[ road 815 5605 L 358057 | !
Cdr 37 i nooUy
A
315 815+ 9072 o3

N S a .
oder, wenn wir wieder / ¢intithren und - mit = bezeichnen
’

. oty L, vuty, '
0,8 [— 0072 4 1670,4 1 — (47,4 + 4,8 —-ﬁ—) A — (l + ‘&75*)/.'

dz
dz . . Ut— 218,12 + 5,76 £ + 43}

Die Losung dieser nichtlinearen, gewdhnlichen Differentialgleichung erster Ordnung
gibt uns fiir eine vorgegebene Funktion U die Aenderung der Dicke der Grenzschicht
abhlingig von' der Bogenlinge des Kérpers.

Wir bemerken zunichst, da8 im Staupunkt des Korpers die Grengschicht eine be-
stimmte endliche Dicke hat, denn fiir x =0 und § = J, hat die Diflerentialgleichung
einen singuliren Punkt, wobei J, eine reelle positive Wurzel der kubischen Gleichung

/] "
— D072 4 16704 4 — (47,4 +4,8 %%) 22— (14 Ul;l )13 =0
ist. Von den Integralkurven der Differentialgleichung baben wit als fir die Dicke der
Grenzschicht maBgebend, diejenige auszuwihlen, die durch diesen singuliren Punkt
hindurch geht. An der Stelle der Ablisung der Grenzschicht mufl die Tangente des
Grenzschichtenprofiles senkrecht zor Wand stehen. Es muf also :

().

U
sein.
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‘Wir wollen nunmehr die
obén ‘abgeleitete, ganz allge

22— - o DU

: - o
mein giiltige Differentialglei- N //’ I
chung auf das  DBeispiel der — Hp——1- S / ’ : X
Strémung um einen’ in den , , 4
gleichformigen Fliissigkeitsstrom : Al -
‘eingetauchten Kreiszylin- : ) :
der anwenden nud insbesontere
die Ablésungsstelle an diesem 2
bestimmen. Fiir dieses Beispiel _
ist von Hiemenz die Druock- 7 - T =
verteilung” experimentell  be- :
stimmt worden. Bei seinen Ver- . /
sachen in Wasser mit einem . 7}
Zylinder vom 97,56 -mm Durch- I
messer bei einer Stromungs- o 7 4 P
geschwindigkeit der ungestirten T ‘
Fliissigkeit von 19 om/sec er- 4 - <] -
gab sich aus der Druckverteilnng ' / o 'AAJ‘ , 5
U=T71512 — 0,04497 «* ot ‘ —
. — 0,000330 xh . . NW*[\"*NL\
wobei die Bogenlinge z.in em = _, .' -
gemessen wird, Wir bilden I’ ‘ : , :
und U”, vergl. Abb. 5, und neh- " :
men die Dichte des Wassers . I N
mit 1, . seine Zihigkeit wmit R ,
0,01 an. : o 90 T B N : |

Zupnichst berechnen wir Abb. 5
die Dicke der Grenzschicht im
Staupunkt als Wuarzel der kubischen Glelichung zu

P2
Ao | 0% = 7,082, & = 0,09931 em,
. ¥
Die Liosung der Differentialgleichung kann entweder graphisch erfolgen oder da-
2 52
durch, daB wir fiir die im sipguliren Papkt 7= 0 A = "= horizontal verlaufende Li-
» 3

sungskurve eine Reibenentwicklung ansetzen und dann mit Hilfe eines Rechnungsver-
tahrens diese Kurve weiter veriolgen. Wir 18sen die Differentia'gleichung graphisch mit
Hilfe des Isoklinen.Verfahrens, setzen zu diesem Zwecke

Az Pr.2)
¥ o= ——

dx T Qlx, =)

o

§2
und rechnen fiir die Werte 2= ' = 0, 1, 2, 3, 4, 5 die Werte von x als Funktion ven
g

ax aus. Offenbar werden diese Werte Iiir diejenigen Abszissen unendlich, tiir die der
Nenner Q(,2) verschwindet. Dies ist der Fall fiir 4, = 12 nnd 4; = — 17,76, Mit Hilfe
dieser Xurven 2z = const konstruieren wir nun das Richtungsfeld der Differential-

gleichung. Wir zeichnen in einem Koordinatensystem x, & die Kurven x = konst. und
. 2 . -

erhalten auf diese Weise Abb. ¢. Kine ndhere Diskussion der Differentialgleichung zeigt
. Y] y 2
weiter, da der singulire Punkt x = ¢, o = %? ein Sattelpunkt ist'). Darch diesen
y "

Punkt gehen also pur zwei Lésungskarven, von denen die mit horizontaler Tangente
die gesuchte ist. Nehmen wir in der Zeichenebene einen beliebigen Punkt an und ver-
suchen wir von jhm aus die Lisungskurve durch die Isoklinerischar hindurchzulegen,
s0 wenden sich die Kurven wegen der oben angegebenen Singularitit entweder nach
plus oder minus Unendlich. Wir erhalten aunf diese Weise ein scharfes Kriterium fiir
die gesuchte, durch den singuliren Punkt gehende Lisungskurve. Die Bogenlinge des
Ablosungspunktes finden wir als Abszisse des Schnittpunkies der Integralkurve mit der
Kurve 4 == — 12. Ks ergibt sich: ‘

ey

X5 == 6,94 cm.

! Vergl, ctwal Horn, Gewthuliche Differentialgleichungen beliehiger Ordnung, Leipzig 1903 8. 833,
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4 7 2 5 ¥ 5 P 7 8 Lapeniiige 2 ~————
Abb. © ’ )

Hiemenz bat in seiner Dissertation auf ganz anderem Wege den Versuch
gemacht, fiir das Belspiel des Zylinders die Dilferentialgleichung der -Grengzschicht zu
1sen. Mit Hilte der Stromfunktion 1 kann man schreiben:

e Oy 2y’ d1 Sy
Q[ A A 2 == + 1" .
()” 4)2&)2/ Oz ‘(7‘)‘1; (7 3

ip .
Das Druckgefi{lle% entwickelt er in in eine I’otenzrelhe nach z und macht auch
aw

fiir die Stromfunktion den Ansatz:

P o= P A P8 Y
stellt also die Ldsung in Gestalt einer vom Standpunkt beginnende Taylorentw:ck
lung dar. Dann lit sich die partielle Differentialgleichung in eine leihe unendlich
vieler gewdhnlicher Dilferentialgleichungen zerlegen. Von diesem System lost er die
ersten drei und behauptet, ohne den Grad der Konvergenz zu prilfen, daf hierdurch
hinreichend genan bestimmt sei und #;, ¥ usw. keinen wesentlichen Einfluf mehr aus-'
iiben. Fiir den Abldsungspunkt erhilt er 6,977, eicen Wert,, der mit dem oben abge- °
leiteten Nidhernngswert und mit dem E\periment sehr gat {ibereinstimmt, .

Die Naherungsmetbode hat den grofen Vorteil, uns infolge der graphischen Be-
handlung einen wesentlich bessaren Einblick in den Verlaut der Grenzschicht. zn gebéen.
Wir erkennen aus der unten niher erlinterten Abb. 8 sofort, daf es nicht méglich ist,
vom Staupunkt auns mit drei Gliedern einer Taylorreihe den‘ Verlauf der Lo;ungsknrve
bis zar Abldsung zu exlassen, da sie sehr bald hinter dieser Stelle senkrecht zur z-Achse
verliuft. Auch ‘der eine geometrische Ort des Ablisungspunktes — die Kurve de==-—12 —
verlduft sehr steil zur Abszisse, so daB bedeutende Aenderung im Verlaof der lntegral-
kurve relativ geringe Verschiebungen der Ablosung mit sich bringt. Der Ablisungs-
punkt verliert so vollstindig die Befeatung, die jhm Hlemenz als Priifstein  der Grenz-
schichten-Theorie zugeschrieben hat. .

Der Untersghied unserer Niherungslisung und der von ermenz wird ‘aber sehr
betrichtlich, wenn man die Profile der Grenzschicht fiir einige Werté von x berechoet.
Bei Hiemenz &ndert sich die Dicke der Grenzschicht nur sehr, wenig; #le betrigt etw&a
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iiber 1 mm, Die Grenzschicht der
Niherung stimmt im Staupunkt
mit der von Hiemengz tiiberein.
Im Abiosungspunkt dagegen ist
é;;== 3,84; die Dicke § = 1,96 mm
also doppelt so grofi.

_ In Abb. 7 ist die Verdrln-
gung &* sowohl nach der Hiemen z-
schen als auch nach der oben
durchgefiibrien Losung aulgetragen.
Es ist dabei:

2 1
B =f%dy — 8f§d(%—).

Fiihren wir fiir ¢ den Wert

Qe ‘ T
< Z
o

22177,

. w/yfaﬂ
X et

k/i»/y,,ﬁa

12 4 Z <5 ¥ - & £ . e
, Bgermge O am—
Abb, 7

Ul — ay —by* — cy®*— dy*) ein, so ergibt sich nach Auswertung des Integrals mit Hilfe

der dimensionslosen GrioBe 4 == -

T e A Y3
& =V%’ (1;—i§o)'

Folgende Tabelle gibt die berechneten Werte 'abhingig von der Bogenliinge des Zylinders.

xem 0 { 1 2 g
1
1

o1 | ! :
. 0,986 . 0,990 1,02 ' 1.0R
L ! :

1 I e

d wmm | 0,998 0,995 1,01 1,04

d* mm 0,239}‘ 0,241 | 0,246 0,258 .

Wir vermuten, da unsere
Losung cine bessere Annédherung
an den wahren Verlauf bietet.
Um den Unterschied klar hervor
treten zu lassen, ist in Abb. 8
der Verlauf der Geschwindigkeit
in der Grenzschicht fiir y=0,37 4 min
(bei Hiemenz H = 1) abhingig
von der Bogenlinge berechnet
worden. AufBlerdem sind die ein-
zelnen Gliederder Hiemenzschen
Reihenentwicklung eingezeichnet
worden. Es ergibt sich, daf die
Hiemenzsche Losung wohl gegen
unsere Naherungslosung hin kon-
vergiert, daf aber die Anzahl der
berechneten Glieder 1, durchaus
ungeniigend ist und zom min-
desten noch 7'; und %y berechnet
werden miifiten. KEs scheint da-
her, daf eine Reihenentwick-
lung vom Staupunkte aus in die-
sem Falle verfehlt ist, weil die
Aenderung des Geschwindigkeits-
profiles erst bel grofien Werten
von = merklich einsetzt, bel denen
die Taylorentwicklung (wenn
iiberbaupt) langsam konvergiert.

35

30

25

20

s

70

! t
4 o I 5.5 6 6,5 6,75
R e R R

1,21 l 1,44 ' 1,62 1,02 © 2,18 J 2,94

5,94

i

3,84

1,10 1,20 1,27 | 1,89

s UL

1,57 1,71 (1,96

0279 . 0,820 0,354 0,414 0,520’ 0,614 0,784

¥,




266 Lmtwhnft fu'r angowandte Mathem&txk und. Mechamk Band H

5) Die Stromung zwxschen nichtparallelen Winden (Diffusor). Eme
weitere .Anwendung der uaherungswelsen Integration der Dlﬁerennalglexchung der Grenz-
schwht soll sich aut die Slromung im Diffnsor - bemehen,

. : - Wir behandeln.—den einfachsten

£ Fali zweier nicht paralleler 'gerad-

‘ o .- liniger ‘Winde BC und D E, Abb, 9.

Wir verlingern die geraden Stiicke

b= ,é' bis zum Sechnitt in O usd wollen
== R die Entfernung OB als Einheit fesi-

D8 e 3 . 0 - legen. OC sei die x-Koordinatenrich-
PN e 4 Z__.  'tung unseres Systems. Im Punkte O
Abb, 9 nehmen wir nun eine Quelle an, deren

' : Ergiebigkeit 274 sei. Dann ist offen-
bar die radiale Geschwindigkeitsverteilung: '

g =2,

&
Diesen Wert haben wir nnn in dle auf S. 262 abgeleltete aligemein giiltige Diffe-
die Differentjal-

rentialgleichung (8) einzusetzen.

glemhung geht also uber fn - .
ds  0,8[—9072 + 1670,41 — 574 — 323

dz A o
‘ S (— 218,12 + 5,76 4 + A%
z " .

wobei A =U'z = — —Agz und =% (24 + ¥ ) ist.
s xT dz A
Setzen wir dies ein, so wird
al
Taw  — 0,243~ 17,0472 + 455,044 — 36288
Ty T ;-2—1:312+576)-#19 o

oder nach Trennung der Variabeln:
2 i ~ 213,12 + 5,764 + 42 B
5 A3 4+ 85,219~ 227521 + 18144
Wir zerlegen die gebrochbene rationale Funktion aunf der rechien Seite in Partial-
briiche nnd erhalten nach der Integration zwischen den Grenzen null und 2

9y 107,85 + 4 A?— 22,651 + 168,2
s 1 = In "-——-- - 12101 ! :
/s In = 0,7581 In 10785 + 0, n 1693
2% —22,65 ;
— 0,0604 - tg 1,790¢ .
) aretg. X7 -+ aretg 1,
Beriicksichtigen wir, daB die Bedingung fiitr Abldsung lantete: 2 = — 12, so er-

gibt sich fiir den Ablésungspunkt: i
%s In o = 0,7581 In 0,8887 + 0,1210 1n 3,471 — 0,0664 {arctg 1,790 — arctg 3,688}
oder amsgerechnet o, = 1,214.

Wir haben also das merkwiirdige Ergebnis erhalten, daf auch fiir geradlinige
Diffusoren mit belisbig kleinem Oeflnungswinkel auf Grund der Grenzschichten-Theorie
sich stets eine Ablésungsstelle angeben lifit, und zwar entspricht derselbe einer
Querschnittserweiterung von 1,214:1, d. h. etwa 21—22 vH. Jedoch ist dies Ergebnis
pbysikalisch nicht bindend, da im Falle der Abldsung die Druckverteilung von der hier
zugrnnde gelegten in der Ni#he der Ablosungsstelle abweicht, insbesondere aber in der’
Praxis die Grundstrmupg selbst zumeist turbulent ist. ‘

Ganz anders gestalten sich die Verh&ltnisse fiir den konvergenten Kanal. Wir
nehmen dann im Punkte 0 eine Senke an, deren Intensitit wiederum mit 224 bezeichnet

werde: Die radiale Geschmndigkeitsvertellung ist tir diesen Fall U= — = und die
x
Dif!erent;ia.lgleiohnng heiBt jetat
. L
T3e _ M+ 12,9800 - 400,61+ 1649
44 218125761~ 47
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Die Integration erfolgt wiederum durch Trennung der -Variabeln:
LI 218,12 ~ 5,764 —4*
z 8T 12,9847 100,64 + 1649

und liefert:
4,4 = 0,24738 In (A — 10,34) — 0,9115In (A— 5,630) — 0O 336311:(2 -+ 28,85) 4 c.

Bei dieser Stromung 148t sich, wie vorauszusehen war, keine Abldésun gsstelle
angeben.

Da sieh fiir das zuletzt behandelte Beispiel der Senke die strenge Integration

der Differentialgleichung fiir den Fall unendlich langer Wiinde durchfiihren 148t, so soll
der Vergleich mit ithr und der N#herungslosung gefiibrt werden.

Wir setzen die Stromfunktion an in der Form

Y= 'P (t)r = 2;
und erhalten

dy ; dy __ oy,
== == ! v — - ==
u dy v =T e 23 ¥
Ou T I S U L "
8_x—" W P / 29 ! Dy 22! 37/2 T b
Das Druckgefille -~ berechnet sich zu:
14 . 4?
NN JUS,
¢ dz z?

Setzen wir diesen Wert in die Differentialgleichung der Grenzschicht ein, so er-

gibt sich die gewohnliche Difierentialgleichung dritter Qrdnung:
— 7/,’?= —_ A2+ 1,'#""
Wir bezeichnen -¢' mit {
| [ A T
oder
Ca
—t=—A {4+ + B.

Die Integrationskoastante I3 bestimmen wir aus der Bedingung, daB fiir ' = 0,
{ = — 4 sein soll

, 3 ,
Be=— %3 A% und 1? {1 = wi + A%, + ¥, A3
oder o '
8 " j 8
]/{C‘=(9+A)V2A—g, -(Iy——]/l %,
< C+V24a-¢
Wir machen nup die Substitution 2 Vod —¢ = ¢ oder -V—:—dg = dq und erhalten:
24 ¢
24-C ( ]/11‘ .’L)
]/ 5 A Sg o« - P
70 - ] 4 T 3 ——— T
———O-_-—-‘-—vv
o Am:/w/y//gi '
/W Narakte Lisung
a¢ / -
144 //
42 ~/
o Qs 79 75 . 20 88 Jo ) Je
Y r————

Abb, 10
18*
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wobei die Zeichen

« = (Geschwindigkeit in der Stromrichtung,

7o = Schubspannung an der Wand, ¥ = Wandabstand,

# = Konstante der inneren Reibung, ¢ = Dichte,

v = pu:p == Zihigkeitszahl,

B = eine Konstante — s 82.F)
bedeuten.

In demselben Gebiet folgt die Geschwindigkeit, wenn wir die Schubspannung an

der Wand als bekannt voraussetzen, der Gleichung

u:Beﬁgy,.........wﬂ

Um zur Verteilung der Geschwmdlgkelt und Schubspannung fiir das ganze
Fliissigkeitsgebiet zu gelangen, gibt es zwei Wege. Entweder man geht von (2) auvs

und setzt: w(y) = gl {do + Ay + dag®+...) . . . . . . (2a)
wobei die Konstante 4, sick aus der Forderung bestimmt, daf (2a) fiir kleine Werte von
y in (2) iibergeht, oder man kann anch den Ansatz (1) fiir die zwischen den einzelnen
Schichten iibertragene Schubspannung erweitern und schreibt:

o g D
7::]{[)(?!)]/7-?,3/. B ¢ ¥ 1R

wobei Y in der Nihe der Wand in y iibergehen muB. Mit diesen Ansitzen sind wir
imstande, das Geschwindigkeitsfeld einer turbulenten Stromung, solange keme Ablésung
derselben von den festen Begrenzungswinden erfolgi, zu berechnen.

Fiir den besonderen Fall eines Kreisrohres wurde in der vorangehenden Arbeijt
von v. K4rman gezeigt, daf man die Versuchsresultate iiber die Geschwindigkeitsvertei-
lung mit geniigender Genauigkeit wiedergeben kann, falls man fiir die Funktion Y(y),
die wir als »Einflufifunktion« bezeichnen wollen, setzt~

M .VH'Y'/ . " = J—
Y= ly =+ —y]
Fiir den zeitlich und riumlich stationiren Zustand erhilt man dann fir die Ge-

schwindigkeitsverteilung: .
U == Umas [:1 — (”) ] Lo (3)
r .

und schlieBlich folgt noch das Verhiltnis der maximalen Geschwindigkeit in der Rohr-
achse un.: zur mittleren Geschwindigkeit des Querschnittes v zu

A (4).

2. Die turbulenfe Warmeleitfdhigkeit. im folgenden beschiftigen wir uns
aussohlieflich mit der Wirmefortpflanzung durch Materie und beschréinken uns demge-
mif aul ein Temperaturgebiet, in welchem die durch Strahlung iibertragene Wirme-
menge gegeniiber dem durch materielle Teilchen {iberfiihrten Anteil zuriicktritt. Ferner
soll die Geschwindigkeitsverteilung lediglich durch #ufiere Umstinde bedingt sein, d. h.
wir vernachlissigen den EinfluB des Temperaturfeldes an!{ das Geschwindigkeitsfeld. Bei
turbulenter Bewegung, die ja an verhiltnism#Big grofe Stromungsgeschwindigkeiten ge-
bunden ist, kommt — soweit die Dichteunterschiede im Querschuitt infolge von Tempe-
raturiinderungen nicht zu grof sind — der dadurch begangene Febler nicht in Betracht.

Entsprechend den Anschauungen, die man von der Theorie der Wirmeleitung in
festen Korpern itbernommen hat, pflegt man auch bei der Wirmeausbreitung in Fliissig-
keiten im allgemeinen zwischen der Wirmeleittihigkeit, die ein Ausdranck fiir den
Wirmetransport durch die Molekularbewegung sein goll, und der sogenannten Wirme-
konvektion, d. h. der WHrmeausbreitung durch molare Bewegungen, zu unterscheiden,
benutzt also als einteilendes Prinzip die GriBenordnung der Wirmetriger., So-
wohl fiir die mathematische Behandlung als auch fiir das Verstindnis des Vorganges er-
scheint jedoch eine etwas andere Fassung vorteilhafter, welche die Art der Bewegung
der Wihrmetriiger in den Vordergrund riickt. .

1) Der Wert der Konstante entspricht dem Ansatz fiir die Geschwindigkeitsverteilung, die unten
benutet wird. Vgl. Gl (8),
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. Dementsprechend wollen wir unter »W&rmeleltung¢ in Flissigkeiten die Ausbrej-
tung der Wirme -durch.die un geordnete Bewegung ‘der Molekille verstehen, wis wir
sie uns nach dem.Bilde der Kinetischen Gastheorle yorzustellen - haben. Als charakte-
ristisch fiir die molekulare Wﬁrmebewegnng werden wir dann -den Umstand ansehen, daf.
sie bei einem bestimmten Druck und -einer bestimmten Dichte der Fliissigkeit einé reine
Temperaturfunkiion ist- und insbespndere vom Bewegungszustand der Fliissigkeit nicht
abbingt. »Wirmekonvektions hingegen soll die Uebertragung - von Wirme durch eine
geordnete Bewegung der Fliissigheitsteilohen bezeichnen. Der in vielen Lehrbiichern
der Pbysik eingefiihrie Begrifi der Konvektion; als. der Entstehung einer natiirlichen Stro-
muog durch Diochteunterschiede unter der Emwnkung der Schwerkratt lst dann. in
dieser Definition mit enthalten;

Bei laminarer Strémung sind damit alle Anteile der Warmeubertragung erledigt.
Bei turbulenter Strémung sehen wir aber, dag uns nun nooh eine Ary der Wirme-
ausbreitang fehlt. Bekanntlich' stelll man sich die stationdre turbulente Bewegung
80 vor, daf-man jeder Stelle einen gewwsen ‘mittleren Gesohwmdigkeltsvektor zuschreiben
kann und ‘daB sich- diesem Vektor ein. pach Richtung und GroSe schwankender Ge-
schwindigkeitsvektor iiberlagert, dessen Mittelwert iiber eine genligende Zeitspanne gleich
Null ist.. Nach v. Kérmén kann man z. B, dieses kinematische Bild durch die Vorstellung
genauer beschreiben, daB in der gesamten mit einer bestimmien Geschwindigkeitsver-
teilung fortbewegten Fliissigkeitsmasse ungeordnet durcheinander bewegte Wirbelfiden
‘schwimmen, deren Bewegungen, so wie: diejenige der Molekiile, statistischen Gesetzen
geborchen, Der schwankende Zusatz- Gesohwmdigkeitsveklor an einem Punkt der Fliissig-

keit 15t dann durch die ankulanon und . die- relatxve Lage der gesamten Wirbelfiden
bedingt.

Diese Vorstellung fiibrt dazu, abgesehen von der gewohnlichen Warmelextfahlgkext
die als Ausdrack fir das statistische Gesetz der Molekularbewegung erscheint, noch eine
Leitiihigkeit der turbulenten Bewegung einzufithren, die den statistischen Einfluf
der Wirbelbewegung anf die Wirmeausbreitnng zum Ausdruck bringt. Diese wird dann
im" Gegensatz zur gewohnlichen Leitfihigkeit in erster Linie vom Bewegungszustand der
Fliispigkeit, der insbesondere durch die Beschatfenheit der festen Begrenzungsflichen be-
dingt ist, abhingen.

Der Gedanke, diese Erscheinung durch Eintiibrung elner erhohten Leltfuhlgkext
Hir die turbulente Bewegung zu beriicksichtigen, ist bekannt. Mehrere Antoren haben
verschiedene Ansiitze vorgeschlagen, bei denen die erhbbte Leitfihigkeit als eine empi-
rische Funktion der Geschwindigkeit angesehen wird. Wesentlich niher ist man zu der
Erkenntnis der Verh#iltnisse durch die Betrachtungen Reynolds’ und Prandtls gelangt.
Beide gehen von der Vorstellung aus, daf turbulenie Reibung und turbulente Wirme-
iibertragung soweit analoge Vorginge sind, dafi derselbe Mechanismus, welcher in dem
ersten Falle einen »Impulstransport« bewirkt, in dem zweiten Falle zur Wirmeausbreitung
filhrt. Reynolds?) hat in intuitiver Weise nach dieser Ueberlegung aus der Wider-
standszahl unmittelbar auf die Wirmeiibergangszahl in XKreisrohren gesohlossen, also
gewissermafen die luotegralvorginge verglichen. Prandtl?) stellt demgegeniiber die
exakten Bedingungen anf, unter denen ein direkter Analogieschluf erlaubt ist; er zeigt,
daf in gewissen Filien das Temperaturfeld ein genaunes Abbild des Geschmndlgkeitsfeldes
ist, so dafi die Kenntnis der Bewegung unmittelbare Schliisse aul den Wirmezustand
zuliBt. Er zeigt aber, daB gerade im kreisformigen Rohre dies nicht genau der Fall ist,
so daf man nur au! die Form der Abhingigkeit von den verschiedenen Parametern
schlieBen kann, obne zu zahlenmiBigen Ergebnissen zu gelangen. Die neuen Fortschritte
(siehe 1) zur Darstellung der (GesetzmifBigkeiten der turbulenten Strémung und der ihr
entsprechenden Gesohwindigkeitsverteilung ermiglichen nun eine genauere Fassung des
sElementargesetzess fiir den turbulenten Wirmeaustausch, so daf die nachiolgenden Aus-
fiibrungen nach zwei Richtungen iiber die Prandtlschen Ergebnisse hinausgehen, indem
sie erstens zablenmiBige Ergebnisse liefern, zweitens eine rechnerische Verfolgung der
verschiedensten Anordnungen gestatten, bei denen keine riumliche Konstanz des Ge-
schwindigkeits- und Temperaturfeldes vorliegt. Dies ermoglicht eine ausfiihrliche Dis-
kussion der Versuchsergebnisse, welche die einzelnen Abweichungen erklirt.

’) s. fudnote 4, §. 268,
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3. Das Elementargesetz des turbulenten Wiarmeaustausches, Zunichst wollen
wir den Gedankengang der kinetischen Gastheorie, der zum Differentialgesetz der inneren
Reibung und der Wirmeiibertragnng durch ungeordnete Molekularbewegung tiihrt, aut
diesen Fall der turbulenten Unordnung iibertragen.

Wir betrachten eine Schicht im Abstande y von der Wand, es herrsche dort- d1e
mittlere Geschwindigkeit « in Richtung der Stromung und |w| sei der mittlere-absolute
Betrag der Geschwindigkeit senkrecht zur Stromnchtung In zwel Schmhten im Ab-

stande :f: Z von der betrachteten Schicht y (wobei wir unter % eine Art »mm,lere Weg-
linge« verstehen) herrscht dann die mittlere Stromgeschwmdlgkelt

Bu "
ut = 5,5

Der Impulstransport pro Flicheneinheit senkrecht zur mittleren ‘Stromung ist mit
‘einem Proportionalititsiaktor, der von der Art der koh#renten Fliissigkeitsteile und der
zeitlichen Mittelwertbildung abhingt, durch den Ausdruck gegeben: '

ﬁgwg-i;;(:’t.'..f;.....-(!))
und ist gleich der Schubspannung ¢ an der Stelle .

Bezeichnet C die spezifische Wirme der Volumeinheit, so ist andererseits der
Wirmetransport q pro Flicheneinheit ebenfalls senkrecht zur mittleren Stromung gegeben
durch: ) . S C

o qMﬁCwQ‘—:u.......’,-...'(6).
Dies besagt, daB dieselben Fliissigkeitsteilchen, die durch ibre Impulsiibertragung
die Schubspannung 7 erzeugen, auch die Wirme iibertragen. Durch eine Art Abzihlung
dieser Teilchen kann somit das MaB der iibertragenen Wirme berechnet werden.

Eine solche »Abzihlunge ist nun, wie man leicht sieht, darch das Produkt Swx
gegeben. Wir wollen es den Turbulenzkoeffizienten nennen. Der Turbulenz-
koeffizient zusammen mit der Stoffkonstanten C stellt genan ebenso einen Ausdruck Hir
das siatistische Gesetz der Wirmeiibertragung im Falle turbolenter Strémung dar, wie
die Leitfdhigkeit 4 im Falle der Ruhe.

Den Turbulenzkoeffizienten konnen wir aus unserer frither gewonnenen Kenntnis
des Strémungszustandes berechnen.

Es war nach Gleichung (1) und (1a)

Bu
T=0¢q y)———

gomit folg&. ﬁ’u?x — q)(y) =L __// ”1/7) 5/, oL N . L. . (7).

Der Ansatz (1) soll die gesamte Wirknng der Impulsleitung (innere Reibung) und
des Impulstransportes durch Wirbelkonvektion zum Aunsdruck bringen. Dementsprechend
sind sowob] der Ansatz selbst, als die daraus entspringende Geschwindigkeitsverteilung
lediglich als asymptotische Ausdriicke fiir sebhr grofie Reynoldssche Zahlen anzusehen,
bei denen die Wirkung der Impulsleitung neben dem zweiten Anteil des Reibungs-
mechanismus zuriicktritt. Es zeigt sich aber, daf die Proportionalitit zwischen 7 und v'/s
bereits bei Werlen der Reynoldsschen Zahl, die etwa der 5fachen kritischen Geschwin-
digkeit entsprechen, eine sehr gute Ann#herung darstellt. Wir schliefen daraus, daf die
statistischen Gesetze fiir den molekularen und molaren Impulstransport bereits bei miBigen
Reynoldsschen Zshlen sich in guter Anniherung durch den gemeinsamen Ausdruck (1)
darstellen lassen.

* Dadurch, da8 wir Gl (1) zur Berechnung von fw=x herangezogen haben, haben
wir die Annahme getroffen, daf sich auch die gesamte Wirmeiibertragung durch ein
gemeinsames statistisches (Gesetz ausdriicken 148t; das molekulare und molare Vorginge .
zusammeéniaft. Wir baben daber angenommen, daf bei’ den molekularen Vorgingen die-
selbe Proportionalitéit zwischen Impuls- und Energleubertra.gung besteht, wie -es bei den
molaren Vorgingen der Fall ist; d. h., wir setzen voraus, daf i und ;4 in demselben
_ Verbilinis wie ¢ und ¢ zuemzmder stehen. ‘

. Der dadurch begangene Fehler wird fir Gase, wie. die folgende Ueberlegung
zejgt, vernachlissigbar. Einerseits iiberwiegt n#mlich der durch die reine turbulente
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Lelﬁihigkeit iibertragene Teil an Wirme, ‘wie eln Verglewh der W.-Ue.-Zahlen (Warme~
Uebergangszahlen) tiir laminare und turbulente Strbmung 4eigt, den durch gewthnliche
Leitung fibertragenen um ein Vielfaches; anderseits ist je nach der Atomzahl der Gase

das Verhiltnis 1e zwischen 1,25 und 0,97 gelegen, d. h. auch der molekulare Mecha-
cp

nismus der Impulsleitung (innere Reibung) und Warmeleitnng sind im wesentlichen
- #Zhnlich. - Wir werden demnach fiir ‘Gase und ilberhitzte Dimpfe praktisch auch quanti-
~ tativ rlchtlge Ergebnisse von unserer Rechnung erwarten konnen. In: diesem Sinne

-sollen die folgenden Ausfithrungen verstanden werden. Auf den Fall, daf (7 von 1 sehr

verschieden ist, werde ich am Schlusse der Arbeit noch einmal zuruekkommen

Unter Bemcksiohmgung von (6) und (7) erhalten wir demnach fjir die durch die
Fw.oheneinhen einer Schicht im Abstande y transportierte Gesamtwarme g:

' 7 (70, ,’/ 09 _ . L ,
q—v(;)iC)ay S ()

Ftir die praktischen Anwendungen wollen wir den Grenzwert von ¢ fir y==0,
U die vou der Flicheneinheit der Wand iibergehende Warmemenge, berechnen,
' Die Geschwindigkeit w« soll dargestellt werden durch:

: u(y) =y {do + Ay + Aoy’ +. b
Dne Schubspannung 7 hat fiir y = 0 einen festen Grenzwert und ist als Funktion

von' y in der Nu.he von y =0 regulltr Wir konnen also 7 in eine Pogenzrelhe pash g
entwickeln ‘ ‘ .

fcﬂuxg& =14+ Ty+ Ty’ + ..
Setzen wir g: efn, Bo folgt tiir Burx:
p‘u/ | 7o+7]y+73_/ +..“. ‘7/6/7’

o Ao+ By
Denken wir diesen gebrochenen Ausdruck in der Umgebung von y == 0 nach
-Potenzen von y entwickelt, so folgt:
prox = T T il ay 4+ .,
¢ Ag U
Beriicksichtigen wir die (ileichung (6), so erhalten wir schlieBlich:
' 7 ’to . 819'
= — Chm{«—q/] B X
Go=73 4, Clm |5y (%)
4. Der Wirmeaustausch in Rohren. Bei der stationiren Strémung darch ein
Rohr kann man zwei Bereiche unterscheiden:

1. Den hydrodynamisch ausgebildeten Zustand, 4. i. jenen, bei dem sich die
einzelnen Querschnitte lings der Stromrichtung nicht mebr voneinander uunterscheiden.
Es hat sich ein gewisses Geschwindigkeitsprofil ausgebildet, das dann konstant erhalten
bleibt.

’ 2. Den hydrodynamisch unausgebildeten Zustand im Rohranfang. Nehmen
wir 2. B. an, dag die Flijssigkeit aus einem groBen Behilter dunrch glatten Uebergang
in das Robr einstromt, so werden im Einstrbmungsquerschnitt alle Strogpffden angenihert
gleiche Gesohwindigkeit haben. Beim weiteren Fortschreiten werden dann die wand-
nahen Schichten durch die Reibung verzdgert, bis sich jenes konstante Geschwindigkeits-
profil ausgebildet hat, das dem Glelohgewichtszustand entspricht. Man nennt oft diesen
-Teil des Rohres die Anlautstrecke

Wir berechnen in den folgenden Abschnitten das Temperaturfeld und den Wurme~
ibergang im Rohre, falls fiir den Einstromquerschnitt eine Temperaturverieilung vor-
gegeben ist und die Rohrwandtemperatur in der Stromrichtung konstant gehalten wird.
Wir stellen fiir die beiden erwihnten Bereiche getrennte Loaungen aunf, konnen aber -
durch einen stetigen Uebergang von der ersten LOsung gur zweiten erreichen, dafi sich
die allgemeine Aufgahe durch eine Aneinanderreihung der Teillssnngen befriedigen 148t.

: 5. Der Wirmelibergang bei hydrodynamisch ausgebildetem Zustand.
Um die Differentialgleichung fiir das Temperaturfeld aufzustellen, betrachten wir ein
Volumelement, das durch zwel kongentrische Zylinderflichen, die zur Rohrwand parallél
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sind nnd zwei dazu senkrechte Querschnitte begrenzt-ift.” Um die Vorstellnng zu ﬂxieren,.
nehmen wir an, daB ‘eine warme Flilssighkeit durch éin kilteres Robr' flieSt, d.h. der
Wirmestrom soll von der'Fliissigkeit zur Wand gehen. . Wir setzen ferner die konstante
Rohrtemperatur gleich 0, so daf die Tempermu' ‘der. Fhlsslgke!t @ die Uebertemperatur
#iber die Wandtemperator bedentet. Da wir jédoch keine Annabme ireffen, welche die
eine Richtung des Wiirmestromes vor der andergn auszeichnet, so gelten alle Bezlehnngen
ebenso, wenn ¥ sein Vorzeichen wechsel. -
. Bezeiohnet 2.+ die Koordinate der Stromrxohtnng, ‘
- y ~e=den Abstand von der Achse, <
. C = die spez. Wiirme .pro Volumemhslt
g0 glbt die Wirmebilang fiir den st&tionb:ren Znstand

K 29
o {znqq}aOu— 2ay R ¢ {)}
Fiir u ist gemi Gl. (3) und (4) emzusetzen"

o ,((z::n"fi

wihrend g nach Gl (8) unter Berheksiehhgung von {1a), (3) und (4) gu:
v/u/ta 9"-—1/ %09
: q=0 199 7 T ) 8y

folgt. . - .
Fiihren wir dies in Gl (10) ein $0  erhalten wir schlieBlioh als Differential-
gleichung fiir den W#rmeaustausch bel hydrodynamisch ansgebildetem Strbmungszuata.nd:

R rﬁ-—y “/7(’:‘)% ' j ( ) il/ﬂ)&
- T S € 8
D,,{”( 2r ) Dy ) L de . ()’
wobel K =" ‘,’f‘_f?_’%‘_’!: (118
0,199 1% o

gesetzt ist.
Die Randbedingungen lanten:

n 9 = 0 fiir y = r und wegen der allsemgen Symmetrie
I1) 9% o fiir y = 0. Ferner muf

Ay
I1I) fiir z = 0 die radiale Temperaturverteilung vorgegeben sein.
Da sich die Flilssigkeitstemperatur mit zunehmender Robrlinge der Wandtempe-
rator asymptotisch nfhert, so setzen wir die Losang in der Form an:

0 = g (y)e—*e.
Fiihrt man diesen Ausdruck in die Gleichung ein, so erhilt man fiir die fFunktion
g die gewthnliche Differentialgleichung:

S = ema - (T

welche nacsh Wegschaflung der gebrochenen Exponenten durch die Transiormation
1/
31 —( ) 2; ==z iibergeht in:
¢

wenn o Hir 4ng( )/7 N ¢ X))

geschrieben wird.
Die Randbemerkungen lauten jetzt:

1) g=0 fir x =0 und
1) ”—’ endlich fiir x = 1.
de

Wir gelangen zu einer angenh.herten Losung mit Hilfe des Ritzschen Verfahrens,
indem wir die Aufgabe in ein Variationsproblem verwandeln. - Dieses lautet, wie sich
leioht verifizieren 1iSit:- '

fi(l-—,—m’) (gi)?m ww’g’} d& = Minimum . . . . . . __(1‘3)
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mit den Randbedingungen I ond II als Nebenbedingung. Wir haben es bier mit einem
Eigenwertproblem zu fun, da die Gleichung (18) Lisvngen, die auch die Rand-
bedingungen befriedigen, our fiir besnmmte Werie von ® bhaben' wird, Wir setgen fiir
g an:

,9($)=91P1('-”)+92P3(m>_+g:f’b @+... . . . .. Qe
wobei g1, g3, gs unbestimmte Koeffizienten und die P, P; . .. die Legendreschen Kugel-
funktionen erster Art bedeuten sollen and beschrinken uns zunichst auf drei Glieder.
Die Minimalbedingurg liefert dann eine Gleichung dritten Grades fiir @, deren Wurzel sind:

w, = 8,712, @, = 164,36, @3 = 1700,40 . . . . . (14a)
Die Eigenfunktionen normieren wir in Abweichung von dem iiblichen Verfahren
50, daf
h+ g+ ga=1 e e e e e (15),
ist, um zu erreichen, daB die Temperatur in der Rohrachse 1
wxrd g(y) ist somit das Verhiltnis der Temperatur' ah der
betreﬁenden Stelle zu der Temperatur in der Rohraohse Wir
finden so die ersten Eigenfaunktionen:

vé'a

g1 = 09703P1+002!2Pa+00085 Ps
g = ~— 0.7812 Py + 0,9665 Py + 0,7647 P, { (16).
g"[= 2,6552 P1 —_ 6,1589 Pz —+- 4,5037 Pa'~ '

Wir wollen punmehr noch die Wahl der Entwicklung
- nach Kugelinnktionen niher begriinden, Da es sich um ein
Minimalproblem bandelt, so kann der exakie Eigenwert nur.
kleiner sein als jeder Niherungswert. Die Grife der Eigen-
werte, die man je nach der Wah! des Reihenansatzes fiir die
gu variierende Fuuktion erh#lt, bildet somit ein geeigpetes
Kriterium fiir die Giite der Anniberung. Es zeigt sich nun,
daf im Vergleich mit einem einfachen Potenzansatz nach x,
sowie mehreren Fourierentwicklungen, der Ansaiz nach
Kugelfunktionen zu den kleinsten Eigenwerten fiibrt. Was
das Verbalten bei Weitertreiben der Néherungen anlangt, so
liefern die 3 ersten Niherungen fiir den ersten Eigenwert,
z. B. nacheinander die Werte 8,75, 8,67, 8,71, die Konvergenz
des Verfahrens diirfte somit betrxedlgend sem
Um auch Hir die weiteren Eigenwerte zu gleich guten
Resultaten zu kommen, miifiten natiirlich weitere Niherungen

\\
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Abb. 1A. Die drei Eigen- Abb. 1B. Dieselben iber y als Absmss&
funktionen a, b, ¢ aufgetragen =" Anfﬂngsverteilung' fiir &= 0.

fther 2 als Abusclase,
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gerechnet werden; insbesordere der dritte Eigenwert wird bei dem nur dreigliedrigen
Ansatz nur in der GriBenordnung stimmen, Wir werden aber'gleich seben, daB dies in
unserem Resnltat nur von geringem Einfluf ist. .

. Die besondere Eignung der Kugelfunktionen fiir das vorliegende Problem laﬁt sich
auch noch durch.die folgende anschaulichere Ueberlegung plausibel machen, die gleich-
zeitig auch etwaige Bedenken wegen des Anwachsens des zweiten Koeffizienten in der
zweiten Eigenfunktion zerstreuen kann. Betrachtet man die Abb. 1, so sieht man, dab
die Elgenfunktionen selbst groBe Aehnlichkeit mit den Kugelfunktionen zeigen. Ent-
'wickelt man nun ein Schema, wie es durch die Gleichungen (16) dargestellt wird, nach
Funktionen, die mit den Eigenfunktionen identisch sind, so wird der Koeflizient, dessen
Index mit der Ordnungszabl der Eigenfunktion gleich ist, gleich 1, alle anderen werden
gleioh 0. Die betreffende Eigenfunktion wird durch das eine-Glied.der Entwicklung
bereits exakt dargestellt "Entwickeln wir nach Funktionen, die mit den Eigenfunktionen
zwar nicht identjsch sind, aber mit ihnen doch gewisse Aehnlichkeit haben, so wird in
der Entwicklung .der Koeffizient, dessen Index gleich der Ordnungszahl ist, tiberwiegen,
Es ist klar, da8 eine solche Entwicklung die darzustellende Funktion mit’ verhb.ltmsmaﬁlg
wenig Gliedern gut annfhern wird.

.Setzt man die Werte von o nach (14a) in Gl, (lla) und (12a) em, so erhalt man
fiir den Potenzexponenten .

k=0, 1510 ~ (w) ¢ k2~ 2 ,844 — (ﬁ)/‘, k3 = 29,42 ~ (-’—) . (17).

Die vollstandlge Lbsung der partiellen Diﬁerentm]glemhung (12) konnen wix' nunmehr

als Entwicklung pach Eigenfunktionen anschreiben, X B
I=agre~ " + argue~ ‘2'+aagme“a= Co .. (18),

deren Koeffizienten so zu bestimmen sind, daf die vorgeschriebene Temperaturverteilung
fiir z=0 erfiillt wird Wir wollen die Rechnung vorweg fiir den Fall gleichmifiger
Temperaturverteilung fiir den Anfangsquerschnitt durchiiihren. Wir haben daher a, .. . a;
zundchst 50 zu bestimmen, daf 9(y) fiir z =0 sich moglichst wenig von & = 1 unter-
scheidet. Jede aundere Temperatur folgt dann durch eine multiplikative Konstante. Das
Minimum der Fehlerquadrate liefert die Werte:

a, = 1,129, ay==— 0,180, a3 = 0,046.
Wir erbalten so schliefilich die Gleichung des Temperaturfeldes fiir

turbulente Stromung in Rdéhren bei hvdrodynamisch ausgebildetem Zu-
stand, falls im Anfangsquerschnitt die gleichformige Temperatur & herrschi:

1

v 47

. . - (),1‘1(~—) =
9= 9, 31.129 e \ed) 40,9544 @ — 0,0212 ¥ + 0,0668 2]
1 -
— 2844 (;d) " ':i
AR
42 (;d) d

+ 0,048 ¢ 2 (20,54 x — 54,80 1% + 35,47 ¥
wobei die gleichen Potenzen von x aus den P zusammengefafit sind.

Man erkennt nun auch, daf ein gewisser Fehler im dritten Eigenwert und in der
dritten Eigenfunktion von geringer Bedeutung ist; selbst wenn der dritte Potenzexponent
noch etwas kleiner werden sollte, klingt die dritte Eigenfunktion nach wenigen Zenti-
metern vom Beginn der thermischen Einwirkung ab, auf den ganzen iibrigen Teil des
Rohres ist der Fehler ohne Einflu8. Immerhin kaunn jederzeit eine vierte Niberung ge-
rechnet werden.

6. Diskussion des Ergebnisses und Vergleich mit Beobachtungen. An
Hand der Abb. 1 konnen wir die Temperaturverteilung iiber den Querschnitt disku-
tieren. Fiir z=0 haben wir rechteckige Verteilung angenommen, d. b. die Fliissig-
keit soll mit eimer iiber den ganzen Querschnitt gleichmiBigen Temperatnr eintreten.

In dem Intervall von % zwischen 0,8 und O ist dies daorch unsere Entwicklung mit

einem maximalen Fehler von = 23/; pro Mille ertiillt, Von ¥ = 0,9 bis 1 haben wir eimen
T ,

(19),

—0,180e [—o0,7472 ¢ -~ 4,275 x* + 6,022 %)

scharfen Temperaturablall, da wir ja nur 3 Glieder beriicksichtigen. Aehnliche Verhilt-
nisse werden auch in Wirklichkeit vorliegen, da die wandnahen Schichtén schon durch
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Strahlnng vor der unmittelbaren Berfibrung mit der Wand eine Temperaturinderung er-
leiden werden. Beim welteren Fortschreiten lings des Robres flacht sich das Tempe-
raturgeftille an der Wand immer mehr ab; bis anch -die gweite Eigenfunktion abge-
klungen ist, ist die sogenannte »Endtemperaturverteilunge erreicht, die durch .die erste
Eigenfunktion allein dargestellt wird. Von da ab bleiben sich alle Querschnitte #hn-
lich, indem alle Temperaturen nach derselben Exponentialfunktion in der z-Richtung
abnehmen; in diesem Sinne ist der Ausdruck Endtemperaturverteilung eu verstehen.
Wie Gl. (16) zeigt, unterscheidet sich die erste Eigenfunktion und somit die Endtempe-
ratarverteilung nar wenig von der Gesohwindlgkeitsverteilung im hydrodynamisch ans-
gebildeten Zustand.

Mit Hilfe des bekannten Temperaturfeldes sind wir jetzt in der Lage, alle Fragen
iiber den Wéirmeanstausch zu beantworten. Um z. B. die W.-Ue.-Zahl & zu berechnen,
bilden wir das Verhiitnis der von der Flicheneinheit der Wand iibergehenden Wirme-
menge zur Mmeltemperatur des Querschnittes d. h.

a=‘ 5’ . Ve e e e e (20).
Nach Gl (9) ist ¢o gegeben durch:
. e vt
0,176v 0wt i 30 ;,']
9o . -'r'lm" y"'O y J

wihrend die Mitteltemperatur 9, dureh die Gleiohung definiert ist:
T =- - Jﬂ(y)Znydv/

Wir erhalten demnach fiir « den Ausdruck:
e 1,078 1% 4 0.184¢774° 4 0,880¢ e
0,970~ 5% 4 0,024 552t 0,006¢™*?

« = 0,0346 vc(vd)

m'.st "6‘
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Abb. 2. Abhidngigkeit der W.-Ue.-Zahl von der Rohrstelle bei hydrodynamisch aus-
gebildeter Stromung [c = 0,804 Cal/m?, v= 18,8 m/sec, 7' = 0,175 cm?/sec, d = 2,2 cm].

Das analoge Resultat fiir Laminarstromung hat Nusselt!) berechnet.
Die Abhingigkeit der W-Ue -Zah]l « von der Rohrstelle ist aus Abb. 2 zu ersehen,
die fiir den spezxellen Wert — (71 ) h = 0,037 durchgerechnet ist. « ist fiir £ = 0 un-

endlioh nimmt dann emspreohend der Verminderung des Temperutnra.bh.lles an der
Wand ab und zwar bedeutend rascher als bei laminarer Strmung; es nithert sich

JPR— _..A-_.-_—-m

3 |, Fuodn. 4, 8. 268,
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schlieflich einem .Minimalwert @nn.. Wibkrend im laminaren Fall .dieser -Kleinstwert un-

abbingig von der Geschwindigkeit ist, geht bel turbulenter Stromung Gl (21) in die
Form' ilber:

a,,,m»:ooaswc'( d)/‘. L s - (214).

Gl (218) ist mit der von Reynolds. entwickelten Formel analog. Da, wie wir
bereits erwihnt haben, im turbulenten Strom die molare Wirmetibertragung die molekulare
um ein Vielfaches iiberwiegt, so erscheint es vollkommen berechtigt, dag in der Formel
fir die W.-Ue.-Zahl nur diejenigen Grofen auftreten, die fiir den Strbmungazustand und
damit fiir den molaren Wirmetransport maBgebend sind. Dies sind aber v, d und v
bezw. C. Die Temperaturabhlingigkeit liegt in den Werten der Zah\gkeitszanl ». Be-

riicksichtigt man fiir Gage die Relation g}l'" 1, so sieht man, daB Gl (21 2) mit den Di-

mensjonsformeln “von anselt‘) und Prandtl?) ebenfalls der Form nach tibereinstimmt,

Das vorhandene Versuchematerial reicht leider fiir eine exakte Priitung dieser Er:
gebnisse nicht auns, da bei den Messungen stets mittlere Uebergangszahlen gemessen
- werden, wobei »Anlaufstrecken« und Helzungsst.recken nicht so lang gewihlt sind, daf
man ‘in der MeBstréecke mit Sicherbeit einen hydrodynamisch ausgebildeten Zustand mit
fhnlich bleibendem Temperaturprofil erreicht hitte. . In den meisten Fillen kann sogar
gar niocht iestgestellt. werden, von welchem Punkte die thermische Einwirkung beginut.
Dies ist offenbar ein' Zeichen dafiir, da die Experimentatoren sich tiber den EmlluB der
Anordnung auf das, MeBergebnis vielleicht kein klares Bild gemacht haben. .

Nur Nusselt -bat in einer knrzen Versuchsreihe?) einmal ein 2 m langes B.ohr-
stiick vor die eigentliche Versuchsstrecke vorgesohaltet. Nach den Berechnungen, die wir im
niichsten Abschnitt kennen lernen werden, war der Stromungszustand damit sicher. aus-
gebildet. Da iiberdies . sowohl diese Anlaufstrecke wie das geheizte Versuchsrohr sue
Messing bestanden und fest metallisch mlteinzmder verbunden waren, so war die vorge-
schaltete Rohrstrecke gleichfalls, zwmindest in' dem an das Versuchsrohr anschlieBenden
Teil, mitgeheizt. AuBerdem lag. die erste Temperatarme8stelle im Durchschnitt noch
etwa 15 cm vom Anfang der geheizten Versuchsstrecke ab, so daf wir nach den Ergeb-
nisgen der Gl {21) mit Sicherheit annebmen konnen, daf dle W.-Ue -Zahl ihren Minimal-
wert erreicht hatte. Ich habe diese Versnche nach der Formel flir am, nachgerechnet.
Die Ergebnisse sind in nachstehender Tafel entbalten (p ._Lnftdmck y = spez. Gewicht
der Luft):

Versuchs- g, 1 ) , » } a . a Unterschied
Nr. v Pm ym gemessen  berechnet
vH
95 39,0 0,6183 ! 1,181 1,278 4,24 ‘ 19,29 20,09 + 4,14
86 87.8 0,6245 i 1,167 1,286 5,76 | 24,95 25,88 + 1,64
97 34,3 0,6868 | 1,164 1,255 8,29 | 22,75 32,57 —0.5
98 31,5 0.6438 | 1.163 1,307 13,06 46,8 47.44 +1,3
99 $5,6 | 1,0590 i 1,164 1,201 21,06 65,3 67,51 +835
100 82.1 i 1,1300 1,187 1,308 24,05 73,0 75,25 + 3,0

Versuch 956 mit der Reynoldsschen Zahl 6100 (etwa 3- bis 4fache kritische Ge-
schwindigkeit) liegt hart an der Grenze des Giiltigkeitsbereiches der oben entwickelten
Theorle. In Anbetracht der Genauigkeitsgrenzen fiir derartige Messungen erscheint die
Uebereinstimmung durchaus beirnedlgend

In den nichsten Abschnitten wollen wir den Wirmeiibergang in der Anlaufstrecke
eines Rohres, d. h. bei hydrodynamisch nnausgebildetem Zustand untersuchen: da fiir den
Rohranfang eilne Lisung fiir das Geschwindigkeitsield bisher nicht gegeben wurde, miissen
wir dieses erst bestimmen.

" 7. Das Geschwindigkefisfeld in der Anlaufstrecke. Um einen angeniherten
Ausdruck fiir das Geschwindigkeitsfeld in der Anfangstrecke?®) des Robres bei turbulenter

1) a.8.0.

%) Forschubgsarb. herausg. v. Ver, deutsch. Ing: B. 89, Zahlent, 6.

3) L. Schiller, der sich In neuester Zeit experimentel]l — eine theoretische Erglnzuyg ist glelch
falls angeklindigt — mit dem Problemm der Anlanfstrecke befaft hat, behandelt nur den laminaren Fall,
Vgl. z. B, Zeitschrift ftir Physik 3, 1820, 412.
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Stromung zu gewinnen, wollen wir dle von.v. Karmén elngefuhrte Impulsbetrachtung D)
anwenden.

Wir betrachten einen Lﬁngsschmtt durch deu Rohranfang Bei A soll die Fliissig-

keit aus einem grofen Behilter mit gleichmiBiger Geschwindigkeitsverteilung einstrémen.

Die wandnahen Schichten werden unter dem Ein-

L 2 flug der inneren-Reibung verzogert werden und

W = die Dicke der Schicht, in der die Schubspannung.

— U 3 {@M iibertragen wird (in der Abbildung schraifiert

M/ i /7// gezeichnet) wird solange wachsen, bis die beiden

»Grenzschichten«, wie wir sie kurz nennen wollen,

A zusammentreffen. Von da ab wird. — unter

Ahb. 3 Zwischenschaltung eines kurzen Uebergangsge-

bietes — die Geschwindigkeitsverteilung iiber

den Qnerschnitt konstant bleiben.

Wir nehmen also an, da8 es im Rohranfang ein ‘Gebiet im Iunern der strémenden
Fliissigkeit gibt, in dem die. Reibung vernachliissigt werden kann. - Fiir diesen Bereich
setzen wir die Giiltigkeit der Eulerschen Gleichung voraus, wie sie fiir eine relbungslose
Fliissigkeit aufgestellt wird. .

Wir nehmen den stationdren Vorgang und betrachten das Glemhgewwht eines
Elementes der Grenzschicht, das ringlSrmige Gestalt hat abcd stellt in Abb. 3 einen
Querschnitt dieses Elementes dar. Es bezeichne:

Q= das durch den Querschnitt in der Grenmchioht sekqndlich stromende

Volumen,

J = den sekundlichen Transport von Impuls der Stromrlchtung durch die
Querschnittsfliche,

U = Geschwindigkeit der ungestirten Stromung,

U= in der Grenzschicht,

‘v = mittlere Geschwindigkeit iiber den Querschnitt,

§ = Dicke der Grenzschicht, 7o = Schubspannung an der Wand,

p = den Drack, z == Koordinate in der Stromrichtung,

y == Abstand von der Rohrwand.
Die Gleichgewichtsbedingung fiir das Element der Grenzschicht kénnen wir dann
folgendermaBen anschreiben:
ar _9r — 8 —9r ' .
- U dz(2ré‘ 8m— 2rmzg . . . . . . (22).
Hierzu treten noch iolgende Bedingungen: Infolge der Kontinuitit muf durch
alle Rohrquerschnitte dieselbe Fliissigkeitsmenge gehen. Wenn also die Schichten an
der Wand verzégert werden, so muff die Geschwindigkeit der ungestorten Fliissigkeit
(ungestort immer in dem Sinne, daf keine Schubspannung iibertragen wird) zunehmen.
Djese Zunahme an Geschwindigkeit wird dann nach der Bewegungsgleichung fiir ideale
Fliissigkeit von einem Druckabfall begleitet. Dies liefert die weiteren Bedingungs-
gleichungen:

Q~+ Ulr — 6?’ =wrim. . . .. . L. (23),
ap a2 _ :
az'*"’Udz‘O" e Lo (24).
u setzen wir nach (leichung (2a) in der Form an:
Y.
u—(7(6‘)7§a+8(1})£ e e oL (2D)
und bestimmen die Koeffizienten « und 8 aus den Forderungen
U = f) fli]' :l/ = 0
. a_u, =0 » =
Dann ergibt sich
— (¥ ‘/7§_8, L lg
U = (8) ; FES (25 a).

) Dieses Heft S, 285 und 256.
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7, ergibt sick ans der Bedingung, daf fiir kleine Werte von y (25a) in Glei-
chung (2) iibergehen muB, zu:

1(,.-59('7;) o'l (3)" .. (28

Beriicksichtigen wir die aus Gleichung (23) folgende Beziehung zwischen der Geschwin-
digkeit der ungestorten Stromung U und der mittleren Gesohwindigkelt v:

1650
——e N 14
45"22§+165 (27),

wabei —f—=7§ gesetzt ist, s0 liefert die Gleichgewichtsbedingung eine gewdhnliche Ditfte-

rentialgleichung tiir &, in der' sich die Variablen trennen lassen und man erhilt:

100 206 61 3
3 3__,'5,,_;._?25/‘
345 ., 207 69 ) d 1

Th a4
- = | — ——z . . (28).
[4’;4—- 228 + 160} - 165 ( 71’) vl % )

U =

Statt dne Quadratnren numerisch ausgufiihren, wenden wir folgenden Rechnungs-
gang an, ‘

Fiir kleine Werte von £ kann man dle hoheren Pbtenzen in & vernachl&ss:gen
und erhilts

£ 2% ,
Setzt man z's ={, so mnB sich £ als Potenzreihe in f darstellen lassen. Man
kann also schreiben: :
E=At+ Bt*+ Ct* + .....
Schreibt man (28) in der Form
(1+a§+ﬂ§’+}'§)t
(1 + pE + g&0s
und fiihrt die obigen Ausdriicke ein, so fallen die gebrochenen Potenzen von ¢ fort und
man erhilt, indem man alles nach Potenzen von ¢ entwickelt und die Koefiizlenten links

und rechts vergleicht als Verlauf der Grenzschichten im Rohranfang, wenn man mit dem
dritten Gliede abbricht: '

D () (5 nas (5 () o () o

dt =Kdz

4]
S r
Qs - //
Gt e

ar —_— : ’J/
s — /

o5 —-
2 / /
a9 1 / JRPRD S
4 ' ,
az /
ar Rt R &
i i L :
g a7 az - 23 2% as a6 as dmz.{é’/'/?zzj‘ff
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s
¢ als Fanktion von y = 1;;;'” 2% ist in Abb. 4 dargestellt. Fiir y = 0,746 wird
v?ta ’

£ == 1; die Linge der Rohrstrecke bis zum Zusammenstofen der Grengschichten be-
trii mit : 1
ragt so 20 = o,essd(‘-’f)/‘. R ¢ ()

”

Mit Gleichung (29) beherrschen wir das Feld der mittleren Geschwindigkeiten in
der Anlaufstrecke und kionen alle Fragen, fiir welche die Kenntnis der Verteilung der-
selben geniigt, beantworten. So erhalten wir 2. B. den Rohrwiderstand zwischen zwei
Querschnitten z; und z; der Anlaufstrecke, d. h. das Integral:

. ]

Woe=— anfzg(z)dz,
B
indem wir die Differenz der Impnlstransporte durch die Querschnitte z; und z, ferner
die Druckdifferenz >< Querschnittsfiiche berechnen und die beiden Betrige addieren.

8. Der Warmeiibergang in der Anlaufsirecke. Zur Berechnung des Tem-
peraturieldes wenden wir eine ihnliche Betrachtung an, indem wir die Wirmebilanz fiir
ein Element der Grenzschicht aufstellen. Es soll wiederum eine warme Fliissigkeit in
ein Rohr mit unver#inderlicher Wandtemperatur ¢, = 0 einstrbmen. Wir machen nur
die eine vereinfachende Annabme, dal dort, wo keine Schubspannung iibertragen wird,
auch kein Wirmetransport erfolgt, und vernachliissigen damit jenen geringen Betrag an
Wirme, der an der inneren Begrenzung der Grenzschishi noch durch die gewidhnliche
Wirmeleitung fortgefiihrt wird. An dileser Stelle ist jedoch der Temperaturgradient, da
wir die Rechnung fiir iiberkritische Geschwindigkeit durchtiihren, so flach, daB der da-
mit begangene Fehler ohne weiteres in Kauf genommen werden kann. Wir nehmen
also an, daB im Gebiet, wo die ungestorte Fliissigkeit mit dér Geschwindigkeit U/ strimt,
die Temperatur konstant gleich der Eintrittstemperatur ¥, sei. Die Wirmebilanz fiir
das betrachtete Element lautet dann:

3
d f/((,'\') ‘Jﬂ(l"“‘l/)lly = ('Y, ZQ —oragy . . . . . (81).

Da wir bereits fiir den Fall der hydrodynamisch ausgebildeten Stromung gesehen
haben, daf bei Turbulenz dip Tempeératurverteilung der Geschwindigkeitsverteilung sehr
ihnlich ist, 8o setzen wir ¢ an:

A\ . y 2
=1, <%>/ g:r -4 p’: + (6/’ z Coe e e (82).
Entsprechend unseren obigen Annahmen gelten dann die Randbedingungen:
& = 0 fiir Yy = 0
0=, 01 = 0 fiir y = 6,
. &7}
welche gestatten, die 3 Koeflizienten «, 3, 7 aul einen einzigen zurlickzutiihren. Wir er-
. 1,
N AR I N TR IO

Der erste Term ist identisch mit der Gleichung fiir die Geschwindigkeitsvertellung,
der zweite kann als eine Art Korrekturglied zur Gleichung der Geschwindigkeitsver-
teilung aufgefaft werden. Dies 148t sich auch physikalisoh leicht verstehen. Denn fiir
y == 0 beginnen Temperatur- und Geschwindigkeitskurve mit derselben Potenz von y.
Fiir y =— & haben beide horizontale Tangente. Die XKurven miissen somit im Zwischen-
gebiet dhnlichen Charakier haben.

Fiir g, finden wir: 1’3‘“)’:&3;/‘4’ 09 (81 4 v} (328)

(]0—— [45?—22€ . 165]87:{'/:;1/: : . . . B . . . 24a;.

Die Gleichung (31) wird punmehr, da wir ja den Verlauf der Grengschichtdicke &
kennen, eine gewohnliche lineare Diflerentialgleichung erster Ordnung zur Bestimmung
von y liefern, die sich aut die Form bringen 1ifi¢:

Y4 4@y=B()
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Die Funktionen 4 und B werden jedoch sehr unhandlich, so daf:das- allgememe'
Integral dleser Dxﬁ‘erentmlgleichung erster Ordnung, das beka.nntlich 1sutet: -

y = Ke: /Adz+ jAdszofAdz de, . .

eine sehr milhsame numerische Berechnung erfordern wilrde.. Wir | wihlen ‘daher eine
graphische Methode und sind hier in der Lage, eine.weit. groBere Genauigkeit: zu er-
ziélen, als der physikalischen Voraussetzung der Aufgibe entsprioht‘ Wir . fiihren

—3— gleich £ als neue unabhiingige Variable ein; dadurch wird die Glelchung wesentlich
7

vereinfacht, die gebrochenen Potenzen von & fallen weg und ma.n ‘erhilt nach qmlger

Rechnung:
o —0,1855884 1,477 8% — 2,6588  — 0269 &' + 2,890 5’— 16, 10&’ 4+ 87 59& <33)
r= 0,1623§3\—0701 EP—2305&+ 453  0,1623E5— 0,701 £ — 23,06 & -+ 45,4 IR
wobei ' = E gesetzt ist.

In dieser Form ist die Gleichung (33) unmittelbar zur Berechnung des Richtungss
feldes der Differentialgleichung geeignet, das dann in Abb. 5a wiedergegeben ist. Der
Pankt § =0, y= 0 ist ein Saltelpunkt,, alle Lisungskarven kommen aus plus w© oder
minus oo, blS anf eine einzige, die in den Pankt 0,0 hineinfifhrt, Da Y fur =0 Jeden—_
falls endhch sein mu8, so gewinnen wir so die Anfangsbedmgnng ‘

y == 0 fiir §'=0.-
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Dies 148t sich auch phyalkallsch leicht verstehen. Der unmittelbare Rohranfang
kann sich, solange 3 £2 r ist, weder in bydrodynamischer noch thermischer Beziehung
von dem Verhalten einer Platte in frefer Strémung unterscheiden. Wir werden aber
spiiter sehen, da8 Geschwindigkeits- und Temperaturfeld im Falle der Platte gleich sind.
Demnach muB im Rohrauvfang fiir 2 = 0 die Temperaturverteilung in die Geschwindig-
keitsverteilung iibergehen.

Lisen wir (33) nach 7' au! und betrachten den Grenzwert, dem ' fiir § = 0 Zu-
strebt, g0 finden wir:

Elim 7 = — 0,032,

. Simtliche Isoklinen entspringen im Pankt 0,0; die Isokline fiir ' = 0,082 liuft
mit der ihr zugeordneten Neigung in diesen Punkt ein, im iibrigen ist sie ganz schwach
gegen die Abszissenachse konkav. Die Isoklinen stirkerer Neigung liegen ’ginuzlich
oberbalb von ihr, die schwhcherer Neigung unterhalb. Aus diesem Verhalten folgt, daf
die gesuchte Losungskurve in ibrem ganzen Veilauf in dem schmalen Streifen zwischen
der Isokline y' == — 0,032 und der Tangente an diese im anlpunkte liegen muB. Die
QGerade y = — 0, 032§ wird somit eine erste Niherung mit einem maximalen Fehler von

12'/; vH darstellen.

'Um eine zweite Niherung ‘za erbalten, setzen wir 7= — 0,032 E4-h (&) und
fiibren diesen Ausdrack in (33) ein, die dann in eine Dxfferenualglelchung fiir & iibetr-
geht, deren Isoklinenschar in Abb. 5b gezeichnet ist. Um die Genauigkeit zu steigern,
fst 1000 facher OrdimmatenmaBstab gewihlt. ‘ ' .

Die Losung begintit naturgemi8 mit he=0 fiir £ =0. »

Setzen wir e=1000%, s0 kann diese GroBe, wie man sich durch Ault.ra.gen in
'logarithmischem MaBstab leicht iiberzeugt, dorch die Formel e = 1,48 £:%° windergegeben
werden, so daf wir schlieflich ffir y den Ausdruck erhalten:

y=— 0,032 F 4 0,00148 EH865 ", (34).
Diese Funktlon ist durch die stark ansgezogene Linie in Abb. 5a wiedergegeben.
Damit haben wir auch fiir den Bereich des hydrodynamisch unaus-
gebildeten Zustandes das Temperaturield aulgestellt. Wir schreiben fiir :

l/ 9 .

— y\"48 1y ¥ 865 __ %

9500 (3) b — 4 (1‘-— a) [0,00148 &’ 0,032b]§ .. (85)

Die Werte von d bezw. & sind aus Gl (29) oder aus Abb. 4 zu entnehmen. Fiir
=1 wird ¥ gleich

bl 4
9 =0, (1:—) {1,112-0,0819:"—-0,0305 (%)g .. . . (358),
T

d. h.,, die Endverteilung der Temperatur bei hydrodynamisch ausgebildetem Zustand ist
noch nicht ganz erreicht (Abb. 6), was wohl auch zu erwarten war.
- Um den welteren Anschluf
70 zu bekommen, bestimmen wir
2 -jene, Losung der Differentialglei-
chung fiir das Temperaturfeld
bei hydrodynamisch ausgebilde-
tem Zustand, die der Anfangs-
bedingung (35a) geniigt. Zu
46 dfesem Zwecke haben wir die
durch Gl (35a) dargestelite
Funktion nach den Eigenfunk-
tionen (16) zn entwickeln. Da
L sich die * Temperaturverteilung
‘ der Gl. (35a) nicht sehr von der
10 49 48 47 05 45 Gv 49 Gz {7 O 01 Gr 43 4% Gs 4s 47 4e 49 70 ersten Eigeufunktion, GL (16),
Abb 6. Emdtemperaturverteilung bai hydrodynsmisch ausgebilde- unterscheidet, so setzen wir die
tem Zustand (¢} und Verteilung im Endqguerschritt der Anlanfstrecke(/). Entwicklung mit nur gwei Glle-
dern an.

Die Entwicklung kaon die Funktion (35a) naturgemi nicht vollkommen exakt
darstellen, schon deshald, weil wir die Geschwindigkeitsverteilung das eine Mal mit der
Emﬂuﬁzahl das andere Mal mit einer Potenzreihenentwicklung angesetzt haben. Um
aber einen méiglichst guten Uebergang von der einen Lomng zur anderen zu erzlelen,
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ktnpen wir es so einrichten, daf die beiden Temperaturkurven gerade in den uns wich-
tigen Eigenschalten villig iibereinstimmen.
‘ Der Wﬁrmehbergang ist durch die Vorginge an der Wand bedingt; wir werden

demnach :
1. festsetzen, daB beide Kurven mit demseiben ersten Entwicklungsglied an der

Rohrwand beginnen und
2. die Energiestrome durch den Gesamtiquerschnitt gleichsetzen.’
Dies liefert zwei Bedingungsgleichungen eur Bestimmung der beiden Koeffizienten

der Entwicklung.
Man erhilt 6o als Fortsetzung fiir das Temperaturfeld im hydrodynamlsch ausge-,

bildeten Bereich
& = \90 {1, 016 e“hz[o 9544 & — 0,0212 1% + 0,0668 7]
' ~—000w~—&a [—07472:1:——42763: +6022m5}} {36)..
Die Kenntnjs des Temperaturfeldes soll zunfichst wieder zur Berechnung der

W.-Ue.-Zahl benutzt werden. Wir beriicksiohtigen zunfichst die Anlanisirecke.
qo haben wir in Gl (3b) bereits ausgedriickt. Die Mitteltemperatur des Quer-

schnittes folgt zu:
3 #

1%:1-:” U"}‘)ﬂ(r——~y)dy+ {}OJ 2n(r—-y)dy}'.
b

Ee crgibt sich somit fiir «, der Aasdruck (@, = « im hydr. unausgeb. Bereich):
o, =1 340'00’( )/‘
d

1,143 — 0,032 £ + 0,00148 £M55 378)
(@8 — 22 + 165)1 £/ {1—0,183 £ + 0,024 £ + (0,00148 EY _ 0,082 £) (0,520 £ — 0,1484 £%}

Die Forsetzung im zweiten Bereich laulet (¢, = & im hydr. ausgeb. Bereich)

—~kg
4 0,969 e ; + 0.038 ¢ (37b).
0,873 ¢ ¥+ 0,0086 ¢

Die Abhiingigkeit der W.-Ue.-Zahl von der Rohrstelle in der Anlaulstrecke ist in

der Abb, 7a wiedergegeben. Schreibt man (37a) in der Form

kit
¢ = Kv C( ) ‘ ,
vd Wlfstd. m3eC

50 ist als Ordinate der Faktor K, der eine reine Funkion von { ist, iiber & als Abszisse
aufgetragen. Damit nmfafit Abb. 7A in Verbindung mit Abb. 4, der die jeweiligen Werte

t
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von § entnommen werden kinnen, alle méglichen Fille. In Abb. 7B ist die Abhlingig-
keit fiir einen bestimmten Fall nochmals mit dem Abszissenmafistab z im Vergleich mit
demselben Fall bei bydrodynamisch aunsgebildeter Stromung eingezeichnet. . Man sieht,
daf der Abfall von « in-dem ersten Falle wesentlich weniger rasch erfolgi.

‘9. Zusammenfassung und Vergleich mit Beobachtungen. Nunmehr sind
wir in_ der Lage, den Wirmeiibergang im Rohr in allen Einzelheiten zu iiberblicken.
Wir wollen’ die Ergebnisse kurz zusammenfassen:

Fiir den Wirmelibergang sind entsprechend der Gestalt des Geschwmdlgke)ts- und
Temperatarfeldes folgbnde Fille zu unterscheiden, in denen der Wirmeiibergang ver-
schiedenen Gesetzmifigkeiten gehorcht.

1. Hydrodynamisch und thermisch ausgebildeter Zustand. Dieser ist erreicht,
wenn die Fliissigkeit bereits ein entsprechendes Stiick der Rohrstrecke durchlaufen hat.
Die W.-Ue.-Zahl ist konstant und ‘durch Gl. (21a) gegeben.

2. Hydrodynamisch ausgebildete Stromung, thermischer Anfangszustand. Reali-
sierung durch eine vorgeschaltete Anlaufstrecke, die darch entsprechende Hsizung auf
der ursprﬂng]iohen Fliissigkeitstemperatur gehallen wird. Die W.-Ue.-Zahl ist von der
Stelle im Rohr abhipgig, fillt von einem Hochstwert sehr rasch ab und nahert sich
asymptotisch ibrem konstanten Minimalwert, Gl. 21,

3. Der hydrodynamische Anfang, d.h. die Elpstromung der Fliissigkeit in das
Rohr, fillt mit dem Beginn der thermischen Einwirkung zusammen. Die W. Ue.-Zabl
ist gleichfalls vop der Stelle im Rohr abbingig, 1illt jedoeh langsamer auf ihren Mini-
malwert ab. Die W.-Ue-Zahl wird durch Gl (37a, b) dargestellt.

4. Der Beginn der thermischen Einwirkung f#llt irgendwo mitten in die Aula.uf—
strecke. :

Fiir diesen letzieren Fall erbalten wir eine gute Niheruog fiir die W.-Ue.-Zahl «,
indem wir die Kurven, welche die Abbingigkeit von « von' der Rohrstelle fiir Fall 2
und 3 darstellen, in dasselbe Koordinatensystem einzeichnen, den Nullpuokt des Abszissen-
mafistabes fiis «, (bydrodyn. amsgebild. Str) jedoch um die Strecke [ verschieben, um
welche der Beginn der thermischen Einwirkung von der Einstrémiffoung abliegt. Die
Rurve fiir ¢, wird. da sie steiler ablillt, die Kurve «, schneiden; die Einhiillende stellt
in erster Anniherung die « Verteilung fiir diesen speziellen Fall der..

Dje groBen Differenzen in den Ergebnissen der einzelnen experimente]len Ar-
beiten sind nunmehr ohne weiteres verstindlich. Wihrend Nusselt diese am Schlusse
seiner Arbeit iiber den Wirmeiibergang bei laminarer Stiémung ausschlieflich auf den
oben unter Punkt 2 angeliihrten Umstand zuriickfiihrt, sehen wir jetzt eine Reihe von
Faktoren, die in wechselseitiger Kombination den Vorgang beeinflussen. -
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Die beiden sorgfiltigsten Untersuchungen, die wir kennen, diejenigen von
Nusselt!) und Jordan?), haben rechtwinklige Zustromung der Gase in die. Mefstrecke
angewendet. Im Anfang derselben bestand daher bestimmt kein hydrodynamisch ausge-
bildeter Zustand. Wir haben es offenbar mit Fall 4 zu tun. Zahlenmifige Angaben
lassen sich jedoch heute nicht webr dariiber machen. Sowobl der Beginn der ther-
mischen Einwirkung wie selbst dic genaue Lage der ersten Temperaturmefstelle sind
nicht mebr genau festzustellen?). Eine exakte Ancweirtung der Versuchsergebnisse auf
Grupd der obigen Theorie ist daher fiir diese Versuche nicht mbglich. . Ich habe trotz-
dem eine Reihe von Versuchen von Nusselt daraufhin untersucht, wie weit die ge-
messenen W.-Ue.-Zablen i{iber dem Minimal « liecgen. Die Ergebnisse sind in Zahlen-
tafel 2 zusammengestellt. Beriicksichtigt man die Abmessungen der Nusseltschen
Apparatur, so sieht man, dafl diese Zahlen sich durchaus mit dem decken, was nach
den oben entwickelten Ergebnissen zu erwarten ist.

Zahlentafel 2.

Varsuch . - JUn terachied

N 1 Pm Hn Ym v a gem, Amin |

: |

vH

7 0,59086 1,153 13,7 1,245 8,52 35,7 83,43 | . 64
10 0,5983 1,152 85,8 1,278 18,43 65,5 60,4 8,4
13 0,5880 1,171 31,6 1,815 27,2, 91,7 82,6 11,0
18 0,7870 2,050 69,0 2,050 ° 8,04 57,3 50,9 12,5
24 0,6022 1,888 30,4 2,122 29,94 146,6 127,2 15,3
30 0,6178 8,96 41,4 4,45 10,87 124,8 103,8 20,0
41 0,5988 6,07 992 7,01 4,27 162,9 141,6 15,1
54 0,5863 9,98 26,0 11,41 10,04 238.0 198,0 17,7

Werten wir z. B. Versuch 10 unter der Annahme aus, da wir es mit dem Fall 3
zu tun haben, der den Versuchsbedinguugen jedenfulls nahe kommt, so bekommen wir
einen Wert fiir «, der 10,2 vl iiber dem auy liegt. In Wirklichkeit war die hydrodyna-
mische Bedingung gleichmiifliger Gerchwindigkeitsverteilung bei der ersten Temperatur-
Mefstelle nicht vollstdndig erfiillt, so dafl der « Wert etwas niedriger ausfallen muf; der
gemessene Wert liegt 8,4 vH iiber a,,,.

4

Nach Formel (29) ist die Liinge der Aulaufstrecke proportional 'z, mit znneh-
mender Geschwindigkeit und Dichite muff demnach der Anteil der Anlaufstrecke an der
gesamten Lidpge der MeBstrecke wachsen und demgemifl miissen auch die Werte von «
etwas zunchmen. Dies zeigen deutlich die Versuche 7, 10, 13, bei denen unter befrie-
digender Konstanthaltung der anderen Parameter die Geschwindigkeit variiert, sowie die
Versuche 7, 19, 41, 54, in denen der Wert von ¢ bis zum Verhiltnis 1:10 veridndert
wurde.

10. Die praktische Berechnung der iibergehenden Wirmemenge. Aun-
schlicBend wollen wir noch die Frage der praktischen Berechnung des Wiirmeiiberganges
in Robren besprechen. Zufolge der Tatsache, dafl wir zwei verschiedene Lisungen fiir
das Temperaturfeld bekommen haben, je nachdem ob der hvdrodynamische Zustand aus-
gebildet ist oder nicht, muff man auch bei der Bereohnung der auf einer bestimmten
Rohrstrecke iibergehenden Wirmemenge unterscheiden, in welchem Bereich man sich be-
findet. Wir wollen jedoch einige allgemeine Bemerkungen, die fiir beide Bereiche gelten,
vorausschicken. :

Die zwischen zwei Querschnitten im Abstande ! =z — 2 libergehende Warme
kann immwer auf zwei Arten gefunden werden:

1. Man beziebt die Rechnung aunf das durch den Querschmtt in der Zeiteinheit
hindurchtretende Flissigkeitsvolumen. Da wir Geschwindigkeits- und Temperaturverteilung
kennen, so konnen wir den Wirmestrom, der pro Zeiteinheit darch die Querschnittsfliche

") 8. Fufo. 4, S. 268.

%) H. P. Jordau, On the rate of heat transmission between fluids and metal surfaces. Proc,
Inst. of Mech. Eng. 1909, Parts 3 bLis 4.

% Dicse Angaben stlitzen sich auf elue Zuoschrift, die Hr. Prof. Nusselt mir freundlichst tther-
wittelt hat.
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gebt, durch eine Quadratur angeben. Die aul einer Wandstrecke von der Lliuge !
zwxschen 2 und z: {ibergehende Wirme ist somit durch die Dififerenz der beiden Integrale:

Q= C{ u(y, 2)9(y, n)df — Cfuly, )y, =)df . . . . (38)
J
gegeben. df ist das I«lachenelemem im Querschnitt, bei dessen Bildung nur zuachten
ist, von wo y geziblt ist.
2. Man betrachtet nur den Vorgang an der Wand. Zu diesem Zweck haben wir
die Gleichungen fiir ¢, aufgestellt. Die iibergehende Whrmemenge schreibt sich dann
mit den obigen Bezeichnungen:

Q=277zfqo(z)dz Coe e ,(39),

fiir 9, in ¢, ist die Differenz der Wandtemperatur von der Temperatur in der Rohrachse
im Querschnitt z, einzusetzen.

Die Ausdriicke fiir go sind aber ziemlich unhandlich, se da8 man melst die
Gleichung (38) vorziehen wird. Als Beispiel wollen wir GL (38) fiir die praktisch wich-.
tigsten Fille ausfiihren.

1a. Der Wb.rmeuberg:mg auf der ganzen Anlauietrecke ist, da im Anfangsquer.
schnitt sowohl gleichmlifige Tewperatur als Geschwmdlgkensvertellung herrscht, gleich:

Q=0,1167*2vC0¢.. . . . ., . . ... (40).

Der Wert ist konstant, da ja die Temperatur- und Geschwindsgkeitsverteilung fiir
Anfangs- und Endqumschnitt festliegen. Die speziellen Fille unterscheiden sich durch
die Linge der Rohrstrecke von der Einstrémtfinung bis zur Ausbildung des hydrody-
namischen Endzustandes.

; 1b. Betrachten wir eine Rohrstrecke von der Einstrtmung bis zu einem Quer-
schnitt im Abstande L und sei ! die Linge der Aunlaufstrecke, dann ist (unter Benutzung
von GI. (36)) die gesamte auf der Linge L iibergehende Wirme gleich
Q=100 {1 — 0,886 Fh — 0,0037e~Fh} . . . . . (40a),
wobei I = L —'[ gesetzt ist.
2) Im hydrodynamisch ausgebildeten Znstand betrigt die vom Beginn der ther-
miscben Einwirkung (z == 0) bis zu einem Querschnitt z im Abstande ! davon iibergehende

Wirmemenge:
Q=1rnvC {1 — 0,985e~ 4! —0018e~ %! —0,0022¢ %), . . (41).

11. Abschitzung der Eigenerwirmung der Fliissigkeit durch die Reibung.
In unseren bisherigen Ausfilhrungen haben wir die Wirmeerzeugung im Fliissigkeitsinnern
durch dis Vorgiinge der Reibung durchwegs auBer.acht gelassen. Eine genaue Beriick-
sichtigung derselben ist uns auch nicht moglich, solange wir die zuslitzlichen Puleations-
geschwindigkeiten nicht im einzelnen kennen, insbesondere genfigt hierfiir die Kenntnis
der Verteilung der (zeiilich) mittleren Geschwindigkeit nicht, da die Dissipationsinnktion
die Pulsationrgeschwindigkeit in guadratischen Termen enthilt. Wir wollenr dennoch ver-
suchen, uns durch eine Niherungsbetrachtung dariiber Recbenschaft zu geben, in welchen
Geschwindigkeitsbereichen die oben erwihnte Vernachlissigung gestattet ist. Wir be-
scbhriinken nos dabel auf die Vorginge beil hydrodynamisch und thermisoh ausgebildetem
Zustand, d. h. die W.-Ue.-Zabl soll von der Rohrstelle nnabhingig sein.

Wir nehmen beispielswoise an, daf eine kalte Fliissigkeit durch ein gehelztes Rohr
filefit und betrachten wieder ein Volumelement, das durch das Robr und zwei Querschnitte
im Abstande dz begrenzt ist. Die konstante Wand!emperatur sel &, die Mitteltemperatar
des Querschnittes an der Stellez (), die Differenz von Wand- und Mitteltemperatur
im Anfangsquerschnitt werde mit J, bezeichnet. Alsdann launtet die Wirmebilanz fiir das
Element:

riavCdd =a(8w—8)27~ndz+ Tlv¥2radz . . . . . {42),
wobei 7' das thermische Arbeitsiquivalent, [ den aunt das Quadrat der Geschwindigkeit
bezogenen Koeffizienten des Reibungswiderstandes bedeuten soll. Wir schreiben (42) in

der Form: .
dad 2a 2a 4

-2 ~~0=_.~(9 2 s).
dz+rv0 42 ‘w+Tav
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Das Glied Tgva hat die Dimension einer Temperatur. Wir wollen Tf— v® die

Reibungstemperatuar nennen und mit d;; bezeichnen.
Beachtet man die Antangsbedmgung fiir z==0, so lautet die Losung der Diff.~
Gl (42): _
2a
— =
V@) =W+ 9p)—e ™ [Jo+Pa] . . . . . . (43)

Die Temperatur der Fliissigkeit ist also proportional der Wandtex'nperatur vermehrt
um die Reibungstemperatur.

Tragen wir diese Beziehung in ein Koordinatensystem mit 9 als Ordinate und z
als Abszisse ein, so gelangen wir zu dem anschaulichen Ergebanis der Abb. 8, die fiir
den Fall strémender Luft bei

v =< 200 m/s, r = 0,025 m, p=1at,
C = 0,282 WE/m% » = 0,175 cm%s
gezeichnet ist. :
Die Fliissigkeitstemperatur 4

nihert sich asymptotisch einer 7 : \\ \
Grenze, die um die Reibungstempe- 720}, ¢, A&M\\\\\\k\
ratur héher liegt als die Wand-

temperatur. Da die iibergegangene ., )
Wirmemenge der (in der Abb.
schraffierten) Fliche zwischen der e A2
Geraden ¥, = konst. und der Kurve
der Fliissigkeitstemperatur propor- 27
tional ist, 50 sieht man, daB zwischen o -

der Linge der Rohrstrecke und der 7 Afﬁ_ 8 o wm
Stromungsgeschwindigkeit eine Be-

ziehung besteht, derart, da zu einer vorgegebenen Linge eine bestimmte Geschwindig-
keit und zu einer vorgegebenen Geschwindigkeit eine bestimmte Rohrlinge existiert, bei
der das Maximum an Wirme iibergebt.

Der Faktor £ ergibt sich zu:
o
£ o108t
« re

ist also, wenn wir von der geringen Veridnderlichkeit der spez. Wirme mit der Tompe-
tatur absehen, im wesentlichen eine reine Geschwindigkeitsfunktion. Fir Luft und
= 0,238 WE/kg habe ich 9, fiir einige Geschwindigkeiten berechnet und in der fol-
genden Zahlentafel zusammengestellt: -

v= 10, 25, 50, 100, 150, 200 m/s.

Op= 0,102, 0,634, 2,54, 10,15, 22,80, 40,6° C.
Man sieht, dafl die Vernachlissiguog in den meirten praktischen Fillen ohno weiteres

erlaubt ist.
Die abgefiihrte Wirme erh4lt man durch Einsetzen von (43) in die Gleicbung:
dQ = a2radz (9, ——8)

und Integration zwischen 2z, = 0 und z;, = [ zu
2al
Q= Y 7‘2ﬂLvC(1_e 7'1’0)_ Y, 8pr? ﬂvC(2 Z) R C )X
rvU

. ¢+ 2al . e .
wobel hihere Potenzen von oy vernachlissigt sind.
rv(

12. Der Wirmeiibergang an einer ebenen Platte. Als zweite geometrische
Konfiguration, fiir die wir den Warmeiibergang berechnen wollen, wihlen wir eine ebene
zur Stromrichtung parallele Platte. Diese soll so diinn sein, dal der EinfluB der Vorderkante
vernachlissigt werden kann. Prandtl hat bereits in der oben erwihnten Arbeit nach-
gewiesen, daf fiir den Fall e¢iner unendlich diinnen Platte, .die parallel zu srich selbsi
darch eine Fliissigkeit bewegt wird, Geschwindigkeitsfeld und Temperaiurfeld iibereia-
stimmen, wenn man wieder von der Eigenerwirmung durch innere Reibung absjeht,
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Bezeichnet nimlich u den Geschwindigkeitsvektor, p den Druck, so gilt fur die
zeitliche Aenderung des anf die Volumeinheit bezogenen Impulsvektors einer imkom-
pressiblen Flissigkeit, wenn man Schwerewirkungen vernachliseigt:

()Di'»—-;~gradp+ydu,

ds B ) (45)
b q ; 5 dg ,
at 0t u‘a R

anderseits schreibt sich dic Kirchholfsohe Differentialgleichung fiir das Temperaturfeld:

h 2
D _ 2 48 . .. ... . ... . @)
, at ce )
‘Fiir die Platte ist nun p — konst, falls sie unendlich diinn ist, oder bei endlicher
Dicke doch der Miftelwert von p iiber einen gewissen Bereich konstant; somit wird
grad p = 0 und man sieht, daf die beiden Gleichungen (45) und (46) formal iiberein-

stimmen. Wenn A 1 ist, wird demnach eine Lisung von (45) auch ejne Lisung Hir -
cu

# ; .
(46) sein. Von diesem Umstande machen wir Gebrauch, in dem wir die Losung fiir das
Geschwindigkeitsield, wie sie v. Karman in der vorangehenden Arbeit gegeben hat, iiber-
nehmen. Wir haben also: ’

\ "= U(a)h’ 8 =0,366 (?';';)/"’z R (1))
_und dementsprechend: ) ‘
1
9 =00 (% )

Die Bedingung fiir das Wirmegleichgewicht in cinem Element der Grenzschicht
laatel: A

i
M{U cn (b) dy— l%*fU (1y+f10—0

Fiihren wir die Ausdriicke (47) ein, so l\mnen wir nach g, aufldsen und erhalten:
1/
qo_O(b)JCU( ) N ¢ T
E

Die gesamte von einem Platten-Streifen der Breite 1 abgeliihrie Wirmemenge folgt

dann gleich+
ol

a1
Q:: {chz=0,0356 CL/Y‘Bol(I}—l)/s . . . . . . . (46)
[
( = Linge in der Stromrichtung).

13. Uebertragung auf tropfbare Fliissigkeiten. Tm Voranstehenden haben
wir geseben, dafl die Gesetzmiifligkeiten, die wir fiir den Wiirmeiibergang an einen tur-
bulenten Fliissigkeitsstrom, fiir die beiden wichtigsten geometrischen Grundformen ab-
geleitet haben, im Falle stromender Gase (und iiberhitzter Dimpfe) zu Ergebnissen
{fithrep, die auch quantitativ mit der Erfabrung gut iibereinstimmen. Wir konnen uns
hier vollkommen der statistischen Anschauungen der kinetischen Gastheorie bedienen
nund kommen so zu der einheitlichen Auffassung sowohl der molekularan wie molaren
Vorglinge bei der Reibung cinerseits und der: ‘Vdrmeubertragmxg anderseits.

Auf tropibare Fliissigkeiten, bei denen man die Wirkung der molekularen
Kohisionskrifte nicht mehr vernachlissigen darf, kann man natargem#8 die obigen ein-
fachen Ansitze nicht unmittelbar {ibertragen. Wihrend die Wirme und Impulskonvektion
durch das Wirbelsystem auch hier einen wesensgleichen Vorgang darstellen, ist dies fiir
die molekulare Wirme und Impulsleitung mcht mehr der Fall. Die letztere Tatsache findet

xhren 'Ausdruck darin, daf das Veri.a)tnis ;}— von 1 stark verschieden ist. TFiir Wasser

liegt' die GrioBenordnung dieser Zahl, die stark von der Temperatur abhingig ist, etwa
bel 0,1. .
o Das gemeinsame Gesetz fiir die molekularen und molaren Erscheinungen der
inneren Reibung, das durch den Turbulenzkoeffizienten dargestellt wird, wird demnach
aul die Wirmeausbreitung nur in jenem Gebiet iibertragen werden konnen, in dem die
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‘molaren Vorginge iiberwiegen. Es ist dies aber, bis auf eine ganz diinne Schicht’) an
der Wand das ganze ITunere der Fliissigkeitsmasse, in welchem demnach die oben abge-
leiteten Differential-Gleichuogen ihre Giiltigkeit behalten werden.

Um zu einer geeigneten Beschreibnng des Wirmeiiberganges fir Fliissigkeiten zn
gelangen, wird man somit einen Uebergang von dem statistischen Gesetz fiir das Innere
der Fliissigkeitsmasse (Turbulenzkoeftizient) zu dem molekularen Gesetz in unmistelbarster
Wandnihe (Wirmeleitzahl) suchen miissen. Mathematisch 148t sich dieser Uebergang
duych eine Ab#ndernng der Randbedingungen fassen. Auf diese Erweiterung der Theorie
soll demnichst niher eingegangen werden. Immerhin ist aber zu bemerken, dafi auch
die bisherigen experimentellen Forschungsergebnisse,” die sich ausschlieflich auf den
'W‘irmeﬁbergang an Wasser bezichen, derart voneinander abweichende Resultate
‘zeigen, daf ein elpigermaBen klares Bild des Vorganges nur schwer gewonnen werden .
kapp.

‘Mit erheblichem Aunfwand hat Soenn ecken 1911 Versuche iber den Wﬂrme-
iibergang an Wasser in Rohren unternommen, die in der heutigen Literatur vielfach als
maBgebend zitiert werden. Seine Frgebnisse faft er in den beiden Formeln fiir die
W.-Ue-Zahl « zusammen: '

. glatte Oberfliche
a= ‘>0"(} = (I -+ 0,014 %) WE/stm“C
2. ranhe Oberfliche .
a=7‘;5~——(l+0014 T.) WE/st m? °C ' )

«

(v = Wassergeschwindigkeit in m/s, d = Rohrdurchmesser in m, 7= innere Rohrwand-
temperatur in °C). Unter glatter Oberfliche wird dabei ein nahtlos gezogenes Messing-
robr verstanden, wihrend die Versuche mit »ravher« Obeifliche mit Eisenrohren durch-
gefiithrt wurden. Diese Formeln widersprechen direkt unseren Gruondanschanungen vom
Wesen des Wirmeiiberganges. Es ist nimlich ausgeschlossen, daB bei rauher Oberfliche
die W.-Ue.Zahl Kkleiner ist als bei glatter. Infolge der erbthten Wirbelbildung wird
der molare Wirmetransport verstiitkt und damit die W.-Ue.-Zahl erhdht. Die geringeren
Werte, die bei den Eisenrchren gemecssen wurden, sind hochstwahrscheinlich infolge des
Auftreteus von Rost und Kesselsteinschichten anf eine unrichtige Bestimmung der wirk-
lichen Wandtemperatur zuriickzuliibren.

Umfangreiche Versuche an Kondensatoren sind ferner von Josse in Charlotten-
burg angestellt worden. Josse hat dabei die Wirmedurchgangszahl k, von konden-
sierendem Dampf an Wasser gemessen, die durch die Formel?) definiert ist:

1

1

o 0w
(«y, 03 die W.-Ue.-Zablen der Fliissigkeiten, 2 die Wirmeleitzahl der Zwischenwand, 5
deren Dicke). Er kommt nun, indem er fiir die 4,0 die bekannten Werte einsetzt und
fiir den Wirmeiibergang an Wasser die Zahlen von Nichol (rd. 4500 M. E./m? st °C),
die in der Grofenordnung eine Miltellage zwischen den Zablen von Soepnecken fiir
glatte und rauhe Oberfliche darstelien, benutzt, fiir den Wirmeiibergang von konden-
sierendem Dampt an Metall zu auBergewdhnlich bohen Werten. Nach diesen Versuchen
wiirde die W.-Ue.-Zahl fiir kondensierenden Dampf bis zu 7mal so grof sein kénnen,
wie fiir stromendes Wasser.
: Diese Ergebnisse sind gleichfalls nicht verstindlich. Mit Nusselt?) kinnen wir
uns den Kondensatiqusvorgang an einer kalten senkrechten Wand so vorstellen,. daB

ko=

~h Eine nihere Untersuchung zeigt, daf diese Schicht von wesentlich kieinerer GrdSenordnung
iet, als dle Grenzschicht gelbst, dle wir als das Gebiet, in welchem Schubspannung Hibertragen wird,
definiert battep. Fur das Krelsrobr 18t deren Dicke ¢ im hydrodyoamisch ausgebildeten Zustand durch
den’ Ausdruck gegeben. '

d
. RVB ’
wo d den Durchmesser und R die Reynoldssche Zahl bedeutet.
%) Hutte I, 22. Aufinge, £. 385.

3) W. Nusselt, Die Oberfiichenkondensation des Wasserdampfes, Z, V. d. 1. 1816, 8, 541.

¢ = 5,51
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sich auf der kalteu Oberllichenseite: eine Wasserhaut bildet, auf die das gesamte Warme-
gefiille von dem Damp! zur Wandtemperatur entfglit.. Die Wasserhaut haltet an der
einen Seite an der Wand, die iibrigen Schichten flieSen unter der Wirkung der Schwere
nach abwirts. Da die Smrke der Wasserhaut jedenfalls sebr gering ist — mnach der
Nusseltschen Rechnung Briochteile eines Millimeters — so haben wir es offenbar it
einer laminraren Stiomung zn tur. Es ist non piebt einzusehen, warnm die W.-Us.-Zahl
von Wasser an die metallische Wand au! der einen Seite der Wand (wo noch daga der
Stromungezustand laminar ist) 7mal so grof, sein soll als auf der anderen Beite {bei :
turbulenter Strémung), :

- Die Versuchsergebnisse von . Josse mﬂssen sich danach anders deut,en lassen, $0

daB die W.-D.-Zabl k& durch zwei annfhernd gleich groSe Terme ;w und’ ~, wobsei. &,
1

und @, muﬂere Werte haben, dargestellt wird, Es erscheint sehr Wahrschemlioh da.ﬁ [
demuach die W.Ue.-Zahl an Wasser hhere Werte hat, als vielfach bisher angetiom- .

men wurde. Eine umfassende experimentelle Untersnchung des Wirmeiiberganges an
Fliissigkeften erscheint dringend geboten, um die Richtigkeit dér theoretischen Bech-
pungen priiffen zu konnen. Die Schwierigkeiten, die sich bel der Verwendung. von
Wasser durch Rostbildung und Kesselsteinangatz zeigen, legen es nahe, hierfdr anders .'
Flusmgkelten, 2. B.- Oele, heranzuziehen, B8

Grundwasserstromung -
in einem abfallenden Gelande mit Abfanggraben
Von L. HOPF und E. TREFFTZ in Aachen.

ie Probleme der Grundwasserstromuong, bei denen die Geschwindigkeit {Durch-
fluBmenge pro Kinheit des Querschnities ig der Sckunde) proportional den aut die
Fiitssigkeit wirkenden Krifien gesetzt werden kann, fibren mathematisch auf . die
gleichen Aufgaben (lutegration der Gleichung Ju = 0) wie die Probleme der wirbellosen
Stromung inkompressibler Fliissigkeiten. Speziell die ebenen Probleme sind daher den
gleichen mathematischen Methoden der konformen Abbildung zuoginglich, die filr die
idealen Yliissigkeiten, z. B. bei der Strahlbildung, zur Losung fiiaren. Im folgenden be-
handeln wir mit diesen Methoden eine Aufgabe, die unmittelbar der Praxis entnommen ist.
In den »Moosen« Siiddeut-chlands stiSmen betrichiliche Wassermengen mit ge-
ringer Geschwindigkeit im Krdreich. Die freie Oberfliche des Grundwassers liegt der
Eidoberfliche nahe, was eine Versumpfung des Bodens zur Folge hat. Zum Zwecke der
Trockenlegung solcher Moose und zugleich zur Ausnutzung dec Wassermengen gur Kraft-
‘gowinpung sucht man das Grundwasser in Griiben abzufangen und wegzuleitem. Reioht
dieser Abfanggraben rvicht bis zur Sohle der Grundwasser fohrenden Sohioht, sondern
tancht nur bis zu einer gewissen Tiefe ein, 8o erhebt sich die Frage, welche Wasser-
mengen ein solcher Graben der Gruudwasserstomung emntzieht, welche Geeschwinaig-
keiten lokal auftreten, wie im einzelnen die Stromlimen verlaufen, insbesondere die Qber-
fliche der Grund“assersubmung, und welche konstruktiven Mafnahmen diese Grifen
besinflussen.

1. Physikalische und mathematische Grundlagen. Aul die Fliissighteit wirken
Druckgefiille, Schwere und Reibungskrifte Diese setzt wan proportional der Gesctiwin-
digkeit und vernachilirsigt alle Beschleunigungen. Derart erhilt man fiir die Geschwin-
digkeitskomponenten den Ansatz: N

C
u::—-kdx, v=—-k(;§+y). SRR ¢))
oder vektoriell zusammengefaft:
We=—grad ¢ . . . . . . . . . . . (Y,
wobei das Potential ¢ = k(p+ py) ist. Hierbei bedeuten:
% eine vom Material der Wasser fiihrenden Schicht abhingige Konstante (rezi-
proke Reibungszahl),
p den Druok,
y das spezilische Guwxoht des Wassers,
y die Hohe iiber einem Nullpiveaw





