
Sulla rid.uzione delle singolarith pun-
tuali delle superficie algebriche dello
spazio ordinario per trasformazioni
quadratiche .

(Di BEPPO LFvi, a Torino)

Memoria prima.

Tin noto teorema relative alle funzioni algebriche di una variabile
dovuto al WEIERSTRASS e, particolarmente per ]a sun, interpretazione geome-
trica e per le importanti applicazioni, al sig . NOFTTIFR (*) stabilisce ]a pog-
sibilith di trasformare l'intorno di un punto singolare qualunque di una curva

algebrica (non mtiltipla) nell'insieme degli intorni di un numero finito
(6he pub essere 1) 1 pu& semplici & uWaltra curva algebrica piana, per
mezzo di un numero finito di trasformazioni quadratiche piano .

Si presenta naturale la domanda se esista un teorema analogo per le
superficie algebriche dello spazio ordinario, e in generale per le, M,-, im-

R imitandoci alto spazio ordinario la questions fu toccata
dapprima dal sig. NoFTIIER (**) it quale affermb la possibility di abbassa)-e
]a singolarith di un punto o di pna linen di una superficie assumendoli come

() Wttijigror Nachriel
and z?vci&, r

sterna ciner alyebraische)

(-*) Nolla eitata Nota nolle GOttij)ger Naeltric

1971, 267, 2-a Nota : Ueber die algebraischen Fine
o Math. Ann. IX-1875 : Ueber die singuldren Tferths~q-

,d die sing. I'milite einer aly, Curve . Cfr. pure gli
;analisti : p. es. TIAMHURGFIt, ZeitSChrift fir Matliernatik u. Pbysik, XVI-1871. Biratmw,, ,
Theoric der analitischen Functionen, 1987 (pagn 215 e sap .). Per ]a dimostrazione sinte-

Menti .
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Levi: Sulla riduzione delle singolarite puntuali

elementi fondamentali di una trasformazione Cremoniana dello spazio . Ma
it problema non era interamente risolto con cio ; mancava la dimostrazione
che it procedimento indicato bastasse a risolvere ogni punto singolare .

Molto tempo dopo ritornarono sull' argomento i signori DEL PEZZO (*) e
KOBB (**), e, ricorrendo 1'uno a trasfoimazioni monoidali, l'altro a trasforma-
zioni quadratiche, proposero due dirnostrazioni della possibility di rappresen-
tare 1' intorno di un punto (o linea) singolare di una superficie per mezzo
degli intorni di un numero finito di punti (o linee) semplici di una o piu
nuove superficie . Della proposizione del sig . KOBB fete applicazione geome-
trica it sig. prof. SEGRE nella sua Memoria : Sulla scomposizione dei punti sin-
golari delle super fieie algebriche (***) .

Avendo avuto l'onore di coadiuvare it prof. SEGRE nella revisione delle
bozze di questa Memoria, mi occupai della suddetta questione, ed ottenni fin
d'allora con metodo sintetico alcuni risultati che it prof . SEGRE voile gentil-
mente annunziare alla fine del suo lavoro (p . 53) .

Nello sviluppo dei concetti che mi guidarono, la materia mi venne cre-
scendo in mano, tanto da superare ogni previsione ehe su quel breve cenno
potesse farsi . Di questa prolissity, che va attribuita all' argomento (e da cni
mi pare non possano per ora liberarsi anehe altre ricerche affini) chiedo
venia al lettore, che oso sperare si compiacery dei risultati ottenuti ; tanto
piu che, se mal non mi appongo, non sono interamente esatti i due lavori
sullo stesso argomento, ultimi citati : - questo confermerb, per quanto ri-
guarda la Memoria del sig . KOBB, nel breve esame critico che premetto alla
presente Memoria .

Relativamente al lavoro del prof. DEr PEZZO mi limitero a ricordare i
giudizi e le discussioni cui esso diede luogo (****) ; riferendomi in partico-
la.r e al principio della seconda Nota del prof . SEGRE per l'esposizione di quei
dubbi che possono far ritenere incompleto it lavoro del citato autore .

(r) Intorno ai punti sinjolari delle s cpei fcie algebriclte (Rend . Circ . Palermo V1-1802) .
Sur la theorie des fonetions algebriques de deux variables (Journal do Matiuo-

n+atiques (4) VIII, 1892, pag . 38 :)) . Iudichero brevewnente questa Memoria con : liven . .
l.ssa si chindo con un rapido crone alla questions piii generals relativa alle M,.--l di S,
ad esso pure debbono estendersi lo osservarioni del n .° 1 del presente seritto .

(}'~) Annali di Matcmatiea (2) 11V (dicemhre 1899) pag . 1. Indicheri) questa AIo-
. SEGRE .

(*i'ktt) DEL PEZZO, Pr'r difesa, Stockholm, 189-1. <~.cse,'z'a~ioni

	

McHtzorkt ilel
pro/. Coirado Segre, eee. Atti dell'Ace. Pontaniana, 27 (maggio 18!7) . - S one, Jotoreee~~



I

e lgebr•iclie cello spazio ordinario per- tras

~ ra (1= 1, 2, . . . , s),

c

1 . I fatti enunciati dal sig . KOBB come risultati del suo lavoro, si rae-
proposizioni :

a) a Sia (0, 0, 0) un punto mr'I0 della superficie algebrica

T (r1, v, rv) = 0 .

u

V

It! =(«'j z + P,

u facciamo corrispondere a questo pinto un certo numero di punti (a u , b y , 0)
u di una superficie :

S

u in modo the l' insieme degli intorni (domaines) dei punti (a u , b, 0) rap-
e present.i tutto l' intorno del punto (0, 0, 0) delta superficie F (u, v, iv - 0 .
u Operiamo quindi nllo stesso modo su ogni punto multiplo della serie :

(a,, b, 0)

	

(v --- 1, 2, . . . , r'),
tt e perverremo infine a un numero finito di punti semplici :

(a,',4, b(,'), 0)

	

(IA= 1 ) 2 7 . . . 7

it in to numero finito di superficie :

u i cui intorni, presi assieme, rappresentano tutto l'intorno del punto multiplo
(1), 0, 0) delta superficie I' (u, v, iv) = 0 . ), (l . c. p. 414-415 .)

b) Le coordinate (lei punti della superficie F (u, v, rv) = 0 nell
torno del punto multiplo (0, 0, 0) si possono sempre rappresentane con un
numero finito di serie di potenze di due variabili (p . 415) .

1ttl )oza ?itia Menaoria Ct Salla seo77tposi ioae, ccc . o. Att1 di '1 orino, 32 1 ! . 2$ uiag-
gin 18:x7) . - I)iuu. Pazzo, Replica ad urea Nota del iorof. Corrado Segre iin risposta ad
()Acute mie osserza--ioin, Atti Ace . Pontaniaita, 27 (giugno 1897) . - Slaitu, ~Sta un pro-

l)leora rel alivo alle intersezioni di craree e supper

	

• Atti di Torino, 32 (27 giugno 1897).

Annali di Matematica, tomo XXVI.
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Levi: Sulla riduzione delle sinyola? ,ita puntuali

c) Le coordinate di tutti i punti delta superficie F(ti, v, tv)= 0 si
possono rappresentare con un numero finito di serie di
riabili (p. 415-419) .

Venunciato b) 6 immediate conseguenzin. di a) ; od ammesso b), si de-
duce senza grandi diffioolth l'enunciato c) .

Io mi occuperb quindi solo del prima .
Si noti in primo luogo the la sostituzionc (1) e it prodotto delta sosti-

tuzione relativa ad un cambiamento di assi coordinati (oonservante l'origine)
e di una sostituzione del tipo :

X = X , Z, ,

	

y = Y , Z, ,

	

Z = Z , 7

	

(2)

relativa ad una trasformazione quadratica speciale, avente l'origine Belle coor-
dinate come punto fondamentale isolato ed avente per conica fondamentale
una retta doppia non passante per questo punto . (Nello spazio del punto (x, y, z)

questa retta doppia 6 ]a retta all' infinito di z = 0, it piano della conica
(retta doppia) 6 it piano all'infinito ; nello spazio del punto (x', y', z) it punto
fondamentale isolato e it punto all' infinito dell' asse delle z', la retta doppia
fondamentale 6 ]a retta all' infinito do.] piano z' = 0, it piano delta conica e
A piano z' = 0 .) Chiamei,Z) net seguito bwformazione quadi-atica speciale ogni
trasformazione di questo tipo (*) ; e poich non mi occuperb di operazioni
analitiche, non avrb riguardo ally posizione particolare degli elementi fonda-
mentali della trasformazione rispetto agli assi coordinati . La sostituzione (1)
rappresenta adunque ancora una trasformazione quadratica speciale .

Cib posto, si effettui col sig . KOBB sulla F = 0, ]a trasformazione qua-
dratica speciale (1) la, quale muti ]a superficie F= 0 nella (P = 0 ; all' in-
torno del punto A =-= (0, 0, 0) di F corrisponde Fintorno di una linea

= 0, ~ = 0, di t1> . A questa curva si debbono distinguere i punti
multipli per ]a c1. Per quanto riguarda 1'enunciato a), basta esaminare gli

ione si presenta parti(Aarmento utile negli sviluppi allalitiei
(Ofn ohre al lavoro dcl Konn In suecRata Monioria dcl prat . f~ talora ancho 11r,01o
considerazioni sintetiche (04 SmnR ri) 23 e 25, , pad. 30-31 e 33-35). Ilih proprif) del
noire di trayformazione qua(lealkw speoialc sarebbe foNd qiwflo di
dratica dolij)i(twente

	

a.,Ila
spcviali,;zata nella conica la OwbraiaNni I cui qmah midut dagenant
in una coppia di retie Woe ed it punto fondamentale nou 6 sit alema di ijuctslo
rede ; per bredth di hiquaggio Mo t :di hwuAoni e chianici ; swebmwadc lie 1wina-
zio,w quadratiea I'Lilthaa nomh
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ultimi punti (ed i loro intorni) ; si noti the questi punti sono in numero fi-
nito se a, = 0 non contiene parti multiple per ]a dl- ; sono infiniti e costitui-
scono una curvy in caso contrario . Se 1' enunciato a) pub dimostrarsi per
questi punti della 47risulterh pure provato per it punto considerato di F. Ma
i nuovi punti multipli sono generalmente I multiplicity minore di quella di
questo punto ; cosI la trasformazione quadratics, abbassa generalmente la dif-
Bcolth della dimostrazione dell' enunciato a). (Nel caso the p contenga win
parte Tnultipla per ~]-) occorre qualche ulteriore eonsiderazione ; io non nii sof-
fermo su questo punto. V . KOBB, p. 402-405 .)

Converrh quindi studiare it solo caso in cui, trasformando con una trasfor-
mazione quadratica un punto multiplo di F, A ottengano punti trasformati di 71)
aventi la stessa multiplicity .

TI sig. KOBE applica un procedimento analogo a quello con cui it WEI-

ERSTRASS dimostra I'analogo teorenia per le curve 1)iane .
La curva p contenga it punto JynPIO per <f) come A per F; essa si

coinporrh di rette distinte o no, per A (*). Sono allora possibili tre casi :
L' p si compone di piu rette ; allora A non 6 uniplanare ; se inoltre

si trasforma 0 con una nuova trasformazione quadratica (p . es. speciale) avente
it punto fondarnentale in A ed i rimanenti elementi fondamentali conveniente-
mente generici, ]a linen trasformata di A non pub ridursi a un'unica retta ;
cosi j si comporta per 71) come A per F, e Don b uniplanare

2 .' p t3i riduce ad un'unica retta ; A non 6 uniplanare ; se si assume
come superficie F si ritorna al caso preeedeDte (***) .

3 ') p si riduce ad un'unica retta ; A 6 uniplanare . Operando su I come
W 6 Wo in L' si ottiene una superficie (1), e suu essa una retta p, trasfor-
mata di A, la quale pub ancora contenere punti mPli (e pub esser mPI4 essa
stessa) per q), ; ed in particolare pub avere )nrlo ii punto corrispondente ally
direzione uscente da A secondo p, senza the necessariamente questo punto sin
generico per la ?, (in particolarc pub questo punto essere 71?rl 0 senza the lo
sin un punto generico, della T,) .

U'fr . Kow, pag . 405 e Si ,,GRP, pag. 3 .
KoBn, pag. 408-400 .
Id ., pag. 409-410,
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Levi: Sulla riduzione delle singoluritu huntuali

Cib posto it Koss trasforma la 4P, come si e detto sopra, nella iii,, questa
in modo analogo in una nuova superficie 1i>2j e questa in una F3 e cosi via,
seegliendo come punti fondamentali successivamente un conveniente punto A,
della rp,, un punto della linea trasformata di questo e cosi via, e si propone
di dimostrare the la successione di queste superficie su cui esistono punti
trasformati di .4 mpti e finita. A tal uopo egli suppone dapprima esplicita-
mente the it punto A, non corrisponda alla direzione useente da A secondo p ;
ed analoghe restrizioni pone ai punti analoghi ad A e ad A, nelle trasfor-
mazioni successive (*). Ora tall restrizioni non mi paiono giustificate ; per
vero, effettuando la trasformazione di (I in 4), (p . es.) si viene a trasformare
l'intorno di A nell'intorno di gyp, ; quest' intorno si scompone poi nell' insieme
degli intorni di un numero finito di punti di T, applicando un noto teorema
di WEIERSTRASS e P0INCARE (**), per modo the in ciascuno di questi intorni
deve valere una stessa scomposizione del polimonio q),, quale risulta da questo
teorema. I centri di questi intorni (i punti quali A,) non sono adunque inte-
ramente arbitrari e fra essi debbono certamente contarsi, p . es., i punti di c9,

the hanno per (P, multiplieita superiori a quella dei punti generici, e tale,
per un'osservazione precedente (3 .°), pub essere it punto di T, corrispondente
alla direzione uscente da A secondo p .

Ad ogni modo, ammettiamo queste restrizioni e vediamo come 11 signor
KOBB prosegue nella sua dimostrazione (***) :

Dalla F si siano ottenute nel modo suindicato le superficie

I=0, cp s =0, cD2=0, . . ., (Dr=0 ;

siano (r, a, ~), (r,, v,, S,), (r2 ) c 2 , ~ 2 ), . . ., (rr , 9r) ~,.) le coordinate dci punts
di queste superficie corrispondenti a (u, v, aa) di F = 0. Le formole di tra-
sformazione della F nella Ir sono del tipo

~t = (IX l T + j3 Q + Y+) (IX/3 T1 + 3 ?1 + %~ 3) (C"'3 T2 + ~ 3 72 + / 3) . . .

(IX 3 ~' r,. -}- 13:j ( ' ) Qr + y3(' )) yr

(*) KOBB, 409.

(**) WEIERSTRASS, Abhandlungen aus (let, Functionenlehre, pag . 107 e Mathematische
lWerhe, vol . 2.° POINCARE, These pour le doctorat, Sur les proprietes des fonctions defines
par les equations aux differences partielles, pag. 7 .

(***) L. o., pag. 410-413 .
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v - (0:2 r -I- P2 9 + / 2) (a r 3 'ri + 0 ' 3 17 1 + /''3) (a"3 r 2 + / 311 3 62 + / "3' . .

+ y3ir} )
tO_

	

T + 1 '33'g + ~3) (a 3 T, + 3 7 i + I 3) (v. 3 7 2 + t5 r

	

+ f "3)

(') L. c., pag. LOS.

. . . (a. 3 (') t, . + A 3 (?' Q,.

it = [r, + ( r,, cr

	

~,,

v

	

[r2 + ( r, . Q, .

IV = [r3 + ( r,. at. a,.)] S'-

(0)/ 3 ,,

F, = y ,

!,2 _ /2 /'3 /I

	

/3(rr)

r3 = y ;3 7 13 /"3 . . . 73(t) ,

dove i tre simboli (r,. ~,. ~,) stanno a rappresentare tre diverse funzio i al-
gebriche intere (non forme) di rr ,

	

prive di termine costante .
Se Z (v w) = 0 e ii cono circoscritto a F dal punto oo 0 0) c Il M

sono due Convenienti polinomi iii u, v, w si ha

In ambi i meinbri d questa identity si sostituiscano a 'u, v, w i loro
7'alori in r, ., c, ., ?~,. ; it primo membro verry a contenere almeno it fattore

quanto al secondo aferrna 1'A . che, se :
y (v w) = (v w)), + (v

	

+ . . . + (v w),,,

'' (n > A, ~!t 7,), potendosi supporre
x (r 2 r 3 ) 0 ,

u poiche X (v, w) non e riduttibile 7, . Di qua la disuguaglianza (r + 1) (m - 1) <)1, 2
donde un limite superiore per r .

E qui da ricordare clie, in eonseguenza delle restrizioni annesse relati-
varnente alla scelta di A, e dei punti analoghi, y"3 , . . ., y 3(i) non sono
iiulli. Inoltre si possono supporre non nulli 72 indi si possono sup-
porre non nulli r, e r 3 .

Cib posto, affinehe sia x (r2 r3) =,- 0 per valori di r,, r3 corrispondenti
a un r superiors a un dato intero e necessario e suffciente she

1 .° x (v, w) = 0 non contenga it piano y, v -y2 w w-- 0 ; questo si
sempre supporre verificato, al 7 -
conve

	

ate trasformazione,

	

mendo come F la superficie trasformata .
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Levi : Sulla riduzione delle sinyolarit'e puntuali

2.° r2 e 17, non debbono assumere, da un certo r in poi, costante-
mente i valori rispettivamente di v e w per cui son soddisfatte le due equa-
zioni

x(v, 2v)=0,

	

;' 3 v-y2 2v=0,

it che porta al piu una nuova restrizione nella scelta dei numeri
cioe di A, e dei punti analoghi .

Non vedo perb la necessity di considerare l'irreduttibility o meno di
X (v, w) ; e noto che essa non ha generalmente luogo .

Quando poi la disuguaglianza x (r2 r3) -!- 0 sia soddisfatta, non si potry
ancora affermare che, dopo la sostituzione di r,,, c,., ~,, a u, v, 2v, si ottenga
in ;~ (v, w) soltanto ~,), come fattore e non una potenza supericre di i; r ; poiche,
quando sia (r 2 r 3) ;. = 0 (e cio pub esser conseguenza necessaria della singo-
larity di F in 0 (*)) non e ancor provato che non possa ridursi un termine
del tipo (r 2 r 3)N. 5,, ,` ( t4 _ ~ + 1, . . ., n) (ed anche tutti questi termini) con uno
o put termini simili provenienti dallo sviluppo di espressioni del tipo

(F, I (zr ar ~r), r3 + (Zr Gr Sr))

	

,

	

(v = ) + I, . . ., 22)

(diversi necessariamente da (r2 r 3 ).,

2. Riprendendo nelle pagine seguenti 11 problema della riduzione delle
singolarity delle superficie, non mi occupero della teas formazione delle curve
singolari ; bensi studierb 1' effetto di una successione di trasformazioni qua-
dratiehe aventi i punti fondamentali isolati in un punto singolare e ne' suoi
successivi trasformati (trasformazione del punto singolare) . Per brevity dirb
che si applica una tras formazione quadratica ad un punto singolare quando
si trasfornta la superficie o la curva cui it punto appartiene, per mezzo di
ttna trasformazione quadratica avente ii punto come punto fondamentale iso-
lato ; e supporrb in generale (quando non sia detto esplicitamente it contra-
rio) gli altri elementi fondamentali in posizione generica ; la trasformazione

(''k) Si consideri ad es . un punto doppio uniplanare A di I ; esistone in generale

su c tee punti parirnenti doppi per +h, e alle direzioni corrispondenti a questi try, punti
i, goueralmelite tangente la curvy intersezione di F colla prima polarc di un punto go-
nerico dello spazio rispetto alla F. Esistono bens ionali per cni eiv non
yore, punti cioe del piano tanaente in A a F, mcua, seelto un tal punto per (ono, 0, 0),
(r, r - 0 e 1'equazione del piano tangente a F in A, o quindi, per le i ; Si fatte (clsa

Yr y~ Ys sostituiti a is t' zo annullino it prinno terrnine dell'e+juazione b'= 0 ~lsorn, pay. 408) ;

(7z ye). = 0 onde (I'2 V 3 ) . = 0 .



delle super:ficie algebilche dello spazio ordinario per

si pots in generale supporre non speciale, e quando cib non possa fursi sari
detto esplicitamente .

Dimostrerb the se F e una super; algebrieft e A un suo pun to sl)lo,

e se, applicata ad A itna trasformazione gitadratica, si ottiene come sua
trasformata una curva a 2 di una superfleie (D, trasformata di F, sulfa
quale esistano punti sPli per (f,, ; e se, detto A, tmo di questi punti, si opera .
sit esso come precedentemente su A, ottenendone una linen.

a2 di una sulmr-
ficie (1), sit cui possono esistere punti sPli per (1 ) 2 uno dei quali sin A,, e cos),
si prosegue : la successione delle super fieie 4),, (D,, . . . e dei punti A, 7 A 2) . . .
e finita, cW esiste nella successione un' ultima super ficie (1), sit cui esiste
mia linen a, trasformata di A,-, sit cui non esistono punti spar per (1), ; pitreN
i punti A,, A 2 , siano scelti in modo eke, a cominciare da uno di essi in
poi, non aceada mai eke uno di questi punti stia sulla linen trasformata di
mut linen silla passante pel pun to precedence ; ed in particolare da uno di
essi in poi non sliano sit una linen s-PI11 della siipeifici

Rilevo fin d' ora the si pu6 sempre supporre the it punto dal quale in
poi non arcade mai ece ., sia A,, poicbe bastes in caso contrario assumere
come superficie iniziale F una conveniente (1) ; osservo inoltre ehe b evidente
the i punts spat A,, A,, . . . sarebbero infiniti se, a cominciare da uno di essi
in poi, appartenessero tutti alle successive trasformate di una stessa linea seta
(linee tutte sillc per le superficie cui rispettivamenfe appartengono) ; ma, e
questo non mi pare evidente sent' altro, pub accadere eke it numero dei pitilli
,32)h A

I )
A, , . . . cresca Are ogni limite qnando si seelgono questi jmnti hia

modo eke due o IM (hecessariamente consecutive) appartengano a knee sP ie
corrispondentisi (trasformate Funa dell' altra) delle superficie successive, pur
essendo jbito it numei ,o dei punti eke stanno sit knee trasformate di mia
stessa linen spla . La provi di questa proposizione 6 riservata ally Memoria
second,

Non 6 necessar
sulfa pur provato, the lotto analoghe restrizioni, si
cessione di trasformazioni quadratiche, passare dal punto 0 comunque sin
lire, ad un punto semplice . I ragionamenti relativi alla rappresentazione
1' iiitomo di un punto di una superficie contenuti nella Memoria del KoBB

valgono allora a provare 1' enunciate (t) cos)i modificato si operi come
(3 detto in a) su tutti i punti (a,, b,, 0) non eccezionali secondo it teorema

perverrh a rappresentare l'intorno del punto (0, 0, 0) con-
:_-__ un numero finitouj

	

di punn
suenunciato ;
siderato di I

'a d 227
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Levi: Sulla riduzione delle singolariM puntuali

semplici su un numero finito di superficie e di quelli di un numero finito
di nuovi punti singolari, appartenenti a linee singolari delta stessa multi-
plicity .

La questione analitica della rappresentazione per mezzo di tin numero
finito di serie di potenze dell'intorno di tin punto singolare di una super
algebrica rimane per oraa insoluta e preeisamente rimane 11 punto a
Phanno portata PHALPTIFN (*) e it prof. DFT, PEzzo (**) .

§ 2 .

Questo paragrafo ed il seguente sono destinati a considerazioni sidle
curve sghembe e sulFintersezione di due superficie, necessarie per ii seguito,
ma ehe non potrebbero considerarsi come parte integrante delta dimostrazione
the ho in animo di dare .

3. Una curva sghemha C, d'ordine w., non multipla, abbia in A punto
sPlo . Si appliebi ad A una trasformazione quadratica ; la curv,'I. C si trasfor-
merh in una curva C' su cui si trovano uno o pih punti corrispondenti ad A
]a, somma delle cui multiplicity e --!!5 s ; siano A',, A',, . . . questi punti . Se
essi non sono tutti semplici, si applichi ad uDo di essi A' i multiplo per C', una
nuova trasformazione, quadratica. C' si trasformerA in una nuova curva OT in

punto considerato corrispondono uno o pift nuovi punti AL' , A",

	

e ai12

rimanenti punti A', (j i -1, i + 1, altrettanti punti colle stesse
multiplicity ri ,,petfive ; questi ultimi punti si potranno rappresentare rispettiva-
mentee cogli stessi simboli dei corrispondenti punti di C. Si assuma tin punto
qualunque fra gli Aile e gli A'j di C", the sia multiplo per C" e si applichi
ad esso una nuova trasformazione quadratica ; e cost via . Dope un numero
conveniente, filli ,
i Punti try

(*) sn)r les lignes singulie)-e& des surfev -,-es al/l/wiquos. Anlltdi cli Afittoniatica (2) IN-
1878-70, pag . 08 (v. pa;. 73 e seg .) .

(") 1, c., pqp 146 e so, Mi anunciati a cui ini riforisco -,,)no validi, a}mcno noILL
loro, dimostrazione, solo con opportune restrizioni . Cf"P. in line doll'introduzione al pre-
Santo scritto .

Questo toorema non 6 veralliente [Ina novit ;'t . Non Saprei per(') (-'ifare III) lutly,
ova In A travi piwisamatite Sotto Twsta forma e eon nun dimosinkzifnie stunk a qVia
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Semplifichero la dimostrazione supponendo le trasformazioni quadratiche
specializzate in quanto la conica fondamentale vi sia spezzata in una coppia
di rette distinte (e complanari) . Ricordero the anche nello spazio trasformato
la conica fondamentale e analogamente degenere e the le rette uscenti dal
punto doppio della conica fondamentale sono trasformate nelle rette uscenti
dal punto analogo del 2 .° spazio e la corrispondenza ehe cosi resta stabilita
fra le due stelle e quadratica con elementi fondamentali le rette delle coniche
e le proiettanti i punti fondamentali isolati .

Sia V it punto doppio della conica fondamentale della prima trasforma-
zione quadratica a cui si assoggetta C e sia scelto in posizione generica ri-
spetto a C, cioe fuori di C, fuori dei vertici dei coni di cordo di C e fuori

the segue. Cre rei quindi di mancare di

	

re (per le sue seguenti applicazioni) s'io
non no dessi qu

	

to la diniostrazio
Una prima prow a della possibility di sciogliere i punti singolari di una eurva alge-

brica sghemba con trasforrnarioni Cremoniane fu data dal sig . Pzr. Przzo (loco citato, pa-
gina 144-145) riducendo la questione all'analoga per le curve piano, e senza nulla fissare
sidle trasformazioni usate ; una prova diretta fu data in seguito dal sig . PANNELLI nella
Nota : Sulla ,Ii una eurva gobba Istit. Lombardo (2), 1893,
pag. 216-22') use di tras zioni cubiclte specs totraedro fondamentale).
Basta cib per 'altro cite si pub raggiungere lo scopo con trasformazioni
Cremoniano qualunque aventi punti fondamentali isolati nei punti elte si trasformano .
(Questa proposizione rientra in una pitr gonerale elm mi riservo di pubblicare prossima-
mente) - La dimostrazione cite io darts nei seguito pub esser rairontata, pel prineipio
a cui s'informa, eel cenno di dimostrazione contenuto nei lavoro del prof. SEGIE (pa,-, . 9)
ed anche con quella del PANNELLL . In essa mi valgo di trasformazioni quadraticho non
assolutamente generali (a coniea fondamentale degenere) ; ed it ragionamento si estende
senz'altro a provare it teorema analogo per le curve immerse in uno spazio a un numero
qualunque di ditnensioni ; per questa parte mi litaiterb perb a questo cenno . Un'altra di-
mostrazione, valida pure per le curve immerse in ogni spazio, in cui non si fa quest,
restrizionc relativamente alle trasformazioni quadratiche usate, ho data nella mia disser-
tazione di laurea (luglio 1890), Altre cure mi hanno impedito finora di pubblicare i ri-
sultati di questa mia tesi ; e mi astengo dal presentare qui la suddetta dimostrazione
porche le ipotesi pib generals non darebbero aleun vantaggio, mentre dovrei forse en-
trare in taluni particolari the mi devierebbero dal priucipale oggetto del presente lavoro .

Con trasformazioni Cremoniane prive di punts fondamentali isolati, e anche possibile
di trasformare ogni eurva gobba in una priva di punts multipli . La possibility di una tai
riduzione con trasformazioni birazionali delta curva (non Cremoniane) b nota . Cfr. ParN-
air : Sir ins Gr ans~crrrrzaGiores birationelles des courbes algebriyues (Comptes Rendus,
tout. 117, 3 juillet 1893) e Pirrrr : Trasformazione chi ogni eurva alge7rica tic altra priva
(Ii punti multzpli (Rivista rli Matemuatica, 1894) .

Artnali di Matematica, tomo XXV'I .
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Levi: Sulla riduzione Belle singolariM punfitali

di ogni corda di C per A e di ogni tangente a C in A. Si proietti C da V
e sia F it cono proiettante ; la VA sari Spla per r. Sia V' it punto doppio
della conica fondamentale dello spazio trasformato . Se su C' si ha un solo
punto A' trasformato di A, ancora 0 10, la V' A' sari retta 0 16, del cono F'
trasformato di r e V' soddisferh rispetto a C' ally stessa condizione di tro-
varsi in posizione generica come V rispetto a C. Si effettui allora una nuova
trasformazione quadratica avente A' come punto fondamentale isolate e V'
come punto doppio dellaa conica fondamentale : le stesse cose si potranno
ripetere . E cost si potrh proseguire AM si otterranno trasformati di A ancora
sPli. Ma dopo un numero finito di trasformazioni si deve giungere ad un cono
trasformato di r in cui a VA. corrispondono una o pift generatrici di mul-
tiplicity < s (per it noto teorema relative alle curve piane, analogo a queue
the qui si tratta di stabilire) ; dunque, dopo un numero finito di trasforma-
zioni, minore o al piu uguale al suddetto, si deve giungere ad una curva
trasformata di C, su cui ad A corrispondono uno o piti punti di moltiplicith
,on Non si pub pih alloraa affermare the il punto doppio della conica fonda-
mentale dell'ultimo spazio trasformato 04 rispetto all' ultima trasformata di C,
in posizione generica come V rispetto a C ; ma scegliendo un altro conve-
niente punto come punto doppio della conica fondamentale di uWulteriore
trasformazione applicata ad un punto multiple trasformato di A, si potrh pro-
seguire l'operazione e provare cosi l'asserto .

11 numero delle trasformazioni necessarie a trasformare ii punto A in
punti semplici avrh cosi un limite superiore the varierh colla curva conside-
rata, e pots crescere quanta si vuole, ma che, assegnata la particolar curva,
sarh pure assegnato e finito ; e anzi facile vedere the si pub assegnare un
limite superiore dipendente solo dalfordine della curva (*) .

(*) Modifleando leggermente it precedents raggionainl-'&O sarebbe atiche facile pro-
rare the si ha la relazione :

< In ()n -

ove con s si indichino le multiplicity di A e degli altri puki multipli di C e quelle dei

punti trasformati successivi di questi e la :̀ si estenda a tutte quests s. Questa for-
mola anche pits completa (assegnando it signiffleato dell'oecesso dell'urt membro sull'altro)
ho dimostrato nella mia dissertazione gha nominata .
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§ 3 .

4. Due superficie F e F, passino per un punto A colle multiplicity
rispettive s e a ; e noto che it punto A sara multiplo almeno secondo s a
nell'intersezione di F e T ; e tale sara appunto questa multiplicity quando
le due superficie non hanno in A un cono tangente cornune. E facile esten-
dere questo teorema a determinare i caratteri della curva intersezione di F
• F, in A (le multiplicity dei punti A, A' j (i = 17

...)7 A"' j'k (i, k = 1 7 . . . )) . . .
del paragrafo precedente (*)), o meglio le loro funzioni S che saranno definite
in seguito .

Chiamerb, per semplicita, multiplicitA di un punto nell' intersezione di
due super flcie - ovvero multiplicitA d' intersezione di due superficie in un
punto - ]a somma dei prodotti delle multiplicity di questo punto sulle di-
verse parti (curve algebriche irreduttibili) delta eurva intersezione delle due
superficie, per le multiplicity rispettive di queste parti .

La multiplicity di A nell' intersezione di F e F, 6 it numero delle in-
tersezioni in A delle sezioni piane f e f, di F e di F, fatte con un piano
generico ?r per A. Si applichi ad A una trasformazione quadratica ; le super-
ficie F ed F, si mutino nelle ', e T, ; it piano segante si mutes in un
nuovo piano 7r, e le, f e f, nelle intersezioni T, e q, I questo piano con T,
• T I . T, e ~, sono trasformate di f e f con una trasformazione quadratica
piana avente A per punto fondamentale ; quindi i caratteri (multiplicity) dei
punti immediatamente successivi ad A sulle curve f e f (net senso della
teoria del sig. NOETHER) sono uguali alle multiplicity, su 4), e T, rispettiva-
rnente, A punti in cui it piano ir, interseca le curve che, su queste super-
ficie, corrispondono al punto A .

Si applichino le stesse considerazioni aha determinazione delle multiplicity
di ?, e ~, nei punti successivi ai loro punti trasformati di A, e lo stesso si
faccia per tutte le curve loro trasformate successive, e si ricordi un toorema
del sig . N0ETHER che dh it numero delle intersezioni di due curve piane in un
loro punto comune (**) ; si otterrh ]a regola seguente per determinare la mul-
tiplicity di A nell'intersezione di F e F, :

(") In altri termini quelli fra i numeri s della nota precedente che si riferiscono ad A
•

	

ai suoi trasformati .
(**) Cfr. : Rationale Ausfahrwny der Operationen in der Theorie der algebraischen

Functionen (Math. Ann., 23, 1884) e Math . Ann., 9, 1875, 1 . c,
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Levi: Sulla riduzione delle sinyolw-iO puntuali

Le superficie q), e 14,1 , abbiano comuni le curve a',, a',, . . . trasformate
di A ; siano A,,, A7 12 ,-, A1 , 17 . . . i punti d'intersezione di queste linee con
a, ; s4,, s' , 2 , . . ., Q, . le loro multiplicith su 4) 13 7' 111 ~,~, . . ., ' Q ,, . . . queue
su T, (essendo -,T, generico sara s'„= s ~,, == -,; Q=...;...;A==C? == - - ; - - ) ;
A applicbino ad X.,

	

nuove wasformazioni quadraticbe, e siano i
I

	

ifnumeri s",,,,, s "1112, • • •

	

' S lf l12l I

	

s"1211, . . ., 17' 1111,
Cr

1112, . . .

	

determinati
analogamente ai precedenti numeri s'ih e 7

1
ik ; e cosi via . La multiplicith cer-

cata sara espressa da :

I S a I

ove la ! 6 estesa alle multiplicith s e a di A su F e F,, e a tutti numeri
s e a ora defiDiti, in modo che siano accoppiati i numeri aventi gli stessi
apici e indici .

5. Si considerino ora i numeri s del paragrafo precedence (*) corri-
spondenti alle diverse parti dell'intersezione di F e F, e a un determinato
punto AC?), trasformato di A considerato come punto di queste curve ; si in-
dichi con S(r) ]a somma dei prodotti di questi numeri per le multiplicith delle
curve cui appartengono. Si riuscirh facilmente a calcolare questo numero se
A osserva che, per la precedente definizione della multiplicith d' intersezione
di due superficie in un loro punto comune, questa multiplicita pub scomporsi
nella somma di pi -4 parti corrispondenti ciascuna ad una parte (curva alge-
brica, riduttibile o non) dell' intersezione delle due superficie passailte poi
punto considerato : detta C una qualunque di queste parti dell'intersezione di
F e F, passante per A, la corrispondente parte della multiplicita d'interse-
zione, di F e F, in A sara la somma dei prodotti Belle multiplic
sulle diverse parti (curve algebriche irreduttibili) di C per le multiplicith

ettive di queste parti nell' intersezione di F e F, .

i -

	

1.

(") Altrove sara provato cho, nella determinaziono di questi nal-flori Si pos6ollo
togliere aleune delle restrizioni imposte alla trasformazione nel paragrafo precedents ; fra
l'altro quella she la trasformazione sia quadratica, bastando toner conto del compor-
tamento degli elementi fondamentali della trasformazione rispetto alla linea, nelle vici-
hanze del punto che si trasforma (efr. con un'analoga afferinazione neila 1 . 1 nota rela-
tiva al n .° 3) . Rimando la dimostrazione di questo toorema perch6, quantunque impor-
tante per le sue conseguenze, esso passa in seconda linea nella ricerea presents . Intanto
mi permetterb, per brevity di linguaggio, di non toner conto nel seguito di talune fra is
dette restrizioni . Ognuno potrA rilevare che in tutto quanto segue else A potrobboro
tutte mantenere senza nulla alterare del ragionamento ( c fr . la nota al n . 0 14) .
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Cib posto, si assoggettino F e F, alla successione di trasformazioni qua-
dratiche the conducono da A ad AH, siano (P, e 14-1, le ultime superficie
trasformate rispettivamente di F e F, . (D, e T, si intersecheranno secondo
una linea composta della trasformata dell'intersezione di F e F, e di un si-
stema di linee corrispondenti ad A . La multiplicity d'intersezione di 0, e T,
in A(r) sarh la somma di S(r) e della parte di detta multiplicity corrispon-
dente alla linee comuni a (D,. e Tri trasformate di A, e passanti per X") .
Si ricava da questa osservazione la regola seguente per calcolare SH : Si di-
stinguano le diverse parti (curve algebriche irreduttibili) della linea trasfor-
mata di A comune a (1), e a IV,, passanti per X,) ; per ciascuna di esse si
determini la multiplicity di A(r) suu di essa e la multiplicity d'intersezione di
4), e T, in un suo punto generico (questa multiplicity e la multiplicity della
curvy nell'intersezione di 4), e T,) e si faccia it prodotto di questi due nu-
meri ; si determini inoltre la multiplicity di intersezione (P, e T, in A(r) . La
differenza fra questa multiplicity d'intersezione e ]a summa di quei prodotti
b it numero S(,, ) .

Nel seguito le linee trasformate di A, passanti per AO - ) saranno gene-
ralmente rette : allora S(") b ]a differenza fra la multiplicity d'intersezione di

0 T, in A e la summa Belle lore multiplicity d inters
generici di queste rette .

Queste considerazioni servono utilmente a stabilire alcuni le
comportamento di F e F% in A e queue Me lore trasfortnate nei punti
trasformati di A. E infatti evidente the SM) b nullo sempre e solo quando
per AH non passano curve trasformate di parti dell' intersezione di F e F,,
c the esso non pub essere mai negative ; ehe inoltre si ha sempre, per un
determinate punto AH e per un suo trasforma,to Xr+,) ,
ticolare Sr) b minore o al pit. uguale ally multiplicit
e F, i n A.

§4.

t i

) i~!t S("+, ) . In par-
'intersezione di F

6. In questo paragrafo e nel seguente b contenuta la dimostrazione
del teorema enunciate nel n .° 2, Si distinguono in esso due casi principals
l'uno trattato completamente nel paragrafo presence ed enunciate esplicita-
mente al lwincipio del n . 14, Valtro discusso cad esaurito nel paragrafo se-
guente ed enunciate alla fine dello stesso n .° 14.
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Levi: Sulla riduzione delle singolarita puntuali

11 coDeetto fondamentale delta dimostrazione CODSIAC- net determinare,
nel primo caso, una linen d'ordine non superiore a un ordine assegnato, the
passi per A con punto multiplo e le cui trasformate passino con punti mul-
tipli rispettivamente per A', A", . . . e nell'applicare a questa linea ]a propo-
sizione del § 2 . At secondo caso non sono applicabili i ragionamenti con cui
dimostro pet primo PeSiSteDza di questa linea ; ma esso si risolve distinguen-
dovi due nuovi casi : V questa linea esiste ; it ragionamento del n .° 15 si
appliea immediatamente ; --- 2.° questa linea non esiste ; si dimostra the da
questa ipotesi consegue senz'altro un limite superiore al numero dei punti
delta successione A', A", . . . the hanno per la superficie F la stessa multipli-
city s di A .

11 secondo dei due casi principals nominati non ha nulla di paragona-
bile coi 106 the Wincontrano nello studio delle curve ; vi si inCODira una
novith analoga a quella the si scorge net caso d'eccezione enunciato net n .° 2 .
11 primo invece offre qualche analogia colt' unico caso the s'incontra nello
studio delle curve piane, e non sara inutile un breve raffronto fra it metodo
the io qua seguirb e quelli noti di WEIERSTRASS e NOETHER (*) . Userb in
questo raffronto le locuzioni relative ai punti successivi di una variety ., note
per le curve piano, introdotte per le curve gobbe e per le superficie dal
prof. SEGRE (**) e the io ripeto per maggior chiarezza net numero seguente .

Sia F una curva piana algebrica the abbia it punto A come punto 010.
Si assoggetti F ad una trasformazione quadratica (piana) avente A come
punto fondamentale, e gli elementi fondamentali rimanenti in posizione con-
venientemente generica ; si otters una curva trasformata q), su cui ad A
corrisponderanno uno o piii punti ; si otters, un punto sPIO trasformato di A,
solo (non sempre) quando esso sia 1' unico punto di (11, corrispondente ad A .
Quando questo accada, sia A' it detto punto . Su (D, e sul suo punto A' si
ripeta Foperazione fatta su F e sul suo punto A, e cosi si prosegua : si
deve provare the dopo un numero finito conveniente di operazioni non si
pots piii ottenere un trasformato di A sPIO per la curva cui appartiene ; al-
trimenti detto, si deve provare the it numero dei punti sPli di F successivi
ad A e finito (se F non 6 una curva 061) . Si riesce in questa dimostrazione

(I Ck le citazioni al principio della Momoria ; I mi riferil-b ilea parti('ojarn loll to
al metodo del sig . NOXTHER ; qucHo del sit WMERSTRASS non no Morisco sostanzialrnente
per la parte di cui qui si tratta .

(**) Loco citato, pad . 2-1 .
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considerando l'intersezione di F colla prima polare, rispetto ad essa, di un
punto generico del-piano (che si assume come unico ulteriore punto fondamen .-
tale della prima trasformazione quadratica, assumendo poi i suoi trasfori -nati
successivi - finchb 66 b possibile, it che 6 certamente fincUt si ottengono
punti trasformati di A Oli - come puma analoghi per le trasformazioni succes-
sive) ; questa prima polare passa per A . ed ha comuni con F tutti i punti sue-
cessivi ad A e multipli per F. Secondo un teorema del NOETHER gih citato
i punti comuni alle due curve, - effettivi o successivi a punti effettivi,
contano nel numero dells intersezioni delle due curve come altrettanti punti,
a distanze finite fra loro, comuni tale due curve ed aventi suu esse le stesse
multiplicity . Esprimendo cho il numero I queste intersezioni di F e della sua

lare in A e nei punti infinitamente prossimi ad A b ~-_ n (n - 1)
'ordine di F) si ha evidentemente un limite superiore al numero

dei punti oli di F infinitamente prossimi ad A .
Per A e poi punti oli di F infinitamente prossimi ad A passano, oltre

]a prima polare di un punto gonerico del piano rispetto alla F, anche tutte
le polari di un tal punto cbe hanno indice < s, Nel ragri on am onto precedeDtc
si pub quindi alla prima polare sostituire una di queste e si
stituire un'allra I queste polari a F. I limiti che allora si otterranno sa-
ranno generalmente (cio6 se s > 2) superiori a quello ottenuto precedente-
mente, ma, pel solo scopo della dimostrazione che si ha in vista, hanno pari
utility. .

Nel caso dells superficie si potrh tentare un metodo analogo a quello
ora riassunto, sostituendo al gruppo delle intersezioni di due curve la linea

; ma nuove difficolth si presentano . Per vero :
In primo luogo, se una superficie passa pel punto A della superficie F,

la interseca certamente secondo una linea passante per A ; ma non necessa-
riamente it passaggio di detta superficie per un punto di F successivo ad A
conduce seco ii passaggio per questo punto della linea intersezione dells sue
superficie . E facile persuadersene ritornando p . es. sull'ultimo numero del pa-
ragrafo precedente . Questo fatto b capitale nel segui

Appunto it bisogno di provare it passaggio di tale intersezione per de-
terminati punti mindusse, a non far use di una prima polare, bensi di una

(") No! Pa.(grionamento del Wi,, v7w,'TRX,',S (cfr. 1311,101ANN, bce citato) iii Mogo di questo
teorema si ittil izz,,t A rapprosentsione (lei risulkwte Eli 1" e dells qua prima polare come
funzione appartonento al module determinate da yiesto due funziorii .
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s -- I*a the passa semplicemente (ed 6 questo l'essenziale) per A e pei punti
spit di F successivi ad A. Inoltre ho sostituito alla F stessa una sua polare
d'indice ~ 0 e < s - 1 ; mi si e presentata essenziale questa sostituzione nei
ragionamenti dei n . 1 10-13 (e 17 net paragrafo seguente) ; non b forse essen-
ziale per ]a dimostrazione del nostro teorema (Off . una nota al n .° 14). Anzi,
nel concetto fondamentale delta dimostrazione, non 6 forse essenziale nem-
meno l'uso della polare s - 1-1 ; ]a si potrebbe sostituire ad es . una super-
ficie the passasse semplicemente per A , A', . . . ; trovai perb l'introduzione
delle polari utile al rigore .

I numeri 10-12 sono destinati precisamente a dimostrare it passaggio
.,sezione delle due polari di F sunnominate per i punti considerati .

11 n.° 12 e forse it pit gravoso alla lettura . 11 lettore cui tale paresse, po-
trebbe abbandonarlo senz'altro (insieme col n .° 11 the solo in esso si ap-
plica) poichb espongo net n .' 16 un ragionamento the si pub sostituire a
quello del n.° 12 per quanto riguarda it teorema a cui si tende . Ho da
precedenza al metodo del n .° 12 percbe pit diretto, pit ricco di risultati e
pit consono col metodo del n .° 10 e con quello the si segue per le curve .

Nei n.' 13 ho enunciata una proposizione the non pare priva dimpor-
tanza, immediata conseguenza dei ragionamenti precedenti, ma the non trova,
applicazione net seguito.

In secondo luogo, it passaggio deli' intersezione sunnominata pei punti
considerati non i lit sufEviente, come per le curve, a condurre a termine it
ragionamento ; convien conoscere le multiplicity dei detti punti su quell'in-
tersezione . 11 calcolo di queste multiplicity sarebbe tutt'altro the semplice ;
I' ho evitato sostituendo all' intersezione suddetta una sua proiezione sulla IF.

Come con cib si riesca si vede net n.° 14 e credo non richieda schiari-
menti .

7. Come ho annunciato nel numero precedente, ricorderb anzitutto al-
cune locuzioni relative ally scomposizAne di un punto Ynulfiplo introdotte,
per quanto riguarda le variety spaziali, dal prof Si aRF,, net
(pag . 2-4) (*)-

(',) Le presenti doftnizioni differiscono aleun loco nella forum da qll(',Ilc a eui allado,
pow evitare considera7ioni di p(wi infinitamente vi(, ini clip servono a dar ragiona delle
definizioni stesse ; tali considorazioni ho evitate por scrnpliciUa, essendo else assolutarnetite
estranee al presente lavoro, 110 invece introdotto laa definizion(-- nuova di variety tan enti
a Secanti UnIaltra in U11 punto Successi r
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Sia F una superficie, ovvero un ramo di curva algebrica, piana o gobba,
• sia A un suo punto sp l ° . Applicata ad A una trasformazione quadratica,
F si muti in una nuova variety <J , su cui esista una variety (piana : linea
• punto) a, trasformata di A ; diro the a, appartiene ad F essendovi succes-
sivo ad A. Se a, e una linea, nel qual caso F e una superficie, ogni punto
di a, sara pure successivo ad A su F.

Su i e sui punti di a, (linea o punto di (I-,) si possono ripetere le stesse
definizioni ; diro pure successivi ad A di due posti su F i punti e le linee
di ', successivi ad a, secondo la definizione precedente ; e diro tali punti e
linee successivi ad un punto A' di F successivo ad A quando sono succes-
sivi al punto A' (di a,) di <D, . In modo analogo si definiranno i punti e le linee
di F successive ad A di tre, quattro, . . . posti .

Una variety tangente o secante cD, in ran punto trasformato di A si dira tangente
•

	

secante F nel corrispondente punto successivo ad A . Analogamente si definiranno
le variety tangenti e secanti F in punti successivi di due, di tre, . . . posti ad A .

8. Una superficie F abbia in A punto sPlo. Sia V un punto qualunque
dello spazio . La kma polare di V rispetto ad F (k < s) passa sempre per A
avendovi in generale e almeno la multiplicity s - k : sia Fk questa polare .

Si applichi ad A una trasformazione quadratica avente la conica fon-
damentale spezzata in due rette per V . Sia V' it punto doppio della conica
fondamentale dello spazio trasformato . Ad una punteggiata su una retta per V
la trasformazione fa corrispondere una punteggiata proiettiva su una retta
per V , corrispondendosi nella proiettivita i punti V e V' ; quindi it gruppo
dei punti d' intersezione di una retta generica per V con la Fk si trasforma
nel gruppo dei punti d'intersezione di una retta per V` colla polare kma di V'
rispetto ally (1), trasformata di F ; quindi la trasformata (b,k delta Fk e con-
tenuta nella kma polare di V' rispetto a (1), (e net caso the questa polare
contenga altre part], queste son coni di vertiee V') . E facile verificare, ad
es. col calcolo degli ordini, the (1),k e soltanto una parte della suddetta po-
lare sempre e solo quando, le rette per V in cui si spezza la conica fonda-
mentale del primo spazio essendo scelte in modo generico, A e per Fk mul-
tiplo secondo un numero > s - k. Il teorema delle polari miste da imme-
diatamente the condizione necessaria e suffi.ciente per

kPla per it cono tangente l

( ) Con eonsiderazioni analog he it prof. SaGRn studia it comportamento Belle prime
{' (1 . c., pag. 34) .

:limali di t1falemalioa , toino XXVI . 31



238

	

Levi. Sulla riduzione delle singolarita puntuali

Come si vedrh, ogni volta che dovremo richiamare queste considerazioni,
questa condizione non sarh soddisfatta .

9. Nel seguito applicherb soltanto trasformazion q che a conica
fondamentale spezzata in due rette che supporrb distinte, ma potrebbero anche
essere coincidenti. Effettuando trasformazioni successive supporrb inoltre it
punto doppio della conica fondamentale della prima trasformazione scelto in
modo generico, e quelli delle trasformazioni successive coincidenti ciascuno col
punto doppio della conica fondamentale dello spazio trasformato rispetto alla
trasformazione precedente . Indicherb, come sopra, con V, V', V", . . . questi
punti .

10. La superficie F abbia in A punto svzo. Applicata ad A una tra-
s#'ormazione quadratica (n. ° 9) la F si trasformi nella superficie (h„ su c
ad A corrispondano punti non tutu sPUU ; ma esista almeno un punto A' tra-
sformato di A, sP 1° per (,b, . La linea trasformata di A si comporra di rette
per A' (n .° 1) .

Distinguerb due casi
1 .° La linea a, trasformata di A su 0, si compone di piu rette per A'.

Si consideri la pma polare di V' rispetto a (P, e sia iI>,P ; essa taglia it piano
di a, (che passa per V'), fuori della conica fondamentale della trasformazione,
secondo una curva a,P, composta di s -p rette (quando ogni retta sia eon-
tata con conveniente multiplicity.) per A', polare di V' rispetto alla interse-
zione di (1), col piano di a, (il fascio a, le cui rette siano contate ciascuna
con conveniente multiplicita). Si supponga di far assumere a p tutti i valori
(intieri) fra 1 e s - 1 (inclusi gli estremi) ; una stessa retta del fascio A'
non potrai appartenere simultaneamente ad a, e a tune le a,P (essendo era esciuso
che a, si riduca ad una sola retta contata s volte) ; e poiche a,"- ' si compone
di una cola retta, esiste certamente una superficie P r (p = 0, 1, . . . , s - 2 ;
(h,° = 4~,) che sega 4),3 - ' sul piano di a, - e fuori della conica fondamen-
tale - nel solo punto A' . Sia 1),P questa superficie ; per A' passa 1' interse-
zione di t 1P e F,s-', senza passarvi con una pane giacente sul piano di a, .
Ma (DP e sono le trasformate delle polari Fp e Fs_, di V rispetto a
F (F0 - F) (n.° 8) ; dunque A' e successivo dd A sull' intersezione di Fr
e Fs_, .

2.° La linea a, trasformata di A su (h, si riduce ad una sola retta
per A', di multiplicith s'< s. Il piano a, V' e piano tangente a 0, in tutti i
punti di a, diversi da A' e dagli altri possibili punti svU di (I), su a, . Conti esso
come s'- k fra i piani tangenti a (D, nei punti generici di a, . La super-
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ficie Ch ) k-a polare di V' rispetto a C , avrh a, come retta s' - kP 16 e nei
punti generici di essa avrA a, V' come unico piano tangente ; avrh inoltre
A' come punto s - 010 . La superficie s - 1"111 polare di V' rispetto
a 1, passerhinvece semplicemente per a, senza avervi it piano a, V come
piano tangente in punti non appartenenti alla conica fondamentale della
trasformazione . La multiplicity di unn punto generico di a, nell'intersezione
di O,h e (D i ,1 --1 e adunque s'-k mentre la multiplicity di A' nell'intersezione
medesima 6 ~ s - k. Ricordando adunque che e (P,h sono le trasfor-
mate delle polari di ugual indice F, e F1, di V rispetto ad F per la tra-
sformazione applicata ad A, si ha che A' e successivo ad A sull'intersezione
di Fk e F,-, . (Anche qui potrebbe essere k = 0 ; allora fP,' -- (P,, F° = F.)

I risultati precedenti sono evidentemente applicabili a] caso in cui alla
superficie F si sostituisca una sua qualunque trasformata dopo una serie di
trasformazioni quadratiche (del n .° 9). Quindi :

140pra una superficie F si fissi una qualunque successione di punti A,I
A', A", . . . I Alrl, tutti sPli per F; A tras/brmi F per mezzo di una succes-
sione di trasformazioni quadratiche applicate ad A, A', . . . . A (r-1 ), giun-
gendo in fine ad una superficie 11), su cui AD') e punto effettivo ; per A(r ) pas-
sano una o pRt linee .di (1), corrispondenti ad A per la trasformazione pro-
dotto delle successive trasformazioni effettuale . Ad A(r) siano successive su
(D, . una o piit rette di multiplicity minore di s, e sit queste, fuori delle
knee Irasf0mate di A sunnominate, un punto sr'O A(r+,). Sia FS_, la polare
s - 1-a di un punto generico V rispetto a F ; esiste sempre un'altra polare
Ty p di V rispetto ad F (0 -!5 p < s - 1) che interseca F,-, secondo una linea
di cui A, A', A", . . ., A(r+') sono punts successivi,

Osservazione. Condizione essenziale dei precedents ragionamenti 6 che a,
i rette passanti per A' - ovvero di parti irreduttibili di cui

sola (che perb pub esser multipla) passi per A' - e che A' abbia
iplicith maggiore di quella dei punti generici di ciascuna parte

passante per A' ; non b essenziale che la multiplicity di A' sia
a quella di A . A questo caso pit generals si estendono adunque immedia-
tamente i precedenti risultati ; al numero s basterh sostituire la multiplicity
di A' nell'intersezione di 1, colla retta A.' V' .

11 . Nell'ultimo enunciato del numero precedente si pub supporre, in
partiedare, che A, A', AA . . . , AD') si sucoedano su un ramo di sezione piana
di F. Si faccia variare it piano secante in modo che assuma tutte le posi-
zioni possibili per A, od anche soltanto per una retta passante per A
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appartenente al cono tangente in A ad F. So per tutte le sezioni piane ge-
nericbe (fra queste) si veri6casse the 10) avesse come successivo un fascio di
retie, e su una retta di tal fascia esistesse un punto A(r+ , ) di multiplicita
superiore a quella generica di essa, corrispondentemente ad ogni sezione piana
dovrebbe esistere una coppia di superficie F, e Fk, la cui intersezione avrebbe
almeno i punti A, A', . . ., A(r) comuni con la detta sezione piana ; ma, es-
sendo i numeri s e k interi minori od al piii uguali alla multiplicita di A
su F, it numero di queste coppie di superficie F,-, e Fk e finito, onde non
pub ]a detta propriety verificarsi per tutte le sezioni piano considerate .

Se si ha riguardo al fatto the ad un punto di una linea multipla di una
superficie, ii quale non abbia per la superficie multiplicita maggiore dei punti
generici delta linea e sempre successive sulla superficie un fascio di retie it
cui centre sta sulla suddetta linea multipla, si conehiude the su una sezione
piana generica di una superficie, passante per un pun to multiplo della super-
ficie medesima, e successivamente a questo punto, esistono solo punti the non
hanno multiplicita maygiore dei punti generici delle Am successive cui 6y

partenyono ; e queste linee, eccezione fatta per la prima, sono tune retie e non
eonletigono punti di multiplicita maggiore della generica, ciascuna fuori della
linea the la precede . Le sezioni piano eccezionalii passpno per par6colari ge-
neratrici (in numero finito) del cono tangente alla superficie nel punto multiplo
considerato.

12. La superficie F abbia in A punto sPIO . Un piano generico per A
sega F secondo una curva piana f avente in A punto sPIO . h noto the b finite
it numero dei punti sPU di f successivi ad A (*). Ma ogni punto sP'- di F
successive ad A ed appartenente a detto piano secante dh luogo ad un punto
sPI-, di f; dunque se A consUera un punto generico A' successivo ad it su
F, un punto gerkerico successivo a questo su F, e cosi via, la successione di
quelli fra questi punti the sono -P11 per F e finita . - A questo riguardo si
comportano come generici i punti successive di una sezione piana generica.

Cib posto, ad A sia successiva su F una retta sP'a a' ; suu a' si consi-
derino due punti : A', fissato comunque purebb fuori dell'eventuale linen spl"
di F per A, ed A, scelto in mode generico suu a . Ad A, e ad A, siano
successive rispettivamente le retie sole a," e a," ; sia A'%, un punto fissato
ad arbitrio su a ,", purcbb fuori di a' (cioe, considerati a," c A",, su una
superficie 0,, trasformata di F dopo le due trasformazioni successive applicate

.71 e chazioni al I della Memoria .



Dopo un numero finito di operazioni
cui punto A(") situato su a, non e successivQ

tras

l'una ad A e-I'altra ad A',, A"„ non sti sull' incontro di a, o
mata di a') ; sia inoltre A", 2 un punto generico di a,", e A 2" it punto di a 2"
su un piano 7r, generico per A A', . Analogamente, ad A",,, A",,, A E" siano
successive su F rispettivamente le rette sf 1" a„"', a,,"', a 2 "' su cui si fissino i
punti A",,) A" 3' 12? A t2 "') analog odefiniti in modo analogo ai precedenti punti A",,,
A", ,, A 2 " - cioe in modo the A"',,, sia fissato ad arbitrio su a"1,, purche
fuori di a" i) A'",,, sia generico su a"' ii , A"',, sia su a" 1Ee su un piano
7r, generico per A', e A", 2 , A2" sia l' intersezione di a,"' con 7r, - e cosi via .

ad una recta spin

	

at
I Ala i punti

.1', A", . . . non possono essere piii sPit ; tutti quells the appartengono a
linee spry sono adunque s-planari ; ed, in particolare, ad A(r) saranno succes-
sive piii rette distinte (costituenti un. fascio it cui centro b su a('' )) ovvero
una sofa recta di multiplicita. < s e lungo la quale it piano fondamentale
dell'ultima trasformazione e tangente ad F .

Si supponga the i punti A'

	

A"„

	

A''' )

	

o stati scelti in
modo the all'ultimo di essi

	

spin . Allora fra
i punti A ;;'„ 1„

	

A{'') ne esistono certamente due consecutivi
(hell' ordine in cui qui sono scritti) tali the at primo e successiva una
recta si'ia, at secondo una o piii rette di multiplicitii, minore . Indicherb
con Air) e con A2''> rispettivamente questi due punts . Per la legge seguita
nella scelta dei punti A successivi, esiste un punto A(4' t) (t ::!5r) a cui
A ( r) e A ( r) sono entrambi successivi, senza esserlo entrambi a punti succes-
sivi a questo ; indicherb con Afr -t> questo punto. (Se t = r, A;'')= A,->,
A(r} .__. A(''>, A{r-t> _ A.) 4(r -- t) sta coi punti the lo seguono precedendo Ai'''
o con A(r ) stesso, su un piano 7 ;,._t#_,>, generico per A{r - t>, ed A (r) sta cal
punto Ai'*"'+' ) the to precede essendo immediatamente successivo ad AC-0 (e
coi punti suceessivi ad A,T:'+') e precedenti A,') su uno stesso piano 7r,._t .,_2

generico per A,,-t+'> . Indicherb con A ("-'+') questo punto A" - f+i> ; e in ge-
nerale con A~~> i punti delta successione cui appartiene Air), e con A(q ) i
punti delta successione cui appartiene A (,''} .

I punti A si ottengono su altrettante superficie

	

ando due volte to
o le coppic di punti AMA,,)

	

'
successions di trasformazioni quadratiche, the supporremo scelte

come si e detto al n .' 9. Rappresenterb colla lettera t1 una qualunque di
queste superficie, apponendovi i medesimi indici e apici del punto A the vi

isidera' sari,

	

dovendo parlare di questa superficie senza
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considerarvi in particolare uno dei punti A (,,2)

	

A 1 10A2

	

1 -la indicherb con 4)'q, )1-H)

	

W11

Ciascuna superficie 1 appartiene ad uno spazio in cui esiste un determinato
punto V; a questo punto si apporranno gli stessi apici e indici the alla su-
perficie. Per quanto riguarda i punti indicati colle lettere A, si indicheranno
le superficie corrispondenti con le lettere F e, i corrispondenti punti V con le
lettere V seguendo ]a stessa legge precedente per gli indici e gli apici ;
fine indieherb con a (Uq) e, a( ,2) le rette su cui stanno rispettivamente i punti2

A (V e A2~q), con a ( r-'+')quell as u cui stanno A(r - '+' ) e A(-W) e con1

	

1

	

2

a (rtl ) 1 12a(t'+') le lines successive rispettivamente ad AV) e ad A() . (La prima
11-1

	

12

sara una retta ola, ]a seconda una o pRi rette di un fascio, di multiplicity < s .)
Distinguo due casi :

L' a( ,*+') si compone di pi-h rette distinte . - Si considerino le polari2,

pme (p = 01 1

	

s - 1) dei punti Vj(q) (*) rispetto alle corrispondenti (14-7) e
siano 4j(q)P; sia poi F. la p-a polare di V rispetto a F. Poich6 V non 6 sul
cono (piano) tangente a F in A, VP 6 ]a trasformata di FF mediante la
trasformazione applicata ad A (n.° 8) ; e poich6 a' e srIll, V' non 6 sul cono
tangente a V in alcun punto di a' (fuori della conica fondamentale della
trasformazione) ; T 6 adunque, rispetto ad A', e ad A'2 , nelle stesse condi-
zioni di V rispetto ad A . Ripetendo quest' osservazion e si giunge a vedere
Clio tutti i punti IQ (q == r -- I d- 1, r -- t + 2, . . ., r ; j = 12, 2) sono fuori
A coni tangenti rispettivamente alle F j(q) nei punti delle ay) non apparte-
nenti alle coniche fondamentali delle trasformazioni, e the le sono 10
trasformate di lyp per le corrispondenti successioni di trasformazioni ; queste
]F,(,2+1)11 sono quindi pure le trasformate di U(" -')P e di IF(,*-'+')-" . Inoltre le
Fj( q )P passano per le rispettive rette .0) colla multiplicitys -p a la F1'2+ 1'1'
passa per a(r+l) colla stessa multiplicity s -p ; quanto alla F 2(r+I),I essa tagliaale+ 1)

piano di aj+U fuori della conica fondamentale della trasformazione secondo la
linea (fascio di rette concentrico ad a2(r+O) p-a polare di V 2("+') rispetto all'in-
tersezione di questo piano colla IF (2 + 1) (il fascio a 2(r+') le cui rette siano con-
tate con convenienti multiplicity) .

Per un'osservazione fatta al n . ° 10 - L' caso - non tutte le F(I'+I)P
(0 to p <0 s --1) passano per la recta Untersezione di F2''+1> 'I-1 col piano
di a0*+') ; si fissi un valore di p per cui cib non avvenga ; questo valore indi-2

cherb ancora con p. La multiplicity d'intersezione di FO-W)s-I e F{''W)p
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generico A 2( , .- t+') della a( ,- '+')

t (S

mentre quella delle stesse superficie in A(" -'+')

~(t + 1 ) (S - P).

Adunque F(,'-'+'7p e F()-t+l)s--l s'intersecano, oltre che secondo la a(" -'+') e
secondo altre linee non passanti per A("-'+", secondo una linen C per A(,'-'+') .
Ma, pel modo onde sono stati scelti i punti A,, A",,, . . .,

	

pel punto
non passa altra linea generata dalle trasbrinazioni successive (cioe

altra trasformata di A) cbe a(" -t+') ; quindi C b trasformata di una curva
appartenente all'intersezione di ]-, F e F -, .

Nella serie dei punti A, A', , X' I)) . . ., A") precedentemente definita,
esiste sempre, in questo primo caso, un punto (0 < t ~ r) tale che i
punti successivi A, Af il . . . A( ,*-'+' ) appartengono tutti alla linea d'interse-
zione di Iy',-, con una conveniente Fp .

2 .° a( , .+') si riduce ad una cola retta di multiplicith s' < s. - Ho pro-2
vato al n.' I I che, se, come not supponiamo, it piano n, t+ , 6 generico per
A(r-0, sulla a( ' .+' ) non esistono punti di multiplicita maggiore di s' (fuori
di a(") e delta conica fondamentale delta trasformazione) ; in particolare non
sari pRi che 0 10 it punto A(,"+') in cui a("+') 6 incontrata dal piano Z, t ;, .

II piano a("+') V(''+') e ora tangente alla V+0 in tutti i punti di a("+') fuori
di a"I supporrb che esso conti come ;!--k(k<s') fra i piani tangenti a
F("+') nel punto A("+')2

	

2

(") Questa 6 precisamente la detta multiplicita diaterseziono poieU 11 piano
non 6 tangente in ally linen d'interso7ione di F(`+',H-l c di F(I*-'+I)-* (Clio, per la
parte passante per un punto generico della a(r-'+'), si riduce a questa retta) ; ad ogni
mode a not basterebbe affermaie olio la detta multiplicita 6

(u') Pi, facile provare che, per umi scelta gonerica di

	

questo vale lo stesso olio
dire die sin sl - h 1,% multiplicita del piano a(r+0 VI-1,D nol fascio dei piani tangenti a F (, *+')2

	

2

	

2
noi punti generici di a(r+' ) (cioe fuori di a!2") e della conicaa fondamenta-le) ; infatti s2
ponga che quesAl Oma nuiltiplicitit sin s' - kl ; so k, =I- h, dovrA essere k, > k. Sin I

la polaro k i ll", di VIr+I ) rispetto a F211o ; questa polare avrA a2+,> come retta s' - kj rIII e2

	

2
R punto A"+0 ayrA multiplicita > s' - k, sa di essa (efr. n . 1 1 8) . Ma la W('*') & la trasfor-
mata delta Fk, , h1l, polare di V rispetto ad F ; adunque

	

avrA,
succossivamente al punto A' ) una cotta su cut 81
delta sun gonorica. Secondo it n . 11 11 questo non puo vorifloarsi so

	

6 gonorieo .
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Consideriamo le polari

	

e s - 1" dei punti V,,'> rispetto alle co
spondenti (I) ' e siano rispettivamente rappresentate eoi simboli } , 4~4)s - ',

e coi simboli analoghi siano rappresentate le polari dei punti V rispetto alle
F corrispondenti ; siano poi Fh e Fs _, rispettivamente la polare kma e la
s -- V di V rispetto ad F. Reggono qui tutte le cose dette in generate
per le <J )z a proposito del caso precedente . DI piu per la F +'''' abbiamo
che essa ha la retta aYT'+l' come s' - Icrca e in A ;''+r' (*) ha it piano a2''+') V ()-+I)
come unico piano tangente ; e per la F2F ("+1)8-1 c heesessa psasemplicemen te
per la a(r+' ) senza avervi it piano aEa ("+' ) VzV ("+' ) tang enteffuori delta conica fon-
dament ale.E poiche le F,1)', F ) s-' sono le trasformate di V-1+ 1)k e di
+'''-t+'>S-', la multiplicity d'intersezione di F ( con F{''--t+ 1 } s-1 in Agr-_t+' ) ,

punto generico di a(°'-W ) e :
t(s-k)-}-s'-Ic,

mentre quella delle stesse superficie in A(" - t+ ' ) e :
:(t±1)(s-k) .

Adunque, anche in questo caso le due superficie
s' intersecano, oltre che secondo la a ( r- t+ 1) e secondo altre linee non pas-
santi per A(''-'+'), secondo una ]Inca C passante per A(''--t+') . Come net caso
precedente Si giunge ora ad enunciare che anche in questo secondo caso
esiste nella serie dei punti A, A', . . . , A ;~> , un punto A(" .-.'+' ) (0 < I G r)
tale eke i punti successive A, A',, . . . , A(iA("-14-1) apparteng onotutu alkc linen
d'intersezione di FS-, con una conveniente Fv (0 --!5p < s - 1) .

Importa di rilevare che F,_, e Fp sono polari rispetto ad F del punto V
assegnato a priori fuori del cono tangente ad F in A.

Anche qui, come al n .° 10, si pub supporre che, come superficie F, og-
getto delle considerazioni precedenti, si assuma la trasformata di una super-
ficie data F dopo una successione di trasformazioni quadratiche (del n .° 9) .
Quindi

Sopra una superficie F si fissi una qualunque successione di punti
11, A', A", . . . , Al'' ) (**) tutti S-Vzi per F, tale eke ad A( r) sia suecessiva una
serie di punti Ar+1), . . . spli per I>, ed appartenenti a retie (successive) svce per I"
senza eke nzai due di essi appartengano ad una Qnedesirna di queste retie ;

eke la seconda successione contenga un numero di punti may-

(*} Od anche nei panti generici ; cfr. nota prec .
xk) Non occorre dire che la r ha ora signifieRto dill`erente che nelle lines precedenti .
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giore di quello dei punti spit di F successivi ad A ( " ) e giacenti sit un
piano generico per A(") (*) . Sia F j la s - 1111a polare di un punto ge-
nerico V rispetto ad F; esiste sempre un'altra polare F di V rispetto ad
F (0 wn p < s -- 1) the interseca S, secondo una linea di cui A
'P", A(`+' ) S0110 pnnti successivi.

13. Osservazione . Si b precedentemente supposto the ad A) ,,, Posse
successiva una retta span . Gli stessi ragionamenti condurrebbero a risultati
analoghi se si supponesse the ad A;;3,,I) ., fosse successiva una sola retta di mul-

licith s'' < S, essendo del resto s' qualunque net prime dei due casi prece-
e distinti, > s' - ovvero -- s' e tale the it numero analogo a k

vi sia k, < k -, net secondo .
In altri casi i ragionamenti precedenti sono capaci d'applicazione ; rilevo

quello in eui si supponesse Q e con essa di multiplicity <s . Baste-
rebbe allora in quanta precede considerare i punti A(r-1) in luogo degli AH
e pei due punti delta serie A(-') AW-') Xj

.--11

	

A(-') analoghi ad At" )H-Ul "W HI H-2 I I * * 1 2

	

12

e ad A,H ragionare sul prime come copra A e ragionato sul secondo, e sul
secondo come sopra sul prime. Si giungerebbe allora al risultato the it punto
A(--'+' ) (cost chiamando ancora l'analogo del punto A (,-'+') del numero prece-
dente) appartiene alla linea d' intersezione di 1 7, con una conveniente F'. .
Ma questo non 6 possibile se AW -'+') 6 punto generico, della linea a(, -1+0 cui2

0 11

Wa
ruati SPU di 1" succe;
the pa-aid per A (r) .

Annali di kfate?)ialiew, touw

appartiene. Si conchiude, tenendo anche presente i
se it punto A e sPIO sit una super ficie F e at punto A sono successivi sulla
sezione piano I generica (passante per esso) v punti sP'i, oyni successione
di punti di F it cui primp pun to sia A contiene ALMENO v punti sr 1 i (neces-
sariamente consecutivi,) ; e ogni successione GENFRicA di tali punti contiene
PRECISAMENTE ' punti SO

*14. Su una superficie 14' d'ordine date n si consideri un punto SPIO A
ed una successione di punti spit di cui A sia ii prima : A, A', . . . ; e si sup-
ponga the mai due di questi punti stiano sulfa stessa linea ola passante per A,
n6 sulla stessa linea (retta) Spla successiva ad A ; sia r tale the A (" ) Mere,
un punto successive ad AH (immediatamente o non) nella successione A, A', . . .
non stia, col punto the immediatamente lo precede, sulla stessa retta succes -
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siva ad A. Dopo quanta precede 6 facile assegnare un limite superiore per
numero r.

Di fatto, nelle presenti ipotesi, fissati n e r, risulta fissato un numero r,
tale che, se esiste una serie di pA di r, punti successivi ad A( ,-) ed sPli
per F, esiste sempre una superficie che interseca
F,-, secondo una linea di cui una parte C irreduttibile passa pei punti suc-
cessivi A, A' ; . . . I A(r) . 11 numero r + r, cresce con r ; se quindi si deter-
mina un limite superiore al numero dei punti A, A', . . . che possono stare
su C risulta determinato per r + r, un limite, per modo che, se ]a succes-
sione A, A' . . . contiene un Dumero di punti superiore od uguale a questo Ji-
mite, r ha per limite superiore quello suddetto del numero dei punti A, A', . . .
che stanno su C ; se la successione A, A', contiene un minor numero di
punti, e questo it limite superiore di r.

Cib posto, l'ordine C sarh :

pl~(n -P) (n - S + 1)~n (n - S + 1) .

SiA ora 0 un punto generico dello spazio, cio6 tale che non appartenga
al cono tangente a F in A, n6 al cono tangente a F condotto da un punto
generico fissato ad arbitrio di C, ne alla A V. Da 0 si proietti C e sia F it
cone proiettante ; esso interseca F secondo una linea A d'ordine :

M n=M i .

In conseguenza delle ipotesi fatte tutte le linee di F successive ad A su
cui stanno A', A" 7 . . . sono rette e ciascuna (salvo quelle per A') e appog-
giata ad una immediatamente precedente ; lo stesso avviene per le linee di U
successive ad 21, poiche ogni punto A( i ) ha in F ]a multiplicity ge.nerica della
linea di r successiva ad A cui appartiene ; basta, per persuadersene, osservare
che ) in caso contrario esisterebbero (n .° 10 e relativa osservazione) due polari

(11 ) Se it punta di cui si parla, che nor' sta cal procodente sulfa stessa retta succes-
siva ad A, sta su una retta successiva ad A, di multiplicity <s, r+7-, 6 it posto I
questo punto nella successions ; quindi l'esistenza degli ),, punti di cui si parla net testo
non e allora una condizione .

(") Si pu6 notare che si potrebbe supporre senz'altro 1) = 0 . Infatti, essendo C d'or-
Inc m w n (n -- a + 1) (cfr. le linee soguen6 del tosto) , quando 2- sia superiore ad un
certo liiuite, C dove giacere interamente su F, poiW ha in A riunite almeno )' s inter-
sezioni con F. (Pel computo delle intersezioni di una curva e I una superficie in till

punto partendo dai caratteri dei lore punti successivi, efr . SuGRL, pag. 9-11 .)
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di V rispetto a I' che s' interseeherebbero secondo una linea passante per
A, A', . . . , A(?), it che e assurdo poiche T' b un cono ed AA e A' non ap-
partengono ad una stessa generatrice . Adunque, poiche F e F non si toccano
in A, non banno comune alcuna linea successiva ad A cui appartengano punti
della successione A, A, . . .

	

fi

	

pel modo in cui si e scelto 0, r e F non
si toccano secondo una linea .

Segue che per A, A', . . ., A(') passano una o pii parti di C,, ciascuna
di multiplicity < s, mentre nei punti A, A', . . . , I' e I+', hanno multiplicity
d' intersezione - s, (per A', . . . queste multiplicity coincidono coi numeri S
del n.° 5). Se quindi si considera la curva C2 composta di tutte le parti di C r
contate ciascuna una volta sola, questa curva passerh con punti multipli per
A, A', . . . , A(r ) . Ma, se m2 a l'ordine di C2 ,

M2 -- in, ;

si pub quindi assegnare [n .° 3 (*)] un limite superiore (funzione della sola 7n,

e della multiplicity di A su C,) al numero di questi punti. II numero r ha
adunque un limite superiore assegnato (che pub considerarsi come funzione
della sola it e di s) .

Risulta cosi provato che la successione dci punti A, A', . . . dianzi definita
ha un termine, a meno che esista un nurnero r (inferiore necessariamente
al suddetto limite) tale che i punti successivi ad .I(r) stiano eiascuno col
precedente su una stessa linea (retta) successiva ad A . L' esame di questo
caso si far nel paragrafo seguente .

(%) Per la validity dci risultati di questo numero nel caso presente ricordo quanto dissi
nella nota relativa al n.° 5. Aggiungo che si pub evitare l'applicazione del teorema di cui
hi si parla . Basta, per yore, osservare che nel § 2 e nei paragrafi soguenti si pub, alla
trasformazione quadratica considerata, sostituire la trasformazione quadratica speciale (sue
caso particolare) mantenondo fisso un punto della retta doppia fondamentale, come nel
presente paragrafo si teneva fisso it punto doppio della conica fondamentale . Si pub, so
ciir e del caso, assurnoro su ogni retta doppia fondamentale, due differenti punti come
punti V net sense del § 2 e in quello del paragrafo presente, restando questo fisso nello

trasformmazioni successive, e variando quello per le trasformazioni successive stesse, per
unulo cho lo si potry scegliere in modo sufficientemento generico perche si possano ap-
p licare i ragionarnenti del § 2.
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§ 5 .

15. Su una linea a di una super ficie F, di multiplicity < s per essa,
esiste un numero finito di punti successivi spli per F Sia, di fatto, A un
punto sr1o di F su a. Ogni superficie F, passante per a e the non tocchi F
lungo a sega F secondo una linea composta di a contata un certo numero
di volte e di una linea residua t passante per A . Sia inoltre it punto A sem-
plice per a ; si potrh fare in modo the F, passi per A colla multiplicity dei
punti generici di a su essa, ad es con punto semplice, e the non vi sia
tangente ad F. Se allora su a sono successivi ad A altri punti spli per F
la linea t passa per A e per tutti questi punti (§ 3) .

La superficie F, pub ora essere it cono the proietta a da un punto con-
venientemente generico dello spazio . La linea t ha allora un ordine asse-
gnato. Le linee t ed a, entrambe di ordine assegnato, hanno comune solo un
numero finito di punti successivi ad A (non e questo altro the un caso par-
ticolare del teorema del § 2) ; adunque a finito it numero dei punti spl i di F
su a, successivi ad A, punto semplice di a .

Quando A fosse multiplo per a basterebbe trasformare dapprima la F
con la trasformazione the muta a in una nuova curva su cui ad A corrispon-
dono uno o piu punti semplici (per la curva)

16 . Prima di passare all' analisi del caso residuo enunciato alla fine
del n.° 14, ritorniamo un momento su quello giy studiato .

Dall'ipotesi costante the mai, nella successione dei punti A, due punti
appartengano ad una stessa linea spin, segue immediatamente the non e sufh-
ciente la proposizione del n .° 10 a cui si faccia seguire it ragionamento del
n.° 14 solo quando, a cominciare da un certo, tutti i punti della successione
appartengano a rette sple successive (e non ad altre linee sp le ) della super-
ficie . Orbene per questo caso si pub dimostrare the it numero dei punti della
successione a finito, evitando la ricerca del n .° 12 (*), nel modo seguente

Sia A('') detto punto o un punto dells serie ad esso successivo ; si pub
supporre the per A(" ), e quindi pei punti successivi, non passino altre linee
multiple di F the le dette rette sp le . (Per A ('') passerebbero tali linee se A(r )

( ) Risulta con cio semplificato anche it ragionamento del n .° 14, perche solo quando

sia, necessario ricorrere al n .° 12 si debbono considerare punti delta successionn A,

A	A(r) . . . . successivi ad AM per provare it passaggio di C per A( ,*) .
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stesse su una linea multipla di F per A, di multiplicity <s ; ora, pel numero
pree., questo caso si pub escludere assumendo r convenientemente grande .)
Cib posto, sia a(t) la retta spz& per Act} (t r). Si consideri una superficie
qualunque the passi per A e per tutte le rette aW, ad es. la polare Fp
di V rispetto alla F, di indice p > 0 e ~ s - 1 ; la multiplicity d' interse-
zione di F e Fp in A( '') a un numero assegnabile v . Sono ora possibili due
ipotesi : 1 .° La linea C d'intersezione di F e I. passa per A (T) ; poiehe r si
pub assumere grande a piacere, si pub applicare a questa C it ragionamento
del n .° 14. - 2.° Detta linea non passa per A (,*'; allora essa non passera
neanche per aleun punto successivo ad A('' ) . La multiplicity d'intersezione di
F e 1aV in un punto generico di a(r+') e v - s (s -- p) e tale e allora pure
per la loro multiplicity d'intersezione in At''+i', per cui non passa ora altra
linea comune a F e Fp . In modo analogo la multiplicity d'intersezione di F e
hp in A{''42', . . ., b rispettivamente v - 2 s (s -p), . . ., v-i s (s-p), . . .
Ma questa multiplicity d' intersezione non pub divenir negativa ; dunque e
impossibile the i eresca oltre ogni limite .

17. Sullo stesso concetto di quella del numero precedente, quantunque
menu semplice, e fondata la dimostrazione the segue, pel caso the rimane
da trattare .

La successione

	

unti sr 1i di F : A, A', . . . sia tale

	

p ti sue-
cessivi ad A{r} stiano ciascuno col precedents su una stessa retta sueces-
siva ad A . Sia a(r) la retta eui appartiene A( r) ; sara anehe Atr+'a un punto
di a(r) ; quindi, per un'ipotesi fatta costantemente, a(r) avrh multiplicity s' < s .
Lo stesso si dovra dire per tutte le rette sostegni di piui punti A. Pel nu-
mero 15 su ciascuna di queste rette sta un numero finito di pu
deve quindi supporre she tutti i punti A suecessivi ad A(r) siano uniplana i
perehe se, p. es., non lo fosse A), non lo sarebbe nessuno dei punti succes-
sivi su a(r ), e suceessivamente all'ultimo non si potrebbe quindi piii avere un
punto sP 0 the stesse con esse su una stessa trasforinata di A .

. e dal punto Atr) modificheremo cost i simboli re-
lativi

	

t

	

essione di pun
Siano At' ) , A,r>, Ax0 , . . ., A%' - A (" - ' -,) i punti della successione p

	

-
tenenti ad a(r) (A") sara it precedente A (r i-1) ) . Fatta eccezione pel

	

r
ognuno di questi punti passa, oltre la a(r), una recta successiva al pun o c ie
lo precede immediatamente, e non passano altre linee multiple per F, effet-
tive ovvero successive ad A, se, come si pub sempre supp per A() non
passano altre linee multiple per F poiehe A( r) e i punti suce
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planari -- ch. l'analoga affermazione net n .' preced .'. Irldicherb quelle rette
rispettivamente con a,,",

	

a"=_a(y+). Sianopoi A(r - ' - '), A ('*+' ) A('*+')) . . .7h, -

	

7

	

2

44+1) i punti delta successione appartenenti ad a(r+ , ), e a,
passanti rispettivamente per questiCll?r+t

	

a("+ , ) to rette diverse da a(r
punti, escluso it primo . Come poi punti A,(?'), non passano per questi punti
,4j+" altre linee di F successive ad A. Analogamente si indicheranno i
punti di a(,+ ,2) e le rette di F per essi

Sia s,'+') la multiplicity di q,*O (i, j = 0, 1, . . .) (e pub, per particolari
valori di i e j, essere s;41) = s ; per j = 0 e sempre s(i+') < s, come gih si
disse) e sia Y,("+i) it punto doppio delta conica fondamentale delta trasfor-
mazione applicata ad A('+ i) (sara Vw+i) V I piani VO'+i) a("+i) e
V,,+0 a("i- 2) sono tangents ad F rispettivamente lungo a.(r+0 e lungo a("+i), ec-
cezion fatta pei piani Vj('+i!a,(r+!)(O<j<h,+j) per cui Posse sji+')= s . Con-
tino questi piani rispettivamente come s,(i+') - ki(i) e come s(i+ ,) - k() fra i piani
tangent ad F nei punti generici di a,(",P) e di ak"'+i) (net caso in cui non si
abbia contatto sara corrispondentemente QN) = ky) = s) ; si ha necessariamente
0 kP =0 S .

Si supponga the ]a SUCCOSSiODe dei punti A si protragga in modo the

esistano numeri i (e zJ- ±z 71i,) sufficientemente grandi perche le considerazioni
P=r

seguenti possano farsi ; esistano cio6 fra questi numeri di quelli superiori (essi
• quindi i successivi) a taluni limiti inferiori assegnabili ; lipotesi contraria
equivarebbe ad ammettere assegnato un limite superiore al numero dei punti
delta successione, onde non avrebbe piti luogo la presente ricerca sull'esistenza
di un tal limite .

Lasciando per ora indeterminato it numero k < s, considero le polari F,
•

	

If k di V rispetto ad F e distinguo due casi ; I .' L'intersezione di F,
•

	

11 passa per 410 ; 2.° Questo fatto non
At primo caso si applicano immediatamente

i quali danno per r un limite superiore .
Quanto al secondo, abbiano

	

-' e

Belle analoghe (P dei n i 10 e seg. ;
con cui si rappresentano 1e tutee a e

i rag II

loro corrispondenti su
queste q, Fs_., passa semplicemente per to a,?'+!) (j ~ 0) e pei punti A, senza
esservi tangente ai piani r,("+i) ay'+i), Vk"+i) a(2'+i) ; Fh pub invece passare per
to retie 01+5 con multiplicity diverse (sempre f--= s - k) essendovi o non tan-
gente ai suddetti piani ; passes perb sempre pei punti A con multiplicity

punti A, i
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s - k, senza esservi tangente a detti piani, per le a (r i i) per cni k(i) = k
con multiplicity s(i-+-1) - k, avendovi come unico piano tangente it piano
V(r+i) a (r+i) = JT,(r+i) a (r+ i)= . . . =Vjr+i ) a (r+ i) e per le

	

per cui k~') = k con
multiplicity s,-'+ 1 ) - k, avendovi come unico piano tangente it piano Vj(''-'i) a(''+1).

Crescendo convenientemente i (e basta supporre the possa divenire i = s'),
c evidente the esistono sempre una retta a(''d i) e una retta a,,"+'+') per cui
k(a) = lc('+') e S(i+0 a s(;+`+' ) Sara necessariamente k (i) , S(i+'), S„+).+11 < S .

Assumendo ii punto A('') sulla prima di queste rette, si potry indicare con
k questo numero, e con a (r) la prima retta cui appartiene ; si potry cioe
porre i = 0 . Si fissi per it k precedentemente lasciato indeterminato it va-
lore ora fissato, allora (D('') - 1 passa per A (r ) e per a ( " ) semplicemente, e sent€1a
esservi tangente a V (r) a(r), e q&) 7o passa con multiplicity s'--k per a ( '' )
avendovi come unico piano tangente V,(r) a(r) e passa per A,'') con multiplicity
s - k. Quindi la multiplicity d' intersezione di (I~1''' -1 , (D('' ) " in un punto ge ,-
nerico di a(r) e x= s' - k ; quella in un punto generico di a,' ) sia x, . So
ora la curva

	

` F_, e i j, non passa per A ;''), la multiplicity
d'intersezione di <

	

' e th(i'')k in A (I'') e x, -{- x ; quindi quella di
(D .'')'' in un punto generico di ay' ) e :

x2 =x ±x,-s+ k .

Itiplicita d' inters

	

li ( ;~ ) G) -1 #

x',=x-f,

	

x

	

+7c,

x'j=x+(x

x -Xh,,+l=x+(

	

,

x`.a-i)= x(x -2 )
+ (x(j- 1 )_ s + k)a ,

	

(3)
X(i) = x(i -2) f. (

	

Cj h r - -t .

	

(4)

I'("+i)" in un pun

	

di a,~''

	

x(i) sara pure la multiplicity d' inter-
sezione di (1=

	

')k in tin punto

	

a(''+') ; in modo analogo
a queue in cui si e ottenuto x 2 si ha

( 1 )
e in particolare :

X - xh, . = x, + (x - S -(- k) (h r 1) . (2)
In seguito :
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Da queste equazioni (e, per i = 1, dalle equivalenti (1) e (2)) si deduce the le
Auguaghanze :

li) xq-1)

	

xl_' ) li-2)
j

sussistono simultaneamente seegliendo
deve sostituire x a li- = )) .

Ricordian-io ora the
-- i== A ) j-x -

Le

o sS i a :

Sono qui possibili due i

2.°
Le (5) damio -

nno tosto :

i le (3) e (4
'29+j)> X(2-2r)

h"Kb-l

tesi :

onde

Quindi -

da cui, per le (5),
XO-0 > X ("-3)

Proseguendo ad applicare le (5) si
X(1-2) < X(I-4) ,

	

X (j-

lo an s

X(A-2

Onde

onde

x < s -- k.

M) >

	

>XP-2,, ) > X

X(i) - li-2),

	

li-1) s - k

	

(5)

i tutte lo stesso segno (per i

	

si

x(1-2) > XP) .

> X()--~)

	

.

s

	

< X() < X ( -2) < X(1-4)

	

<. . . (7)

Se X e pari j e necessariamente > 0, poicM le (1) e (2) danno clie per X = 0
A veridea sempre ii 1 .° can, it secondo gruppo di disuguaglianze contraddice
a] fatto cbe :

k.

ii

(6)
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questo gruppo di disugua.glianze, postovi v = 0, insieme con le (6) da' luogo
alla :

X()) > x,

the contraddice all'ipotesi principale : it 2.° caso non pub adunque verificarsi .
Raccogliendo si ha che, essendo x(, ,,)--x,

x( , +°) < s - I° ,

	

z( 1) -- s -1c .

Da queste disuguaglianze, per le (5), si deduce :

x( i)<s-1:;,

	

2><s- I ,
onde, per le (3) e (4)

xi
;.+°+z) < 'r(2+2 +x)

,

	

(r

	

0) .

Crescendo % e j, queste x vanno dunque continuamente decrescendo ; ma
esse sono numeri essenzialmente interi e positivi, non nulli . I numeri v e j

(o meglio la somma

	

~' hp
I
ammettono dunque un limite superiore .

La serie (lei punti A ha adunque un termine in ogni raso .
18. Da ciaseuno dei ragionamenti precedenti sarebbe facile dedurre

tin valore numerico del limite di cui vi si parla ; potrei dare io stesso tall
valori, ma mi astengo dal farlo, credendoli troppo superiori al vero perchc
possano presentare interesse e trovare altrove utile applicazione . II lettore
potra in ogni caso ottenerli senza diificolta .

1'orino, (xiu ;;uo 18 .)7 .

d nnc'Ji chi :Lfu!c : ~rl% xa , totuo 1 X V1 .
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