
Einige Efgenschaftea einer gewissen  attung yon Curven 
vierter Ord ung. 

~on J. LfiROTbI in I~RLSRUHE. 

Herr Clebsc~h hat in seinem Aafsa~ze fiber die Theorie der Cur- 
yen vierter Ordnung (Cre l l e ' s  Journal Bd. 59) gezeigt, class es trotz 
der in genfigender Anzahl vorhandenen Constanten im AUgemeinen 
nieh~ mSglich sei, die Gleiehung einer Curve vierter Ordnung dar- 
zusimllen als eine Summe vdn Ftinf vier~en Po~enzen; dass vielmehr 
diejenigen Curven ~ wetche diese Eigenschaft besitzen, sich auszeichnen 
elurch das Verschwinden einer Invariante. Herr Clabs eh hat im eitirten 
• einige Eigenschaf~en dieser Curven abgeleitet; im Folgenden 
sollen einige andere angegeben und besonders tier Beweis geffihr~ wer- 
den, dass das Verschwinden jener Invariante auch eine hinreiehende 
Bedingung ist zur Darstellung der Curve als Summe yon ftinf Bi- 
quadra~en. 

w  

Darste l lung der  Gleichung als Summe yon fi inf  Quadraten. 

Schreiben wit die Gleichung einer Curve vier~er Ordnung" in der 
~orIll 

r ~ 2~ ~iklm Xi Xk X~ X~ 
i, k ,  t, ,,+ 

WO sich die Summe erstreek~ fiber die Werthe 1 , 2 , 3  tier Indices~ so 
sind die Curven~ welche wir bier betrachten wollen, charak4erisir~ durch 
die Be~i~gtmg~ class die Determ~nante 

ui~it ~+tt~2 ~It~  ~lJl3 ++JJ~ ++J~3~ 
+tmlt ~t~+m ~im+m +t+i+ +J+-~+ '~i2m 

~ t t  %ZlZ %*~ U3313 ~32a 4333 



38 Ueber eine Ga~tung yon Curven 4 t~r 0rdnung. 

welehe eiae Invarianfe ist, verschwindet. Bezeiehnen wit die zum 
Elemen~e ulk,z,, gehSrige Unterde~erminanfe yon A mi~ A~k,l,~, so ist 
Aik~t~ ~-- At,,,,ik, and diese GrSssen haben, weil A = 0, die Eigen- 
schaft, dass sechs GrSssen 21~ existiren, welche die Gleichungen 

(2) Aik,z,,, ~ P~i~.21,,, i , k , l , m  -~- ] , 2 , 3  

erfiitlen. 
Diese seehs Gr5ssen Pik kann man betraehten als Co~fficienten der 

Gleichtmg einer Curve zweiter Classe K ,  welche dann eine zugehSrige 
Form sein wird. 

Wir fassen nun die Polare eines Punktenpgares x y in's Auge, 
d. h. die ers~e Polare des einen dieser Punk~e in Bezug auf die erste 
Polare des zweiten; deren Gleichuag ist 

Diese Polare is~ ein Kegelschnitt, dessen Co~ffieien~n siad: 

alk ~ ~, x t Y~ uiktm 

Mul~ipliciren wir mir 2ik und summlren naeh i und k~ so erhalten wir~ 
wegen der Definition der/o~k , clie Gleichung: 

(3) Z aix.P~k ~ O . 
ek 

Wenn umgek~hrt die Co~ffieienlen aik eines beliebigen Kegelschnittes 
diese Gleichung efftillen, so kann er als zweite Polare aufgefasst wer- 
den. Denn aus den obigen Gleichungen, die dana nur fiinf unab- 
h~ingige darstellen, folgen fiinf der GrSssen :" 

2 x l y  t , x i y  ~ -~  22y t , 2 x,,y. z , x l y .  ~ + x3y l , x2y  3 + x3Y 2 , 2 3~3~]3 

als lineare Functioaen der seehstem Die Deferminante dritten Grades 
dieser seehs GrSssen~ welche bekanntlich verschwindet, liefert dana 
eine Gleiehnag dritten Grades flit diese seehste GrSsse, wodureh diese 
bestimm~ isL Wenn man s~ch erinner~ an die yon Herrn Hesse ' ge -  
gebene geometrisehe Deuhang der Gleichung (3), so erh~li man den 
Sa~:  W e n n  ein  g e g e b e n e r  K e g e l s e h n i ~ t  P o l a r e  e i n e s  P u n k -  
t e n p a a r e s  s e in  soll~ so muss  e in  P o l a r d r e i e e k  yon K 4 h m  
e i n g e s e h r i e b e n o d e r  e ines  s e i n e r  P o l a r d r e i e c k e  K umge-  
s e h r i e b e n  w e r d e n  kSanen .  Es g i b t  d a n n  3 P u n k t e n p a a r e ,  
als  d e r e n  P o l a r e  der  K e g e l s e h n i ~ t  b e t r a c h ! e t  vcerden kann .  

Wir bezeichnen j e t~  die Coordinaten yon seehs betiebigen Punk- 
~ezapaaren mi~ x ~ y ~ ( ] ~  1, 2 ,  3 ,  4 ,  5 ,  6) und muttiplieiren die D e~er- 
minante A mi~ einer andern, in tier eine Zeile ist: 

, xa Ya - 

Wir erhal~en a~f dies~, Weise eine neae Determinant% in der die Ele- 
men~e der h ~" Z~ite en~s~ehea" aus: 
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inden~ man fiir i ,  k die Wer~he 1 , 2 , 3  setzt. Da diese Determinante 
-aber mi~ A gleichzeitig versehwindeG so kann man sechs Co~fficienten 
Pl, so bestimmen, dass 

x ~ y ~  --~ 0 i , k  ~ 1 , 2 , 3  

Multiplicirt man diese Gleichung mit ~i Yk und summirt nach i und ]q 
so entsteht dieAdentische Gteichung: 

wo die p~ Functionen sind der ~oordina~en der seehs Punktenpaare. 
Diese Gl'eichung lehr G dass  die G l e i c h u n g  der  P o l a r e  e ines  
b e l i e b i g e n P u n k t e n p a a r e s  s ich  l i n e a r  a u s d r f i c k e n  ]~isst 
d u r c h  d ie  G l e i c h u n g e n  der  P o l a r e n  yon f i in f  a n d e r e n  be-  
l i e b i g e n  P u n k t e n p a a r e n .  Und wenn umgekehrt diese Eigenschaf~ 
stattfindet, so zeig% die vorhergehende _kblei~ang, dass auch die In- 
variante A verschwinde~, den Fall ausgenommen, dass die Determi- 
nante, mit der oben multlplicir~ wurde, selbst verschwinder Dies ~ritt 
abet ein~ wenn die sechs Punl~enl0aare harmonische Polenloaare eines 
und desselben Kegelschnittes sind; und in diesem specielle- Falle gil~ 
der vorige Satz fiir alle Cttrven vierter Ordnung. 

Die Co~fficienten i~h bestimm'en sich am einfachsten, wenn man 
die fiinf Punktenpaare passend wiihlt lind zwar so, /[ass jedes Paar 
ein harmonisches Polenpaar ist tier Polaren der anderen Punk~enpaare. 
Dass sich solche ffinf Polenpaare stets angeben las2en~ zeigt sich leicht 
mi~ Hiils des Sa~zes: W e n n  zwei  P u n k ~ e  x ,  y h a r m o n i s e h e  P o l e  
s ind  der  P o l a r e  z w e i e r  a n d e r e n  P u n k t e  ~V~ so s ind  u m g e -  
k e h r t  ~ ,~ h a r m o n i s e h e  P o l e  der  P o l a r e  yon x , y ,  den din dop- 
pelte Interpre~tion tier Gleichung 

ergibt. Denn man gehe yon einem Punktenpaare i aus und nehme 
ein.harmonisches Polenpaar seiner Polare zum Punktenpaare 2. Den 
einen P~mkt des Padres 3 kann man noph beliebig wiihlen~ der zwei~e 
ist aber dann bestS~nmt als Schnitt tier Potaren des ersfen Punktes 
in Bezug auf die Polaren yon 1 und 2. Wenn man nun zu den drei 
Kegetschnitten 1 , 2  ~ 3 die Jacob i ' s che  Curve construirt, so kana man 
auf dieser eine unendliche Anzahl yon Punk~enpaaren angeben, weldne 
harmonische Pole sind der drei Kegelschnitte 1 , 2 , 3 .  Eines dieser 
w~hlen wir zum Punktenpaare 4. Das ffiufte Pant: welches harmo- 
nisch sein muss zu den 4 jetz~ cons~rnirfen Kegelschnit~en, ist clrei- 
den~ig bestimmf, wie ein Sa~z aus der Educaf[onal Times lehrt (cf. 
C r e l l e ' s  Journal Bd. 68, p. 55). Oer vorhin angefiihr~e Sa~ zeig~ 
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jetzt, class die ~finf Punldenpaare die Bedingang erffillen~ dass jedes 
harmoaisch ist zu den Polaren der fibrigen. Wir nehmen diese f~inf 
Punktenpaare zu den Paaren x~, y~ . . .  x~y'~ se$zen ~v~ ~ --1~ and x y 
ffir x~y ~. Dann bestehen die Glelehffngen 

3"3 qJ~ ~h  35.h ~ ~h' ~ 0 ) 
( 5 )  ~ ~ i  Ok  l Y, , ,  U i k l , n  

wenn h' nieh~ ~ h isk Setzen wir aua in Gleiehang (4), die jetzt 
lau~et: 

h 

~ - ~  Xy ~ ffir ~ and vergleichen beiderseits die Co~fficientea yon X, so 
erhal$en wit, mit RiieksiehV auf" (5), die Gleiehung: 

Bezeiehnen wit jetzt der Kfirze wegen' 

2~ x~' Y~ xt Ym ui~:~,~ mi~ U~ (x y) i 
so wird : 

(6) 
--'h- 

Hiermi~ is~ zugteich eiae Bedi~gung gegeben ffir die Wahl des Punk- 
tenpaare. Da ngmlieh keiner der Nenner verschwiaden sol1, so darf 
kdnes der Paare so gewghlt seine" dass der eine seiaer Punkte auf der 
zweiten Polare des andern liege. 

Das seehs~e Paar x , y  is~ noch ganz willktirlich. Man kann also 
aueh den Punk~ x mi{. y zusamme~fallea lassen and ha~ dann, wema 
man aueh noeh ~ /~-x  seize, fttr den ganz willkiirliehen Punkt x die 
Gleichung: 

(7) ~ x,-xk x l x ~  ~ k t ,  ~ = U = U~(x~y~) . 

Die G I e i c h u a g  d e r  Curve  is~ a lso  ausgedr i i ck$  als Summe 
yon  f i in f  Quadra~en.  Wean umgekehr~ diese Darstellang mSglich 
is$~ so verschwlnde~ wie man sotbr~ sieh$, A. Addir~ maa nun zu  
dex obigen Gleichtmg 2 U~ ( x x )  2 , wo 2' beliebig, so erhiiIt man die 
Gteiehung des GhLrvenbiischels, dessen Curven die gegebene in den 
P~anktea beriihren~ wo sie yon" dem Kegelschnit~ U~ (xx) -~- 0 ge~roffen 
wird. Da nun die so en~sSandene Gteichung sic h noeh als Summe yon 
ffinf Quadra~en darsCell~ and U~ (x x) als Gleichang der zweiten Po}are 
eines beliebigen Pun_k~npaares angesehea werdea kann, so trot man 
den Sat/,: dass  a l l e  C a r v e n  v ie r~er  0 r d a u n g ,  w e l e h e  die  ge-  
g e b e n e  be:r i ihrea i n  den  P u n k ~ e n ,  wo sie  voa  der  P o l a r e  
e i ae s  b e t i e b i g e n  P u a k t e a p a a r e s  g e s e h ~ i t ~ e n  wird~ yon de r  
b i e r  ]~e~raeh~e~ea Ar~ s iad .  
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Darstellung der Gleiehung der Curve als Summe yon fiinf 
Biquadraten. 

Zun~chs~ muss-ich einige S~tze anffihren fiber die Polaren yon 
Punk~enpaaren, welche in zwei Linien oder eine Doppelfinie zerfaUen, 
and welehe Herr Clebsch a. o. a. O. bew~esen hat. 

Wenn die Polare eines Punktenpaares zerf~ll~, so sind die beiden 
Linien, in welche sie zerFs harmonische Polaren des Kegelsehnittes K 
and zu jedem solchen Paare yon Polaren gehSren drei Punktenpaare 
ats Pole. Jeder Pol lieg~ auf der Determinante der ers~en Polare 
( P o l a r d e t e r m i n a n t e )  des andem. Jede Tangente yon K trod n~r 
eine soIehe kann als eine in elne Doppellinie ausgeartete Polaze and 
zwar yon drei Pankte~paaren betrachte~ werde~. Von den beiden 
Pankten eines solchea Paares ist jeder ein Eckpank~ tier in drei GeraAe 
zerfallenden Polarde~erminan~e des anderen, und die ibm gegeniiber- 
liegende Seite dieses Dreiecks ist eben die Polare tier beiden Punkte. 
Ane diese Punkte liegen auf einer Curve vierter Ordnung S = 0 and 
jeder Ptmkt dieser Curve kann l~mk~ eines Paares sein. Die Seiten 
aller zerfallenden Polarde~ermLuanteu umhfillen also den Kegelsehni~ K, 
and jede Tangente is~ Seite yon seehs Dreiecken~ w~hrend die Eeken 
atler dieser Dreiecke auC S liegen and jeder Punl~ yon S Eckpunk~ 
�9 yon d~ei Dreiecken ist, deren Pole die Eeken seiner eigenen Polar- 
determinante sind. 

Betraebten wir nun irgend eine Tangente A 1 des Kegelschnit~es K. 
Diese muss naeh dem u Seite yon seehs zerfallenden Polardeter- 
minanten sein, deren Eeken auf S liegen miissen. 12 dieter Eeken 
sind also die Schnittpunk~ yon A~ mit Sund nach dem u liegen 
in jede~h dieser Sehnit~punkte drei Ecken. Die Seiten der seehs Drei- 
eeke gehen dutch diese Eeken und beriihren K, es sind also die Tan- 
genten, welche man dutch die Schui~tpankte yon A 1 mi~ S an Knoeh 
ziehen kama. Der Sehnit~punk~ je z:weier is~ ein Dreieekspunld, der 
also aufSliegen muss. Also bi lden die vier Ta ngdn t en ,  welehe 
man dureh  die Schni~tpunk~e yon A 1 und S an Klegen kann ,  
ein v o l l s ~ n d i g e s  Vierse i t ,  dessen E e k e n  auf  S l iegen  und 
dessen Gegeneeken  die Pole d e r T a n g e n ~ e  A~ sin& Nennt 
man die vier mit Hfilfe yon A~ eonsh~Sr~en Tangen~en A~ A~ Aa As, 
so erkenn~ man leich~, dass, wean man yon irgend einer derselben, 
A~ z. B., ausgegangen w~r% man gerade die A~ As Aa A~ gefunden 
kKu Diese  f i inf  Tangen~en  bi lden also e in  vol l s t~ndiges  
F~infseit,  dessert 10 Ecken  auf  S l iegen.  Die Po l a rde t e r -  
m inan t e  irgenel e ine r  Eeke  is~ geb i lde t  dureh  die dre i  Seiten, 
w.elche nioht5 du t ch  j e n e  Eeke  gehen ,  and  die Po la re  zweier  
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Ecken~ in w e l c h e n  s i ch  v ier  S e i t e n  sehJ~eidon,  bes teh~  aas  
der  e~oppelt zu r e c h n e a d e n  f f inf~en Sei te .  Die angegebene Con- 
s~uction zeig4 ferner~ dass das F t i n f s e i t  d u t c h  e ine  s e i n e r  Se i t en  
oder  e ine  s e i n e r  E e k e n  e i n d e u t i g  b e s t i m m t  is~ u n d  dass  
mu.n S u n e n d l i c h  v ie le  F t i n f s e i t e  e i n s e h r e i b e n  kann~ we lehe  
K u m s c h r i e b e n  sind.  

Man tJaeile ~un die-10 Eekpunkte des Pfinfseits so in ffinf Paare, 
dass jeder Sei~ des ]?finfsei~s die l~ank~e eines Paares als Pole en~- 
sprechea. Bezeichnet man mit ~ r  die Pole der Seite Ai, , so ist also 

das Quadra~ der Gleichung dieser Seite. Es besteh~ dann die Glei- 
ehung (5) 

,v v = -G A,, ( g )  = O, 
well s~e~s einer der Pole yon A~. auf dex Seite A~ liege. Die f'iinf 
Punk4enpaare kSnnen also an Stelle der im vorigen w gebrauchten 
'treten und man erhi~l~ so die Gleichung: 

(9) . . . . .  

A~(x~) A h (r 
ttiermit ist. gezeig4~ das s  die  G l e i e h u n g  a n s e r e r  Ca rve  s ich  
d a r s t e l l e n  I~ss t  als  Summe yon "ftinf B i q u a d r a t e n  and  dass  
das  V e r s e h w i n d e a  der  I n v a r i a n t e  A n o ~ h w e n d i g e  und  h in -  
r e i e h e n d e  B e d i n g u n g  daza  ist .  

Dutch Additioa eines Gliedes #A~(x)*  erkennt man, dass  a l le  
C u r v e n  v i e r t e r  O r d n u n g  , we l ehe  d iese  v i e r p u n k t i g  berf ih-  
t e n  in den  P a a k t e n  e i n e r  T a n g e n ~ e  yon  K,  Curven  der  g le i -  
chert A r t  s i nd ,  wie die  g e g e b e n e .  

Die obige Darstellung verlier~ ihre Gttltdgkeit, wenn einer der Nen- 
net verschwindet, d .h .  wenn einer der Pole einer Seite in diese selbst 
f~llL Dies kann nur dann~ ein~reten~ wenn zwei Seiten eiaes Ffinfseits 

/y+ zusammenfallen, t%llen z. B. die beiden 
if~ Seiten I uad IV~ der Figur zusammen, so 

x'/" ~ + riiekea'die Punkte y~x~x ~ ~nendlieh nahe 
~ - ~ - . ~ _ ~ = ~ - - ~  resp, an die Punkte~x ' y ~ x:', d. h. die Li- 

v ~  nien l I / I I I ,  V werden Tangen~en yon S. / / Da I und;IV zwei unendlich nahe Tan- 
~/ /y+- gea~en yon  K sind, so muss ihr Sehnitt- 

punk-t, der aufSlieg4~zaglei~-h aufKliegen. 
Und umgekehr~ isi nnsehwer za erkennen, dass jedem Schni~punkte 
yon K and S ein F~nfsei~ enk~rieh~, in welchem zwd Seiten zasam- 
mgnf~len, so class deren Zakt acht betr~g~. Jede de~ C~arven S and K 
gemeinsame Tangente tiefer~ ebenfatls ein Fiinfsei~ mi~ zusammenfallen- 
den Seiten, das abet ausser ihr noch zwei andere solehe Tangen~en 
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enth'~R. Die Anzah! derselben wird also auch hier 3.13 8 wie 
oben. Diese Uebereinstimmung zeigr auch, dass S keinen Doppelpunkt 
hat. Es g i b t  a lso ach~ F i i n f s e i t e ,  in w e l c h e n - z w e i  Sei t .en 
z u s a m m e n f a l l e n .  D ieseSe i t . e  s c h n e i d e ~ S i n  v ie r  PunJ~t.en, 
yon w e l c h e n  e i n e r  a u f K l i e g t .  D i e T a n g e n ~ e n ,  die m a n  in  
den  d re i  a n d e r e n  Schn i t .~punk ten  an S | e g e n  k a n n ,  s ind  die  
d re i  a n d e r e n  Selden des Fi infsei t . s ,  und  ih re  d r e i  Schni~ t -  
punkt.e l i e g e n  also a u f  S. 

Betracht.en wir nun die erste Polare eines beliebigen Punktes y. 
Die Gleichung derselben ist.: 

Z Y~ xk xz x ~ikt,, ------ 0 .  
Soll diese Polare einen Doppelptmk~ haben in x,  so muss 

i k  

Z % x ~  = O, 

Z fll x~ ~ 0 

sein. Die Tangenten des Doppelpunk~es miissen also reciproke Polaren 
yon K sein. Fallen die beiden Tangenten zusammen, .so miissen sie 
diesen Kegetschnitt beriihren. Der Pol y ,and der R~ickkehrpunkt x 
seiner Polare mfissen dann also Punkte yon S sein, deren Polare in 
eine Doppelgerade degenerirt. Da abel: x auf dieser Geraden liegen 
muss~ so kann die Riiekkehrtangent.e nur eine solehe Seite eines Ftinf- 
seits sein, mit welcher eine andere zusammenfiilR, y ist dann einer 
der zu dieser Seit.e ge}f6rigen Pole. Es folg~ also hieraus: In  e inem 
der  a c h t  Fi infsei~e,  in w e l e h e m  zwei  Seit.en c o i n e i d i r e n ,  i s t  
d iese  Seit.e R i i c k k e h r t . a n g e n t e  yon  drei. erst.en P o l a r e n .  

�9 Die Po le  d i e s e r  P o l a r e n  s i a d  die S c h n i t t p u n k t . e  der  d re i  
i ib r igen  S e i t e n  und  j e d e  d i e se r  b e r i i h r ~ S i n  dem R i i ckkeh r -  
p u n k t e  der  P o l a r e  des i h r  g e g e n t i b e r l i e g e n d e n  Pols.  Es 
gibi also, wie bekannt, 24 Polaren, welche Riickkehrpunkte haben. 
Die Rtickkehrptmkte selbs$ abet sind die Schnittpank~e yon S mi~ der 
t t e  sse'schen Curve, wie Herr C lebsch  gezeig~ hat.. Diese  be iden  
Curven  s c h n e i d e n  s i ch  a lso  in 24 P a n k t e n ,  w e l c h e  j e  zu 
d r e i e n  an f  a c h t  G e r a d e n  l i egen .  Die Gleichang 24 t~= Grades, 
welche diese Schnit.tpunkte liefert, xvird sieh also mi~ Hiilfe einer Glei- 
chang achten Grades und Gleichungen drit~en Grades 15sen lassen. 

Die ach~ Geraden bilden ehae Curve achter Ordnffng: welShe mR 
einer zwei~n Curve ach~r Ordmmg, die besteh$ aus der Hesse 'schen 
(~rve and dem Kegelschnitt 2~7, 64 Punkte gemein hat, yon welehen 
32 auf der Curve vier~er Ordnung S liegea. ~ach einem bekannten 
Sat.ze liegen also die fibrigen 32 auf einer zweiten Curve viert~r Ord* 
mmg S 1. Da abet jede der ach$ Geraden den Kege!sr K in zwei 
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unendlich nahen Punkten schneider, yon welchen einer nut auf S lieg%, 
so wird der andere aufS~ liegen m~issen~ d. h. S und  S~ s c h n e i d e n  
s i ch  in  16 P u n k t e n ,  yon w e l c h e n  8 a u f  dem K e g e l s e h n i t t  K 
l i egen .  Die iibrigen 8 liegen dann auf einem zwei~en Kegelsehnitte. 
Zwischen den 5 Covarianten: tier Hesse 'schen Determinante z/~ der 
Gleichung K ' ~  0 des Kegelschni~es in Punktcoordinaten~ dem Pro- 
due~ der acht Geraden, welches wir P nennen wollen, and den beiden 
S und S t finder also ein~ Gleiehung sta~ yon der Form: 

' ,  

in welcher, wie leieh~ ersich~lich, Z and ~t reine Zahlenfae~oren sind. 

Ableitung Mler Transformationen aus einer bekannten. 

Die Ausfiihrung der Transformation der Gleichung tier Curve in 
eine Summe yon Biquadra~en erfordert, wie das 0bige zeigt, die LSsung 
einer Gleiehung vierten Grades and eines Systems linearer Gleichungen. 
Wean aber eine Transformation'bekann~ is~, so braueh~ man~ am die 
iibrigen zu lladen, nieh~ mehr auf die Gleichung der Curve S zu recur- 
riren, sonder~ man kann eine G1eiehung fiinf~en Grades mi~ einer 
wilIk~irIiche~ GrSsse aufstellen, welche alle anderen Transformationen 
liefert. Ma= kann bekannflich die Gleichung einer Tangente des Kegel- 
sclmittes K darstellen in der Form a @ b.~ -}-- c . ~ O ,  we> ~ ein Para- 
meter isL Bezeichnen wir die Parame~er~ welche den fiinf Selden eines 
Fiinfseits zagehSren, mit ~ . . .  ~ mi~ A~ ~ - 0  die Gleichung der 
Sei~e, deren Parameter it~ is~, and se~zen 

( z =  . . .  = f(z), 
so wird dutch 

das Qaadra~ der Gleiehung der zam Parameter l k gehSrigen Tangente 
darges~ellL Schreiben wit die fi~nf Gleichungen an~ welche zu den noch 
zu saeheaden Parame~era l i . . .  l s geh5ren, und 15sen die Gleichungea 
auf (vergL B a l t z e r ,  Determ.~ la. 88)~ so folg%: 

WO 
= q - -  . . .  

geset~ iss 
Is~ nun die Gleichung unserer Carve vierter Ordnung in Bezug 

auf alas ~iinfsei~ der A 
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so wird sie ausgedriicldc in den B 

u - - - -  r  g (~..)2 9"( lk)9"(~)  . Z~ , - - ;~ .  b,- - ;~;  " 
k 

So]lea ntm die J~ wieder ein Fiinfsei~ dars~ellen, so miissen die Pro- 
ducte 33~ B~. for~fallen und also die Gleichungen bestehen: 

~ ~ _ ei g (~)~ lh_z." ~k-- x~ 0 , h niehg gleich k .  

Diese 10 Gleichungen kSnnen aber zusammen bestehen~ denn sle 
en~tehela durch Subtraction je zweier der ~iinf Gleichungen: 

a k ~ l  5 ~,, g (~.,)~ ~ = ~ , . . .  , 

wo /~ willkfirlich is~. BestJmmt man aus diesen fiinf Gleichungen 
~)~ 9 (~) ,  so ergibt sich 

1 ~ fGk) l 

Die ira zweiten Gliede auf~etende Summe is~ abet nach einem be- 
kaanten S~tze der Par~ialbruchzerlegung ~---1 mad also 

e , g ( X ~ . ) - ~ - -  ~ . 
f'(Z~) 

~iihr~ man d2esen Werth in die obige Gleichung ein~ so ergiht sich 
endlich in 
(10) 

eine Gleichung, die dutch l~ er~iitlt seia muss and also fiir jeden Werth 
yon tt die fiinf Parameter der Seiten eines Ffinfseits liefert~ welches 
die gewiinschte Eigenschaf~ besitzt. Da die Discrimiaanie eiaer Glei- 
chang fiinften Grades yore achten Grade in den Co~fficienten ist, so 
er~b~ sich auch bier, dass 8 Ftin~seite existiren, in welehen zwei Seiten 
zusammenfallen. 

~~ 4. 

U n t e r s a c h u n g  d e r  C o v ~ r i a n t e  S .  

Bilden wir nun mi~ Zugrandelegung der Form (9) die G.teiehung 
der Curve 3 .  Wenn wit fiir die Co~fficien~en einer ~ern~iren biqua- 
dratischen Form symboliseh Potenzen uad Producte van GrSssen a~ b, c, d 
einfiihren~ so wird naeh tterrn A r o n h o l d  der symbolische Ausdraek 
yon S gegeben dutch 

611 ='abed (abe) (abd) "(acd) (Tied), 
w o  a ~-- a 1 x I -~ a s x e -~- a s x~ and (a b c) ~ Z ~_ a~ b~ c a gesetzt ist. 
Sehreib~a w~r i wie fin vorigen w u in der Form 
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i 

und bezeichnen mi~ ( ihk) die'De~erminante der drei Formen Ai,  Ak,  Aj,, 
so finder man~ abgesehen yon einem Zahlenfac~or- 
(11) S ---- q, 0o. ~ 04 (,23) (,24) (134) (234) A, A~ A~ A~ 

+ 0, ~., o~ 0~ (~23) (i25) (135) (235) A~ A, A~ A~ 
+ ~, 0.~ 04 o~ (19.4) 025) (145) (245) A, ~ A~ A~ 
~- 0, 03 0, 05 (134) (135) (145) (345) A~ A a A 4 A~ 
+ (234) (235) (245) (345) & 4 ,  

wofiir wlr abkiirzead schreiben wollen: 
(11") S = k~ A~ Az A 3 A~ + k~ Aj A 2 A. 3 A 5 -~ . . .  

Die Curve S geh~ also, wie dies sein muss~ dureh die Ec]~en des Fiinf- 
seits der A. Die Gleiehung der Tangente an S im Schnittpunkte der 
Seiten A 1 ~ 0 and A~-~-0 finder sich 

Aj A 2 

Stell~ man ebenso die Gleichungen der Tangenten auf t~dr die beiden 
Ecke~ :4, ~- 0 A 3 ~- 0 ~ und A., ---~ 0 A~ ~ 0 ~ so erkeant man leieht~ 
dass diese drei Tangenten die gegeniiberliegenden Seiien in drei Punk- 
ten einer geraden Linie schneiden. Man kann  fo lg l ich  e inen  
Kege l schn i t~  besch re ibea ,  der die Curve S in den E c k e n  
eines  Dre i se i t s  des Fi infse i ts  be rhh rL  Die Gleiehung dieses 
Kegelsehni~es wird 

H ~  k~A~A a + k~A 3A~ ~- k 3A 1A 2 ~ 0 ,  
w~hrend S die Form annimm~ 

Diese Gteiehtmg zeig% dass der obige  K e g e l s c h n i t t  S noch in 
zwei we i t e ren  Punk*en t r i f f t~ deren V e r b i n d u n g s l i n i e  durch  
den S c h n i ~ p u n k *  der be iden a n d e r e n  Se i t en  des Ffinfsei ts  
gehr und  dorr S beri ihrt .  Diese Ableitung ver|iert ihre Giiltig- 
]~eit-~ wenn zwei Sei~en des FiinfseiLs zusammenfallem Die ~ Beiraeh- 
tung der Fig~r zeig~ daan abet sofor~ dass drei der Kegetsehnitte~ 
welche den vier daml existirenden Dreisei~en entsprechen~ in zwei 
Linien zerfallem Dass man um das vierte Dreisei~ dessen Selden in 
den Schni~punl~ea der zusammenfallenden Sei~n S beriihren, einen 
Kegetsehait~ tege~ lmnn~ yon dem der obige Sa~  gits zeig4 sieh mii 
H~t~e des bekanat~n Theorems: Wem~ man in den Schni~tptmkten einer 
~ r v e - n  ~ Ord~ung ~ud einer Geradea die Tangeatea an die Cm~ve 
leg~-so setmeiden diese die Cur~e noch in n ( ~ 2 )  wei~eren Punl~en, 
welche auf einer Cur~e ( n - -2 )  ~ Ordnung liegen. 

Wix hahen area oben. geseken~ dass ~u einem Punk~ yon S ein 
einziges Ffinfsei~ geh~r~ In diesem Ffinfseit is~ ein Dreiseir dadurch 
aasgezeidme~, dass seine Selden nich~ dutch jenen Punk4 gehen, Der 
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obige Satz zeig~ dann, dass der Kegelschnitt, welcher S in den Eeken 
des Dreiseits berfi_hrt, noeh in zwei P~unkten schneider, die auf der 
Tangente des gegebenen Punktes hegen. Wir wollen das Dreiseit and 
den Kegelschnit~ Ms zudem Punkte gehSrig beze~chnen. Betrachtet 
man nun die zu zwei Punkten yon S gehSrigen Kegelschaitte und 
l~ssr den einen Punkt stetig seine Lage vergndern, so wird auch der 
zugehSrige Kegelsehnitt sieh stetig iindern~ und wean der eine P~mkt 
mit dem andern zusammenf's so werden die beiden Kegelseh~itte 
auch zusammeafalten. Denn wean dies nicht der Fall w~re~ so wiirden 
zwei Kegelschnilte" existiren, welche zu einem Punk~e gehSrten~ was 
unmSglich is~. D i e ' z u ' d e n  v e r s c h i e d e n e n  P u n k t e n  ~on S ge- 
hSr igen  K e g e l s c h n i t t e  b i l d e n  also n a c h  dem yon I-Ierrn 
Hesse (Cre l l e ' s  Journal Bd. 49t p. 243ff.) a u f g e s t e l l t e n  B e g r l f f e  
ein und  das se lhe  Sys tem.  

Betrachten wir nun zwei Punkte a and b yon S. Da die beiden 
zugehSrigen Dreiseite dem Kegelschnitte K umschrieben sfitd~ so liegeu 
ihre Ecken auf einem zwelten Kegelschnilte G. Dieser schneider S 
noch ir[ zwei weiteren Punk4en. Um deren Lage zu finden~ betrach- 
ten wit die zu a and b gehSrigen Kegelsehnitte H a n d / 7 '  zusammen 
als eine Curve vierter Ordnung und den doppel~ gerechne~n Kegel- 
schnitt G in Verbindung mit den beiden Tangenten T und T', die man 
in a resp. b an S legen kana~ als eiue Curve sechsier Ordnung. Yon 
den Sehnittpunkten dieser Carve mit der Carve vierter Ordnung S liegen 
dana 16 auf der Carve HH' .  Nach einem bekannten Satze yon Cay ley  
(cf. Cremona~ ebene Curven, p. 85) liegen also die iibrigen auf einer 
Curve zweiter Ordnung. Diese acht Punkte sind abet die zwei Paare 
c; d yon unendlich nahen Ptmkten, welche der doppelt gerechnete 
Kegelsehnitt G ausser den Beriihrungspunkten yon H and H '  noeh 
mit S gemein hat,  und die zwei Paare a, b yon unendlich nahen Punk- 
ten~ in welchen T trod T' schneiden. Es miisste also ein Kegelschnitt 
existiren, weleher die ~ Curve S in den willkiirlich gew'ghlten Punk- 
ten a~ b and fit noeh zwei anderen c, d berfihrte. Dies is~ aber nich~ 
mSglich, well schon die Zahl der Berithrungskegelsehnitte, welche in 
einem Punkte berfihren~ eine endliehe ist. Der Kegelsehni~ muss also 
zerfallen. Abet auch der Fall yon zwei Linien ist zu verwerfen~ well 
sonst dutch einen behebigen Ptmkt von S efite Doppelfmngenfe zu legen 
w~ire. Es bleibt also nut der Fall iibrig, dass der Kegelschnitt eine 
Doppellinie~ is~. Wir haben somit den Satz:-Werta m a n  zu zwei  
P u u k t e n  a u a d  b yon S die  z u g e h S r i g e n  K e g e l s c h n i t S e  con -  
strui~rt-, ~ l i e g e n  d e r e n  B e r i i h r u n g s p u n k S e  auf  e i n e m K e g e l -  
seh~ i~ te ,  de r  S in zwei  wei tsereu P u a k ~ e n  c~ d s c h n e i d e r .  
a~ b~ c~.d l i e g e a  d a n a  a u f  e i n e r  g e r a d e n  Linie.  Es tblg4 hier- 
aus iao~h~ da~s,  w e n n  man  in de r  C o n s t r u c t i o n  a u s g e g a n g e n  



48 Ueber eine Gattang yon Curven 4 t~ Ordnung. 

w'~re yon den beiden P u n k t e n  c~ el, man die Punk te  a s b er- 
baleen h~t~e, und Wenn man durch zwei P u n k t e  a, b yon S~ 
eine gerade  Lin le  l e g ~  welche S noch in den be iden  Punk- 
ten  c ,d  ~rifft~ so schne ide r  d e r , K e g e l s c h n i t t  G~ welchen  
man durch c~ d und die Ecken  des zu a gehSr igen  Dre i se i t s  
besch re iben  kann,  S noch in drei  Punkten~ welche  zlie Ecken  
des zu b g e h 5 r e n d e n  Dre i se i t s  sin& 

Die oben benutzte Ueberlegung verlier~ ihre Giil~igkei~ wenn a 
und b Beriihrungspunkte einer und derselben Doppeltangente sind. 
Dann beriihrt aber der zu a geh5rige Kegelschnitt in b mad umge- 
keht% und beide Kegelsehaitte sind also BeFtihrungskegelsehnit~e, die 
in alle~ tbmkten beriihren~ wo sie S treffen. Da sie aber in ihrer 
friiheren Bedeuhmg zum gleichen System gehSren, miissen sie auch 
demselben System yon Berfihrtmgskegelsehni~ten angehSren. Naeh 
einem Satze yon Herrn Hesse (Crelle 's  Journal Bd. 49, p. 262) 
liege~ also die Beriihrungspunkte wieder auf einem KegelschId~te. Es 
tritt daher zu dem obigen Satze noch die Erg~nzung hinzu: Sind die 
be iden P u n k t e  a,bBerf ihrungspunk~e e i n e r D o p p e l t a n g e n ~ %  
so geh t  der Kege l schn i t t~  den man um die E e k e n  der zuge- 
h S r i g e n  Dre iecke  legen  kann ,  (lurch die n~ml iehen  beiden 
Punk~e a, b hindurch .  

Da die Gleichuag yon S aueh gesehrieben werden kann: 

S----- A~.H~ + k  5A,A2A3A,  ~ 0 ,  
wo H~ die Gleichung: 

k t A  2A 3A~ -~ k 2A1A~A* ~- k 3A t A  2A 4 + k 4A t A  2A3 ~ 0 
einer Curve dri~er Ord~ung bezeietme~, so sieh~ man, dass S yon 
e i n e r ' C u r v e  d r i f t e r  0 r d n u n g  be r / ih r t  wird in den Eeken  
eines Viersei ts .  Da das Viersei~ durch eine Tangen~e an K ein- 
deu~ig bestimm~ is~ so folgr dass nile Beriihrungscurven drifter 0rd- 
hung derat4 einem Syst~me angehSren. Die bier auftretende .GMrve 
H~ hat noch eine besondere Bedeutung. In der attgemeinen Theorie 
txi~ eina Zwischeniorm auf~ deren Symbol is~: 

S~, ~--- (uab) (uac) (~bc) (abc) abe; 
ftthren Mr hier unsern Ausdraek (9) fiir u ein, so erhal~en wir, ab- 
gesehen yon einem numerisehen Factor: 

uZ/~ 

wo die Summe ausgedetm~ is~ fiber die Combinationen ohne Wieder- 
holm~gen der gahten 1~ 2~ 3, 4, 5 zu je dreien, tmd wo (ugh) die 
Determinante yon A~, Az und der Form u~x~ ~ u.~x~ Jr-u~x s bezeiclme~. 
SeCzen wit ffir u~ u~ u~ die Coordina~en der IAnie A~ so geht, mie 
man sle]~, S~ fiber in ~t~. Da A~ eine beliehige Tangea~ des Kegel- 
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schnittes • darstellt, so folgt mit Riicksicht auf die a. a. O. gegebene 
Bedeutung yon S, der Satz: Die P u n k t e ,  de ren  e r s t e  P o l a r e n  
yon e ine r  g e g e b e n e n  T a n g e n t e  des K e g e l s c h n i ~ e s  K i n  sol-  
chen  Punk~en  g e s c h n i i ~ e a  w e r d e n ,  class d ie  in den Schni~ t -  
p u n k t e n  an  die P o l a r e  g e z o g e n e n  T a n g e n t e n  s ich  in e i n e m  
P u n k t e  s c h n e i d e n ,  l i e g e n  a u f  e i n e r  Curve  d r i f t e r  O r d n u n g ,  
w e l c h e  S in den E c k e a  des  zur  g e g e b e n e ~  T a n g e n t e  gehS-  
r i g e n  V i e r s e i t s  ber i ihr f ,  

Bezeiahnen wir mit ~) einen bellebigen linearen Ausdruck der Coor- 
dinaten, so s~ellt die Gleichung 

0 S + A 1 A 2 A : ~ A ~ A  5 = 0  
ein ganzes Netz yon C u r v e n  f i i n f t e r  O r d n u n g  dar~ dessen  
Curven  al le  in den E c k p u n k t e n  e ines  F i in f se i t s  S ber i ih ren .  
Die  E c k p u n k t e  z w e i e r  F i i n f s e i t e  g e h S r e n  zum g l e i c h e n  
S y s t e m  yon B e r i i h r u n g s p u n k t e n .  Denn da die Eckpunk~ dutch 
einen un~er ihnen eindeu~ig bestimmt sind, so mfissen sie alle zusam- 
menfallen, wenn man einen Punkt des einen Ftinfseits durch ste~ge 
Aenderung mit einem des anderen zur Deck-ung b~qngt. 

Zum Beschlusse dieser BeL-rachtungen will ieh noah den folgenden 
Satz anf0~hren: 

W e n n  e ine  g e g e b e n e  Curve  v i e r t e r  O r d n u n g  die E i g e n -  
s c h a f t  hat~ dass  man  ein  v o l l s t i i n d i g e s  F i i n f s e i t  b e s c h r e i -  
ben  k a n n ,  de s sen  E c k e n  a l le  a u f i h r  l i e g e n ,  so k a n n  man  
sie b e t r a c h t e n  als C o v a r i a n t e n c u r v e  S zu e i n e r  a n d e r e n  
Curve  v i e r t e r  O r d n u n g ,  yon  der  in w 1. e h a r a k t e r i s i r t e n  
Art .  ] n d e r  That ~ann dann, wenn mit A t . . .  A~ die Gleichungen 
der Seiten bezeichae~ werden, die Gleichung der Curve ste~s in die 
Form gesetizt werden: 
0 -~ o~'A2Aa~t4As"- ~- o2'A~A.~A4A.~ + e.jA~A, A4A5 + o4"A, A,.,A3A~ 

+ qa'A1A2A3A~, 
wo die O( ..- Oj bestimmte Co~fficienten sind. Die Vergleichlmg mit 
der Form (11") der Gleichmlg yon S zeig~ aber dann sofor~, class dieses 
die Covariante S ist zu der Form: 

Es gel~en somi~ alle bier bewiesenen Eigenschaf~en yon S allgemeh~ 
ffir jede der Curvea'der im letzten Satze bezeichneten Ar~. Einen 
Satz hebe ich noch hervor, der aus demu sieh sofor~ ergibt: 
W e n n  man  e i n e r  C u r v e  v ie r~er  Ordxlnng ein  F i in f se ig  ein-  
s e h r e i b e n  kann~ so k a n n  man  ihr  u n e n d l i c h  v ie l e  e i n s c h r e i -  
ben, d e r e n  Se lden  a l l e  e i n e n  K e g e l s e h n i t ~  be r t i h r en .  

Naeh einer blossen Abz~hlung kSnn~e es scheinen~ class es stets 
mSgliph w~re, einer Curve vier~er Ordnung ein solehes Fiinfseii ein- 

Ma,$hom*~tische ~maaleal t. 4 
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zuschreiben. Der vorle~zte Satz zeig~ dass dies nieht rieh~ig is~ denn 
eine allgemeiae Curve vier~er Ordnung miiss~e dann yon einer anderen 
mi~ nur 13 Constan~en abh:~ngen, was tmmSglich ist. 

Ausnahmefitlle. 

Die P~esultat% welche in den vorhergehenden w167 erlan~ sind, 
stiitzea sich auf die Vorausse~zung, dass der Kegelsclmitt K nicht zer- 
fgll~. Wir wollen nan noch in Kiirze die Aen~lerungen angeben~ wetche 
elntreten, wenn diese Vorausselzu.ug nich~ mehr g'ti]tig ist. 

Der Kegelsehnit~ K mSge ztmgchs~ bes~ehen aus zwei Funkten a 
lind b. Dami$ dies der Fall sei> muss die De~erminan~e der Pu, ver- 
schwinden. Die Coordiaaten dieser beiden Punkte gentigen dana den 
Gleichungen: 

i ,k  

welche sofort aussagen, dass die e r s t e  P o l a r e  yon a i m  Punk~e  b, 
und  die  yon b i m  Punk~e  a e inen  d r e i f a c h e n  Punk~ be-  
s i t z t ,  d. h. dass  d i e se  P o l a r e n  in  d re i  g e r a d e L i n i e n  zer- 
f a l l en .  Beziehen wit nun einen Punkt dureh seine Coordinaben x g z  
auf ein Dreieck, dessenEcken x ~ 0  y ~ 0  und x = 0  z~--0 in 
den Punkten a und b resp. liegen, w'~hrend die dritte Eeke einer der 
Punk~e ist~ in welchen sich die Polare van a and die yon b schneiden, 
so is~ die Gleiehung der ersten Polare yon a % ~-- 0, wo nun u 3 eine 
bin~re Form der Variabeln x und z ist, and ebenso ist die Polare yon 
b u 2 ~ 0 und ~t.> enf~h~l~ nur die Yariabeln x and y. Wenn wir also 
die gewShnliehe Bezeichmmffsweise tier driff~en Differentialquo~ien~en 
yon ~ anwenden, so ist 

~223 = 9~332 ~ ~/123 ~ O> 

und die Gteichung der Curve kann in die einfachere Form gese~z~ werden: 
(12) ax  ~ + by 4 + cz i + 4b'xy3 --}-- 4c'xz* ~ 6b" x~ y ~- + 6e" x2z ~- ~ O. 

Berechne~ man nun den Ausdruek yon S nach der yon Herrn Aron-  
h old gegebenen Darstellung, so folg~, mit Berficksiehtigung der obigen 
Gleiehungen und mit l~orflassung eines Zahlenfactors: 

Der ersfe Facf~r u ~  ~ une.  u ~  ist die Hesse ' sche  De~erminante tier 
bin~ren Form %, tier zweiee dieselbe Covariante y o n % .  Wit  sehen 

a lso ,  dass  h i e r  d ie  Cova r i an~e  S in  zwei  L i n i e n p a a r e  zer-  
f ~ l l t ,  die. i h r e  Sehe i~e l  in  a und b h a b e n  und  die  e y e l i s e h -  
p r o j z c t i v i s c h e n  L i n i e n  s i nd  zu den Linien:~ w e l c h e  d ie  e r s t e n  
P o l a r e ~  y o n  b und  a b i l den .  We der Aasdraek r 
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~iviseh nach Herrn Clebseh  (Cre l le ' s  Journal Bd. 68, p. t67) ge- 
braueht .;st, um die bekannte Beziehung anzudeuten, in welcher die 
Linien der IKesse'schen Determinante zu den Linien der Form selbs~ 
stehen. Es is~ nun aus der Theorie der biniiren Formen dritr Grades 
bekannt, dass dureh EJnfiihrung der Fact~ren der Hesse 'schen Co- 
varianf~ als ~euer Yariabelen die Form sich darstellt als Summe zweier 
Cuben. Se~z~ man also u'qv, " --Ur,.2 u2~_2 : Y~ Y2 ,  wo Y l  Y2 lineare 
Ausdriicke in x and y ,  so wird 

and ~hnlieh geht u 3 tiber in 

wenn ~ir ~ 2 n 3 -  le~ ~3~ ~ Zl Z~_ setzen. Dutch Integration ergib~ 
sieh hieraus fiir ~ die Form: 

04) 
so dass sieh auch je~z~ noch u als Summe yon ffinf Biquadra~en dar- 
stellen ls Aus dieser einen Darstellung lassen sich noch unendlich 
~del andere ableiten. Man kann n,~mlieh en~weder die bin.~re Form 

oder die Form 

wieder auf unendIieh viete Arten als Summe yon drei Biquadraten dar- 
stellen, nnd erhiil~ dana neue Ausdriicke flit ~a. Die in einer solehen 
Darstellung angewandten Linien seheiden sich in zwei Gruppe= yon 
zwei und drei Linien. Das Linienpaar der ersten Gruppe hat seinen 
Seheitel in einem der beiden Ptmkte a, bund  ist identiseh mit dem 
yon bier ausgehenden Linienioaar yon S. Die drei Linier. der zweiten 
Gruppe gehen dann durch den zweit.en ]?tmk~. 

Die in (14) gegebene Darsflellung wird unmSglieh~ wenn die Po- 
lure yon b z. B. aus drei Linien bes~eh~, yon welehen zwei zusammen- 
fallen. Dana kann man u2 nieh~ mehr auf die oben angenommene 
Form bringen~ sondern muss setzen 

Hieraus folg~ fiir den yon y ~bhKngigen Theil yon u die Form: 

!3 Y~ Y~ .q- .B" Y 1 . 

Dagegen lgsss sieh u sogar als Sttmme yon vier Biquadr~ten darstellen~ 
wean rile Polare eines der Pnnlde a, b, ~des les z. B., aus drei 
zasammenfallenden Linien bestehL Denn da u o dann in die Form ge- 
braeh~ werden kann 

u~ --~- Y s , 
so h a ~  den Ausdruek 

4* 
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der siah durch den oben schon angewand~en Process noah auf unend- 
]Jell viele andere Formen bringen tEsst. 

Eine Da~stellang der Gleichang der Curve als Summe voa vler 
vierf~n Pofenzen tri~ auch dann ein, wenn in dem Aasdruek (14) die 
ConstanCe A" verschwindet. Dieser Fall tmterscheidet sich abex yon 
dem vorhergehenden dadurch~ class die Gleichung u =--0 sieh nut auf 
eine Weise in diese Form bringen l~sst. Denn eine zweite kSnnte nur 
daraus hervorgehen~ dass man die Summe zweier der vorkommenden 
vierten Potefizen noch in anderer-Weise in der gleichen Form aus- 
drfick~e. Dies ist abet unmSglich; denn wenn eine bin~re Form vier- 
tea GraAes als Summe yon zwei Biquadra~en dargestellt werden kann, 
so ist dies nur auf eine Weise mSglich. Was nun die Bedingungen 
dieses Falles betriff~ so erkenn~ man leicht~ dass~ wenn man die 
Schai~punk~e der zwei Linienpaare, welche S bitden~ ~ezeichne~ mi~5 
a" b" ~ a'" b" , die Polaren des Punk-~enpaares a '  b' mtd die des Punkten- 
paares a"b" unbesfimmt werden; and umgekehrt~ welm dies der Fall 
ist~ so zeigt die Gleichnng (14)~ dass A ' - =  0 ist. Es finder daher 
nich~ nut die Gleichung s~a~ 

sondern ouch die beiden andern 

2a'~ b" k ~Aiklm ~ 0 

~' a;" b/uikl,~ = q. 
Wenn anderersei~s diese Gleichungen bestehen~ so zeigt die Unter- 
sudmng am Beginn dieses w dass a~b, a',b", a",b" Doppelpunkte 
yon S sein mfissen~ d. h. dass in der That vier dieser Punlc~e die 
Schni~punkte zweier Linienlaaare sind~ welahe yon den beiden auderen 
ausgehen. Die G]dchtmgen oben aber sind nnr mSglich: wenn die 

AuflSsungen liefern yon der Form 

wo ;t beliebig ist. Dana kann man in der That auf drei Arten ;t so 
bes~immen~ dass der Kegelschni~f ~ ein Punk~enpaar wird. AuflSsungen 
yon dieser Art se~zen abet bekannflich voraus~ dass ausser der De~er- 
minan~e der Gleichungen auch noeh s~mm~hahe erste Unferdetermi- 
nanCen verschwinden~ wKhrend mindes~ens eine zweife U~erde~er- 
minanf~-niaht gldeh Null sein darf: (Vergl. Ba l tzer~  De~erm. p. 62.) 

Olme midl~ bei den anderen leicht zu iibersehenden kenaerungen 
aafzuhaI~n~ die noah ein~re~en k~anen~ will ich noch den Fall be~rach- 
~n~ dass alex Kegelschni~ ~K zerFillt in einen doppelt zu rechnenden 
Punk~ a. Dann besiehen die Gleichungen 
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welche aussagen~ dass die Carve  e i n e n  d re i ' f achen  P a n k t  ha~ 
in ct. Dass auch der umgekehr~e Schluss bereehtig~ ist, is~ klar; es 
ergibt sieh hieraus tier Satz: W e n n  e ine  Curve  v i e r t e r  O r d n u n g  
e inen  d r e i f a c h e n  P u n k t  h a b e n  soll~ so muss  e r s t e n s  die "~ 
D e t e r m i n a n t e A v e r s c h w i n d e n .  Dann  s ind  die U n ~ e r d e t e r -  
m i n a n t e n P r o d u e t e j e z w e i e r v o n s e c h s G r 5 s s e n 2 i  k. Es  mils- 
sen dann  z w e i t e n s  s~mm~Iiehe  D e t e r m i n a n ~ e n  zwe i t en  Gra-  
des v e r s c h w i n d e n ,  w e l c h e  man  aus d i e sen  Plk b i l d e n  kann .  

Dieser Satz ist ein specieller Fall eines allgemeinen, welcher fiir 
Formen geraden Grades yea beliebig vielen (n)Yariabeln ~lt. Sell 
eine solche Form 2~ ten Grades eine (p-[-1)fache LSstmg besitzen, so 
muss ein System yon (n ,p)  Formen p~n Grades gleichzeitig annullirt 

werden, we ( n , p )  ~ n .n-} - l . . .  ~z-t-p--1 Diese Zahl ist abet die 
1 . 2  ...~o 

Anzalfl der Glieder einer Form ~t~,, Grades. Aus den aufgestellten 
G]eichungen kann man also die Variabeln eliminiren, trod erh~l~ als 
erste Bedingung~ dass eine Determinan~e verschwinden muss, welche 
der A,  die wit hier betraehteten, ganz analog gebitdet ist. Die ersten 
Unterdeterminanten dieser Determinante sind dann Producte je zweier 
yen (~, p) Gr5ssen, die man als die Co~ffieienten einer zugehSrigen 
Form io t~n Grades auffassen kann. Wenn diese z.ugehSrige Form eine 
pto Potenz eines linearen Ausdrucks is~, so geben die CoSfficienten dieses 
Ausdrucks die Wer~he der Variabeln, fiir. welche die (~p-J-1)fache LS- 
sung stattfindet. Die gesuch~en Bedingtmgen lassen sich also auf- 
stellen, wenn man die Bedingungen angeben kann, dass eine Form 
pt~ Grades die 2 te Potenz eines linearen Ausdrucks is~. 

H e i d e l b e r g ,  den 27. Jani 1868. 


