Einige Eigenschaften einer gewissen Gattung von Curven
vierter Ordnung.

Von J. Liirore in KARLSRUHE.

Herr Clebsch hat in seinem Aufsatze iiber die Theorie der Cur-
ven vierter Ordnung (Crelle’s Journal Bd. 59) gezeigt, dass es trotz
der in geniigender Anzahl vorhandenen Constanten im Allgemeinen
nicht moglich sei, die Gleichung einer Curve vierter Ordnung dar-
zustellen als eine Summe von fiinf vierten Potenzen; dass vielmehr
diejenigen Curven, welche diese Eigenschaft besitzen, sich auszeichnen
durch das Verschwinden einer Invariante. Herr Clebsch hat im citirten
Aufsatze einige Figenschaften dieser Curven abgeleitet; im Folgenden
sollen einige andere angegeben und besonders der Beweis gefiihrt wer-
den, dass das Verschwinden jener Invariante auch eine hinreichende
Bedingung ist zur Darstelling der Curve als Summe von fiinf Bi-
quadraten.

§. 1.

Darstellung der Gleichung als Summe von fiinf Quadraten.

Schreiben wir die Gleichung einer Curve vierter Ordnung in der
Form '
% == 2 Wiklm Ti Tk Tt Tm 5
Lk Lm
wo sich die Summe erstreckt iiber die Werthe 1,2, 3 der Indices, so
sind die Curven, welche wir hier betrachten wollen, charakterisirt durch
die Bedingung, dass die Determinante

U%1g1g Wn 19 Wrgap Uyp1s Wigog Yprse
Urayy Uia92 Ui2ne Ui21s Wioos Ugass
1) A == | Y21y Yazyz Yazey Yaz1s Uazes Yaoss
Ugz51 Ui392 Y390 Yis1s Uiz 93 Yysss
Uogqg Uaggy Uazay Unzys Yoses Uassg
Uszyy Ugzys Yszey Ug3e3 Uszos Ugsss




38 Ueber eine Gattung von Curven 4t* Qrdnung.

welche eine Invariante ist, verschwindet. Bezeichnen wir die zom
Elemente w;x,;. gehrige Unterdeterminante von 4 mit A,z ;., so ist
Aitim == Ap,ix, ond diese Grossen haben, weil 4 =0, die Kigen-
schaft, dass sechs Grissen p,, existiren, welche die Gleichungen

2) Ay v = Pt P ik, l,m =1,2,8

erfiillen.

Diese sechs Grossen p,, kann man betrachten als Coéfficienten der
Gleichung einer Curve zweiter Classe K, welche dann eine zugehbrige
Form sein wird.

Wir fassen nun die Polare eines Punktenpaares zy in’s Auge,
d. h. die erste Polare des einen dieser Punkte in Bezug auf die erste
Polare des zweiten; deren Gleichung ist

DN B Y Wiy = DOy My = O
Diese Polare ist ein Kegelschnitt, dessen Coéfficienten sind:
U = DX, Y Wity
I,m
Multipliciren wir mit p,, und summiren nach ¢ und %, so erhalten wir,
wegen der Definition der p,,, die Gleichung:

3) 21. Cp Py = 0.

Wenn umgekehrt die Coéfficienten ;. eines beliebigen Kegelschnittes
diese Gleichung erfilllen, so kann er als zweite Polare aufgefasst wer-
den. Denn aus den obigen (leichungen, die dann nur fiinf unab-
hingige darstellen, folgen fiinf der Grossen:

224 5 Yy T Bl 5 23y 5 T+ Byyy 5 Doy + B8y, 2 253
als lineare Functionen der sechsten. Die Determinante dritten Grades
dieser sechs Grossen, welche bekanntlich verschwindet, liefert dann
eine Gleichung’ dritten Grades fiir diese sechste Grbsse, wodurch diese
bestimmt ist. Wenn man sich erinnert an die von Herrn Hesse ge-
gebene geometrische Dentung der Gleichung (3), so erhilt man den
Satz: Wenn ein gegehener Kegelschnitt Polare eines Punk-
tenpaares sein soll, so muss ein Polardreieck von K ihm
eingeschrieben oder eines seiner Polardreiecke K unmge-
schrieben werden konnen. Es gibt dann 3 Punktenpaare,
als deren Polare der Kegelschnitt betrachtet werden kann.

Wir bezeichnen jetzt die Coordinaten von sechs beliebigen Punk-
tenpaaren mit as"‘y"(h =1, 2, 3, 4, 5, 6) und multipliciren dle Deter-
minante 4 mit einer andern , in der eine Zeile isk:

atyt , sbyt+ohyh oyt Syt byt gk byl ahyl
‘Wir erhalten auf diese Weise eine nene Determmante in der die Ele-
mente der bt Zeile entstehen  ans:
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indem man fiir 7, & die Werthe 1,2,3 setzt. Da diese Determinante
-aber mit A gleichzeitig verschwindet, so kann man sechs Coéfficienten
P, so bestimmen, dass

Z’phZztzA[,,tﬁﬁy’;zo i,k =1,2,3.

£,m

Multiplicirt man diese Gleichung mit 5, %, und summirt nach ¢ und Z,
50 entsteht die ddentische Gleichung:
(4) S‘plz ]2[17 L 99]‘ ymzzIJm = O’
wo die p, Functionen sind der Coordinaten der sechs Punktenpaare.
Diese Gleichung lehrt, dass die Gleichung der Polare eines
beliebigen "Punktenpaares sich linear ausdriicken ldsst
durch die Gleichungen der Polaren von fiinf anderen be-
liebigen Punktenpaaren. Und wenn umgekehrt diese Kigenschaft
stattfindet, so zeigt die vorhergehende Ableltuno dass auch die In-
variante A versehwmdet den Fall ausgenommen, dass die Determi-
nante, mit der oben multiplicirt wurde, selbst verschwindet. Dies tritt
aber ein, wenn die sechs Punktenpaare harmonische Polenpaare eines
und desselben Kegelschnittes sind; und in diesem speciellen Falle gilt
der vorige Satz fiir alle Curven vierter Ordnung.

Die Coéfficienten p, bestimmen sich am einfachsten, wenn man
die fiinf Punktenpaare passend wihlt und zwar so, dass jedes Paar
ein harmonisches Polenpaar ist der Polaren der anderen Punktenpaare.
Dass sich solche fiinf Polenpaare stets angeben lassen, zeigt sich leicht
it Hiilfe des Satzes: Wenn zwei Punkte z,y harmonische Pole
sind der Polare zweier anderen Punkte £,%, so sind umge-
kehrt £,7 harmonische Pole der Polare von x,y, den die dop-
pelte Interpretation der Gleichung

E gi nk xl ym u‘t.’.lm =0
ergibt Denn man gehe von einem Punktenpaare 1 avs und nehme
ein_harmonisches Polenpaar seiner Polare zum Punktenpaare 2. Den
einen Punkt des Paares 3 kann man nogh beliebig wihlen, der zweite
ist aber dann bestimmt als Schnitt der Polaren des ersten Punktes
in Bezug auf die Polaren von 1 und 2. Wenn man nun zu den drei
Kegelschuitten 1,2, 3 die Jacobi’sche Curve construirt, so kanny man
auf dieser eine unendliche Anzahl von Punktenpaaren angeben, welche
harmonische Pole sind der drei Kegelschnitte 1,2,3. Eines dieser
wihlen wir zum Punktenpaare 4. Das fiinfte Paar, welches harmo-
nisch sein muss zu den 4 jetzt construirten Kegelschnitten, ist drei-
deutig bestimmt, wie ein Satz aus der Educational Times lehrt (cf.
Crelle’s Journal Bd. 68, p. 55). Per vorhin angefithrte Satz zeigt
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jetzt, dass die fiinf Punkienpaare die Bedingung erfillen, dass jedes
harmonisch ist zu den Polaren der tbrigen. Wir nehmen diese finf

Punktenpaare zn den Paaren #',y' ... z%9", setzen p;, = —1, und zy
fir #%¢4%. Dann bestehen die Gleiehu‘ngen
(5) Z‘xf yl, l ym iklm T O)

wenn A’ nicht =% ist. Setzen wir nun in Gleichung (4), die jetzt
lautet:

‘2'1; yl. ﬂlnm iklm Zp/lz'/n nlsmhyn&{’z&[m

@+ Ay J" fiir » und vergleichen bezderselts die Coéfficienten von 1, so
erhalten wir, mit Ricksicht auf (5), die Gleichung:

DI YL Yy Ui = Dy DO YE T Y 0y,
Bezeichnen wir jetzt der Kiirze wegen’

y xh yl, nl nm iktfm mit Uk (17 ”2) ?

Zat Yyt 5, Y, %y, Wit U, (@y),
80 wird:

Uy @,9)
©) 2 B Yy Ui,y = Z 7 gy Ualn-

Hiermit ist zugleich eine Bedingung gegeben fiir die Wahl der Punk-
tenpaare. Da nimlich keiner der Nenner verschwinden soll, so darf
keines der Paare so gewihlt sein, dass der eine seiner Punk‘be auf der
zweiten Polate des andern lLiegt.

Das sechste Paar z,y ist noch ganz willkiirlich. Man kann aho
auch den Punkt z mil y zusammenfallen lassen und hat dann, wenn
man auch noch y = % setzt, fiir den ganz willkiirlichen Punkt z die
Gleichung:

Uﬂ (xx)2
(7) 23‘: Z xl w Wittm == % = 2 W‘

Die Gleichung der Curve ist also ausgedriickt als Summe
von finf Quadraten. Wenn umgekehrt diese Darstellung mbglich
ist, so verschwindet, wie man sofort sieht, 4. Addirt man nun zu
der obigen Gleichung 1 U, (xx)?, wo 1 beheb1g , so erhilt man die
Gleichung des Curvenbuschels dessen Curven die gegebene in den
Punkten berithren, wo sie von' dem Kegelsehnitt U, (xx) = O getroffen
wird. Da nun die so entstandene Gleichung sich noch als Summe von
fiinf Quadraten darstellt und U, (z#) als Gleichung der zweiten Polare
eines beliebigen Punktenpaares angesehen werden kann, so hat man
den Satz: dass alle Curven vierter Ordnung, welche die ge-
gebene heriihren in den Punkten, we sie von der Polare
eines beliebigen Punktenpaares geschnitten wird, von der
hier petrachteten Art sind.
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§ 2.
Darstellung der Gleichung der Curve als Summe von fiinf
Biquadraten.

Zunichst muss -ich einige Sitze anfithren itber die Polaren von
Punktenpaaren, welche in zwei Linien oder eine Doppellinie zerfallen,
und welche Herr Clebsch a. o. a. O. bewiesen hat.

Wenn die Polare eines Punktenpaares zerfillt, so sind die beiden
Linten, in welche sie zerfallt, harmonische Polaren des Kegelschnittes K
und zu jedem solchen Paare von Polaren gehbren drei Punktenpaare
als Pole. Jeder Pol liegt auf der Determinante der ersten Polare
(Polardeterminante) des andern. Jede Tangente von K und nur
eine solche kann als eine in eine Doppellinie ausgeartete Polare und
zwar von drei Punkienpaaren betrachtet werden. Von den beiden
Punkfen eines solchen Paares ist jeder ein Eckpunkt der in drei Gerade
zerfallenden Polardeterminante des anderen, und die ihm gegeniiber-
liegende Seite dieses Dreiecks ist eben die Polare der beiden Punkte.
Alle diese Punkte liegen auf einer Curve vierter Ordnuug S =0 und
jeder Punkt dieser Curve kann Punkt eines Paares sein.. Die Seiten
aller zerfallenden Polardeterminanten umhiillen also den Kegelschnith K,
und jede Tangente ist Seite von sechs Dreiecken, wihrend die Ecken
aller dieser Dreiecke anf § liegen und jeder Punkt von S Eckpunkt
von drei Dreiecken ist, deren Pole die Ecken seiner eigenen Polar-
determinante sind.

Betrachten wir nun irgend eine Tangente 4, des Kegelschnittes K.
Diese muss nach dem Vorigen Seite von sechs zerfallenden Polardeter-
minanten sein, deren Ecken auf S liegen miissen. 12 dieser Hcken
sind also die Schnittpunkte von 4, mit S und nach dem Vorigen liegen
in jedem dieser Schnittpunkte drei Ecken. Die Seiten der sechs Dre1-
ecke gehen durch diese Ecken und berithren X, es sind also die Tan-
genten, welche man durch die Schuittpunkte von 4, mit § an K noch
ziehen kanun. Der Schuittpunkt je zweler ist ein Dreieckspunkt, der
also auf S liegen muss. Also bilden die vier Tangenten, welche
man durch die Schnittpunkte von 4, und § an K legen kann,
ein vollstindiges Vierseit, dessen Ecken auf § liegen und
dessen Gegenecken die Pole der Tangente 4, sind. Nennt
man die vier mit Hilfe von 4, construirten Tangenten A, Ay A, 4,
so erkennt man leicht, dass, wenn man von irgend einer derselben,
4, z. B., ansgegangen wire, man gerade die A, 4, 4, 4; gefunden
hitte. Diese funf Tangenten bilden alse ein vollstandzges
Finfseit, dessen 10 Ecken auf § liegen. Die Polardeter-
minante 1rgend einer Ecke ist gebildet durch die dreiSeiten,
welehe nicht durch jene Ecke gehen, und die Polare zweier
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Kecken, in welchen sich vier Seiten schneiden, besteht aus
der doppelt zu rechnenden fiinften Seite. Die angegebene Con-
struction zeigt ferner, dass das Fiinfseit durch eine seiner Seiten
oder eine seiner Ecken eindeutig bestimmt ist und dass
man Sunendlich viele Fiinfseite einschreiben kann, welche
K umschrieben sind.

Man theile nun die 10 Eckpunkte des Fiinfseits so in finf Paare,
dass jeder Seite des Fiinfseits die Punkte eines Paares als Pole ent-
sprechen. Bezeichnet man mit «* y* die Pole der Seite 4, so ist also
{8) 23;]1 yk n! m Mlm A’k (’?)2
das Quadrat der Gleichung dieser Seite. Es besteht dann die Glei-
chung (5)

‘2'2&%: y Yipim = 1 (xh>‘4‘ (J‘b) = 0
weil stets einer der Pole von 4, auf der Seite A, liegt. Die fiinf

Punktenpaare kénuen also an Stelle der im vongen §. gebraunchien
treten und man erbilt so die Gleichung:

Ay (x)4
(9) U == 2 Ah(x}z)A&(yiz

Hiermit ist gezeigt, dass die Gleichung unserer Curve sich
darstellen lisst als Summe von fiinf Biquadraten und dass
das Verschwinden der Invariante 4 nothwendige und hin-
reichende Bedmgung dazu ist.

Durch Addition eines Gliedes ¢4, (z)* erkennt man, dass alle
Curven vierter Ordnung, welche diese v1erpunkt10 beriih-
ren in den Punkten einer Tangente von K, Curven der glei-
chen Art sind, wie die O'egebene

Die obige Darstellung verliert ihre Giilltigkeit, wenn eciner der Nen-
ner verschwindet > d. h. wenn einer der Pole einer Seite in diese selbst
fallt. Dies kann nur dann eintreten, wenn awei Seiten eines Fiinfseits

e zusammenfallen. Fallen z. B. die beiden

N Ve Seiten T und IV der Flgur ZUSAMMEN, 06
N\t x y’/ A/ 2 rucken “die Punkte 4®2!2* unendlich nahe
' N #2717 resp. an die Punkte ! y? 2%, d. h. die Li-
TR g ,/i nien 11, 1T, V werden Tanaenten von 8.
b Da I und;TV zwei unendlich nahe Tan-

jyﬂ genten von K sind, so muss ihr Schnitt-

ponkt, deranf § hegt, zngleich auf K liegen.

Und umgekehrt ist unschwer zu erkemnen, dass Jedem Schuittpunkte
von K und § ein Funfseit entspricht, in Welclzem zwei Seiten zusam-
menfallen, so dass deren Zahl acht betrigt. Jede dex Curven S und K
gemeinsame Tangente Hefert ebenfalls ein Finfseit mit zusanmmentallen-
den Beiten, das aber ausser ihr noch zwei andere solche Tangenten
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enthilt. Die Anzahl derselben wird also auch hier = -2—31— =8, wie

oben, Diese Uebereinstimmung zeigt auch, dass S keinen Doppelpunkt
hat. Es gibt also acht Fiinfseite, in welch‘en zwei Seiten
zusammenfallen. Diese Seite schneidet S in vier Punkten,
von welchen einer auf K liegt. Die Tangenten, die man in
den drei anderen Schnittpunkten an Slegen kann, sind die
drei anderen Seiten des Fiinfseits, und ihre drei Schnitt-
punkte liegen also auf S.

Betrachten wir nun die erste Polare eines beliebigen Punkies y.
Die Gleichung derselben ist:

Zyi xi. wl xm ?"'zfclm = 0.

Soll diese Polare einen Doppelpunkt haben in z, so muss
2Y By Uiy, = & B+ «. B,
* ez, =0,
28z, =0

sein. Die Tangenten des Doppelpunktes miissen also reciproke Polaren
von K sein. Fallen die beiden Tangenten zusammen, so miissen sie
diesen Kegelschnitt berithren. Der Pol y und der Riickkehrpunkt 2
seiner Polare miissen dann also Punkte von S sein, deren Polare in
eine Doppelgerade degenerirt. Da aber z auf dieser Geraden liegen
muss, so kann die Riickkehrtangente nur eine solche Seite eines Finf-
seits sein, mit welcher eine andere zusammenfills, y ist dann einer
der zu dieser Seite gehorigen Pole. Es folgt also hierans: In einem
der acht Fiinfseite, in welchem zwei Seiten coincidiren, ist
diese Seite Rickkehrtangente von drei ersten Polaren.
. Die Pole dieser Polaren sind die Schnittpunkte der drei
ibrigen Séiten und jede dieser beriithrt Sin dem Riickkehr-
punkte der Polare des ihr gegeniiberliegenden Pols. Es
gibt also, wie bekannt, 24 Polaren, welche Riickkehrpunkte haben.
Die Riickkehrpunkte selbst aber sind die Schnittpunkte von S mit der
Hesse’schen Curve, wie Herr Clebsch gezeigh hat. Diese beiden
Curven schneiden sich also in 24 Punkten, welche je zu
dreien anf acht Geraden liegen. Die Gleichung 24t Grades,
welche diese Schnittpunkte liefert, wird sich also mit Hilfe einer Glei-
chung achten Grades und Glelchungen dritten Grades 1osen lassen.
Dle acht Geraden bilden eine Curve achter Ordnfing, welche mit
einer zweiten Curve achter Ordnung, die besteht ans der Hesse schen
Curve und dem Kegelschnitt K, 64 Punkte gemein hat, von welchen
32 auf der Curve vierter Ordnung S liegen. Nach einem bekannten
Satze liegen also die dibrigen 32 auf einer zweiten Curve vierter Ord-
nung S,. Da aber jede der acht Geraden den Kegelschnitt K in zwei
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unendlich naben Punkten schneidet, von welchen einer nur auf S liegt,
go wird der andere auf S, Hegen miissen, d. h. § und S, schneiden
sich in 16 Punkten, von welchen 8 auf dem Kegelschnitt K
liegen. Die tibrigen 8 liegen dann auf einem zweiten Kegelschnitte,
Zwischen den 5 Covarianten: der Hesse’schen Determinante 4, der
(Gleichung K’ == 0 des Kegelschnittes in Punktcoordinaten, dem Pro-
duct der acht Geraden, welches wir P nennen wollen, und den beiden
S und S, findet also eine Gleichung statt von der Form:
8.8 + AP =yud.X’,
in welcher, wie leicht ersichilich, 2 und u reine Zahlenfactoren sind.

8. 3.

Ableitung aller Transformationen aus einer bekannten.

Die Ausfihrung der Transformation der Gleichung der Curve in
eine Summe von Biquadraten erfordert, wie das Obige zeigt, die Losung
einer Gleichung vierten Grades und eines Systems linearer Gleichungen.
Wenn aber eine Transformation bekannt ist, so braucht man, um die
iibrigen zu finden, nicht mehr auf die Gleichung der Curve S zu recur-
riren, sondern man kann eine Gleichung fiinften Grades mit einer
willkiirlichen Grosse anfstellen, welche alle anderen Transformationen
liefert. Man kann bekanntlich die Gleichung einer Tangente des Kegel-
schnittes K darstellen in der Form @ ++ 64 - ¢2? = 0, wo 1 ein Para-
mster ist. Bezeichnen wir die Parameter, welche den fiinf Seiten eines
Fiinfseits zugehOren, mit 2, ... 4, mit 4;=0 die Gleichung der
Seite, deren Parameter 4; ist, und setzen

(A=2) (—2) ... (k) = £(B),
so wird durch
B; = 4
das Quadrat der Gleichung der zum Parameter [, gehbrigen Tangente
dargestellt. Schreiben wir die fiinf Gleichungen an, welche zu den noch
mu suchenden Parametern I, ...} gehoren, und Iosen die Gleichungen
anf (vergl. Baltzer, Determ . R 88) , 80 folgb

iy B}
47 = — .‘7(’1)2 9y l-"“l;,
= ({—l)(I—0) ...(0—
gesetzt ist. g ( 1) ( ) ( )

Ist nun die Gleichung unserer Curve vierter Ordnung in Bezug
auf das Finfseit der 4

u= 394 =0,

wo
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so wird sie ausgedriickt in den B
NT TAAREON B} .B;
= 2 .
" 22 2/>’ Z ( ) gy (Z;l) b—1;. l—3;
Sollen nun die B wieder ein Fiinfseit darstellen, so miissen die Pro-
ducte B} Bj fortfallen und also die Gleichungen bestehen :

Z’ 0,9 (L) T‘:r'— — 0 , h nicht gleich %.

Diese 10 Gleichungen konnen aber zusammen bestehen, denn sie
entstehen durch Subtraction je zweier der fiinf Gleichungen:

> e k=1...5,

wo u willkiirlich ist. Bestimmt man aus diesen fiinf Gleichungen
0, 9(3), so exgibt sich

(lk) 1
0:9(4) = —wu g (1) Z 7 L=

Die im zweiten Gliede auftretende Summe ist aber nach einem be-
kannten Satze der Partialbruchzerlegung = 1 und also

?

Qig(lz‘) = = ]T?Tz)‘

Fihrt man diesen Werth in die obige Gleichung ein, so ergibt sich
endlich in

1 1
(10) P i =n

eine Gleickung, die durch [, erfiillt sein muss und also fiir jeden Werth
von y die fiinf Parameter der Seiten eines Fiinfseits liefert, welches
die gewiinschte Bigenschaft besitzt. Da die Discriminante einer Glei-
chung fiinften Grades vom achten Grade in den Coéfficienten ist, so
ergibt sich auch hier, dass 8 Fiinfseite existiren, in welchen zwei Seiten
zusammentfallen.

§. 4.
Untersuchung der Covariante S.

Bilden wir nun mit Zugrundelegung der Form (9) die Gleichung
der Curve 8. Wenn wir fiir die Coéfficienten einer terniren bigua-
dratischen Form symbolisch Potenzen und Producte von Grissen a,b,¢,d
einfithren, so wird nach Herrn Aronhold der symbolische Ausdruek
von § gegeben durch

68 =-abed (abe) (abd) (acd) (bed),
Wo g = a, -+ a2x2+a3a:3 und (abc) = X + a, b, ¢; gesetzt ist.
Schreiben wir; wie im vorigen §., # in der Form
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4
= 3o 4,

& z

und bezeichnen mit (¢4 %) die Determinante der drei Formen A,, A, A;,
so findet man, abgesehen von einem Zahlenfactor:
(11) 8 = o 0 050, (123) (124) (134) (234) 4, 4, 4, 4,

- 0 0, 05 0 (123) (125) (135) (235) 4, 4, A4, 4,

+ 01 0, 0, 05 (124) (125) (145) (245) 4, 4, 4, 4

+ 01 05 0, 05 (134) (135) (145) (345) A, 4, 4,

+ 0, 05 0, 05 (234) (235) (245) (345) A, A, 4,
wofiir wir abkiirzend schreiben wollen:
(11%) S=1I5 4, A, A, A + kA A, A, 4, + ...
Die Curve S geht also, wie dies sein muss, durch die Ecken des Fiinf-
seits der A. Die Gleichung der Tangente an S im Schnittpunkte der
Seiten 4, =0 und 4, = O ﬁndet sich

+

Stellt man ebenso die Glemhunﬂen der Tangenten auf flir die beiden
Ecken 4,=0 4,=0, und Az— 0 A4;=0, so erkennt man leicht,
dass diese drei Tangenten die gegeniiberliegenden Seiten in drei Punk-
ten einer geraden Linie schneiden. Man kann folghch einen
Kedelsehmtt beschreiben, der die Curve § in den Ecken
eines Dreiseits des Fiinfseits berihrt. Die Gleichung dieses
Kegelschnittes wird
H==FkA, 4, -k A4, 4, + b, 4, 4, = 0,
wihrend § die Form annimmt
8= A, 4, 4; (k) A, + b A,) + 4, 4, . H.

Diese Gleichung zeigh, dass der obige Kegelschnitt S noch in
zwei weiteren Punkten trifft, deren Verbindungslinie dureh
den Schnittpunkt der beiden anderen Seiten des Fiinfseits
geht und dort § beriihrt. Diese Ableitung verliert ihre Giiltig-
keit, wenn zwel Seiten des Fiinfseits zusammenfallen. Die' Betrach-
tung der Figur zeigt dann aber sofort, dass drei der Kegelschnitte,
welche den vier dann existirenden Dreiseiten entsprechen, in zwei
Linien zerfallen. Dass man um das vierte Dreiseit, dessen Seiten in
den Schnittpunkten der zusammenfallenden Seiten § berithren, einen
Kegelschnitt legen kanm, von dem der obige Satz gilt, zeigt sich mit
Hiilfe des bekannten Theorems: Wenn man in den Schmttpunkten einer
Corve- n%r Ordnung uund einer Geraden die Tangenten an die Curve
legt, so schneiden diese die Curve noch in n{n —2) weiteren Punkten,
welche auf einer Curve (n—2)*r Ordnung legen.

‘Wir haben nun oben. gesehen, dass zu einem Punkte von S ein
einziges Finfseit gehdrt. In diesem Fiinfseit ist ein Dreiseit dadurch
ausgezeichnet, dass seine Seiten micht durch jepen Punkt gehen, Der

5

A
A;
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obige Satz zeigt dann, dass der Kegelschmtt welcher S in den Ecken
des Dreiseits beriihrt, noch in zwel Punkten schneidet, die auf der
Tangente des gegebenen Punktes liegen. Wir wollen das Dreiseit und
den Kegelschnitt als zu_dem Punkte gehorig bezeichnen. Betrachtet
man nun die zu zwei Punkten von S gehdrigen Kegelschnitte und
lisst den einen Punkt stetig seine Lage verindern, so wird auch der
mgehbrige Kegelschnitt sich stetig #ndern, und wenn der eine Punkt
mit dem andern zusammenfillt, so werden die beiden Kegelschnitte
auch zusammenfallen. Denn wenn dies nicht der Fall wire, so wiirden
zwei Kegelschnitte existiren, welche zu einem Punkte gehorten, was
anmbglich ist. Die zuw den verschiedenen Punkten von S ge-
horigen Kegelschnitte bilden also nach dem von Herrn
Hesse (Crelle’s Journal Bd. 49, p. 243ff.) aufgestellten Begriffe
ein und dasselbe System.

Befrachten wir nun zwei Punkte ¢ und b von 5. Da die beiden
zugehbrigen Dreiseite dem Kegelschnitte K umschrieben sind, so liegen
ihre Ecken auf einem zweiten Kegelschnitte G. Dieser schueidet S
noch in zwei weiteren Punkten. Um deren Lage zu finden, betrach-
ten wir die zu ¢ und & gehdrigen Kegelschnitte I und H’ zusammen
als eine Curve vierter Ordnung und den doppelt gerechneten Kegel-
schnitt G in Verbindung mit den beiden Tangenten 7' und 77, die man
in @ resp. b an S legen kann, als eine Curve sechster Ordnung. Von
den Schnittpunkten dieser Curve mit der Curve vierter Ordnung § liegen
dann 16 auf der Curve HH'. Nach einem bekannten Satze von Cayley
(ef. Cremona, ebene Curven, p. 65) liegen also die iibrigen anf einer
Curve zweiter Ordnung. Diese acht Punkte sind aber die zwei Paare
¢, d von unendlich nahen Punkten, welche der doppelt gerechnete
Kegelschnitt G ausser den Berithrungspunkten von H und H' noch
mit S gemein hat, und die zwei Paare o, b von unendlich nahen Punk-
ten, in welchen T und 7 schneiden. HEs miisste also ein Kegelschnitt
emstlren welcher die Curve S in den willkiirlich gewihlten Punk-
ten @, b und in noch zwei anderen ¢, d berithrte. Dies ist aber nicht
m’églieh , weil schon die Zahl der Beriihrungskegelsehnitte , welche in
einem Punkte berithren, eine endliche ist. Der Kegelschnitt muss also
zerfallen. Aber anch der Fall von zwei Linien ist zu verwerfen, weil
sonst durch einen beliebigen Punkt von S eine Doppeltangente zu legen
wiire. Ks bleibt also nur der Fall tibrig, dass der Kegelschnith eine
Doppellinie- ist. Wir haben somit den Satz: -Wenn man zu zwei
Punkten « und b von S die zugehdrigen Kegelschnitte con-
struirt, o liegen deren Beriithrungspunkte auf einem Kegel-
schnitte, der S in zwei weiteren Punktfen ¢, d schneidet.
a,b,¢,d hegen dann auf einer geraden lee Bs folgt hier-
am neeil dass, wenn man in der Constructmn ausgegangen
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wire von den beiden Punkten ¢, d, man die Punkte «, b ex-
halten hitte, und Wenn man durch zwei Punkte a,b von 8,
eine gerade Linie legt, welche 8 noch in den beiden Punk-
ten ¢, d trifft, so schneidet der Kegelschnitt G, welchen
man durch ¢, d und die Ecken des zu ¢ gehdrigen Dreiseits
beschreiben kann, Snochin drei Punkten, welchedie Ecken
des zu b gehbrenden Dreiseits sind.

Die oben benutzte Ucberlegung verliert ihre Giiltigkeit, wenn «
und b Beriihrungspunkte einer und derselben Doppeltangente sind.
Dann beriihrt aber der zu @ gehorige Kegelschnitt in » und umge-
kehrt, und beide Kegelschnitte sind also Beriihrungskegelschnitte, die
in allew Punkten berithren, wo sie S treffen. Da sie aber in ihrer
fritheren Bedeutung zum gleichen System gehoren, miissen sie auch
demselben System von Beriihrungskegelschnitten angehiren. Nach
einem Satze von Herrn Hesse (Crelle’s Journal Bd. 49, p. 262)
liegen. also die Berithrungspunkte wieder auf einem Kegelschnitte. Es
tritt daher zu dem obigen Satze noch die Ergiinzung hinzu: Sind die
beidenPunkteq,bBerihrungspunkte einerDoppeltangente,
so geht der Kegelschnitt, den man um die Ecken der zuge-
horigen Dreiecke legen kann, durch die nimlichen beiden
Punkte ¢, b hindurch.

Da d1e Gleichung von 8 auch geschrieben werden kann:

S = 4,.H, + ks 4 4, 43 A, =0,
wo Hy die Gleichung:
kydy A3 A+ Ay A, Ay + By A Ay A+ By A, Ay A, = O

einer Curve dritter Ordnung bezeichnet, so sieht man, dass S von
einer Curve dritter Ordnung berithrt wird in den Ecken
eines Vierseits. Da das Vierseit durch eine Tangente an K ein-
deutig bestimmt ist, so folgt, dass alle Berithrungscurven dritter Ord-
nung derart einem Systeme angehGren. Die hier aufiretende Curve
H hat noch eine besondere Bedeutung. In der allgemeinen Theorie
tritt eine Zwischenform auf, deren Symbol ist:

S, = (uwab) (wac) (wbe) (abc) abe;
fithren wir hier unsern Ausdruck (9) fiir « ein, so erhalten wir, ab-
gesehen von einem numerischen Factor:

8, = 2 e 00, (edp) (usk) (uwp) (wip) 4, 4, 4,
¥

wo die Summe ausgedehnt ist fiber die Combinationen ochne Wieder-
holungen der Zahlen 1, 2, 3, 4, 5 zu je dreien, und wo (uxl) die
Determinante von 4, .A und der Form Uy Ty ~+ , Ty -} 45 bezeichnet.
Setzen wir fir u, u, u, d1e Coordinaten der Linie 4, so geht, wie
man sieht, S, fiber in H;. Da A, eine belichige Tangen%e des Kegel—
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schnittes K darstellt, so folgt mit Riicksicht auf die a. a. O. gegebene
Bedeutung von S, der Satz: Die Punkte, deren erste Polaren
von einer gegebenen Tangente des Kegelschnittes K in sol-
chen Punkten geschnitten werden, dass die in den Schnitt-
punkten an die Polare gezogenen Tangenten sich in einem
Punkte schneiden, liegen auf einer Curve dritter Ordnung,
welehe S in den Ecken des zur gegebenen Tangente gehd-
rigen Vierseits beriihrt

Bezeichnen wir mit g einen beliebigen linearen Ausdruck der Coor-
dinaten, so stellt die Gleichung

oS+ A, 4, 4,4, 4, =0

ein ganzes Netz von Curven fiinfter Ordnung dar, dessen
Curven alle in den Eckpunkten eines Fiinfseits § beriihren.
Die Eckpunkte zweier Fiinfseite gehdoren zum gleichen
System von Berithrungspunkten. Denn da die Eckpunkte durch
einen unter ihnen eindeutig bestimmt sind, so miissen sie alle zusam-
menfallen, wenn man einen Punkt des einen Fiinfseits durch stetige
Aenderung mit einem des anderen zur Deckung bringt.

Zum Beschlusse dieser Betrachtungen will ich noch den folgenden
Satz anfithren:

Wenn eine gegebene Curve vierter Ordnung die Eigen-
schaft hat, dass man ein vollstdndiges Fiinfseit beschrei-
ben kann, dessen Ecken alle auf ihr liegen, so kann man
sie betrachten als Covariantencurve S zu einer anderen
Curve vierter Ordnung, von der in §. 1. charakterisirten
Art. Tn der That kann dann, wenn mit 4, ... 4, die Gleichungen
der Seiten bezeichnet werden, die Gleichung der Curve stets in die
Form gesetzt werden:
0=/ A, 4,4, A, 0 4, A3 4, 45+ 04 4, A, 4, A+ o) A, A, 434,

+ o' 4, 4, 4, 4,

wo die g, ... o, bestimmte Coéfficienten sind. Die Vergleichung mit
der Form (11*) der Gleichung von S zeigt aber dann sofort, dass dieses
die Covariante S ist zu der Form:

7T ks ky ks 44

Barba iy a4
Es gelten somit alle hier bewiesenen Eigenschaften von § allgemein
fir jede der Curven der im letzten Satze bezeichneten Art. Einen
Satz hebe ich noch hervor, der aus dem Vorigen sich sofort ergibt:
Wenn man einer Curve vierter Ordnung ein Fiinfseit ein-
schreiben kann, so kann man ihr unendlich viele einschrei-
ben, deren Seiten alle einen Kegelschnitt bertihren.

Nach einer blossen Abzihlung konnte es scheinen, dass es stets
mdglich wiire, einer Curve vierter Ordnung ein solches Fiinfseit ein-

Matheratische Annalen L 4
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zuschreiben. Der vorletzte Satz zeigt, dass dies nicht richtig ist, denn
eine allgemeine Curve vierter Ordnung miisste dann von einer anderen
mit nur 13 Constanten abhingen, was wumdglich ist.

§. 5.
Ausnahwmefille.

Die Resultate, welche in den vorhergehenden §§. erlangt sind,
stiitzen sich auf die Voraussetzung, dass der Kegelschnitt K nicht zer-
fillt. Wir wollen nun noch in Kiirze die Aenderungen angeben, welche
eintreten, wenn diese Voranssetzung nicht mehr giltig ist.

Der Kegelschnitt K mdge zundichst bestehen aus zwei Punkien a
und b. Damit dies der Fall sei, muss die Determinante der P, ver-
schwinden. Die Coordinaten dieser beiden Punkte geniigen dann den
Gleichungen:

T aibrthipin =0 , I,m=1,2,3,

ik
welche sofort aussagen, dass die erste Polare von ¢ im Punkte b,
und die von b im Punkie ¢ einen dreifachen Punkt be-
sitzt, d. h. dass diese Polaren in drei gerade Linien zer-
fallen. Beziehen wir nun einen Punkt durch seine Coordinaten zyz
auf ein Dreieck, dessen Ecken =0 y=0 und 2=0 2=0 in
den Punkten ¢ und b resp. liegen, wihrend die dritte Ecke einer der
Punkte ist, in welchen sich die Polare von ¢ und die von & schneiden,
so ist die Gleichung der ersten Polare von @ 4, = 0, wo nun u, eine
bindre Form der Variabeln z und # ist, und ebenso ist die Polare von
b uy =0 und u, enthilt nur die Variabeln z und y. Wenn wir also
die gewdhnliche Bezeichnungsweise der dritten Differentialquoticnten
von % anwenden, so ist

Ugpy == Ugyy = Uy == 0,

und die Gleichung der Curve kann in die einfachere Form gesetzt werden:
(12) az*+ byt -+ c2t 4 4¥wyd - 4¢’ 228 + 68" 2ty 4 6¢" 2?8 = 0.
Berechnet man nun den Ausdruck von S nach der von Herrn Aron-
hold gegebenen Darstellung, so folgt, mit Beriicksichtigung der obigen
Gleichungen und mit Fortlassung eines Zahlenfactors:
(13) 8 == (Ultyy — tygy - tang) (i3 — gy - tggs) -
Der erste Factor u?,, — 14,5 . tyy, ist die Hesse’sche Determinante der
bindren Form ,, der zweite dieselbe Covariante von w,. Wir sehen
also, dass hier die Covariante § in zwei Linienpaare zer-
fallt, die ihre Scheitel in ¢ und b haben und die cyelisch-
projectivischen Linien sind zu den Liniexn, welche die ersten
Polaren von b und @ bilden. Wo der Ausdruck cychsch - projec-
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tivisch nach Herrn Clebsch (Crelle’s Journal Bd. 68, p. 167) ge-
braucht ist, um die bekannte Beziehung anzudeuten, in welcher die
Linien der Hesse’schen Determinante zu den Linien der Form selbst
stehen. FEs ist nun aus der Theorie der biniiren Formen dritten Grades
bekannt, dass durch Einfithrung der Factoren der Hesse’schen Co-
variante als neuer Variabelen die Form sich darstellt als Summe zweier
" Cuben. Setzt man also #?, — %oy Ugsy = ¥ ¥,, wo ¥, ¥, lineare
Ausdriicke in 2 und y, so wird
W= Y4B Y3,
und 3hnlich geht u; tiber in
g = o' 23 4 B’ Z3 .

Wenn Wit U2yyy — gy Ussy == 4, Z, setzen. Durch Integration ergibt
sich hieraus fiir » die Form:
(14) u=A's'+ B Y+ BY,;+ G2+ CZ;,
so dass sich auch jetzt noch « als Summe von fiinf Biquadraten dar-
stellen lisst. Aus dieser einen Darstellung lassen sich noch unendlich
viol andere ableiten. Man kann nimlich entweder die bindire Form

A’z 4 B Y} + -B;z Y3
oder die Form

Ao+ C 2 + 0, 2
wieder auf unendlich viele Arten als Summe von drei Biguadraten dar-
stellen , und erhilt dann neue Ausdriicke fiir ». Die in einer solchen
Darstellung angewandten Linien scheiden sich in zwei Gruppem von
zwei und drei Linien. Das Linienpaar der ersten Gruppe hat seinen
Scheite] in einem der beiden Punkte @, b und ist identisch mit dem
von hier ausgehenden Linienpaar von S. Die drei Linien der zweiten
Gruppe gehen dann durch den zweiten Punkt.

Die in (14) gegebene Darstellung wird unmoglich, wenn die Po-
lare von b z. B. ans drei Linien besteht, von welchen zwel zusammen-
fallen. Dann kann man u, nicht mehr auf die oben angenommene
Form bringen, sondern muss setzen

ty = Y2 Y,.
Hieraus folgt fiir den von y abhingigen Theil von « die Form:
BY:Y, 4+ B Y.
Dagegen lisst sich w sogar als Summe von vier Biquadraten darstellen,
wenn dié Polare eines der Punkte @, b,.des letzteren z. B., aus drei
zusammenfallenden Linien besteht. Denn da u, dann in die Form ge-
bracht werden kann
u, = Y3,
50 hat « den Awuvsdruck
w— A'w+BY+GZ+ O 2,
4*
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der sich durch den oben schon angewandten Process noch auf unend-
lich viele andere Formen bringen lisst.

Eine Darstellung der Gleichung der Curve als Summe von vier
vierten Potenzen tritt auch dann ein, wenn in dem Ausdruck (14) die
Constante A’ verschwindet. Dieser Fall unterscheidet sich aber von
dem vorhergehenden dadurch, dass die Gleichung # = () sich nur auf
eine Weise in diese Form bringen lisst. Denn eine zweite kounte nur
darans hervorgehen, dass man die Summe zweier der vorkommenden
vierten Potenzen noch in anderer Weise in der gleichen Form aus-
driickte. Dies ist aber unmoglich; denn wenn eine biniire Form vier-
ten Grades als Summe von zwei Biquadraten dargestellt werden kann,
so ist dies nur auf eine Weise moglich. Was nun die Bedingungen
dieses Falles betrifft, so erkennt man leicht, dass, wenn man die
Schpittpunkte der zwei Linienpaare, welche S bilden, hezeichuet mit
a’b”,a”b”, die Polaren des Punktenpaares ¢’ 5’ und die des Punkten-
paares &”b” unbestimmt werden; und umgekehrt, wenn dies der Fall
1st, so zeigt die Gleichung (14), dass A’ =0 ist. Es findet daher
nicht nur die Gleichung statt

Z @by vz = 0,
sondern auch die beiden andern
2 a; b tigym = 0,
3 ai b Wiggm = Q.
Wenn andererseits diese Gleichungen bestehen, so zeigt die Unter-
suchung am Beginu dieses §., dass a,b,a’,b", @”,b” Doppelpunkte
von S sein miissen, d. h. dass in der That vier dicser Punkte die
Schoittpunkte zweier Linienpaare sind, welche von den beiden anderen
ausgehen. Die Gleichungen oben aber sind nur moglich, wenn die
2Py g = O
Auflosungen lefern von der Form
Py = Py + A0,
wo 1 beliebig ist. Dann kann man in der That auf drei Arten 1 so
bestimmen, dass der Kegelschnitt K ein Panktenpaar wird. Auflosungen
von dieser Art setzen aber bekanntlich voraus, dass ausser der Deter-
minante der Gleichungen auch noch simmtliche erste Unterdetermi-
nanten verschwinden, wihrend mindestens eine zweite Unterdeter-
minante nicht gleich Null sein darf. (Vergl. Baltzer, Determ. p. 62.)

Obne mich bei den anderen leicht zu iibersehenden Aenderungen
aufzuhalten, die noch eintreten konnen, will ich noch den Fall betrach-
tgn, dass der Kegelschnitt K zerfillt in einen doppelt zu rechnenden
Punkt . Dann bestehen die Gleichungen

Zai_di; uiklm === _O »
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welche aussagen, dass die Curve einen dreifachen Punkt hat
in @. Dass auch der umgekehrte Schluss berechtigh ist, ist klar; es
ergibt sich hieraus der Satz: Wenn eine Curve vierter Ordnung
einen dreifachen Punkt haben soll, so muss erstens die”
Determinante 4 verschwinden. Dann sind die Unterdeter-
minanten Producte je zweier von sechs Grossenp,,. Hs miis-
sen dann zweitens simmtliche Determinanten zweiten Gra-
des verschwinden, welche man aus diesen p,, bilden kann.

Dieser Satz ist ein specieller Fall eines allgemeinen, welcher fiir
Formen geraden Grades von beliebig vielen (n) Variabeln gilt. Soll
eine solche Form 2ptr Grades eine (p--1)fache Losung besitzenu, so
muss ein System von (n,p) Formen p*® Grades gleichzeitig annullirt

Werden, wOo (n s P) = @1&% -o—f%i—ﬂj—l Diese Zahl ist aber die

Anzahl der Glieder einer Form pte» Grades. Aus den aufgestellien
Gleichungen kann man also die Variabeln eliminiren, und erhilt als
erste Bedingung, dass eine Determinante verschwinden muss, welche
der A, die wir hier betrachteten, ganz analog gebildet ist. Die ersten
Unterdeterminanten dieser Determinante sind dann Producte je zweier
von (n,p) Grossen, die man als die Cobfficienten einer zugehbrigen
Form ptes Grades auffassen kann. Wenn diese zugehdrige Form eine
p Potenz eines linearen Ausdrueks ist, so geben die Coéfficienten dieses
Ausdrucks die Werthe der Variabeln, fiix welche die (p-1)fache Lo-
sung stattfindet. Die gesuchten Bedingungen lassen sich also aof-
stellen, wenn man die Bedingungen angeben kann, dass eine Form
pen Grades die p* Potenz eines linearen Ausdrucks ist.

Heidelberg, den 27. Juni 1868.



