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Bemerkungen zur S~ruktur einer linearen perfekten nirgends 
dichten Punktmenge.*) 

Von 

Kos2A~ Kl~oPP in Berlin. 

w 

Is~ M eine beliebige meBbare lineare Punktmenge, so bezeichnen wir 
rail Herrn Lebesgue**)als die mialere Dichte D(a,/~) yon M in ~... t~ ( ~ )  
den Quo~ienten des Ma~es der in r  fl gelegenen Punkte yon M dutch 
die L~nge lfl--a] dieses Intervalles. H~lt man den linken Endpunkt x o eines 
solchen Intervalles lest, w~ihrend man den rechten Endpunk~ x desselben 
gegen x o riicken l~il~t, so kann dabei J)(xo, x) einem bestimmten Grenz- 
werte zustreben, der dann als rechtsseitige J)ichte yon ~ in x o bezeichaet 
wird; und analog sei die lin~seitige Dichte definiert. Haben beide den- 
selben Were, ist also 

~iw /)(Xo, ~) 
:v----Zo+ 0 

vorhanden, so sei seia Wer~ schlechtweg als Dichte yon M in x o be- 
zeichne~. 

Im folgenden wollen wir die Punkte einer speziellen Menge beziiglich 
ihrer rech~s- und linkssei~igen Dich~e untersu~hen. 

Herr Lebesgue hat in seiner oben erw~hnten Arbeit den sehr allge- 
meinen Satz bewiesen~ dab die Diehte einer meBbare- Mange in ,fas~ allen"***) 
ihren Punk~en = 1 ist. Sein Beweis is~ a b e t -  wie iibrigens der Beweis 
der meis~en Sii~ze, in denen das Lebesguesche ,~fasfi alle" v o r k o m m t -  

*) Die nachfolgenden Untersuohungen sind in engem Anschlu• an gemeinsam 
yon Herrn E. Jacobsthal und mir gemachte ,,Bemerkungen zur Stmuk~ur linearer Punk~- 
mengen" en~standen, die in den Sitzungsberichten der Berliner Mat~hema~ischen (~e- 
seUschaf~ Jhrg. XIV, S. 121--129, glelchzeitig mi~ dieser Arbei~ erscheinen. 

**) Sur l'int~gra~ion des fonctions discontinues, Annales scientifiques de l']~cole 
Normale Sup~rieure (3), 27 (1910) 861--450, S. 406. 

***) D. h. in allen Punk~en aul3er etwa in denen einer Mange yore Ma~e 0. 
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yon so allgemeiner Natur, dab in einem konkre~ vorgeleg~en Falle meist 
nicht ein einziger Punkt angegeben werden kann, der die fragliche Eigon- 
schaft bositzt. Es ist daher eine vielloicht nicht ganz uninteressante Er- 
ggnzung jener Untersuchungen~ wenn im folgenden bei einer bestimmten 
perfekten nirgends dichten Menge P das Verhalten yon /)(x0, x) boider  
Anngherung yon x an einen beliebigen Punkt x o -- zur Menge gehSrig 
odor nicht - -  fostgestellt wird. 

Die in Redo stohende perfekte nirgends dichte Mengo P worde 
folgendermaBen konstruiert: 

1. Aus tier Mitre der Strecke 0 . - .  1 werde ein IntervaU i 1 yon dot 

1 herausgeschnitten, so dal~ zwei gleichlange Intervalle e~ Lgnge #1 = -~ 
1 

rechts und links zuriickbleiben, deren Gesamtlgnge ----- 1 ---4- betr~gt, deren 

(1 - ~ )  hat. jedes also die Lgnge e, = - f  

2. Aus der Mitre bolder Intervalle el werde je ein lntervall i s heraus- 
1 

geschnitton, dessen Lgnge den Bruchteil #s = ' ~  yon ihm ausmacht. Es 
1 ist also i s = -6- el und es bleiben 2 s gleichlange Intervalle e 2 zuritok, deren 

hat. 
3. Aus der Mitre aller e~ werde jo ein Intercall i s herausgeschnit~n, 

1 
dessen Lgnge den Bruchteil @s = 1-6 yon jedem ausmacht. Es ist also 

1 
is = @8 . e,  = ~ e,  

und es bleiben 2 s gleichlange Intervalle e s zur~ick, deren ~esamtliinge 

betrggt~ deren jeqles also die Lgnge 

hat. 
F~hrt man so tinter Benutzung dor Briiche 

1 1 1 1 

a,,= ~ ' 9 ' 1 6 ' "  ' < ~ §  

fort, so laute~ der n ~ Schritt: 
n. Aus der Mitre allot 2 ~- 1 lntervalle e,_ 1 werdo je eln IntorvM1/s 

1 jedom e,,_l herausgesohnitten, dessen Lgage den Bruchteil ~>~ = ~  yon 
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ausmaeht. Es ist also i. = ~ . . e . . ~  und es bleiben 2 ~ gleichlange Inter- 
valte e~ zuriicl~, deren Gesamflinge 

= (~_  ~) (~_ ~ ) . . .  (1 

bebigg deren jedes also die Lhnge 

e ~ = ~ ( 1 - - 1 )  ( 1 - - ~ ) " ' ( 1  

hat. ~brigens ist 

e~ = 1 + 
2n+ 1 

unr also 

(n--~ 1) ~ ) 

i ) 
(n-{- i) 

~ ( ~ )  1 
i ~ = ~  I+ (n+l) '  

Se~zt man dies unbegrenzt fort, so bilden bekanntlich die Endpunkte 
der herausgeschnittenen Intervalle i~ zusammen mi~ deren HKufungspunkten 
in 0 - . -  1 eine perfekb nirgends dichte Menge. Dies sei unsere Menge _P. 
Ihr Mal~ is~ bekanntlich gleich dem Komplement der herausgeschnittenen 
InWrvalle, also 

1 ~ =  --~-  1 +  (n41)'=T 
n=l n 

oder kiirzer 
1 1 ~). 

= ( ~ -  i-) (~ - ~-)... (~- ~ ) . . .  =-~ 
Die Punkte yon P teilen wir wie iiblich in zwei Gruppen und be: 

zeiehnen als 
Pu~kte erster Art die Endpunkte der Inbrvalle i~, der sogenannten 

Liickeninterva~le yon P, und~ als 
Punkte zweiter Art alle iibrigen Punkte yon P. 

*) Ich bemerkr sogleich (vgl. w 2), dab die folgenden Unbrsuchungen ohne 
wesentliche ~Luderung auch f/ir jede analog konstruier~e Menge yon ~orgeschriebenem 
MaBe g >  0 gel~en. Man hal dann lediglich die Bruch~eile ~ so zu wihlen, "dag 
das Komplemen~ der en~fernten Intervalle ~ g  is~, was z. B. folgendermal~en ge- 

scbehen kann: Es sei meine  ganze Zahl, f~ir die I-- ~I > g  (g ~- 1 kann ausge- 

schlossen werden, da sonst P mit der volZen Strecke 0 . . .  1 identisch wgre) und 
nehme nun der Reihe naeh die Bruchteile 

Dann hal P das ]~a~ 

m I 1 

~ -  I ' ~-~' {~,~+ 1)" . . . .  
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Da die Punk~e erster Art ersichtlich abz~hlbar sin(l, so sind ,,fast 
alle" Punkte der Menge P yon der zweiten Art. - -  Wit beweisen nun 
die folgenden Tatsachen: 

Satz 1: Ist  x t ein Punlct erster Art, so hat lira D(xl~ x) den W e f t  1, 
wenn sich x dem Punktc x 1 yon au[3erhalb desjenigen IAiekenirdervalls 
n~ihert, dessen .Endpunkt x 1 ist. Da bei Ann~herung yon innerhalb des 
Ltickenintervalls selbstverst~ndlich D(xl ,  x ) =  0 ist, so besitzen also die 
Punkte erster Art sowohl eine rechtsseitige als eine linksseitige Dichtm; 
beide sind abel" verschieden, indem die eine 0, die andere 1 isk 

S atz 2: D/e _Punkte x 2 der ~weiten Art  merfa~len ihrerseits in ~we, 
Klassen, yon denen keine leer is~, und die wir welter unten rein arith- 
metisch in ziemlich einfacher Weise genau charakterisieren werden, t~'//r 
die PunMe x 2' der einen Klasse ist die beiderseitige Dichte gleich 1 u~d fi~r 
die Punkte x~" der anderen Klasse bleibt D(x~", x) bei Anngherung vo~ x 
gegen x~" mindestens auf der einen Seite - -  und auf welcher, wird ebenfalls 
genau angegeben w e r d e n -  durchaus unbestimmt. 

Da ftir die Punkte der Komplementiirmenge yon /), d. h. ftir die 
inneren Punkte der Liickenintervalle die Dichte na~iirlich vorhanden is~ 
und (beiderseits) den Wert 0 bars, so w~ire ffir jeden einzelnen Punk~ x o 
der Strecke 0 - -  - 1") das Verhalten D(xo, x) fiir x , % genau festgestell~. 

Bewe i s  des Sa tzes  1: Ohne Einschr'~nkung der Allgemeinheit; daft 
angenommen werden, dab x o der rechte Endpunkt; eines besthnmten Liicken- 
intervalles i~ ist. Da dann lira D(x~, x ) -  0 Irivial ist, ist lediglich ftir 

X-----Xa--0 

die rechtsseitige hnniiherung 

lira D(xo, x) = 1 
x=~o+O 

zu beweisen. Es sei nun n~ >k  und in der Figur 1 das yon x o aus- 
gehende Intervall e._~ angedeute~, dessen Endpunkte (ftir jedes n :> tr 

, i 

i~ ' I 
I e. t. e. I 

I o  a I b .  a..l 

F i g  1. 

x o und a,_ 1 heiflen m~igen. Beim n ten Schrit~ wird nun aus der Mi~e yon 
e~_ 1 des Intervalls i~ herausgeschnit~en, dessen Endpunkte a~ und b, heiBen' 

mSgen, so dab 
a;~-- x o = a~_l --  b. = e,, 

.m  

*) Die Punkte 0 und t spielen die Rolle elnes rechten bz~v. linden En~punk%e8 

eines L~ckenintervalles. 
Mathemat l sohe  A n n a l e n ,  LXXVII. 29 
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ist. Da das Ma$ der auf e, entfallenden Teilmenge yon P ersiehffieh 

-- . - -~ ~ ist, so ist; 
2" 2 

2 - ~ - I  ~ 1  
D(xo, a.)= e~ n+e; 

es folgt also sofor~ 
lira D (xo, a,) = 1, 

und wir haben nur noch zu zeigen, daB, w~hrend x yon a ._  x gegen a, 
riickt, D(xo, x) nicht erheblich sinken kann. Da aber, wenn x einen Punkt 
dieser Strecke bedeutet~ das Ma~ der auf x . . .  a~_~ entfallenden Teilmenge 
yon P nicht grSBer als die L~nge dieser Strecke sein kann, also 

i s t ,  s o  i s~  

~a._1-x =e. + i . - ( x - a . )  

D(xo, x) :> ~ - " -  e. - i.  + ( ~ -  . . )  
- -  e .  + (x  - -  a . )  ' 

wo das erste Glied des Z~ihlers das MaB yon P auf e,_ 1 angibt. Da nun 
ein eehter Brueh verkleinert wird~ wenn man in Z~hler und Nenner die- 
selbe positive GrSBe fortliiBt, so ist 

D(xo, x) _>_ ~. . +  

abet auch diese un~ere Schranke yon D(xo, x) rtickt m~t wachsendem n 
gegen 1, so dab allgemein 

lira D(Xo, x) - -  1 
~---~ro-FO' 

sein muB. Damit is~ Satz 1 schon vollst~ndig bewieseu. - -  
Bevor w i t  den zweiten Satz priizlsierea und beweisen k~nnen, m~issen 

wit einige Bem~erkungea iiher die Lagebezeichnungen der Punkte zweiCer 
Art maehen: 

Ein bestimmter Punkt zweiter Art lieg~ niemals im Innern oder auf 
dem Rande eines der LiickenintervaUe i,;  daher liegt er bei jedem der 
Sehritte, die uns zur Konstrukfion yon P gefithrt haben, im Innern eines 
der Intervalle e,. Er lieg~ also insbesondere beim ersten Schritt entweder 
in dem linken oder in dem rechten der beiden Intervalle el, dann wieder 
in dem linken oder in dem rechten derjenigen beiden Intervalle e~, in das 
das vorige Intervall e 1 beim zweiten Schritte zerlegt wird; dann wieder in dem 
linken oder in dem rechten derjenigen beiden Jntervalle es, in dam das 
vorige Intervsll e~ beim dritten Schritt zerlegt wird, usw. Der Punkt x~ 
gibt somit zu einer ganz bestimmten Sukzession der Entscheidungen 
~yechts" und ,,links" Anlal~, und zwei verschiedene Punkte x k~nnen nicht 
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dieselbe Sukzession liefern. Ferner fiberzeugt man sich sofort, dab die 
Entscheidung yon keiner S~elle an dauernd ,rechts" noch auch dauernd 
,,links" lauten kann, da sonar en~gegen der Annahme x~ der Endpunkt 
eines Liickenintervalles w~ire, niimlich desjenigen, yon dem bei der un- 
mittelbar vor der konstanten Sukzession stehenden Entscheidung die 
Retie war. 

Schreiben wit statl ,,links" und ~,rechts 'e bequemer 0 und 1, so haben 
wir also das Ergebnis: jedem Punkt x~ entspricht die Manlisse eines be- 
slimmten dyadischen Bruches 

x 2 ~ 0 ~ 1 0 1 1 0 . . . ,  

die yon keiner Sielle an dauernd 1 oder dauernd 0 h a t ,  und zwei ver-  

s c h i e d e n e n  x~ entsprechen auch zwei verschiedene sol~ 
Verbindet man mit der Entscheidung ,,0" (,,links") nicht die linke 

ttiilfie des geteilten Intervalles e~ sondern den linken Endpunkt des te/len- 
den (Lticken-)Intervalles i, und ebenso mit der Entscheidung ,,l" den 
rechten Endpunk~ eines solchen~ so erscheint x~ als Grenzwert der solcher- 
ges~alt~ ausgezeichne~en Endpunkte der i,~. Auf diese W~ise sind die 
Punkte zweit~er Ar~ umkehrbar eindeutig den dyadischen Brtichen mit 
unendlich vielen Nullen und unendlich vielen Einsen zugeordne~.*) Bei 
diesen folgt also auf jade Null immer wieder einmal eine Eins, und umz 
gekehr~. Es werde nun fflr jades n mi~ ~,, die Anzahl der auf die nte 

Ziffer der Mantissa folgenden entgegengesetzten Ziffern bezeichneJ;, so da6 
Io~ ~ 0 eine bes~immte ganze Zahl ist.**) S~eht also z. B. an n t*r S~elle 
eine 1, so folgen genau p ,  Nullen und dann wieder eine 1. Wir  wollen 
iiberdies die Zahl p~ als p~) und ~,,,~'(~) unterscheiden, je nachdem an der 
n u~ Stelle selbst eine 0 oder eine 1 steht. Nach diesen Vorbereitungen 
liil~t sich nun der Satz 2 folgenderma~en priizisieren: 

Sa~z 2: Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daft im 
Punlde x~ zweiter Art die Dichte eine bestimmte sei~ besteht darin, daft fiir 
den der Zahl x~ entsprechenden dyadischen Bruch 

lira ~ =. 0 
?t-----c0 

ist. Die 1)ichte hat dann stets den Wert 1. 1st die genannte .Bedingung 
nicht erfiillt, und ist also mindestens einer der Werte 

*) Die analog sich vollziehende Zuordnung zwischen den Punkten er6?,vr Ar~ 
und den dyadischen Brfichen ist; ebenfalls - -  jedoch nur formal - -  eine umkehrbar 
eindeu~ige; es liefern n~mli~h die beiden Endpunkte ein und desselben i k zwei ihrem 
Zahlenwert~ nach iibereinstimmende Brfiche, z B. die beiden Endpunk~e yon i I 

0~01111. . .  und 0 , 1 0 0 0 0 . . . .  

**) Ffir x I ~ 0 ,10110. .  �9 w~re also Pl ~ 1, p~ ~ 2, Ps ~ 0,. �9 -. 
29* 
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n' und lira -,~i 

nicht O, so bleibt D(x~, x) bei rechtsseiliger" bzw. linksseitiger Ann6herung 
van x an x~ unbestimmt, je nachdem der ersie oder der zweite der genannten 
Werte nicht 0 (also positiv) ist. 

Beweis :  Ich wende reich zun~chst dem zweiten Tell des Beweises zu. 
In diesem Falle gibt es also eine positive Zahl 7, so dab unendlich oft 

2 p. > 7(n + 1) ~ 

ast; dann muB entweder ~ - oder unendlich oft ~ ~,(n + 1) ~ sein. Es 
tiade otwa das letztere start; dann werde ieh zeigen, daft fiir linksseitige 
Anniiheruag D~x~, "x) unbestimmt bleibt. Wenn niimlich unendlieh oft 

~ T  ~ 7 ( n + 1 ) ~  is~, so heiBt dies: in dem dyadisehen Brueh dem x~ 
-r gib~ es unendlieh viele Einsen, auf die relativ viele Nullen 
hintereinander folgen. Es bezeiehne jetzt n die Stellenzahl einer solehen 1; 
und ~ werde in tier nut schematisch gezeichneten F i ~ r  2, wie vorhin, 
dasjenige i, angedeutet, dessen rechter Endpunkt zu der oben erw~ihnten 
gegen z~ konvergierenden Punktfolge gehGrt; x~ selbst liegt dann in den 
reehts davon gelegenen e,. Bei den n~ichsten p.  Sehritten, die zur Ken- 

I 
! 

_t ......... J ___~ u . . . . .  tJ 

q* b,t x2 
:Fig. $. 

! 
! 

t_.}. I 
-I 

strukti.on yon P fiikrten, liegt aber nun x~ jedesmal in der linken H~ilfte 
des ge~eilten e, was - -  allgemein zu r e d e n -  bedeutet, das x~ relativ 
dieht an dem genannten Endpunkt yon i ,  Iiegt. Gerade dies wird zur 
Folge haben, dab D(x~, a.) nicht beliebig nahe an 1 kommt, wenn a~ den 
linken Endpunkt eines solchen i~ bedeutet. 

In der Tat, es seien a~ und b~ linker und rechter Endpunkt des 
Intervalles i,,; da auch nach den, (n +p~)t.n Schritte x~ noch links yon 
i,+~., beim nun folgenden (n + p ~ §  1) t~'' Schritte abet rechts yon i.+p~+l 

li~gt, Be ist 

Folglich ist, da i. leer ist, 

i,, + (x~ -- b.) 
1 .< 

�9 ~ 

xs ~ b n 

i n -Jr ( x  t - -  b~,) 



Struktur nirgends dichter Punktmengen. 445 

Nun ist abet 

x~ b n en + Pn - -  

and also 

s~- 1 + (n-l- 1)' s p- 
1 > i6 +-i)~ > ~' ( ) .+p~+~ 1 -1- n -t-p~ A- 1 

1 
D(~., x~) < i-4~" 

Andererseits besagte der Beweis des Saizes 1, dalt allgemein die Dichte 
yon /~ auf einer Strecke, die yon einem Endpunkt eines e. his zu einem 
beliebigen anderen Punkte desselben reicht, oberhalb einer mit wachsen- 
dem n gegen 1 riickenden Zahl liegt. Folglich ist dies mit D(bn, xs) 
der Fall. 

Da nun aber solche Iutervalie, wie das eben behandelte in, yore 
Punkte x bei Ann~iherung yon linl~s an x~ unendlich oft passiert werden, 
so kommt hierbei .D(xs, :r,) einerseits beliebig dieht an 1 heran, sinkt aber 

1 
andererseits dabei immer wieder unter herab. Es kann also l -by  

nieht vorhanden 

Um D(x,, x) 
z = ~ - - O  

sein. ~ Entsprechend verl~iuft unter der Annahme, daJ3 

lira - ~ -  > 0 

ist, der Nachweis, daft bei rechtsseitiger Anniiherung yon x an x~ die Diehte 
keinem Grenzwert zustrebt. 

Nun macht auch der Beweis des ersten Teiles unseres Satzes kei~e 
Sehwierigkei~ mehr: 

Ieh zeige zunKchst, dab bei der nunmehrigen Voraussetzung 

auch 

lira ~v,~ n---~ == 0 

lira D(~., ~,) = I 

ist. Ill der Tat darf ja, wie soeben hervorgehoben~ 

gesetzt  werden.  Daher  ist  

D(a,, x~) ~ffi 
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Jetzt ist abet 
i,~ i n < 8 �9 2 pn 

x2 ~ b  n ~ en+Pn+l ~Z~ 

riickt also mit 1__ gegen 0, so da]~ D(a.~, xg)--* 1 strebt. n 
Aus dieser speziellen Feststellung ergibt sich aber sofort die allge- 

meine Behauptung, da D(a, ,  x~) sozusagen der ungtinstigsb Wer~ yon 
D(x~, x) in der Niihe yon x~. isk 

Man erkennt dies so: Es sei x irgend ein in der Nihe yon x~ (rechb 
oder links) gelegoner Punkt; dann liegt er mit x2 zusammen auf einem 
wohlbes~immbn e yon "geringster L~inge, und der Index dieses e ~ er 
werde mit n -  1 bezeichne~ - -  wiichst mi~ x ~ x~ fiber alle Orenzen.. 
huf  diesem e._ 1 sind abet x und x~ dutch i~ getrennt, weil sie anderu- 
falls auf dem noch kleineren e, zusammenl~gen. Wir haben also eine zu 
Fig. 2 iihnliche Situation (oder die dazu spiegelbildliehe), wenn wir uns 
dort x auf dem links anstoBenden e~ gelegen denken. Nach dem zu Sa~z 1 
gegebenen, und soeben entsprechend interpretierten Beweise darf dann aber 
D(x,  a ~ ) - - - 1 -  ~, gesetzt werden, wobei ~n mit n '{ oo, d. h. also mit 
x > x~, gegen 0 riickt. Soeben sahen wit, dal3 enbprechend 

D (an, x~) = i -- ~. 

mit ~.---~ 0 gesetzt werden darf. Dann ist aber 

D(X, X~) ~- (l-- ~n)" (x'-- an) Jr (l -- #n) (an-- x) = i - 

~9. -- X 

we nun ~, zugleich mit s~ und ~,, also mit x ~ x~ unendlich klein wird. 
Es is~ also 

lira D(x ,  x,) -~ 1, 

womit nun auch Satz 2 in allen Teilen vollstiindig bewiesen ist. 

w  

Es ist nicht ohne Absicht, dab wir die S~itze des vorigen Paragraphen 
nur ffir eine so spezielle Menge, wie die yon uns betrachtete, bewiesen 
haben. Denn das merkwiirdige des Sa~zes 2 liegt gerade darin, dab bei 
einer so regelmiBig gebaubn Menge, wie B es ist, die Punkte zweiter 
Art einen so ganz verschiedenartigen Charakbr besitzen, n~.mlich zu einem 
Teile Punkte mit der bestimmten Diehb 1~ zum fibrigen Teile Punkte 
mit durchaus unbestimmter Dichte zu sein. Es ist daher a priori sehr 
wahrscheinlieh, dab bei w ~ i g ~  rege]miiBig gebaubn Mengen u ~  so eh~ 
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Punk~e mit unbestimmter Dichte existieren werden, (w~ihrend aber nach 
dem eingangs erw~ihnten Satze yon Lebesgue doch in ,,fast alien" Punkten 
die Dichte bestimm~ und gleich 1 ist). Auf der anderen Seite wird man 
nicht erwarten kSnnen, da$ man eine so einfaehe notwendige und hi~- 
reiche~de Bedingung far das Vorhandensein einer bestimmten Dichte, wie 
in Satz 2, wird aussprechen kSnnen, ohne auf die genauere Bauar~ der 
Menge selbst einzugehen. Will man also in dieser t~ichtung nicht gar zu 
komplizier~e S~itze aufstellen, so wird man entweder die Menge yon rela~iv 
einfacher Bauar~ annehmen, oder "auf eine die Frage so vollst~ndig er- 
ledigende Abrundung des Satzes verziehten mtissen. 

Auf dem ersten und einfacheren dieser Woge gelang~ man z. B. za 
folgendem Re'sulfate: 

Konstruier~ man eine perfekte nirgends dichte Menge P, indem man 
genau so wie in w 1 verf~ihrt, nur da$ die il, i , ,  i s , . . ,  nicht die speziellen 

1 ~ ~ . .  der e o =  1, e~, % �9 sind, sondern allgemeiner Bruchteile -~, ~ ,  1~' " " " 

je den Bruchtefl ~ ,  ~,, as, ' "" yon ihnen ausmachen (0 < #z < 1), so 
erh~ilt P das Ma$ 

= ( 1 - - ~ 1 ) ( 1 - - ~ ) ( 1 - - # a ) . . .  = H C l - - # n )  m ( i  o )  

n=l 

und wird also =-0 oder > 0 sein, je nachdem ~ # n  divergiert oder kon- 
vergierl. Nehmen wit das letztere an, so gilt unverdndert des Sat~ 1 
(wghrend er fiir die bei divergenter ~x'@, resultierende Nunmenge na~tir- 
lich nicht gilt). Diese Behauptung ergibt sich wSrtlich wie in w 1: Setzl 
man das unendliche Produk~ 

und die ParlialI)rodukle 

so ist jetzt 

und also 

/--1 ( 1 -  a,,) = o (> 0) 
n=l  

H 
v----1 

1 e,, ~ 2---g 0,,~ 

(1 -- ~,,) ~ O,, (>  0), 

1 

9 (x0, a.) - -  -0 was lira D (xo, a,,) ---- 1,  

und 
1 1 

~,,:.~ .O--e,,--in+(~--a,,)  > ~,,---~O--a,,--i,___ 2.  0 1 i,, 
--- w o ,  - ,  - - -  e,~ + ( x - ~ . )  e~ o .  e~ ' 
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was allgomein 
lira D(xo, x) ~- 1 

X=xo+O 

zur Folge hat, da ja aueh hier i~ = 2a. gegen 0 strebt. Ffir diese 
en 1 ~ ~'a 

Menge gilt dann auch in allem wesentlichen ungeiindert der Satz 2, der 
jetzt die Form bekomm~: 

S atz 2': 1)ie notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daft in 
einem Punkte zweiter Art die Dichte eine bestimmte --. und dann notwendig 
gleich --- 1 - -  ist, besteht darin, daft 

l im 2 p - .  ~',, = 0 

ist. 1st sie ni&t erfiiUt, so bleibt D (x2, x) bei rechtsseitiger bzw. linksseitiger 
Ann~herung yon x an x~ unbestimmt, je nachdem 

lira 2 p~~ 0",~ oder li--m 2 pT- ,~,, 

nicht 0 ist, (bleibt insbesondere also aaf beiden Seiten unbestimmt, wenn 

beide lira > 0 sind). 

Auch hier ist der Beweis in allem wesentlich derselbe. Man hat 
genau wie vorhin ~ zum Beweise des zweiten Teiles des jetzigen Satzes - -  

D(a, ,  x~) < 
1+ 

x l - -  b~ 

und es ist jetz~ 
1 

in in 2 ~ -- ~' O n -  1" a n  

x, b. > . . . . .  1 - -  e n  + P n  
> a.,  

was nun eben fiir unendlich viele n oberhalb einer festen pos'itiven Zahl y 
liegt, so da$ in jeder Niihe yon x~" immer wioder 

1 D(x, ,x)  < l +  

ist, w~ihrend man genau wie dort erkenn~, dab in jeder N~he yon x~ der 
W e r t / ) ( x s ,  x) auch jede noch so nab unterhalb 1 gelogene Zahl immer 
wieder fibersteigr ~ Und zum Beweis des ersten Teiles des Satzes hat 
m a n  jetzt  

x,) = r + 
�9 t 
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mit $,~ --~ 1 und 

xs  b n" ~ ~ " ~2~ " @n, - -  e n ~c p ,, + l - 0  

so dai~ such jetz~ D (a,,, xs) ). 1, woraus dann dutch identisch dieselben 
Schltisse die aUgemeine Rich~igkei~ des Satzes 2' sich ergibt. 

Auf dem zweiten, erheblich allgemeineren und darum auch schwierigeren 
der oben erwiihnten Wege zur Erweiterung der gewonnenen Resultat~ ge- 
langt man noch leich~ zu dem folgenden 

Satz 3: Bei jeder perfektcn nirgends dichten Menge P, fiir die der 
Satz 1 gilt, fiir die also die Punkte erster Art sdmtlich auf der dem Lficken- 
intervall abgewandten Seite die Dichte 1 baden*), existieren in jeder Ntihe 
jedes t)unktes der Menge stets Punkte zweiter Art mit unbestimmter Dichte. 

Beweis: In jeder N~ihe eines jeden Punktes x o unserer Me, ge l~i~t 
sich ein nicht leeres Intervall ao abgrenzen; im ]nnern desselben gibt es 
dann notwendig Liickenintervalle. Es sei a o der rechte Endpunkt eines 

solchen~ b o sein linker. Da dann nach Annahme 

lira I)(ao, x) = 1 
X~ r 0 

sein soll, so liil~t sich in beliebiger :N~ihe yon a o ein nicht leeres ganz 
innerhalb % gelegenes Intervall ~ angeben, so dail ftlr alle Pankte x 
desselben 

D(ao, ~) > ~, (0 < a, < 1) 

ist. Wir denken uns dabei gj so klein t/nd so dicht an er o gewi~hlt, dab 
zugleich ffir alle diese x 

1)(bo, < (o< < i) 

ist, welch beiden Bedingungen erslchtUch ~ugleich gen~g~ werden kann. 

*) DaD dies nich~ bei jeder  per fekten  n i rgends  dichten Menge der Fal l  zu mei~ 
blaueht~ zeigen einfachste  Beispiele.  ]~arkier~ man  z. B. auf  der Strecke 0 , . .  1 die 

1 1 
P u n k t e  2 n (n ~ 4, 5 , . . . ) ,  und  t a t  in die ents taadenea Intervalle 

1 1 3 
O. 

4 ~ 4 I0 

je  eine M ~ g e ,  die zu der in w 1 k o n s t m i e r t e a  Menge P geom~tri~ch l~lmlich iat, l l ~  

3 . .  1 wieder eine zu P lthnliehe 1 3 leer und ru t  endlich in 4 " man  ferner ~ - . . .  -~- 

Menge ,  so is t  

lira D , --~ 2 ' 

wie man ohne Schwierigkei t  nachwejst.  
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Verf~hrt man nun mit % ebenso, so finder man darin ein Ltickea- 
intervall b~. . .a~ und rechts yon a~ ein Intervall ~ ffir dessen s~imtliche 
Punkte x 

> (o < < 

(0 ,< e~ < 1) 

ist. Fiihrt man so fort, so konvergieren die ineinander gesehaehtelten 
Intervalle az gegen einen bestimmten Punkt x~ yon der zweiten Art,*) 
flit den, da er in jedem a~ liege, bet jedem n 

tmd 

ist. Hat; man also etwa die ~ ~ 1, die ~ , 0  konvergierend gewiihlt, 
so zeigk sieh, dab x~ sin Punkl ohne linksseitige Dichte isr Die eat- 

' O" sprechends Konstruktion yon Punkten ohne rechtsseitige Dichte he~,t .nun 
auf der Hand. 

Durch die bisherigen S~tze i s les  zwar wahrscheinlich gemacht, aber 
noch nichl entschieden, ob bet jeder perfekten nirgends dichten Menge 
Punkte zweiter Art mit unbestimmter Dichte exis~ieren oder nisht. Unter 
Zugrundelegung des Lebesgueschen Satzss, dab ,,fast aUe" Punkte einer 
Menge die Dichte 1 haben, li~l~ sish dies in der Ta~ beweisen. Genaus~ 
gill der 

Satz 4: Ist I ) irgend eine ~erfel#e nirgends dichte Menge, die in 
jedem, (nichl mi~ einem Liickenintervall identischen) Teilintervall eine 
~ositive Diehte hat**), so besitzt sie in jeder N~il~e eines jeden ihrer Punkte 
stets _Punkte ~weiter Art mit unbestimmter JDichle. 

Der Beweis  verl~uf~ ganz ~hnlich wie beim vorigen Satze: Ich 
w~hle wie dor~ das Interval/ %; nach dora erwiihnten Lebesgueschen 
Sa~ze gib~ es in seinem Innern einen Punkt mi~ der Diehte 1. Es sei p~ 
ein solcher. Dann kSnnen wir rechts yon tvI ein ganz innerhalb % ge- 
legenes nicht leeres Intervall %' so w~ihlen, d ~  fiir jeden Punkt x 
dssselben "D(p~, x) > ~'~ 

is~. Im Innern yon %' lieg~ dana miades~ens ein Liicksnintervall; l~ set 
der linke Endpunkt sines solchsn, l~echts yon ibm wimble ich dann noch 
gaaz innerhalb %, ein neues Inlervall a~, jedoeh so dicht rechts yore 

*) Da~ er wirklich yon zweiter Art ist, ergibt sich eben aus dem Verhal~en 
yon .D(x~, x) bei x ~. ~ .  

**) Diese Einschri~nkung is~ selbs~;versti~ndlich no~wendig.~ 
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rechten Endpunkt des genannten Lfickenintervalles~ dal~ fiir jeden Punk~ 

ist. VerfKhr~ man mit ax ebenso~ usw.~ so gelang~ man wie vorhin zu 
einem Punkte zweiter Art x~ fiir den bei jedgm n 

D(p . ,  x,) > a~, 

D (~., x.) < 8. 

is~. Dies bedeu~et aber wieder bei geeigneter Verftigung tiber clio #.  und 
~, dab x~ keine bes~imm~e lin~seit, ige Diehte besitzt. 

~ v r  


