
Die ~-d imens iona len  Veral lgemeinerungen tier fundamen ta l en  
Anzahlen uuseres Raums. 

Von 

tt~R~A~S SeH~ER~ in Hamburg. 

Um 'durch Anwendung des Princips yon der Erhaltung der Anzahl 
(Katkiil der abz~ih]. Geom., w 4) die Zahl der Strahlen zu linden, 
welche vier gegebene Strahlen schneiden, ertheilt man diesen die be- 
sondere Lage, dass zwei yon ihnen slch schneidefl, und ebenso der 
d_ritte den vierten schneider, beaehtet dann, dass die gestellte Bedinguag 
sowohl yon dem Verbindungss~ahle der beiden Sehniff~punkte, wie 
auch yon dem Sehnittstrahle der beiden Sehnittebenen, also yon zwei 
SSrahlen erfiillt wird, m~d schliess~ hieraus, (lass, wie auch die vier 
gegebenen Sh-ahlen liegen mSgen, die gesuch~ Zahl immer gleieh 
zwei ~ein muss, wenn sie tiberhaupt endlich bleibt. Der wesentlieh 
algebraische Charakter des hierbei angeweadeten Prineips ffihrte reich 
auf den Gedanken, dasselbe auch aaf die Gebilde des n-dimensionalen 
Raums, oder, was ~ dasselbe isi, auf Gleichungssysteme zwischen 
n Variabeln anzuwenden. Dadurch kann man, wenn man die diese 
Gleiehungssysteme cons~ituirenden Gleiehungen s~mmtllch linear sein 
t~st ,  alle fundamentalen Anzalde,a des n-diz~ensionalen l~aums er- 
halten, d. h. utle Anzahten ftir den n-dimensionalen Raum, deren 
entsprechende in unserm Raum beispielsweise angeben, wie viel Ebenen 
durch drei gegebene Punkte geheu~ wie viel Strahlen durch einen 
gegebenen Punkt gehen und dabei zwei gegebene Strahlen schneiden, 
wie viel Strahlen vier gegebene Strahlen schneiden, u. s.w. Ffir den 
Pankt werden diese Anzahten, auch im n.dimensionalen Raume, 
siimmtlich gleich 1, weil ein System yon ,~ linearen Gleiehungen 
zwischen n Unbekannten immer nur dutch eine einzige Warzelgruppe 
befrledig~ wird. Fiir den Strahl, die Ebeneund hSher-stufige~ tineare 
G.ebilde werden abet jene Anzahle~ im Allgemeinen Fanctionen yon n. 

Im Folgenden sind nun einerseits zwei Formetn (w entwickelt~ 
welche yon den eben genannten Functionen die auf den Strahl be- 
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zfiglichen s~immtlieh ohne~Wei~res ergeben; andererseits si~d aueh 
die begriffliehen Gr~ndlageh (w ~) ausgebaut, uuf denea m ~  4~e Ab- 
leitung auch derjenigen Ftmetionen yon n uaternehmen kann, welehe 
die fundame~len Anzahlen f~r die Ebeae uad hShe-rstufige, tineare 
Gebitde ausdrficken. w 1 enth~i~ einige Bemerhmgen fiber die aa- 
gewand~e Terminologie und w 2 einige auf ]ineure Punkt, r~ume b~ 
ziigliche> allgemeine Wahrheiten, Endlich sind in w 5 und w 6 g~(6ssere 
Beispiele fiir die dutch w 4 erm5glichte Berechnung der fundamentale~ 
Anzahlen des S~rahis durchgefiihr~, und zwar in w 5 eine geometriseh 
und algebraisch ausgesproehene, ~-dimensionale Erweiterung des Satzes, 
dass es in unserm Raume zwei Strahlen giebt~ die vier gegebene 
Strahlen sehneiden*). 

w 1, 

Teminologie, 

Wenn man in unserm Raame drei Arden ~ron .Hauptdementen, 
ni~mlicb Punkte, Strahlen und Ebenen annimmt, so hal man in einem 
n-dimensionalen, linearen Raume n Arden voa I:Iauptelement;en zu 
unterseheiden, je nachdem man n~imlich zwischen n Variabeln n, ~ - -  1, 
n -  2, u. s. w. lineare Gleiehungen beatehen liisst. Da ein System 
yon n --  a Gleichungen zwisehen n u dutch c ~  Wert~hgruppen 
der n Variabeln befriedigt wird~ so solt ein dutch n -- a Zineare Glei- 
chungen zwi~chen n Variabdn definirtes Gebilde e~n (einem n-dimen- 
sionalen [~aume angehSriges) a- stufiges Hauptelemen~ oder ein a- dimert- 
sionaler, ~inearer lCaum ge~amnt, und ira 1701genden immer kux~ mit 
[a] bezeichnet werden. Obwohl wir bei unsern auf einen a-dimemqio- 
nalen Raum beziiglichen Betrach~ungen naturgem~s nich?~ geometxisch~ 
sondern nur algebraiseh denken kSnnen, So wollen wir doch, der Kfirze 
wegen, die bequemere geometriuche Sprechweise benutzen, und z. B. 
sagen, class ein [a] in einem [bj lieg~ (a ~ b), oder was dasselbe ist, 
dass ein [b] einen [a] enth~lt, odor durch einen [a]. hinduvchgeht, wenn 

*) NachtV, iglich bemerke ich, dass alas dutch eine SpeeiMisiruDg der F. (5) 
des .w 5 ents~ehende~ hier auf Seite 29 ohen ausgesproehene I~u|ta$ schon w)n 
Herrn Franz Meyer ~a Tfibingen in anderem Zl~mraenh~nge (MatlL .Ann. 
Bd. 2I, S. 132) gefunden ist. Eine Verallgemeinerung die~es ResulCat~ yore S~rahl 
auf hSherstafige Hauptelemeate h~be ich schon in den Mirth. d. Hamb. Ma~. 
Ges. vom April 1884, zun~chst ohne Beweis, a~sgesprochen. Herr Stephanos, 
der in seiner Th~se yore Juh 158% ~on invarianteatheorefi~cher Seite her auch 
za dem Result~t des Herrn Meyer gelang(, erwies mir die Ehre, dor~ a~ffmeine 
Verallgemeineru~g aufmerk~am zu maehen. Der Be~eis de~ 'atigemeineren Re- 
sultat~ steakt in eiaer dritten Abbandtung ~ber a,b~e~4~ Gvometrie, mi% dere~a 
Redacffon ich noeh be~vhi~gt bia. 



wit mei~.vn, dass die ce ~ Wer~hgruppen der n Variabeln, welche dean 
den [aj definirenden Gleichungssysteme genfigen, ~mmtl ieh zu den 
~ Werthgruppen gehSren~ welche das den [b] detlnireade Gleichungs- 
system befrledigen. Von den in dea folgenden Betraehtungen er- 
w~hn~en linearen l~'umen sell immer~ wenn nieh~ das Gegen~heil aus- 
driicklich bemerkt ist ,  angenommen werden, dass sie zugleich aUe in 
demselben In] Hegen, oder, algebraisch ausgedriick~, yon den jene 
l~ume  definirenden Gleiehungssystemen sell angenommen werden, class 
sie zwischen denselben n Variabeln bestehen. 

Indem wit wiederum eine ill der Geometric fibliche Redew'eise 
nachahmen, werden wlr aueh sagen~ dass ein Strahl einen [a] schneider, 
wenn es eine Werthgruppe der n u glebe, wetche sowohl die 
n -  1 den Strahl constituirenden Gleichungen, wie auch dis n ~ a 
den [a] konstRuirenden Gleichungen befriedigt. 

w  

Allgemeine S~tze fiber lineare R~ume mad ihre Dimensionen. 

Durch Abz~hlung der wesentliehen Constanten der in Betracht 
kommenden Gleichungssysteme, sowie dutch den Satz, dass p lineare 
Gteiehungen mit p Unbekannten nur elne einzige Wurzelgruppe liefern~ 
gelangt man zu folgenden Wahrheiten*): 

I) Sind ein [a] und ein [b] bdiebig gegeben, und i~ a + b ~ n - - l ,  
so giebt as immer e~nen und nut einen [a + b + 1], welcher den [a] 
und den [bJ zuglc~ch enthdlt. Allgemeiner: Es giebr immer einen und 
nut einen [ a j - { - a 2 + . . - + a ~ + 2 - -  1] der durch 2 beliebig ge- 
gebene lineare R~iume mit den Dimensionen a~, a s , . . ,  a~ zugleich 
hindurchgeht, we a l + a  2 + . . - + a ~ n - p + l  sein muss. 

II) ~in [a] und ein [b] habo~, wenn a +  b ~ n ist, einen und 
nut einen [a + b ~ n] gemeinsam, d. h. es giebt einen und nut einen 
[a + b - - n ] ,  welcher in dem [a] und in dem [b] zugleich liegt. 
Allgemeiner: ~v beliebige lineare Riiume mit den Dimensionen a~, a 2 . . . .  , a~ 
haben,  wenn al + a 2 + " ' - [ - a ~ ( p ~ l )  n ist,  einen und nur 
einen [a I + ae + . �9 . + ap - -  (p - -  1) n] gemeinsam. 

III) Wenn ein [a] und e/n [hi so liegen~ dass sie einen [c], abet 
nicht unendlich vide [c], gvm~insam haben~ so giebt as immer einen und 
nut  einen [a + b ~ c], welcher de~ [a] und den [b] zugleich enflWilt. 

*) Einen Theil dieser Wahrhei~n (Iund lI) hat u. a. Herr Veronese in 
tier Einlei~ung zu einer iuhaltreichen Abhandlung (Math. Ann., Bd. 19, S. 161) 
zusammengestellt, welche die projectiven Verh~lmisse tier R~ume yon verschie- 
denen Dimensionen mi~ Hfilfe des Prineips des Projicirens ~und Schneidens be- 
handelt. 



Fundamentate Anz~hIen bei ~ Dimensloueno 

AIs specieIler Fall, n~mlich fiir a ~ 1, b-=: 1, C ~ 0 stee&~ hierin 
das Axiom, dass zwei sich sclmeidende S~rahlen zugleieh in einer und 
derselben Ebene ]iegeu. 

IV) Damit es f'~r ei~'~n [a] eine ~-faclte Bedingung wird ,  mit 
einem [b] e/hen [c], abet nicht ur~endlich vide [c], 9emeinsam zu haben, 
muss 

~ =  (c-{- 1) ( n - { - c - -  a - - b )  

sein. Na{firlich isi hierbei c ~ a -}- b - -  ~t gedacht (vgl. II). Beispiels- 
weise ergieb~ sich ffir n~---4, a ~ l ,  b = 2 ,  c = 0 ,  d a s s , ~ l  is~; 
d. h. in einem vierdimensionalen Raume erffill{ ein Strahl schon eine 
einfache Bedinguug, wenn er eine gegebene Ebene iiberhaul~t schneider. 

Aus Satz IV fblgt Satz II ,  wenn man z ~- 0 se~zt. Von sonstigen 
speciellen Fiillen des Satzes IV sind ffir uns namentlich die folgenden 
drei wichtig: 

V) Aus IV folg~ flit b = c = a: .Die Constantenzah! eines [a] 
ist gleich (a --~ 1) (n -- a). lttiernach ist z. B. die Cons~a~a~enzahl eines 
Punktes gleich n,  eines Strahtes gleich 2 ( n -  1), einer Ebene gleic, h 
3 ( n -  2) u. s. w., und~ dual entsprechend, eines In ~ 1] gleich n, 
eines In - -  2] gleich 2(n - -  1), eines [n .--- 3] gleich 3(n - -  2) u. s. w. 

VI) Aus IV folgt, dass, werm z = 1, c == 0 ist, /~ -~- n ~ a - -  1 
seln muss, d. h.: _Es ist fiir einen [a] eine einfache .Bedingung, mit 
einem gegebenen [n ~ a ~ I] einen igunkt gemeinsam zu haben. 

VII) Aus IV folgt, dass, wenn g ~--- 2~ c ~- 0 isr b -~- n - -  a --  2 
sein muss, d. h.: ,Es ist fiir einen [a] eine zwvifache Bedingung, mit 
einem gegebenen In - -  a - -  2] einen J?.unkt gemeinsam zu haben. 

Da nach Satz V ein Sirahl dutch 2 (n - -  1) einfache Bedinguugela, 
oder durch n -  1 zweifaehe Bedingungen bestim'mr ist, so ergeben 
sich aus VI und VII ffir a ~ 1 noch die folgenden beiden SKtze: 

VIII) ~ s  giebt eine endliche Anzahl i, on ~:~trahlen, yon d~nen jeder 
jeden yon 2 ( n -  ]) gegebenen [n ~ 2] schneidet. 

IX) 5Es giebt eine endliche Anzahl yon Strahlen~ yon dener~ jeder 
jeden yon n - - '  1 gegebenen [ n -  3] schneider. 

Die in VIII und IX erwKhnten endlichen Anzahlen sind bezw. 
in w 5 und in w 6 berechnet. 

w  

A u f z ~ t m g  and Bezeichnung der 6rundbedingungen und 6rundgebilds 
~ r  einen linearen, n-dimensionalen Raum. 

Die Zahl der Pun]~e, welche in unserm Raume zug]eich eine ge- 
gebene einfache Bedingung y und eine gegebene~ yon y unabh~ngige, 
zweifache Bedingung z erffillen~ is~ bekanntlich gleich dem Producte 



tier beiden Zahlen, yon clenen die eine an~ebt,  wie viel Punkte y 
erf'lillen, und auf einer gegebenen Geraden liegen, die andere an~eb~, 
wie viel Punkte z erfiillen und aaf einer gegebenen Ebene liegen; 
denn eine Ft~che pten Grades schneide~ eine in allgemeiner Lage zu 
ihr befindliche Carve qten Grades in p .  q Pnnkten. Analoge Siitze 

(Charakteri~tiken-Stitze) gelten bekanntlieh (vgl. Kalkiil der abz~ihl. 
Geom. S. 47, 62, 283) auch fiir den Sirahl und die Ebene, nat dass 
fiir den Sfxahl, falls zwei zweifache Bedingungen gegeben sind, eine 
Summe yon zwei Producten auftritt: wie zaers~ Herr H a l p h e n  
(Comp~es rendas, 1872) bemerkte. Die Bedingangen, welche in allen 
den Producten, yon denen in diesen Charakteristiken-S~itzen die l~ede 
ist, auftreten~ und welche also fiir die Hauptelemen~e unseres Raumes 
in der angedeuteten Weise charakteristlsch sind, habe ich (Kalkiil d. 
abziiM. Geom., S. 4) Grundbedingungen genannt. Da nun auch fiir 
die Hauptelemente eines [n], wie ieh izl einer andern Abhandlang 
zeigen werde, Charakteristikens~tze und deshalb C~rundbedingungen 
existiren, und da in den folgenden Paragraphen die fiir weir Unter- 
sachungen wichtige Vorfrage: ,,wie viel 13auptelemel~te giebt es, die 
gegebene Grundbedingungen erffillen?", vorliiufig freilich nut ffir den 
S~rahl, erledigt wird, so wollen wir jetzt, die Grundbedingungen der 
~Iauptelemen~e eines [n] zusammenstel|en, und dt~rch zweckmiissige 
Symbole dem Bedingungscalc~il zug~inglich machen. 

Fiir den Punkt bezeiehne (k) die ibm auferleo~e Bedingang, dass 
er in einem [k] liegen soll, also z. B. (0), dass er gegeben sei, (2), 
dass er in einer gegebenen Ebene liege, ( n -  1), class er in einem 
[ n -  l] liege, endlieh noeh (n) die selbstverstlindliehe oder nullfache 
Bedingung, dass er iiberhaupt in dem [n] liege, den wir unseren Be- 
traehtungen zu Grunde legen. Die n ~ I Bedingnngen: 

(0), (1), (2), (3), . . . ,  (~ --  1), (n) 
sind die siimmtlichen Grundbedingungen des Punktes, und zwar ist 
die Bedingung (b), wie sich aus w 2, IV fiir a ~ 0, c-~-0 ergiebt, 
( n -  b)-faeh, so dass "es immer nut eine einzige Grundbedingung 
yon vorgesehriebener Dimension giebk In analoger Weise erh~l~ man 
als Grnndbedingungen des Strahls znn~iehst diejenigen n, welche aus- 
sagen, dass der Strahl in elnem 1- bis n-stufigen Hauptelement liege. 
Dass abet zu den so erhaltenen Bedingungen noeh andere Grand- 
bedingungen hinzuzu~hlen sind, erkennt man sehon aus unserm 
dreidimensionalen Raame, wo z. B. aaeh die Bedingtmg, dass der 
Strahl einem Strahlbiisehel angehSre, d. h. "in einer Ebene liege 
und dabei durch einen in dieser Ebene gegebenen Pankt gehe, Grund- 
bedin~ng ist. Dem Verfasser ist es nun getungen, zu erkennen, dass 
das Symbol 

(a, b), 
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wo b ~ n und a < b ist, die s~im~tlichen Grundbedi~gu~gen des S~raMr 
darsteltt, wenn (a, b) die l?edingung bedeutet, dass der Stra~ in einem 
gegebenen [b] liege v u~ut dabei einen gegeben~m in [b] liegend~a In] 
schneide, d. h. mit dlesem [a] einen ,~md nut einen ]Punkt yemeinsam 
babe. Es bedeuten hieraach z. B.: 

(0, 2), dass der Stmhl einem gegebenen S~rahlbfischel an- 
gehSren soll, 

(1, 2), dass der Strahl in einer gegebenen Ebene tiegen soll~ 
(l, 3), dass der S~rahl "eine gegebene Gergde schneiden und 

dabei ganz in einem gegebenen~ diese Gerade enthaltenden 
[3] Iiegen soil, 

(n - -  2, n), class der S~rahl einen gegebenen In-  ~ 2] schneiden 
soll, 

(n ~ 2, n -  1), dass der Strahl ganz in einem gegebenen 
In - -  1] liegen soll. 

Man beachte bei der Uebersetzung dieser Bedlngungssymbol% dass, 
wenn in (a, b) die Zahl b gleich der Dimension n des der Betrachtung 
zu Grunde liegenden linearen Raums In] is~, die Bedingung (a, n) 
nut ausspricht, dass der Strahl (a, n) einen gegebenen [a] schneiden 
sol1, da das Liegen in In] setbs~versf~dfich ist. Ferner beaehte man~ 
dass, wenn in (a, b) die Zahl a nut  urn 1 klelner als b ist, die Be- 
dingung (b ~ 1, b) nut aussprich~, dass der Strakl in einem ge- 
gebenen [b] liegen soll, da dann das Sehneiden von [ b -  I]  se]bs~- 
verst~ndlich ist~ wie aus w 2, II hervorgeht, wenn man die.do~r ge.- 
nannten Buchstaben n, a, b %ezw. gleich b~ 1~ b - - 1  se~zt. Die 
Bedingung ( n -  1, n), welche hiernaeh yon jedem Strahle selbstver- 
st~ndlieh erfiillt wird, nehmen wit trotzdem in das I~egister tierGrand.. 
bedlngungen mit auf. Wir  erhatten dann: 

erstens n Grundbedingungen (a, b)~ wo a ~ 0 is~ n~mlich: 
(o, 1), (0, 2) ,  (o, 3),  . . . ,  (o, n - -  1), (o ,  n ) ;  

zwei~ens n - -  1 Grundbedingungen (a~ b)~ wo a ~ 1 isf~ niimlich : 
(I, 2), (1 ,3) ,  . . . ,  (1, n - - l ) ,  (1, n); 

. . . . . . . . . .  . -  . ~ . .? �9 . . o . ~ �9 , 

(n ~ 1)-r 2 Grundbedingungen (a, b), wo a -~- ~z - .  2 ist~ 
n~mtich: 

(n - -  2 ,  n - -  1) und (~ - -  "~, n);  
n-tens 1 Grundbedingu,g (a, b),  w o a  ---~ n - -  1 ist,  n~imlieh: 

( ~ -  ~, ~r 

Demnaeh is~ die Anzabl aller Grundbeding'ungen des Strahls gleieh 
der Summe der ganzen Zahten yon 1 his n,  d. h. gleich dean Binomiat- 

n ( n +  ~). coeffieienten (n + 1)~ ~ ~- 
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1 n ( n + l )  Grund- Um die Dimension d jeder der erhal~enen 

bedingungen (p, q) durch p,  q und n auszudr~cken, bestimmen-wir 
zun~chst mit Hfilfe yon w 2~ IV die Dimension : der Bedingung, dass 
ein Strah! in einem [~  liege. Hierf~r erhal~en wir~ indem wir in 
jener Formel IV des w 2 n ~ n ,  a ~ l ,  b ~ q ,  e = l  se~zen, 
z ~- 2(~ - -  q). Hierzu haben wir noch die Dimension z" der Bedingung 
zu addiren, dass in einem [q] ein S~rahl mit einem in dem [q] liegen- 
den [~] einen Punkt gemeinsam habe. Wir se~zen also zweitens in 
jener Formel n ~ g ,  a ~ l ,  b ~ p ,  c ~ 0 ,  z-~-z', und erhal~n 
Y ~ q ~  1 ~1~. .Demnach hat die .Bedingung (p, q) die .Dimension: 

d ~ 2 ( n - - q )  + q - -  l - - p ~  2 n - -  l - - p - -  q 

Ist ~-~- 0, q-~- 1, so komm~ d ~- 2 ~ - -  2, d. h., dass ein Sirahl 
gegeben istj ist eine (2n ~ 2)-fache Bedingung~ ein Resulta~, das 
auch aus w 2j V ersichffich isL Ist i o ~ - n - - 1 ,  q ~ n ,  so kommt 
d ~--0, d. h. die Bedingung (n --  1~ n) isr nullfaeh. Beispielsweise 
stellen wit noch die Grundbedingungen des Strahls im fiinfdimensio- 
nalen linearen Raume, nach ihren Dimensionen geordnet, znsammen: 

1 nullfache: (4, 5); I einfache: (3, 5); 9 zweifache: (2, 5) 
u. (3, 4); 2 dreifache: (1, 5) u. (2, 4); 3 vierfache: (0,5) u. 
(1, 4) u. (2, 3); 2 ffinffache: (0, 4) u. (1~ 3); 2 seehsfaehe: 
(0, 3) u. (1, 2); 1 siebenfaehe: (0, 2); 1 achffaehe: (0, 1). 

Die eben fiir den Strahl angestellten Betraehtangen lassen sich 
ohne Schwierigkeit auf die Ebene und fiberhaupt auf alte l-laupt- 
elemente iibertragen. ~Fiir die iEbene erhtilt man die siimmtlichen 
Grundbedingungen aus dem Symbol ( a , b, c) , wo c ~ n und a < b < c 
ist, wenn (a, b, c) die Bedingung bedeutet, dass, wenn ein [c], /n dem- 
selben ein [b] und in letzterem ein [a] gegeben ist, die ~bene mit dem 
[c] alle ihre t)unkte, mit dem [b] die Punkte viner Geraden, und mit 
dem [a] einen t)unkt gemeinsam haben soll. Es giebt hiernaeh n - -  l 
Bedingungen (0, 1, e), n -- 2 Bedingungen (0, 2, e), u. s. w., also 
iiberhaupt so viel Bedingungen (0, b, c), wie der Binomialcoefficient n.., 
angiebt. Ebenso erh~ilt man, dass es (n - -  1)~ Bedingungen, (1, b, c), 
(n - -  2)2 Bedingungen (2, b, c) u. s. w. giebt. Die Ebene besitzt also 
im Ganzen n 2 + (n ~ 1)2 + (n --  2)2 -{- �9 �9 �9 + 22 Grundbedingungen, 

1 d. h. so yiel, wie der Binomialcoeffieient (n-~-1)a ~ T (n+ , l )  n ( n - - 1 )  
angiebL Die Dimension der Bedingung (a, b, c) erh~ll man, ~hnlich 
wie oben die Dimension der Bedingung (p, q), aus w 2~ IV gleich 
3 n - - 3 - - a - - b - - c .  

So wei~ergehend gelangt man zu der Erkenntniss, dass sieh 

(n + ~)! Grundbe- jedem Hauptelemente [k] (n + l)~+t ~- (n - ~)! (k + 1)! 

dingungen auferlegen lassen, welche s~mmtlich aus dem Symbol 
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6f i~ a.>~ a 3~ �9 �9 -~ ak+l) 

we a k + : ~ ,  und aj < a ~  < a ~  < - - .  < a ~ - :  is.t, hervorgehea, 
wenn man unter (ai, a 2, a3, �9 �9 ak+~) vers~eh~, dass k + I Haup~- 
elemen~e [all , [a2], [a3] , . . . ,  [ a ~ ]  gegeben sind, w~ immer I-ai] ~n 
[a~+l] l ie~,  und dass dana das Hauptelement [k] mit [at] einen Punk~, 
mit [a~] eine Gerade, and fiberhaupt mi~ [nil einen [ i -  I] gemeinsam 
haben sell. Fiir die Dimension der Grundbedingu,g (al,a2,aa,..,,a~_l) 
ergiebt sieh aas w 2, IV: 

: t~ (k + 1) - -  (ai + a~ + a3 -f . . . .  + a~+0. ( k +  1) n - - ~ -  

Da in jedem [n] zwisehen den Hauptelementen [k:] einersei~s urad den 
Hauptelementen I n -  k -  1] andererseits eine ebensolche Verwandt- 
schaft besteh~, wie die ist~ welche man in unserm Raume DualiSt 
oder Reciproci~t nennt, so muss a~eh die Anzahl der [k] auferleg- 
baren Grtmdbedingungen mit der Anzahl der In ~ k ~ 1] auferleg- 
baren Grundbedingungen abereinstimmen. In der That ist diess au(~ 
aus der Gleichheit der Binomialcoefficienten (n-~-1)~.~1 und (n+l),_~_l• 
ersir 

Da man in der dreidimensionalen synthetisehen Geometrie die 
Gesammthei$ der eine gegebene Grundbedingung erfiillenden Haupt- 
elemente ein Grundgebilde dieses Hauptelementes nennt, so sot| aueh 
in einem [n] eine solche Gesammtheit Grundgebilde heissen. Die Grumt- 
gebilde des Punk~es sind die tlauptelemente selbst. Ffir dieselben 
haben wir die Bezeiehnung [0], I l l ,  [2], . . . ,  [n] eingefi~hrt. Dem 
entsprechend soll auch ffir den Strahl das Zeiehen [a, b] alas Grumt- 
gebilde bedeuten, welches aus allen die Graadbedingung (a, b) er- 
f~illenden Sgrahlen besteht, und iiberhaup~ fiir das Haupt~lemea~ [k] 
mit [a~, a ~ , . . . ,  a~+t] das Grundgebilde bezeiehnet werden, das aus 
allen die Bedingung (al, a ~ , . . . ,  a~+t) erftillenden Hauptelemen~en 
[k] besteh~. Um die Stufe s der Grundgebitde zu bestimmen, beach~en 
wit, dass, wenn die Constantenzahl eines Gehildes c ist, immer ~x~--a 
soicher Gebilde eine gegebene d-faehe Bedingung erfiillen. Dem- 
gem~ss erhaIten wir die Stale s des Gruadgebitdea [at, a~  . . . ,  a~+:], 
wenn wir in s ~ c ~ d  die 0onstantenzah! c ~ -  ( k + l )  (n - -  k) 
(w 2, V) und die Dimension 

k(k + 1) - -  (a~ + a z + + a~+,) d ~  (k + : ) n  ~ - :  . . .  

setzen. So ergieb~ sieh, dass das ~ru~'MgebtT, de (a~, a~, . . . ,  ~z,+:) 

immer a~ + a 2 + . . . + a~+: ~ ~- ~ (k + 1). - st~fig ist. Beispiels- 

weise folgen hier far einen vierdimensionalen, tinearen Raum die 
10 Grundgebilde des Strahls "und die 10 Grnndgebfl~te, tier Ebene, nach 

l~Ia~hemaft~elxe ~ I e n .  XXV~ 
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ihren Stufen geordnet, und zwar so, dass immer je zwei sieh dual 
entspreehende Grundgebilde zusammenst~hen: 
1) nultstufig: [0~1] and [0,1,2]: S~rahl selbst bezw. Ebene selbst; 
2) einstufig: [0~2] und [0,1,3]: Strahlbfischel bezw. Ebenenbiischel; 
3) zweistufig: [0,3] und [0,2, 3]: Strahlbiindel bezw. Ebenenbtindel; 
4) zweistufig: [1, 2] und [0~ 1, 4]: StraJalen in einer Ebene bezw. Ebenen 

dutch eine Gerade im [4]; 
5) dreistufig: [0,4] und [1,2,3]: Strahlen durch einen Punkg im [4] 

bezw. Ebenen in einem [3]; 
6) dreistufig: [1,3] und [0,2,4]: Strahlen, die in einem [3] ]iegen and 

eine ira [3] befindliche Gerade schneiden, 
bezw. Ebenen die in dem [4] liegend, 
durch die Strahlen eines Strahlhtischels 
geh en; 

7) vierstnfig: [1,4] und [1,2,4]: Strahlen, die, im [4] tiegend, eine 
Gerade sehneiden, bezw. Ebenen, die 
im [4] eine Ebene in geraden Linien 
scbneiden; 

8) viershffig: [2,3]und [0,3,4]: Strahlen, die in einem [3] liegen, 
bezw. Ebenen, die, im [4] liegend, 
dutch einen Punkt gehen; 

9) ffinfstufig: [2~4] und [1,3,4]: Strahlen, die im [4] liegend, eine 
Ebene schneiden, bezw. Ebenen, die, 
im [4] liegend, eJne Gerade schneiden; 

10) sechsstufig: [3, 4] und [2, 3,4] : Strahlen des [4] bezw. Ebenen des [4]. 
Wenn man zu den bier auf~'effihrten Grundgebiiden noch die 

Grundgebilde des Punktes und die ihnen dual entsprechenden Grund- 
gebilde des [3] hinzuftigt, und dann die Elemente yon je zwei gteich- 
stufigen Grundgebilden ~:~rojectiv (in al|gemeinerem Sinne, so dass z. B. 
auch collinear und correlativ unter den Begriff projectiv fallen) zu- 
ordnet, so gelang~ man durch die Schnitte oder die Verbindangen 
entsprechender Elemente zu Gebilden zweiten und hSheren Grades im 
[4], deren Eigensehaften man dann aus tier Art der Erzeug'ung in 
~hnlicher Weise ablei~en kann, wie diess in der dreidimensionalen 
synthetischen Geometrie ~iblich ist. Doeh mSehte ieh nieht hier, 
sondern bei einer andern Gelegenhei~ auf diese Erweitermag der syn- 
~hetischen Geometrie n~her eingehen. 

w  
Auffindung aller fundamentalen Anzahlen des Strahls in einom 

n-dimensionalen linearen Raume. 
Um Anzahlen ftir algebraisehe Gebilde unseres dreidimensionalen 

Raumes bestimmen zu kSnnen~ muss man vor allem die f~mdacnentalen 
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Anf.ahlen desselben kennen, d. h. die Zahlen, we~he ziihle~, wie viel 
Hauptde,n~nte gegebene Gru.ndbeMingungen erfiillen. Diese Zahlen ka~n 
man mit Benutzung der in w 3 eingeffihrten S[mbole ftir .Grund- 
bedingungen angeben, wle folg~*): 

Ffir den Punkt ist: 
((3)= 1; (2) ( 1 ) - - I ;  (2) a-~- 1; 

Ffir den Strahl ist: 
(0, 1) ~--~ 1; (1, 3) (0, 2) - -  I; (1, '2) -~ == 1; (0, '~): -~ 1; 

0,2)(0 ,  a ) = 0 ;  (1 ,2 )0 ,3 )  ~--  I; (o, a) ( b 3)= -----1; ( ! , 3 )4=~;  
Ftir die Ebene ist: 

( 0 , 1 , 2 ) = 1 ;  (0, 2, 3) (0,1, 3) - - 1 ;  ( 0 , ~ , 3 ) ~ = L  

Von diesen Anzahlen wird freilich in unserer dreidimensionalen 
Geomeh'ie nieht viel geredet, da dieselben grSsstentheils gleich 1 sind, 
und durch unsere rgumliche Anschanuug leicht erkennbar siad. Da- 
gegen sind die Anzahlen~ welehe in einem n-dimensionalen linearen 
Raume jenen Anzahlen entsprechen~ im Allgemeinen nich~ so leicht 
erkennbar. Da dieselben aber ffir .einen [n] dieselbe fundamentale 
Rolle spielen, wie jene Anzahlen t'iir uasern [3], so wollen wir hier 
die Wege betreten~ welche zu ihrer Berechnung und zu der Ableitung 
der Funetionen ffihren, durch die sie yon der Dimension n abhgngen. 

Zunitchst ist klar, dass ffi~" jedes Hauptelement [kj (lie Grund- 
bedingung, welche die hSehste Dimension hat, yon einem einzigen 
Gebilde [k] erftillt wird; denn diese Grundbedingung sagt nichts ~eeit~r 
aus, als class das Hauptelement [k] voltst~tdig gegeben tst. Wir habea 
also ffir jedes [k]: 
(1) ((3, t, 2, . . . ,  k--- 1, k ) -~  1. 

Was den l~unkt anbetrifft, so ergieb~ sich, dass fiir ihn auch 
jedes beliebige Product yon Grundbedingungen gleich 1 zu setzen is/,; 
nattirlich muss die Dimensionssumme eiaes solchen Produetes gleich 
der Constantenzahl n des Punktes sein, damit, es iiberhaupg Sinn hat, 
ein solehes Product gleich einer Zahl zu setzen. Soil n'amlich ein Punkt 
die Grundbedingung (a) nnd die Grundbedingung (b) zugleich erffilleu, 

*) Man erinnere sich aus meinem Badmgrlngscalcfil (Kalk~il d. abz. Geom., 
w 2, w 3), class erstens das Product mehrerer Bedinguugen di# Bedingmlg be- 
zeichne~, welche aussprich~, (lass jenr Bedingungen zugZeich erf/~ll~ werden soften, 
dass z.weitens eine einem Gebflde yon der Coastantenzahl c auferlegte v-fache 
Bedingung gleich der A~zahl der Gebilde gesetzt wi~d, die diese Bedingang er- 
ffillen, und dass drittens eine fineare Gleichung zwischen ~-faehen Bedingungen, 
die einem solchen. Gebilde auferleg~ sind, aussprechen s~U, class aas ihr eine 
richtige Zahlengleiehung entsteh~, wenn man jede dieser d-fachen Bedingungen 
mit einer und dersetben (e -- d)-Pachen Beding~ng matCiplicia4~ und ffir die er- 
haltenen e-f~chen Bedingun~prodacte die zugehCtrigen Anzahlen einsetz~. 

3* 
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also sowohl auf elnem gegebeuen [a], als aueh auf einem gegebenen 
[b] liegen, so muss er auf dem Haupte]ement ]iegen, das [a] und [b] 
gemeinsam ist, also n a c h w  2, II auf einem [ a + b - - n ] .  Deshalb ist 
immer: 
(2). (a) (b) = ( a +  b---n),  

also allgemein: 

(3) (al ) (%)(%) " " . (%) = (a, + % + a:~ + . . .  + a~ - -  n p  + n).  

Ist nun die Summe der Dimensionen der gegebenen Grundbedingungen 
(al), (%), (%) . . . .  , (%) ,  d. h. die Summe ( n -  a , ) H - ( n -  a=,)-f- �9 �9 
�9 - q - ( n -  ap) gleich der Constantenzah] n des Punktes, so erseheint 
auf der rechten Seite der Gteic~ung (3) die Bedingung (0), wof~r naeh 
(I) die Zahl 1 zu setzen ist. 

In derselben Weise kann man nun aueh ffir ein beliebiges Haapt- 
element [k] jedes Product yon Grundbedingungen, dessen Dimensions- 
summe gleich seiner Constantenzahl (k -[- 1) (n ~ k) ist, durch die 
(k q- 1) (n ~ k)-faehe Grundbedingung ausdrficken, also, da letz~ere 
nach I) gleich der Zahl 1 ist, die zugeh5rige Anzahl berechnen, sobald 
es fiir diesen [k] getingt, das Produeg zweier beliebiger Grundbe- 
dingungen d-ter und e-ter Dimension dutch die (d-[-e)-fachen Grund- 
bedingungen auszudr~ieken~ oder, anders ausgedriickt~ sobald es ftir 
diesen [kJ geting~, eine der Formel (2) analoge Formel aufzustellen. 
Diese Aufgabe hat der Verfasser ffir den Strahl in roller AIlgemeinheit 
erledig~. Wir schreiten daher jetzt dazu, ftir den Strahl das Analogon 
der Formal (2) abzuleiten, oder, genauer gesprochen, die zusammen- 
gesetzte Grundbedlngnng (% a) (b, ~) dutch einfache Grundbedingungen 
auszudrtieken. 

Wir betraehten zun~chs~ die aus den Grundbedingungen (a, ~) 
und (b, n) zusammengesetzte Bedingung (a, n) (b~ n), wo a ~ b sein 
mug. Da (a, n) eine ( n -  a - -  1)-fache, (b, n) eine (n ~ b - -  1)-fache 
Bedingung ist, wie aus w 3 hervorgeht, so ist (a, n) (b,n)  eine 
(2n ~ a -  b - -  2)-faehe Bedingung. Es handelt sieh also darum, die 
Bedingtmg (% n ) ( b , n ) ,  welche verlangt, dass ein Strahl sowohl einen 
gegebenen [a] wie aueh einen gegebenen [b] schneiden sol], durch" 
(2n -- a ~ b --  2)-faehe Grundbedingungen aaszudr/icken. Im  Fall  
a + b ~ n --  ! /st, geling~ dies auf folgende Weise. Wir speei~llsiren 
(vgl. Einhi~ung) die Lage der gegebenen Itauptdemen~e [a] und [5], 
die ]m allgemeinen einen [a + b ~ n] gemeinsam haben (w 2, II), 
dahin, dass sie einen [ a + b - - n +  1] gemeinsam hubert. Dann wissen 
wir aus w 2, I lI ,  dass es einen [ n -  1] giebt, der sic beide enthKl~. 
Die Bedingung (a, ~) (b, n)As~ daher je~z~ auf zweierlei Weise und 
nut  auf zweierlei Weise erffillbar, 'erstens dadurch, dass ein Strahl 
der [a + b -  ~ + 1] schneider, zweitens dadurch, class ein Sfrahl in 
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dem [~ ~ 1] liegt b und dabei den [~] und den [b], die gte~chfalls in 
dem [n - -  1] liegen~ schneider. Die erstgenannte Bedingung ist dutch 
(a q- b ~ n 2 V 1, n) zu bezeichnen ~ die zwei~gea~nn~e Bedingung stimm~ 
mit der gegebenen Bedingung (a, n) ( b, n) iiberein, nur mit dem Unter.- 
schiede, dass der Strahl nieht alleia in dem unsem Be~rachtungen zu 
Grunde liegenden In], sondern auch in einem und dernselbe~,~ In h 1] 
liegen soil. Wit  bezeiehnen daher die zweitgenannte Bedirtgung mit 
(a, n--~-1~1) (b, n--~-'l~ 1), wo die Ueberstreichung yon n - -  1 andeuten soll~ 
dass in den beiden Bedingungssymbolen ein und derselbe In ~ 1] ge- 
dacht werden soll. Ueberhaupt wollen zeir mtt (a~ ~n) (b, ~) die l~e- 
di~gung bezeichnen, dass ein Strahl in einem [m] liegen soll, und dabei 
eir [a] und einen [b], die gleichfalls beide is diesem [m] liegen, 
schneiden soll. Man beachte, dass die Factoren (a, ~n) und (b, ~ )  des 
Bedingungsproducts (a, ~) (b, m), wenn m < n is~, yon einander 
abh~ngig sin& Wir erhalten nach Einfiihrung dieser Bezelchmmg: 

(4) (~, .)  (b, .) = (~ + b - .  + ~, n) + (~, ~ - - -~ )  (b, ~--~) ,  

und aaf dieselbe Weise, indem wit nur die obige Betmchtung ffir den 
In - -  1] stutl des In] wieclerholen: 

(~,, ~7-~) (b, ;;-:-]- a) = ( ~ + b - ~ + ~ , ~ - ~ )  + (~, ~ -~-  ~) (b, ~-:-~), 

and welter: 

(~, ~---- ~) (b, ~-~-2) = (a + ~ -  ~ + 3, ~ -  2) + (~, ~ - ~ -  3) (~, ~----~), 

So for~f'ahrend, mfissen wir einmal zu einer Gleichung kommen, wo 
links (a, ff--~+l) (b, b - - ~ )  erseheint. Diese Bedingung abet wird schor~ 
yon jedem S~ahle erfiillt, der, in dem [b-~ 1] liegend, tlberhaup$ nut 
mit dem [a] einen Punkt gemein hat, da mit dem in [b-J-l] liegendeu 
[b] jeder in [b-~-1] liegende Strahl immer einen Punkt gemein haben 
muss, weil (w 2, II) 1 -[- b -- (b -[- 1) ~-- 0 is~. Es ist also 

(a,  b + - l )  (~, ~-T1)  = (a, b + 1)- 

Wit  haben demnach: 

(~, ~) (~, ~) __- (~ + ~ _ ~ + ~, ~) + (~, ~-2-- ~) (~, ~ ) ~  

(~, ~:-~- ~) (~. ~--=~- ~) = ( ~ + ~ - ~ + 2 , ~ -  ~) + (~, ~-=-~) (~, ~--~) ,  

(~, ~-:-~-~) ( ~ - - ~ )  --  r  + (~. ~-:-~) (~, ~- -~) ,  

(~, w4-~) (~, ~ - ~ )  = (~ - ~, ~ + ~) + (~,~+---i) (~, Y~+ f), 

(~, ~ + ~) (b, Y~+~) ~ l~, ~ + ~). 
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Durch Addition dieser n -  ~5 Gleichungen erh~lt man die gesuchte, fi& 
a -~- b ~ n ~ 1 giilti, ge F o r m d :  

(5) (a, n) (b, n) ~-- ( a - { - b - - n @  I ,n ) -~- (a@ b - - n @  2 , n - -  1) 
2 t- ( a - } - b - - n - ~ - 3 , n - - 2 )  - ] - . . . . - [ -  (a, b ~  1), 

w o  

a ~ b  
gedacht ist. 

Genau genommen, hat man noch zu priifen, ob auch nicht durch 
die Lage-Specialisirungea der gegebenen [a] and [b] eine Bedingung 
hervorgerafen is/;, die yon geringerer Dimension ist, aIs (a, n)(b, n), 
und deshalb bei Anwendung der Formel unendlieh viele S~rahlen llefera 
wiirde. Dies ist aber nicht der Fall, da alle Bedingungen der rechten 
Seite der Formel (5) die Dimension 2 n  ~ a - -  b - -  2 ,  also dieselbe 
Dimension, wie (a, n) (b, n) haben. Beispielsweise setzen wir in (5) 
b ~ - n - - 2 .  Dannkomm~ fiir a ~ - n - - 2 ~ n - - 1 ,  d. h. a ~ l ~  und 
fiir a ~ n ~ 2: 

(~, n) (~ - ~, ~) ~- ( a  - 1, ~ )  + (~,  ~ - -  1 ) ,  

Ist bier, noch specieller, n ~-- 3 und a = 1, so kommt: 

(1, 3) ~ = (0, 3) + (I, 22 
eine Forme], welche den bekannten Satz aussprich~, dass in unserm 
Raum die Zahl derjenigen Strahlen eines zweistufigen Strahlsystems, 
welehe zwei gegebene Gerade schneiden, gleich der Summe der beiden 
Zahlen ist, yon denen die eine angiebt, wieviel Strahlen des S~rahl- 
systems (larch einen gegebenen Punkt gehen, die andere angieb~, wie- 
viel solche Strahlen in einer gegebenen Ebene liegen. 

Da die FormeI (5) nur ftir a -~- b ~ n --  1 bewiesen ist, so unter- 
suchen wir zweitens den Fall, dass in (a, n)(b~ n) a - ] -b  ~ n -  I ist. 
Dann gieb~ es na~ch w 2, I einen [a-~-b- l - I ]~  der die gegebenen 
Hauptelemente [a]und [b] zugleich enthiilt. Demgemfiss kSnnen wir 
mit Benutzung der beider Ableitnng yon (5) eingeftihrten Bezeiehnungs- 
weise schreiben: 

(6) (a, n) (b, n) = (a, i, -{- b -~- i) (b, a -{- b --}- i ) .  

Das Product auf der rechten Seite dieser Gleichung kSnnen wit 
nun aber nach Formel (5) auflSsen, indem wir uns dort start des 
vorausgesetzten [n] einen [a-}-b-}-1] denken. Dadurch wird ( a @ b  
~ n @ l , n )  zu (0, a @ b @ l ) ,  ( a @ b - - n - ~ 2 )  zu (1, a-~-b),  u. s. w., 
endlieh (*a, b -~ l) bleibt (a, b @ 1). So erhtitt man die gesuckte~ fi~r 
a -}- b ~ n - -  1 giiltige Formel: 

(7) (a, n) (b, n) = (o, a + b + 1) + (1, a + b) + (2 ,  a + b - -  1) 
+ . . -  + ( a , b +  1), 

wo wieder a ~ b gedaeht is~. 
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Beispiel~weise setzen wir n ~ 5 ,  a ~ 2 ,  b ~ - 2 ,  und erhal~n; 

(2, ----- (0, 5) + (1, 4) + 3), 

d. h. in Worten" In einem fiinfdimensionalen, linearen [~aume ~s~ die 
Zahl derjenigen Strahlen eines vier.stufigen Strahlsystems, wetche zwei 
gegebene Ebenen sehneiden, gleich der 8umme yon drei Zahlen, yon 
denen die erste angiebt, wieviel Strahlen dureh einen gegebenen Punk~ 
gehen, die zweite angiebt, wieviel Strahlen eine gegebene Gerade 
schneiden, und dabei in einem gegebenen durch diese Gerade gehen- 
den vierdimensionale~, linearen Raume liegen, die dritte angiebt~ wie- 
viel Strahlen in einem gegebenea dreidimensionalen l~aume liegon. 

Wir gehen nun zu dem allgemeinea Fail iibev, inde~ wic sta~ 
(a, n ) (b ,  n) die Bedingung (a ,  a) (b, fl) be~rachten. Dieselbe setz~ 
voraus, dass ein [a] und in demselben ein [a] gegeben ist, dass ferner 
ein [fl] und in demselben ein [b] gegeben is~, und verlangt dann, dass 
ein Strahl sowohl in dem [aJ, wie in dem [fl] liege, und ausserdem 
sowohl den [a]-wie  den [b] schneide. Da der Strahl sowohl in [a] 
wie in [fl] liegen solt, so muss er in dem ~a -]- fl --- n] tiegea, der 
nach w 2, lI  dem [a~ und dem [fl] gemeinsam is~. Ein solcher~ ganz 
in [ a - ] - f l -  nJ liegender Strahl sell nun aber auch mit; In] einen 
Punkt gemeinsam haben. Dies kann er, da [a] zwar in [a], abet nich~ 
in [a -{- fl --  n] liegt, nut dadureh, dass er das Hauptelemen~, welches, 
in [a] liegend, dem [a] und dem [a ~- fl --  n] gemeinsam ist, schneider. 
Letztere haben aber n a c h w  2, II  einen [a -{- a ~- fl - -  n ~ a], d. h. 
einen [a -~- fl --  n] gemeinsam. Analog" haben ~b] uad [a --~ fl ~ ~] 
einen [b -~ a --  n] gemeinsam. Die zusammengeset, zte Bedingung 
(a, a) (b~/~) wird also dadurch, und nur (lad~'ch erfiillt,, dass ein ganz 
in dem [a -~ fi - -  n] liegender Strahl mit; den in diesem [a -~- fl - -  n] 
liegenden Hauptelementen [a -}- fl - -  n] und [b -]- a - -  n] je einen 
Punkt gemeinsam hat. Demgemiiss kSnnen wir, mit Benntzung der 
bei der Ableitung yon Formel (5) aingeffihrten Bezeichnungsweise~ 
sehreiben: 

(8) (a ,  a) (b, fl) = ( a + f l - - r ~ ,  a + - f l - - ~  ( b + a - - n ,  a + F ~ - - ~ .  

Das die rechte Seite dieser Gleichung bildende Product kSnnen wit 
nun nach Formel (5) oder Formel (7) auflSsen, wenn wit uns dor~ 
start des vorausgesetzten In] einen [a --[- fl ~ n] denken. Die Formel 
(5) an  wenden, we,  
is~, d. h., wenn a -}- b ~ n ~ 1 is~. Die Formel (7) is~ anzuwenden, 
wenn (a -J- fl -- n) Jr  (b -{- a - -  ~) ~ (a ~-. ~ --- n) - -  1 ist, d. h., weml 
a -1-- b ~ n ~ t i s t .  Wit  ersetzen also in den Forme~In (5) und (7) 
n dutch a -{- fl - -  n, a dttrch a --]- fl - -  n ,  u~d  b durch b -]- a - -  n. 
D a d u r e h  e r h a l S e n  w i r :  
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E r s t e n s :  Ffir a -I-- b ~ n --  I 

(a ,  ez) (b, r = (a  + b - -  n + 

+ ( a - ~ b - - n +  

+ ( a -{- b - -  n -~ 
+ . . . +  (a + ~  :-- 

und a -4- ~ ~ b -}- e~ g i l t :  

1 , ~ + 8 - n )  
2 , ~ + ~ - - - n -  D 

n , b + a - - n +  1);  

Z w e i t e n s :  Fi i r  a + b ~ n  --  1 und a "4- ~ b-{- t~ g i l t :  

(10) (a ,  t z ) ( b , ~ ) = ( O , a + b + ~ - ~ - -  2 n ~ -  l )  

+ (1, a + b + a  + 8 - -  2,0 
Jr- (2 ,  a "-k b -]- a + ~ - -  2 n  - -  I )  

+ . - . +  (a + $ - n , o  + a - n + 1 ) ,  

Die erste dieser bdden Haupfformeln enthglt rechts f l -  b Glieder, 
die zweite a + fl - -  n + 1 Glieder. Beide Formeln werden congruent, 
wenn a + b ~ n - -  1 ist. Wenn man die Formel (9) auf den Fall, 
in wdchem a + b < n -  1 ist, und fiir welchen sie also oben nich~ 
bewiosea ist, aawenden wollte, so erhielte man zuerst Bedingungs- 
symbole (~% q), in denen p negafiv ist, und die also sinnlos sind, 
dann aber warden die Glieder der rechten Seite yon Formel (1(3) folgen. 
Man kann daher die Unterscheidung der beiden F~lle a -~- b ~ n - -  I 
und a -k- b ~ n ~ 1 fallea lassen, und immer nut die Formel (9) an- 
wenden, wenn man dabei die Vors&ri f t  beachtet, dass die sinnlosen 
~Bedingungssymbo~e (p ,  q), wo p negativ ist, gleich Nul l  zu setzen s i n &  
Man erh~lt so, falls man ndch, was fiir die Anwendung zweekm~sig 
ist, die Addenden der rechten Seite yon Formel (9) in umgekehrter 
Reihenfolge schreibt; die folgende RegeI: 

I t )  Um die (4n - -  2 p z~ - -  g ~  x)-fache, zusammengesetzte 
.Bedingun9 (2 ,  u) (q, u) dutch (4n ~ 2 ~ p ~ ~t - -  q - -  u),'~'ache, 
Grundbedingungen auszud~'iicken~ entscheide man  zuerst ,  ob p + 
kleiner, g~eich oder gr6sser als q + ~ ist. I m  erslen Falle seize man  
p ~ a~ ~ ~ a,  q ~- b, z ~ fl ,  im dritten .Falle setze man  umgekehrt 
q-~- a ,  x ~-  a, p ~- b~ ~ ~ fl. I m  zweiten ;Falle sind beide ~Ein. 
setzungen gestattet. D a r a u f  selze man  die vorgelegte, zusammengesetzte 
YBedingung gleich 

(a + fl - -  n, b-4c a - -  n -{-1) + (a q-  fl - -  n - -  1, b -~ a - -  n ..~ 2) 

+ ( a + ~ - - n -  2, b +  . - -  n +  3 ) + . . . ,  
nehme abet als lvtztes Glied dieser Summandenrelhe &ts Glied 

(a + b - -  n + l ,  a + f l ~  n ) .  
JErschei,n~ schbn vor diesem Gliede das .Bedingungssymbol 

(O,a + b + a  + ~ - - 2 n  4;- 1), 

so wird man yon sdbst dieses als den letzte~ Summanden  betrachten, 
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da die etwa nachfolgenden sinnlos w~rden wiixden. Ist schon a q-.~--rt  
negativ, so erscheinen lauter sinnlose Symbole, d. h. die vorgelegte aBe. 
dingung ist unerfiillbar. Ills is~ z. ]3. in elnem [9]: 

(5,8) (4,9) ~--- (4,9) (5,8) ~- (3,6) -~- (2,7) -{- (1,8); 

(5,8) ( 6 , 7 ) =  (3,6); 
(3,7) (4,9) = (4,9) (3,7) -~- (2,4) -{- (1,5) + (0,6); 
(1,8) (7,9) = (1,7) + (0,8); 
(5,9) (2,3) = o.  

Aus unserer Hauptregel ( t l )  eatnehmen wit noc, h, wegen der hn- 
wendungen in w 5 die folgenden speeiellen Fglle: 

Ist a ~ l  und a ~ a - - 2 ,  so kommt: 
(a, a) (n - -  2, n) = (a, e, - -  1) -J- (a - -  1, ca); 

Ist a ~ 1 und a = c~ - -  1, so kommt: 
( a - -  l ,  . )  ( , * - -  2, n ) = ( n - - 2 ,  n ) ( , ~ - - l , , ~ ) = ( a - - 2 ,  a) ;  
Ist a = 0 and a ~ 2, so kommt: 

(0, ,~) (,~ - -  2, ,,) = (0~ ~ - -  1) ; 
1st a ~ 0 und a = 1, so kommi: 

(0, 1) (n - -  2, n) -~- (n - -  2, n)  (0, 1) ~-- O. 
1)iese _Regeln kann man zu tier einen Regel ,usammenfassen, class immer 
(12) (a, et) (n - -  2, r~) = (a, ,r. - -  1) -J- (a - -  1, t~) 

ist, wenn ~nan die dutch Anwendung dieser _~'ormel etwa ents~ehende~ b 
sinnlosen ~edingungssymbole gZeich Null setzt. Die Sinnlosigkeit einar 
JBedingung (p ,  q) kann dabei erstens dadwrch herbeigefi&rt werden, dass 
io negativ wird,  ~weitens auch &tdur&, dass p ~ q  wird. 

Wegen der Anwendung in w 6 betruchten wir noch (lie Zusam- 
mensetzung einer beliobigen Grundbedingnng (a, a) mit der zwei- 
fadaen Grundbedingung (n - -  3, n). ]~ier kann man die Unterscheidung 
yon F~tIIen wenn auch nieht unterlassen, so doeh besehr.Tmken, wenn 
man wieder die Vorschrift beachtet~ dass etwa auftretende sinnlose 
Bedingnngssymbole gleieh Null zu setzen sind. ~ d  ]FesthaZtung dieser 
Vorschrift erh61t man niimlich: 

(13) ~ ( t , - -  1, a ) ( n ~ 3 ,  n ) ~ ( a - - 3 ,  a), und ffir a ~ a ~ 2 :  
( (a, a) (n - -  3, n) = (a, a --- 2) n t- (a - -  1, a - -  1) -]- (a - -  2, a ) .  

Die dutch die Hauptregel (11) geleistete Darstetlung einer aus zwei 
Grundbedingungen zusammengesetztea Bedingmng durch einfache Grand- 
bedingungen, hat man nur wiedcrholt anzuwenden, am auch das Pro- 
duct yon drei and mehr Grundbedingungen als Summevon  einfachen 
Grundbedingungen zu erhalten, wie fblgeade Beispiele zeigen, die sich 
wieder auf,einen [9] beziehen sollen: 
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(7,9) (5,8) (6,7) ~-- (7,9) (3,6) ~ (3,6) (7,9) ~ (3,5) + (2,6), 
oder: 
(7,9) (5,8) (6,7) = [(5,7) ~- (4,8)] (6,7) = (3,5) + (2,6), 
oder: 
(7,9) (5,8) (6,7) -~ (5,7) (5,8) ~-- (3,5) + (2,6); 

(1,8) (7,9) (6,9) ~- [(1,7) + (0,8)] (6,9) = [(1,5) + (0,6)] + (0,6) 
=- (1,5) + 2 .  (o,6), 

oder: 
(1,8) (7.9) (6,9) = (1,8)[(6,8) + (5,9)] = [(0,6)] + [(1,5) + (0,6)] 

~-- (1,5) -[- 2 .  (0,6). 
oder: 
(1,8) (7,9) (6,9) = (7,9) [(1,6) ~- (0,7)] = [(1,5) -~-(0,6)] -~ [(0,6)] 

= (1,5) + 2 .  (0,6). 

Ferner: 

0,8)(7,9)(6,9) (6,8) = [ 0 , 5 ) + 2 .  (0,6)](6,8) = (0,3) -{- 2 .0 - - - -  (0,3), 
(t,8) (7,9) (6,9) 2 (6,8) -~- (0,3)(6,9) = (0, t ); 
(5,8)(4,9)(7,9) 2 =- [ (3 ,6)+ (2,7)+(1,8)]  [(6,9)+(7,8)] 

= [(3,4) q- (2,5) + (1,6)~- (2,5) -~- (1,6) -[- (0,7) 
+ 0,6)+~o,7)] 

+ [(2,5) + (1,6) + (0,7)] 
~- (3,4) -~- 3 .  (2,5) -4- 4 .  (1,6) q- 3 .  (0,7), 

(5,8) (4,9) (7,9)' (3,8) = [(3,4) -q- 3 .  (2,5) Jr- 4 .  (1,6) q- 3 .  (0~7)] (3,8) 
= 0 + 3 . 0  + 4 .  ( o j )  + 3 . 0  = 4 .  (0,1); 

(0 ,9)(6 ,9)4= (0,7)(6,9) 3 ---~ (0,5)(6,9)2= (0,3)(~i,9)= (0,1); 

(4,9)~ = [(4,9)2]2 = [(4,5) + (3,6) + (2 ,7)+  (I,8) -{- (0,9)] 2 
~- (4,5) 2 -{- (3,6) 2 -{- (2,7) 2 + (1,8) ~ + (0,9) 2 
+ 2 .  (4,5)(3,6) -~ 2 .  (4,5)(2,7) + . . . .  
- -  1 t - -  ( o , ) + ( o , 1 ) + ( o , 1 ) + ( o , 1 ) + ~ o , 1 ) + ~ . o + 2 . o + . . .  
= 5 . (o ,1 ) .  

Diese Beispiele zeigen dreierlei: erstens, dass mi~ Hiilfe der Hauptregel 
(11) jede beliebige, aus Grundbedingungen zusammengeselzte Bedingang 
sehliesslieh in eine Sammo yon nicht-zasammengesetzten Grandbe- 
dingungen verwandelt werden kann, zweitens, dass man, falls die zusam- 
mengesetzte Grundbedingung mehr als zwei Grandbedingungen enthglt, 
meist auf mehreren Wegen zu dieser Samme gelangen, also Controlen 
der Rechnang erhalten kann,  dri~ens dass man,  falls die Dimension 
der zusammengesetzten Bedingung gleich der Constantenzahl 2 ( n - - l )  
des 8trahles is~, zuletz~ x -  (0,1) erhalten muss, wo x eine nicht nega- 
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tire gan~e Zahl ist. Da nun aber die 2 ( n ~  1)-fache Grundbedingung 
(0,1) yon einem einzigen Strahle (F. 1) erffill~ wird, so ist x d~ An~ald 
der Strahlen, welche die gegebene, ~usammengesetzte Bedingung erfiillen. 
Dam# ist also die Aufgabe, die Anzahl derjenigen Strahlen zu finden, 
welche beliebige, gegebene Grundbedingungen o'fiillen, vollstiindig gel~s~. 
Beispielsweise iibersetzen wir zwei yon den in den obigen Beispielen 
erhaltenen Anzahlresultaten in Worte: 

(5,8) (3,8) (4,9) (7,9) ~ ~ 4 .  (0,1) = 4 bedeutet: 

Jgs giebt in einem [9] 4 Strahten, yon denen jeder in einem gegebenat 
[8] liegt, und einen gegebcne~,, in [8] liegenden [5] schneider, ferner in 
einem andern gegebenen [8] liegt, und einen gegebenen, in diesem [8] 
liegenden [3] schneider, ferner einen gegebenen [4] und zwei gegebene [7] 
schneider. 

(4,9) 4 ~ 5 .  (0,1) ~ 5 bedeutet: 
yEs giebt in einem [9] 5 Strahlen, yon denen jeder jeden yon vier ge- 
gebenen [4] schneidet. 

Zum Schluss stellen wir noch fiir den vierdimensionalen, linearen 
Raum die fundamentalen Anzahlen des Strahls zusammen: 

(0 ,1)=1;  (0,2)(2,4)=1; (0,3)0,4)~--1; (0,3)(2,3)~0;  (1,2)(1,4)~-0; 
(1,2).(2,3) = 1; 

(0,4)~=1; (0,4)(1,3)~-0; (1,3) 2-~ 1; 
(0,3) (2,4) ~ -~- 1 ; (1,2) (2,4) ~- = l ;  (0,4) (I ,4) (2,4) -~- 1; (0,4) (2,3) (2,4) ~--- 0; 
(1,3) (1,4) (2,4)=-~--1; (1,3)(2,3)(2,4)~-1; (1 ,4)~-1 ;  (1,4)2(2,3)-~-1; 

(1,4)(2,3)~=0; (2,3)3= 1; 
(0,4)(2,4)~-~- 1 ; (1,3)(2,4)3-~2; (1,4):(2,4)~---2; (1,4) (2,3)(2,4)2= 1; 

(2,3)~ (2,4)~ = 1; 
(1,4)(2,4)4-~3; (2,3)(2,4)4=2; (2,4)6=5. 

w  

Zahl tier Strahlen eines In], wclcho clio einfache Bedingung, einen 
gegebonen In--2]  zu schneiden, beliebig oft, mad ausserdem 

eine beliobige firun'dbodingung erf~llem 

Durch wiederholte Anwendung der Regel (t2) des w 4 erh~lt man  
nach und nach: 

( n - 2 ,  n) = (n - -  2, n); 
( ~ - 2 ,  n)~ = ( n -  3, n) + (~--2 ,  n - -  1); 
(n --2, n) a ~-. (~--  4, n) -~ 2(rt--3, n - - l ) ;  

(n - -  2~ n) ' ~-- (n - -  5, n ) ~ -  3 ( n - - 4 ~ n - - l ) q - 2 ( ~ - - 3 ,  n - - 2 ) i  



(n -2 ,  n ) ~ = ( n -  6, n ) +  4(n--5, n - 1 )  +5(n-4, n-2); 
(n--~, n? =- ( n -  7, n) + 5 (n-6 ,  n -  l) + o ( n - 5 ,  n - 2 )  

+ 5 ( . - 4 ,  n -  3); 
(n--2,  n ) 7 = ( n  ~ 8, n ) - ~  6 (n - -7 ,  n ~ l ) - ~ -  1 4 ( n - - 6 ~ n ~ 2 )  

-~- 14(n--5,  n - - 3 ) ;  
(n--2,  n ) S = ( n  - 9 ~ n ) +  7(n--8,  n --1) .4- '20 (n--  7, n - -2)  

-~- 28(n--  6, n - -3 )  -~- 14(n--5,  n - - 4 ) ;  
( n -  2, n)9 ~-- (n~10~ n) ~- 8(n--9~ n - - l )  -}- 27(n--8 ,  n - - 2 )  

-~- 48(n--7,  n - -3 )  + 42(n- -  6, n - - 4 ) ;  
11. S~ W. 

Man erkennt hieraus ohne Weibres, dass die e-re Pobnz yon (n --2~n) 
gleieh einer Summe yon gewissea Vielfachen der Bedingungea 

( n - - e - - l , n ) ,  ( n - - e , n - -  l ) , ( n - - e q - l , n ~ 2 ) , . . .  

I i e )  is~, and dass die le~zte dieser Bedingungen ( n - - • e -  1, ~ - - E  

~, e--~- 3 e - - 1  heisst, wean e gerade ist, dagegen ~ , n - - ~ ,  n E ) heiss~, 

wean e ungerade ist. Bezeichnet man also den Coefficienten des k-ten 
Addendea der Summe, welche gleich (n--2,  n) ~ is~, mit 99(e, k), so 
erg4eb~ sieh : 

(1) (n--2,  n) ~ = 99(e, 1).(n--e--l,n)--t-cp(e, 2) . (n--  e,n--1) 
+ qo(e ,3) . (n- -e+ l, n- -2 )  
-}- q~(e,4).(n-- e-~ 2 ,n--3)- f - . . . ,  

welche Summe soweit Ibrtzusetzen ist, bis eine Grundbedingung (a, b) 
erscheinen wiird% bei der a ~ b w'2re, and die also sinnlos wfirde. 

Das le~zte Glied heisst also q0(e, l:ye -{- 1) �9 (n ---~-e--I I,  n - - y l e ) ,  

( .+,  . _ , )  wean e gerade ist, und 99 e , ~ /  ~ ,  n ~ , wenn 

e ungerade ist. Es handelt sich nun noch datum, den Coefficienten 
99(e,/~) allgemein durch e and k auszudriieken. Um dies zu erreichen, 
beaehten wir, dass die obigen Coeffieienten naeh folgendem Bildungs- 
gesetze entstehen. Es ist immer: 

erstens: 99 (e, 1) ~-  t ,  
zweitens: 99 (e, k) ~- q0 (e - -  1, ~) q- q9 (e - -  1, ~ - -  1), 

1 

Es ist also 99(e, ~) so zu bestimmen, dass diesen drei Bedingungen 
genfig~ wird. Der zwei~en BedingQag genfigt bekanntlich jeder 
.Binomialcoeff~'ent yon der Form (e -4- c)~+a~ wo c and d ganze Zahlen 
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sind, und deshalb auch jede Snmme yon Vietfachen solcher Binomial- 
coef~icienten mit der Basis e ___~ c. Um auch dbr ersten Bedingnng zu 
genfigen, ist es am einfachsten, (e _~ e)~-i mi~ einer algebraischen 
Summe yon Vielfachen yon Binomialcoefficienten addltiv zusammen- 
zusetzen, welche sEmmttich die Basis (e- [ -c)  haben, and deren Index 
kleiner als k --  I ist. Aus den hiernach noch mSglichen Funciionen 
haben wir dann eine solche herauszusuchen, dutch welche auch der. 
drilten der obigen Bedingungen gentigt wird. So erhMt man: 

(2) qo(e, k) = (e - -  1),_~ - -  (e - -  1)~--a 

oder Funcfionen, die wegen der S~tze fiber Binomialcoefficienten mit 
dieser identisch werden. Die erhal~ene Function formen wir noch in 
folgender Weise urn: 

q~(e,k) ~ (e--  1)~__~ - -  ( e - - 1 ) k _ a ~  ( e -  1)! (e--i)! 
(/:--l)! (e-/:): (~,-- a) !(e--~:+'a).~ 

( e -  i) ! 
---~ (/:-- i)'(e--kq-2): [(e--k-{- 1)(e--  knt-.~)--(k - 1) (k---2)] 

e! e -- 2k -[- 3 

also : 

(3) r k) = e•-I �9 e---k-~-2 

])emnach ltisst sich die e-re Potenz der einfaehen Grundbedingung 
( n - - 2 ,  n) auf  folgende Weise dur& die e-fachen Gru~lbedingungen 
aus drii&en : 

(4) ( n - - 2 ,  n) ~ = ( n - e - l , n ) + e  1. e--1 ( n - - . e , n - - 1 )  

e - - 3  
-~- e2 " e-- I . (n - -  e -[-1, n --  2) 

e - 5  . ( n  - e + 2 ,  n - -  a )  q . -  �9 �9 .~ 
"-~- e3 " e - -  2 

welche Summe abzubreche~ ist, sobald ein sinnloses ~edingungssymbol 
erscheint, oder, was auf  dasselbe hinauskommt, sobaM ein Coefficient 
-Null oder negativ wird. 

Mit Hiilfe dieser Formel kann man z. B. die Anzahl der Stt'ahlen, 
welehe die beliebige Grundbedingung (a, a) erfiil|en und zngleieh die 
Grundbedingtmg (n --  2, n) (a -[- a ~ 1)-real erffitlen, dire~t dureh a 
und a ausdrficken. Za diesem Zwecke hat man in (4) e ~ a - ~ - a - - 1  
zu setzen, und jede der Grundbedingungen ( n ~  e ~  1, n), (n - -e ,  n ~ 1), 
(n - -  e -[- 1, n - -  2) u. s. w. mit (a, a) zusammenzusetzen. Die so 
erhattenen zusammengesetzten Bedingungen werden abet s~mmflich 
unerffillbar~ mi~ iusnahme yon (n - -  a, n - -  a) (a, a), woPdr sieh nach 
w 4 (0,1) ergiebg. 'Es isg also, da (0, 1) ~ 1 isr die gesuchte Anzahl 
gleich dem Coefficienten, mi~ dem in (4) die Grandbedingu~g (~ - -a ,  n~-a) 
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multiplicirt erseheint. 
Addenden, also 

WO 

Es ist dies der Coefficient des (a + l)-ten 

e - -  2 a  --]-- 1 
ea" e - - a + l  ' 

e - - - ~ a + a - - 1  
ist~ d. h. 

( a - 4 -  a - -  1 ) !  u - - a  (a-+-ot)! ~ - - a  
a ! ( o t - -  1 ) !  u a!ee! a + a  

also: 

~(5) (a ,  a)  (n - 2, n ) ~  = " a a + a  

- - - - =  (,~ + a ) o .  " - ~  ~ - ~ ,  

~ "  (a + a)~. 

])emnach ist immer ~ -- a . (a + a)~ die Anzahl der Strahh~n, a - l - a  

welche in einem [n] einen gegebenen [a] schneiden, dabei in einem durch 
[a] gehenden [a] liegen, und ausserdem (a + a --  1) beliebig gegebene 
In --  2] schneiden. Es ergiebt sich bieraus z. B. fiir a ~ 0, a ~--- 2~ 

dass es 2~'--~ . ( 2 +  0)0 ~ I Strahl giebt, der in unserm Raume in 

einem gegebenen Strahlbtisehel liegt uad zug|eich eine gegebene Gerade 
schneidet; ferner ffir a ~ 1, a ~ 4, dass es in einem vierdimen- 

4 - - 1  sionalen, linearen Raume ~ . ( 4 - [ -  1)t ~ 3 Strahlen giebt, die eine 

gegebeae Gerade und vier gegebene Ebenen schneiden, ein Resultat, 
das sehon am Schluss vonw 4 vorkommt. Bemerkenswerth ist der Fall~ 

u - - 0  wo a ~ - 0  und a beliebig ist. Dann erh~lt m a n - ~ - .  (a+O)o ~ 1. 

Es giebt a l s o  in jedem [n] immer nur einen eiazigen S~rahl, der 
durch einen gegebenen Punkt gebt~ in einem beliebigen~ diesen Punkt 
enthaltenden [a] liegt, und a - -  1 gegebene In - -  2] schneidet~ gleich- 
viel wie gross a ist. 

Schliesslich bestimmen wir noch die Zahl (n - -2 ,  n) ~"-2, d.h.  die 
Anzahl der Strahlen, welche in einem In] nur die einfaehe Grund- 
bedingang hinlitnglieh oft, d. h. (2n ~ 2 )mal ,  erftfllen. Man kann 
diese Zahl erstens aus (5) entnehmen, indem man sieh unter (a, a) 
die nullfaehe Grundbedingung ( n - - 1 ,  n) vorstellt, zweitens auch aus 
(5), indem man sieh unter (a, a) die einfache Grundbedingung (n - -2 ,n )  
vorstell~, drittens aus (1), indem man e ~ - - - 2 n -  2 setzt. Je naehdem 
man den ersten, zweiten oder dritten Weg einsehl~gt) erh~l~ man ftir 
die gesuehte Zahl: 

2 
1 -(2n--1)~_~ oder ~ n _ 2 . ( 2 n - - 2 ) ~ _ 2  oder ( 6 )  ~ ~ - 1 

( o , 1 ) .  , p ( 2 n  - - 2 ,  n) = ( 2 n - - 2 ) , , _ ,  �9 ---~ �9 

Alle drei Resuliate erweisen sieh als identiseh und ergeben den Satz: 
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D i e  A n z a h l  der Strahlen, .  welche in elnem ~ - d i ~ l e ~  ~ e a ~ n  

~ a u m e  jeden vo~ 2 n - - 2  bdiebig g~ge~enen ( n ~  2 ) - d i ~ a l e a ,  

l inearen l~&umen zu  sehneiden ~verm6gen, betriigt - 2 n  " g -  J" 

Es wird vielleieht nieht iiberfliissig sein, dieses Result,at auch in  
algebraischer _Form auszusprechen Dass in einem In] 2 n - - 2  lineare 
Riiume (n- -2) - te r  Dimension gegeben sind, bedeutet algel~'aiseh, dass 
2 n  ~ 2 Systeme yon je zwei Gleiehungen zwischen n Valdabe]n 
x~ ~ x~ ~ x a ~ . . . ,  x~, yon der Form: 

{ x I ~ a -~- a z x 2 -{- a a x 3 -~ . . . .  -~- a~x~,  

x(  = a" + a;  x~ + a.; x3 + , + a/,x. 
gegeben sin& Wenn nun ein gesuchter St raM einen solehen 0*--2) -  
dimensionalen Raum schneiden soll, so heisst dies 7 dass ein System 
yon n - -  1 Gleichungen yon der Form: 

X2 ~ -- Y2 xl "{- z~, 

x3 = -- y~ xt + z3, 

mit dem jenen Raum darstellenden Gleichungssysteme eine Werfhgruppe 
der x 1 ~ x 2 ~ x 3, . . . ,  xa gemeinsam haben so|l. Hierzu ist erforderlich, 
dass zwisehen den 2n  ~ 2 GrSssen y~, Y a , . . . ,  Y~, z2~ z a , ' . . ~  z~ eine 
Gleichung bestehL Man erh~tt dieselbe durch Elimination der 
x t ,  xe,  . . . ,  x,~ aus den 2 + (n---1) Gleiehungen der beiden Systeme. 
in folgender Form: 

a + a ~ z ~ + a a z  a + . . . + a n z  n a ' + a ~ z ~ . - ~ - a a ' z a + . . . + a ~ z  ~ 
(7) l + a ~ y ~ + a s y a + . . . + a n y  ~ ~ ] - { -a;y~+ as 'ya+.- .  + a~y~ 

Da eine solehe Bedingungsgleichung ffir jeden der 2 n  ~ 2 linearen 
l~ume stattfinden muss~ so erhalten wir aus (6)~den Satz: 

.Eir~~ Sys tem yon 2 n - - 2  Gleichungen, welche alle die F o r m  der 

(2,~ -- 1)~ Wer th -  in  (7) angefiihrten Gldehunge~ haben,  w i rd  dutch  . 2 ~ -  1 

grupl~en der 2 n - - 2  Unbekannte~ Y~.~ Ya , . . . , Y~, z ~  ~a , ~ . . , ~, geniigt. 

w  

Zahl der 8trahlon oinos [hi, welcho die zweifacho B~linglmg, eiUsn 
gegobenen [n--S] zu schneidon, beliebig oft, und ausso~t~m eine.. 

beliebige 6rundbe(liagung erfii]ien. 

Dureh wiederholte Anwendung der Regel (13) des w 4 erh~It man 
nach und naeh: 

*) Wegen die~r. ~zahl  vergt, die Aamerkung a~f ,~eite 27. 
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( n - 3 , n )  = ( n -  3, n); 
( n - 3 .  n) ~- = ( n -  5, n) + ( ~ -  4, 
(n - 3, n) ~ - -  (n - -  7, ~) + 2 ( ~ -  6, 

-f- (n--  4, 
(n - - a , n )  4 = (n -- 9, n) q- 3(n--- 8, 

if- 6 ( n - -  6, 
( n - - 3 , n )  ~ ~-- ( n ~ l l ,  n) -}- 4(n--10,  

q- 6(n- -  6, 
( n ~ 3 , n )  6 = (n--13,  n) -]- 5 (n- -12 ,  

-/- 2 9 ( . - -  10, 
+ 

(1) 

n - - i )  + ( n -  3, n - 2 ) ;  
~ , , - 1 ) +  3 ( n -  5, n - 2 )  
n--3); 
n - - l ) +  6 ( n - -  7, n - - 2 )  
n - -3 ) -} -  3 ( n - -  5, n - - 4 ) ;  
n - - 1 )  -]- 10(n- -  9, n - - 2 )  
n - - 3 )  + 15 (n - -  7, n - - 4 )  
n--5); 
n - - l )  -]- 15(n--11,  n - - 2 )  
n--3) + 4o(n-- 9, n--4) 

36(n - -  8, n - - 5 )  q- 15(n- -  7, n - - 6 ) ;  
l l .  S. W.  

]:IJeraus ersieht man ohae Weiteres: 
(n- -3 ,  n) ~ = ~p(e, 1) ( n - - 2 e -  1, n) q-  g,(e, 2) ( n - - 2 e ,  n ~ l )  

-{- r ( n ~  2e-[- l, n - - 2 )  -1- ~,(e, 4 ) ( n - - 2 e q - 2 , n - - 3 )  
-~- " " "-l- ~(e,e-{-1)(n - - e - -  l , n - - e ) ,  

wo ~P (e, k) den Coefficienten des k-ten Addenden der Summe bezeiehnet, 
die gleich ( n -  3, n) ~ ist. Es handelt sich ulso nut noch datum, den 
Coeffieienten ~p (e, k) altgemein dutch e und k auszudriieken. Zu diesem 
Zwecke beachten wit das Bildungsgesetz, nach welchem die obigen 
Coeffieienten entstehen. Dieses l~sst sich ausdrticken, wie {blgt- 

erstens: ~p (e, 1) ~ 1, 
zweitens: ~ (e, 2) ~ e - -  1, 

drittens: ~(e, k) ~-- ~p(e-- 1, k) -{- 7p(e--1, k - -  1) -~- ~,(e-- 1, k --2) 
~fiir 3 ~ k ~ e ,  

viertens: ~(e~ e-~-l) ~ ~ ( e - - 1 ,  e - - l ) .  

Eine Ueberlegung, ~hnlich der, welehe in w 5 einen Ausdruck ffir 
~(e, k) liefert, fiihrt dazu, dass diesen vier Bedingungen geniigt wird, 
wean gesetzt wird: 

(2) g,(e,k)----(e-- t--k--3)~_~e t . (e-/-k--6)~_~-l-e 2.(eq_k_9)~_~ . . . .  , 
wetehe Reihe yon selbst abbrieht, sobald die Basen e -[- k - -  32 der 
Binomialeoeffieieaten (e-I-k ~ 3p),_a kleiner als der Index e ~ 2 werden. 
Wir beweisen zun~ehst, dass dieser Ausdruek yon ~,(e, k) tier dritten 
der obigen vier Bedingungen geniigt. Zu diesem Zweek addiren wir 
die drei Gleiehungen: 

g,(e--  1, k) = (e--l-k - 4)._~ - (e -- 1),. (e--l-k -- 7).-s 

+ ( e -  1)~. ( e + k - -  Io)o_~ . . . .  , 
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~ (e - -  l, ~--  1) ---- ( e +  ~--5),_~ -- ( e - - l ) , .  (e +k - -8 ) , _~  

-I- (e--  1)2. ( eq-k- -  ll),_s . . . .  , 

~ (e - -1)  k - -2 )  === (eq-k--6)~..4 -- ( e - - l ) , .  (e-[-k--9),_s 

-1- (e - - l )2 .  (e - - } -k - -12)~_s  . . . .  . 

Die Summe der drei ersten Glieder rechts giebt naeh einem bekannten 
Satze fiber Binomialcoeffieienten: ( e q - k - - 3 ) ~ _ ~ -  (eq-k--6),-21 die 
Summe der drei zweiten Glieder reehts giebt analog: 

-- (e-- 1)~ [(eq-k--6)~ ~ (e-l-k--9),-~], 
die Summe der drei dri~ten Glieder giebt ebenso: 

-q- (e--1)~ [ (eq-k- -9)~3  --  (eq-k--12),_~], u. s. w. 

Demnach isL: 

~ (e - -  t,/~) + ~(e--  1, k - - l )  + ~ (e - -1 , /~ - -2 )  

= (e-I-k--3),_3 - -  [ 1 +  (e--  1)~] (e-l- k - -  6 ) ~ .  

-'1- [(e--l)1 q- (e--l)3] (eq-- k--9),_~ 
- -  [ (e- -  1)3 -1- ( e - -  1)3] (e-t-k-- 12),_e q - . . .  
= (eq- k--g)e_~ --  e, .(eq-k--6),_3 -t- e 2 . ( e ' - } - k - - 9 ) , - ~  

- -  e .a . (e-{--k--  12),_.2 -{- �9 �9  

weleher Ausdruck gleich lp(e, k) ist. Dass ferner dutch den Ausdruck 
in (2)o auch der ersten und zweiten Bedingung genfigr wird, ergiebt 
sich darau.s, dass fiir k ~ 1 und k ~ 2 alle auf das erste Glied tblgen- 
den Glieder Null werden, und dass das erste Glied zu ( e ~ 2 ) ~ - - - - 1  
bezw. zu ( e -  1),_3 ~ e ~ 1 wird. Um die vierte Bedhagung zu be- 
weisen, beachten wir, dass die Gleichung 

O(e, k) ~ O(e--1, k) n t- O(e--1, k - - l )  q- ~p(e--1,/~--2) 

oben ftir jedes ?~ bewiesen isi~ und dass man dieselbe deshalb auch 
auf Coeffieienten anwenden kann, die Null oder negativ werden. Wir 
kSnnen demzufolge die Coeffieienten in den Ausdrtieken ffir die Potenzen 
yon (n - -3 ,  n) siimmtlich auch dadurch erhalt~n, dass wit der Formel 
(2) die Werthe yon ~b (2 ,  k )  fiir alle mSglichen positiven k entmehmen, 
und dann nut die erste, zweiLe und drit~e Bedingung anwenden. So 
ergiebL sich die CoeffieienLentafel: 

�9 �9 . . , - 

~--~:11 '' I - -3 -2 -i[ o i o I o I o o .. 

2 2 ~  o _ o  - o . .  
1 2 9  3 6  1 5  - -  1 5  - -  5 . .  

e ~ 7 :  l I 49 105 91 - - 8 4  ~ 4 9  1 . .  

M a t h e m a t i m ~ e  A~nMe~ X X V L  



Da nun einmal in der ersten Horlzonta | reihe die Coefficien~en 1, 1, l ,  
- - 1 , - - 1 , - - 1 ,  0, 0, . . .  heissen, so muss in der zweiten Reihe der 
ffinfte Coefficient das Negative des vierten, der seehste das Negative 
des dri t ten,  u. s. w. sein. Aus dieser Eigenschaft  der dri t ten Relhe 
folgt dann die analoge Eigenschaft  der vier~en Reihe u. s. f. Es ist 
also immer ~,(e, k) -~- - -  ~(e,  2e - -  k + 3),  und speciell ~ (e  - -  l ,  e) 
~-  - -  r  - -  I, e + 1). Hieraus folgt abet  bei Anwendung der drit ten 
Bedingung die Richtigkeit der vierben Bedingung;  denn 

~P(e, e-I- 1) ~- V ( e - - 1 ,  e-I- 1) q- r  1, e) q- ~p(e-- 1, e - -  1) 

wird wegen der eben bewiesenen Re]ation zu ~p(e, e-/- ] ) = ~ ( e - -  1, e - -1) .  
Die Formel ( I ) ,  deren Coeffieienten nunmehr  durch e ausgedriickt 

sind, multipliclren wlr je tz t  mlt der beliebigen Grundbedingung (a, a), 
und bestimmen dabei e so, dass die Dimension yon ( n - - 3 ,  n) ~ (a, a) 
gleich der Constantenzahl 2 n -  2 des Strahls wird. Dadureh erhalten 

wir 2e -~- 2n  - -  1 ~ a - -  a ~ 2 n  - -  2 ,  also e ~-  a -}- a - -  1 Von den 2 
entstandenen ( 2 n -  2)-fachen~ zusammengesetzten Grundbedingungen 
(a ,  a) (n - -  2 e - - 1 ,  n) ,  ( a , a )  ( n - - 2 e ,  n - -  1) u. s. w. werden nun 
s~mmtliche unerfiillbar, ausser (a, a) (n - -  % n - -  a) ~ (0, 1). Deshalb 

a q - a - - 1  

ist die Zahl (a~ a) (n - -  3~ n) ~ gleich dem Coefficienten 

fiir welchen sich aus (2) ergiebt:  

(3) ( _ 3 a ~ - - 5 )  ( a - { - a - - l ~ (  --1! 
2 ) a - ~ a  -- 5 

2 2 

+(~247 2 
2 

Wit  benutzen ferner die Forme]n (])  und (2), urn, mit Hiilfe yon 
w 5, Formel (5) ,  die Anzahl  der Strahlen zu berechnen, welche die ~Be- 
dingung (n - -  3, n)  e-real und  die .Bedingung ( n - -  2, n) ( 2 n - -  2 - - 2 e ) -  
real erfiillen. Ffir diese Anzahl erh~ilt man:  

(4) (2n- -  2e--1)~ 2eq-1 -2e - I  
2n- -2e- -1  .q-[(e--1)e_2].(2n--2e--1),~_l 2 n - - 2 e - - I  

-a t- [e,_~]. (2 n - -  2 e - -  1)~_2, -2 e - -  3 
2n--2e--1 

q - [ ( e q - 1 ) ~ - 2 - - e l  . ( e - - 2 ) , _ ~ ] . ( 2 n - - 2 e - - 1 ) , ~ _ a .  ~e--5 2n- -2e~l  

.q -[ (e .4-2)~_~--e t . (e - -  1)~_~] . ( 2 n - - 2 e  --  1),-4 : e - -7  2n--2e--I -] 
Schliesslieh setzen wir in (1) e -~- n - -  1 oder in (3) a -~- n - -  1~ a ~ n, 
und erhalten dadurch: 
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(5) r (n --  1, n) oder (2n -- 4)~--s--(~ -- 1)1(2n--7),..~ 
+ l o h - s  . . . .  , 

was nach Formel (2) identL~ch ist. Dieses Resuttat laute~ in Worten: 
JOie AnzaId dojerdgen Strahlen eines n-dimensionalen," linea~,en 

t~aumes, welche jeden yon n - -1  bdie~gg gegebenen (n--3)-dimensionalen 
]~Sumen schneiden , betrSr : 

- -  (n - -  1)3 ( 2 n  - -  1 3 ) ~ _ _ a  -~- - . . ,  
also z. B. fiir n--~ 9: 

14~ ~ 81 . 11~-~- 8~. 88 ~ 91. 

In derselben Weise, wie fiir den S~rahl habe ich auch flit die 
Ebene und ffir beliebig-stufige Hauptelemente einen Theil der Grund- 
lagen zur Berechnung der zugeh5rigen t'undamentalen Anzahlen fest- 
gestellt. Doch werde ich in der Abhandlung, welche ich "zuu~chst 
verSffentlichen werde, nicht dlese Erweiterung des Inhalts der vor- 
liegenden Abhandlung zeigen, s0ndern die bier gewonnenen Resultate, 
namen~lich den Inhalt yon w 3 und w 4, dazu benutzen, urn die Tan- 
gen~ensingularit~ten eines in einem In] liegendea, (n--1)-stufigen, 
punk~lgemelnen Raumes m-ten Grades, also n-dimensionale Verall- 
gemeinerungen yon gewissen vielstudierten Theilen der Fl~chentheorie, 
anzahlgeometrisch zu behandelm 

H a m b u r g ,  October 1884. 


