Die n-dimensionalen Verallgemeinerungen der fundamentalen
Anzahlen unseres Raums.

Von

Heryann Scnusert in Hamburg.

Um ‘durch Anwendung des Princips von der Erhaltung der Anzahl
(Kalkiil der abzihl. Geom., § 4) die Zahl der Strahlen zu finden,
welche vier gegebene Strahlen schneiden, ertheilt man diesen die be-
sondere Lage, dass zwel von ibnen sich schneiden, und ebenso der
dritte den vierten schneidet, beachtet dann, dass die gestellte Bedingung
sowohl von dem Verbindungsstrahle der beiden Schnittpunkie, wie
auch von dem Schnittstrahle der beiden Schnittebenen, also von zewei
Strahlen erfiillt wird, und schliesst hierans, dass, wie auch die vier
gegebenen Strahlen liegen mdgen, die gesuchte Zahl immer gleich
zwei sein muss, wenn sie iiberhaupt endlich bleibi. Der wesentlich
algebraische Charakter des hierbei angewendeten Princips filhrte mich
auf den Gedanken, dasselbe auch auf die Gebilde des »-dimensionalen
Raums, oder, was dasselbe ist, auf Gleichungssysteme zwischen
% Variabeln anzuwenden. Dadurch kann man, wenn man die diese
Gleichungssysteme constituirenden Gleichungen simmtlich linear sein
lisst, alle fundawmentalen Awzahlen des n- dimensionalen Raums er-
halten, d. h. alle Anzahlen fur den x-dimensionalen Raunm, deren
entsprechende in unserm Raum beispielsweise angeben, wie viel Ebenen
durch drei gegebene Punkte gehen, wie viel Strahlen durch einen
gegebenen Punkt gehen und dabei zwei gegebene Strahlen schneiden,
wie viel Strahlen vier gegebene Strablen schneiden, u.s. w. Fir den
Punkt werden diese Anzahlen, auch im #-dimensionalen Raume,
simmtlich gleich 1, weil ein System von # linearen Gleichungen
zwischen # Unbekannten immer nur durch eine einzige Wurzelgruppe
befriedigt wird, Piir den Strahl, die Ebene und hoher-stufige, lineare
Gebilde werden aber jene Anzahlen im Allgemeinen Fauctionen von n.

Im Folgenden sind nun einerseits zwei Formeln (§.4) entwickelt,
welche von den eben genannien Functionen die auf den Strakl be-
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ziiglichen simmtlich ohnesWeiteres ergeben; andererseits sind auch
die begrifffichen Grundlagen (§ 3) ausgehbant, auf denen man die Ab-
leifung auch derjenigen Fupctionen von % unternehmen kann, welche
die fundamentalen Anzahlen fir die Ebene und hoherstufige, lineave
Gebilde ausdriicken. § 1 enthili einige Bemerkungen iiber die an-
gewandte Terminologie und § 2 einige anf linegre Punkiriume be-
ziigliche, allgemeine Wahrheiten, Endlich sind in § 5 und § 6 grossere
Beispiele fiir die durch § 4 ermbglichte Berechnung der fundamentalen
Anzahlen des Strahls durchgefihrt, und zwar in § 5 eine geometrisch
und algebraisch ansgesprochene, -dimensionale Erweiterung des Satzes,
dass es in unserm Raume zwei Strahlen giebt, die vier gegebene
Strahlen schneiden*).

§ 1,
Terminologie,

Wenn man in unserm Raume drei Arten von Hauptelementen,
nimlich Pupkte, Strablen und Ebenen annimmt, so hat man in einem
n-dimensionalen, linearen Raume % Arten von Hauptelementen zu
unterscheiden, je nachdem man niimlich zwischen 5 Variabeln n, n—1,
% — 2, u.s. w. lineare Gleichungen bestehen lLisst. Da ein System
von % — ¢ Gleichungen zwischen n Variabeln durch oo® Werthgruppen
der n Variabeln befriedigt wird, so soll ein durch n — o lineare Glei-
chungen zwischen n Variabeln definirtes Gebilde ejn (einem 7 -dimen-
sionalen Raume angehoriges) a-stufiges Hauptelement oder ¢in a- dimen-
sionaler, linearer Raum genannt, und im Folgenden {mmer kurs mit
la) bezeicknet werden. Obwohl wir bei unsern auf einen % -dimensio-
nalen Raum beziiglichen Betrachtungen naturgemiiss nicht geometrisch,
sondern nur algebraisch denken kénnen, so wallen wir doch, der Kiirze
wegen, die bequemere geometrische Sprechweise benuizen, und z. B,
sagen, dass ein [a] in einem [b] lLiegt (@ < b), oder was dasselbe ist,
dass ein [b] einen [a] enthdlt, oder durch einen [a), hindurchgeht, wenn

*) Nachtriglich bemerke ich, dass das darch eine Specialisirupg der F. (5)
des § b entstehende, hier auf Seite 22 oben ausgesprochene Resuttat schon von
Herrn Franz Meyer in Tibingen in aaderem Zusamenhange (Math, Ann,
Bd. 21, 8. 132) gefunden ist. Eine Veraligemeinerung dieses Resultats vom Strahl
auf hoherstufige Hauptelemente habe ich schon in den Mitth. d. Hamb. Math,
Ges. vom April 1884, zunZchst ohne Beweis, ausgesprochen. Herr Stephanos,
der in seiner Thése vom Juli 1884 von invariantentheovetischer Seite her auch
zu dem Resultat des Herrn Meyer gelangt, erwies mir die Ehre, dort auf meing
Verallgemeinerung aufmerksam za machen. Der Beweis des allgemeineren Re-
sultats steckt in einer dritten Abbandlung iber absihlende Geometrie, mit deven
Redaction ich noch beschiftigt bin.
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wir meinen, dass die oc® Werlhgruppen der # Variabeln, welche dem
den [a] definirenden Gleichungssysteme geniigen, simmtlich zn den
oo? Werthgruppen gehéren, welche das den [b] definirende Gleichungs-
system befriedigen. Von den in den folgenden Beirachtungen er-
wihnten linearen Riumen soll immer, wenn nicht das Gegentheil aus-
driicklich bemerkt ist, angenommen werden, dass sie zugleich alle in
demselben [n] liegen, oder, algebraisch ausgedriickt, von den jene
Riume definirenden Gleichungssystemen soll angenommen werden, dass
sie zwischen denselben % Variabeln bestehen.

Indem wir wiederum eine in der Geometrie tibliche Redeweise
nachahmen, werden wir auch sagen, dass ein Strahl einen [a] schneidet,
wenn es eine Werthgruppe der # Variabeln giebt, welche sowohl die
# — 1 den Strahl constituirenden Gleichungen, wie auch die n — a
den [a] konstituirenden Gleichungen befriedigt.

8 2.
Allgemeine Sifze iiber lineare Riume und ihre Dimensionen.

Durch Abzihlung der wesentlichen Constanten der in Betracht
kommenden Gleichungssysteme, sowie durch den Satz, dass p lineare
Gleichungen mit p Unbekannten nur eine einzige Wurzelgruppe liefern,
gelangt man zu folgenden Wahrheiten®): ’

I) Sind ein [a] und ein [b] beliebig gegeben, und ist a-+bdTn—1,
so giebt es immer einen und nur emen (o + b - 1], welcher den {a)
und den (6] zugleich enthdlt. Allgemeiner: Es giebt immer einen und
nur einen [g, 4 a, + - -+ a, + p — 1] der durch p beliebig ge-
gebene lineare Riéume mit den Dimensionen 4, a,, ..., 2, zugleich
hindurchgeht, wo a, 4-a, + -+ 2, Zn — p -+ 1 sein muss.

I1) FEin [a] und ein [b] haben, wenn o+ b= n ist, einen und
nur einen [a 4 b — n] gemeinsam, d. h. es giebt einen und nur einen
{e + b —n], welcher in dem {a] und in dem [B] zugleich liegt.
Allgemeiner: p beliebige lineare Riiume mit den Dimensionen a,, 4,,...,q,
haben, wenn a4 a,+ -+ a > (p — 1) » ist, einen und nur
einen [a; +a, -+ -+ -+ ap — (p — 1) n] gemeinsam.

1) Wenn ein [a] und ein [b] so legen, dass sie einen [c], aber
wicht unendlich wviele [c], gemeinsam haben, so giebt es immer einen und
nur einen [a 4 b — c|, welcher den {a] und den [b] sugleich enthili.

*) Einen Theil dieser Wahrheiten (I und II) hat u, a. Herr Veronese in
der Einleitung zu einer inhaltreichen Abhandlung (Math. Ann., Bd. 19, S, 161)
zusammengestellt, welche die projectiven Verhiilinisse der Riume von verschie-
denen Dimensionen mit Hiilfe des Princips des Projicirens und Schneidens be-
handelt.
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Als specieller Fall, nimlieh fiir a =1, b =1, ¢ =0 steekt hierin
das Axiom, dass zwel sich schneidende Strahlen zug{ejch in einer und
derselben Ebene liegen.

IV) Damit es fiir eimen [a] eine z-fache Bedingung wird, mit
einem [b] einen [c], aber nicht wnendlich viele [c], gemeinsam z2u haben,
MUSS

z2=(c+Dn+te—a-—0>)

sein. Nattrlich ist hierbei ¢ > @ 4 b — # ‘gedacht (vgl. II). Beispiels-
weise ergiebt sich fir n =4, a=1, b =2, ¢ =0, dass 2 =1 ist;
d. h. in einem vierdimensionalen Raume erfiillt ein Strahl schon eine
einfache Bedingung, wenn er eine gegebene Ebene iiberhaupt schneidet.

Aus Satz IV folgt Satz II, wenn man 7 = O setzt. Von sonstigen
speciellen Fillen des Satzes IV sind fiir uns namentlich die folgenden
drei wichtig:

V) Aus IV folgt fiix b= c=a: Die Constantenzahl eines [a]
ist gleich (a + 1) (n — ). Hiernach ist z. B. die Constantenzahl eines
Punktes gleich %, eines Strahles gleich 2(n — 1), einer Ebene gleich
3(m —2) u. s. w., und, dual entsprechend, eines [n — 1} gleich #,
eines [n — 2| gleich 2(n — 1), eines [n ~— 3] gleich 3(n — 2) u. 5. w.

VI) Aus IV folgt, dass, wenn 2 =1, ¢==0 ist, b=n —a — 1
sein muss, d. h.: FEs ist fiir einen [a] eine einfache Bedingung, mit
einem gegebenen [n — a — 1] einen Punki gemeinsam zu haben.

VII) Aus IV folgt, dass, wenn 2 =2, ¢ =Oist, b =5 —q — 2
sein muss, d. h.: Es ist fiir einen [a] eine zweifache Bedingung, mit
einem gegebenen (n — a — 21 einen Punkt gemeinsam zu haben.

Da nach Satz V ein Strahl durch 2 (5 — 1) einfache Bedingungen,
oder durch » — 1 zweifache Bedingungen bestimmt ist, so ergeben
sich aus VI und VII fiir ¢ = 1 noch die folgenden beiden Situe:

VIIL) Es giebt eine endliche Anzahl don Strahlen , von denen jeder
jeden von 2(n — 1) gegebenen (n — 2] schneidet.

IX) Es giebt eine endliche Aneakl von Strahlen s von denen jeder
Jeden von n —'1 gegebenen [n — 3] schneidet.

Die in VIII und IX erwiihnten endlichen Anzahlen sind bezw,
in § 5 und in § 6 berechnet.

§ 3.
Aufzihlung und Bezeichnung der Grundbedingungen und Grundgebilde
fiir einen linearen, x-dimensionalen Raum.

Die Zahl der Punkte, welche in unserm Ranme zngleich eine ge-
geb(?ne einfache Bedingung ¥ und eine gegebene, von y unabhingige,
zweifache Bedingung z erfiillen, ist bekanntlich gleich dem Producte
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der beiden Zahlen, von denen die eine angiebt, wie viel Punkte y
erfitllen, und auf einer gegebenen Geraden liegen, die andere angiebt,
wie viel Punkte 2z erfillen und auf einer gegebenen Ebene liegen;
denn eine Fliche pten Grades schneidet eine in allgemeiner Lage zu
ihr befindliche Curve gten Grades in p.g¢ Punkten. Analoge Sitze
-(Charakteristiken - Siitze) gelten bekanntlieh (vgl. Kalkiil der abzihl.
Geom, 8. 47, 62, 283) auch fiir den Strahl und die Ebene, nur dass
fiir den Strahl, falls zwei zweifache Bedingungen gegeben sind, eine
Summe von zwei Producten auftritt, wie zuerst Herr Halphen
(Comptes rendus, 1872) bemerkte, Die Bedingungen, welche in allen
den Producten, von denen in diesen Charakteristiken-Sitzen die Rede
ist, auftreten, und welche also fiir die Hauptelemente unseres Ranmes
in der angedeuteten Weise charakieristisch sind, habe ich (Kalkil d.
abzihl. Geom., 8. 4) Grundbedingungen. genannt. Da nun auch fir
die Hauptelemente eines {n], wie ich in einer andern Abhandlung
zeigen werde, Charakteristikensiitze und deshalb Grundbedingungen
existiren, und da in den folgenden Paragraphen die fiir weitere Unter-
suchungen wichtige Vorfrage: ,,wie viel Hauptelemeute giebt es, die
gegebene Grundbedingungen erfiillen?“, vorliufig freilich nur fiir den
Strahl, erledigt wird, so wollen wir jetzt die Grundbedingungen der
Hauptelemente eines [n] zusammenstellen, und durch zweckmiissige
Symbole dem Bedingungsecalciil zuginglich machen.

Fiir den Punkt bezeichne (k) die ihm auferlegte Bedingung, dass
er in einem [k] liegen soll, also z. B. (0), dass er gegeben sei, (2),
dass er in einer gegebenen Ebene liege, (» — 1), dass er in einem
[n — 1] liege, endlich noch (») die selbstverstindliche oder nullfache
Bedingung, dass er iiberbaupt in dem [%] liege, den wir unseren Be-
trachtungen zu Grunde legen. Die % - 1 Bedingungen:

(O)J (1)3 (2)7 (3): e (- 1)’ (n)
sind die simmtlichen Grundbedingungen des Punktes, und zwar ist
die Bedingnng (b), wie sich aus § 2, IV fir a = 0, ¢ =0 ergiebt,
(m — b)-fach, so dass 'es immer nur eine einzige Grundbedingung
von vorgeschriebener Dimension giebt. In analoger Weise erhélt man .
als Grundbedingungen des Strahls zunichst diejenigen %, welche ans-
sagen, dass der Strahl in einem 1. bis n-stufigen Hauptelement liege.
Dass aber zu den so erhaltenen Bedingungen noch andere Grund-
bedingungen hinzuzuzihlen sind, erkennt man schon aus unserm
dreidimensionalen Raume, wo z. B. auch die Bedingung, dass der
Strahl einem Strahlbiischel angehore, d. h. in einer Ebene liege
und dabei durch einen in dieser Ebene gegebenen Punkt gehe, Grund-
bedingung ist. Dem Verfasser ist es nun gelungen, zu erkennen, dass
das Symbol
(a, b),
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wo b Z nund g < bist, die simwmilichen Grundbedingungen des Srahls
darstellé, wenn (a, b) die Dedingung bedeutet, dass der Strahl in einem
gegebenen [b] liege, wnd dabei einen gegebenen in [b] legenden [al
schneide, d. h. mit diesem [a] einen und nur einen Punki gemeinsam
habe. Es bedeuten hiernach z. B.:
(0, 2), dass der Strahl einem gegebenen Strahlbiischel an-
gehbren soll, ]
(1, 2), dass der Strahl in einer gegebenen Ebene liegen soll,
(1, 3), dass der Strahl "eine gegebene Gerade schneiden und
dabei ganz in einem gegebenen, diese Gerade enthaltenden
[3] liegen soll,
(n — 2, n), dass der Strahl einen gegebenen [n - - 2] schneiden
soll,
(m —2, n — 1), dass der Strahl ganz in einem gegebenen
[n — 1] Hegen soll.

Man beachte bei der Uebersetzung dieser Bedingungssymbole, dass,
wenn in (a, b) die Zahlb gleich der Dimension »n des der Betrachtung
zu Grunde liegenden linearen Rauvms [n] ist, die Bedingung (a, #)
nur ausspricht, dass der Strahl (a, ) einen gegebenen [a] schneiden
soll, da das Liegen in [%] selbstverstindlich ist. Ferner beachte man,
dass, wenn in (@, b) die Zahl ¢ nur um 1 kleiner als b ist, die Be-
dingung (b — 1, b) nur ansspricht, dass der Strahl in einem ge-
gebenen [b] liegen soll, da dann das Schneiden von [p — 1] selbst-
verstiindlich ist, wie aus § 2, Il hervorgeht, wenn map die.dort ge-
nannten Buchstaben n, a, b "hezw. gleich b, 1, b — 1 setzt. Die
Bedingung (n — 1, %), welche hiernach von jedem Strahle selbstver-
stindlich erfillt wird, nehmen wir trotzdem in das Register der Grund-
bedingungen mit auf. Wir erhalten dann:

erstens % Grundbedingungen (@, b), wo @ = 0 ist, nimlich:
(O; 1)2 (Oz 2)7 (Oz 3)7 A ] (Oa " — ])7 (01 ”)7
zweitens # — 1 Grundbedingungen (a, b), wo a=1 ist, nimlich:
(1) 2)) (1’ 3)’ c (]r n— 1)7 (17 ”’);
(n — 1)-tens 2 Grundbedingungen (@, d), wo a =n -2 ist,
nimlich:
n—2, n—1) und (n—2, n);

#-tens 1 Grundbedingung (a, b), wo @ = n — 1 ist, nimlich:
(n — 1, n).
- Demnach ist die Anzahl aller Grundbedingungen des Strahls gleich
der Summe der ganzen Zahlen von 1 bis #, d. h. gleich dem Binomial-
coefficienten (n -4- 1), — % n{n 4 1).
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Um die Dimension d jeder der erhaltenen -- n(n 4+ 1) Grund-
2

bedingungen (p, q) durch p, ¢ und » auszudriicken, bestimmen -wir
zunichst mit Hilfe von § 2, IV die Dimension z der Bedingung, dass
ein Strah! in einem [q4] hege Hierftir erhalten wir, indem wir in
jener Formel IV des § 2 n=un, a=1, b=g¢g, ¢=1 setzen,
2 ==2(n — g). Hierzu haben wir noch die Dimension 2’ der Bedingung
zu addiren , dass in einem [q] ein Strahl mit einem in dem [g¢] liegen-
den [p] einen Punkt gemeinsam babe. Wir setzen also zweitens in
Jener Formel n=¢, a=1, b=p, ¢=0, z=2, und erhalten
g =gq—1—p Demnach hat die Bedingung (p, q) die Dimension:
d=2m—9@+¢—1—p=2n—1—p—gq

Ist p=0, g=1, so kommt d =25 — 2, d. h,, dass ein Strahl
gegeben ist, ist eine (24 — 2)-fache Bedingung, ein Resultat, das
auch aus § 2, V ersichtlich ist. Ist p=n — 1, ¢ =n, so kommt
d =0, d. h. die Bedingung (» — 1, %) ist nullfach. Beispielsweise
stellen wir noch die Grundbedingungen des Strahls im fiinfdimensio-
nalen linearen Raume, nach ihren Dimensionen geordnet, zusammen:

1 nullfache: (4, 5); 1 einfache: (3, 5); 2 zweifache: (2, 5)
u. (3,4); 2 dreifache: (1, 5) u. (2, 4); 3 vierfache: (0,5) n.
(1,4) u. (2, 3); 2 funffache: (0, 4) u. (1, 3); 2 sechsfache:
(0, 3)u. (1,2); 1siebenfache: (0, 2); 1achtfache: (0, 1).

Die eben fiir den Strahl angestellten Betrachtungen lassen sich
ohne Schwierigkeit auf die Ebene und #berhaupt auf alle Haupt-
elemente iibertragen. Fir die Ebene erhilt man die simmilichen
Grundbedingungen aus dem Symbol (@, b, c), wo ¢Zn und a < b <c
ist, wenn (a, b, ¢) die Bedingung bedeutet, dass, wenn ein [c}, m dem-
selben ein [b] und in letzterem ein [a] Jegebm ist, die Ebene mil dem
[e] alle ihre Punkte, mit dem [b] die Punkte einer Geraden, und wmit
dem [a] einen Punkt gemeinsam haben soll. Es giebt hiernach n — 1
Bedingungen (0, 1,¢), n — 2 Bedingungen (0, 2, ¢), u. s. w., also
iiberhaupt so viel Bedingungen (0, b, ¢), wie der Binomialcoefficient .,
angiebt. Ebenso erhilt man, dass es (» — 1), Bedingungen, (1, b, ¢),
(n — 2), Bedingungen (2, b, ¢) u. s. w. giebt. Die Ebene besitzt also
im Ganzen #, + (n — 1), 4+ (# — 2), 4 - - - 4 2, Grundbedingungen,
d. h. so yviel, wie der Binomialcoefficient (#-}-1), = % (n+1)ynn-—1)
angiebt. Die Dimension der Bedingung (a, b, ¢) erhilt man, shnlich
wie oben die Dimension der Bedingung (p, ¢), aus § 2, IV gleich
3n—3—a—b—ec

So weitergehend gelangt man zu der Erkenntniss, dass sich
jedem Hauptelemente [k] (% 4 iyt == _(nd——QIZ)'i(Ils)i—l——f)'_ Grundbe-
dingungen auferlegen lassen, welche simmtlich ans dem Symbol
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(@y, @y @3, -+ 7 Gg1),

WO Gy < #, und @, < @, < az < -+ < @1 ist, hervorgehea,
wenn man unter (4, @y, &y, -+ -, arpty) versteht, dass & 4 1 }:-Iaup"t-
elemente [a,], [@,], [as], - - -, [@s41] gegeben sind, wo immer [a;] in
[@:41] liegt, und dass dann das Hauptelement [k] mit {a,] einen E.’unkt,
mit [a,] eine Gerade, und iiberhaupt mit [a;] einen [{ — 1] gemeinsam
haben soll. Fir die Dimension der Grundbedingung (a,,a,,a;,- -+, azt1)
ergiebt sich aus § 2, 1V:

% + 1)”—%7‘7(7“"{‘1)—*(“1+“'2+as‘f‘""+"7c+l)-

Da in jedem [n] zwischen den Hauptelementen [4] einerseits uud den
Hauptelementen [n — & — 1] andererseits eine ebensolche Verwandt-
schaft besteht, wie die ist, welche man in unserm Raume Dualitit
oder Reciprocitit nennt, so muss apch die Anzahl der [k] auferleg-
baren Grundbedingungen mit der Anzahl der [» — % — 1] anferleg-
baren Grundbedingungen iibereinstimmen. In der That ist diess auch
aus der Gleichheit der Binomialcoefficienten (n 12 und (n+1)np14s
ersichtiich.

Da man in der dreidimensionalen synthetischen Geometrie die
Gesammtheit der eine gegebene Grundbedingung erfiillenden Haupt-
elemente ein Grundgebilde dieses Hauptelementes nennt, so soll auch
in einem [#] eine solche Gesammtheit Grundgebilde heissen. Die Grund-
gebilde des Punkies sind die Hanptelemente selbst. Hiir dieselben
haben wir die Bezeichnung [0], [1], [2], ..., [#] eingefibrt. Dem
entsprechend soll auch fiir den Strahl das Zeichen [a, 5] das Grund-
gebilde bedeuten, welches aus allen die Grundbedingung (a, b) er-
filllenden Strahlen besteht, und tberhaupt far das Hauptelement {%]
mit [@y, 4y, ..., aryq] das Grundgebilde bezeichnet werden, das aus
allen die Bedingung (ay, a,, ..., azy) erfillenden Hauptelementen
[¥] besteht. Um die Stufe s der Grundgebilde zn bestimmen » beachten
wir, dass, wenn die Constantenzahl eines Gebildes ¢ ist, immer oco*¢
soicher Gebilde eine gegebene d-fache Bedingung erfillen. Dem-
geméss erhalten wir die Stufe s des Grundgebildes {ay, @yy -« o @r3ad,
wenn Wir in s=c —d die Constantenzahl ¢ = (% +1) (n— k)
(8 2, V) und die Dimension

1
d= (k+ Dn— 5 k&4 1) — (a + a4+ )
setzen. So ergiebt sich, dass das Grundgebilde (as, a5, . . ., @)
tmmer [al + a4 - Gy — —;— bk -+ 1)] - stufig ist, Beispiels-
weise folgen hier fir einen vierdimensionalen , Hnearen Raum die

10 Grundgebilde des Strabls und die 10 Grundgebilde der Ebene, nach
Mathematische Annalen. XXVIL 3
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ihren Stufen geordnet, und zwar so, dass immer je zwel sich dual

entsprechende Grundgebilde zusammenstehen:

1) nullstufig: [0,1] und [0,1,2]: Strahl selbst bezw. Ebene selbst:

2) einstufig: [0,2] und [0,1,3]: Strahlbiischel bezw. Ebenenbiischel;

3) zweistufig: [0,3] und [0,2, 3]: Strahlbiindel bezw. Ebenenbiindel;

4) zweistufig: [1,2] und [0,1,4]: Strablen in einer Ebene bezw. Ebenen
durch eine Gerade im [4];

5) dreistufig: [0,4] und [1,2,3]: Strahlen durch einen Punkt im [4]
bezw. Ebenen in einem [3];

6) dreistufig: [1,3] und [0,2,4]: Strahlen, die in einem [3] liegen und
eineim {3} befindliche Geradeschneiden,
bezw. Ebenen die in dem [4] liegend,
durch die Strahlen eines Strahlbischels
gehen;

7) vierstufig: [1,4] und [1,2,4]: Strahlen, die, im [4] liegend, eine
Gerade schneiden, bezw. Ebenen, die
im [4] eine Ebene in geraden Linien
schuneiden; :

8) vierstufig: [2,3] und [0,3,4]: Strahlen, die in einem [3] legen,
bezw. Ebenen, die, im [4] liegend,
durch einen Punkt gehen;

9) funfstufig: [2,4] und [1,3,4]: Strahlen, die im [4] liegend, eine
Ebene schneiden, bezw. Ebenen, die,
1m [4] liegend, eine Gerade schneiden;

10)sechsstufig: [3,4] und [2,3,4]: Strahlen des [4] bezw. Ebenen des [4].

Wenn man zu den hier aufgefithrten Grundgebilden noch die

Grundgebilde des Punktes und die ihnen dual entsprechenden Grund-

gebilde des [3] hinzuftigt, und dann die Elemente von je zwei gleich-

stufigen Grandgebilden projectiv (in allgemeinerem Sinne, so dass z. B.

auch collinear und correlativ unter den Begriff projectiv fallen) zu-

ordnet, so gelangt man durch die Schnitte oder die Verbindungen

entsprechender Klemente zu Gebilden zweiten und hoheren Grades im

{4], deren Eigenschaften man dann aus der Art der Erzeugung in

ghnlicher Weise ableiten kann, wie diess in der dreidimensionalen

syothetischen Geometrie iiblich ist. Doch mbchte ich nicht hier,
sondern bei einer andern Gelegenheit auf diese Erweiterung der syn-
thetischen Geometrie niher eingehen.

§ 4.
Auffindung aller fundamentalen Anzahlen des Strabls in einem
n-dimensionalen linearsn Raume.

Um Anzahlen fiir algebraische Gebilde unseres dreidimensionalen .
Raumes bestimmen zu kénnen, muss man vor allem die fundamentalen
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Anzahlen desselben kennen, d. h. die Zahlen, welche zihlen, wie viel
Hauptelemente gegebene Grundbedingungen erfillen. Diese Zahlen kann
man mit Benutzung der in § 3 eingefiihrien Symbole fiir Grund-
bedingungen angeben, wie folgt*):
Fiir den Punkt ist:
Oy=1; @M =1; @ =1
Piir den Strabl ist:

O,1nN=1; 1,30,2)=1; 1L27°=1; 0,3’ =1;
(1,2)(0,3)=0; (1,2)(1,3*=1; (0,3)(L,3)=1; (1,3)*=2;
Fiir die Ebene ist:

0,1,2)=1; 0,230 L3)=1; (0,23 =1

Von diesen Anzahlen wird freilich in unserer dreidimensionalen
Geometrie nicht viel geredet, da dieselben grdsstentheils gleich 1 sind,
und durch unsere riumliche Anschauung leicht erkennbar sind. Da-
gegen sind die Anzahlen, welche in einem %- dimensionalen linearen
Raume jenen Anzahlen entsprechen, im Allgemeipen nicht so leicht
erkennbar. Da dieselben aber fiir einen [n] dieselbe fundamentale
Rolle spielen, wie jene Anzahlen fiir unsern [3], so wollen wir hier
die Wege betreten, welche zu ikrer Berechnung und zu der Ableitung
der Functionen fithren, durch die sie von der Dimension n abhingen.

Zundchst ist klar, dass fiir jedes Hauptelement [k] die Grund-
bedingung, welche die hochste Dimension hat, von einem einzigen
Gebilde [%] erfiillt wird; denn diese Grundbedingung sagt nichts weiter
aus, als dass das Hauptelement [£] vollstindig gegeben {st. Wir haben
also fiir jedes [£]:
(1) 01,2 - kF—1k=1

Was den Punkt anbetrifft, so ergiebt sich, dass fiir ihn auch
jedes beliebige Product von Grundbedingungen gleich 1 zu setzen ist;
natiirlich muss die Dimensionssumme eines solchen Productes gleich
der Constantenzahl # des Punktes sein, damit es iiberhaupt Sinn hat,
ein solches Product gleich einer Zahl en setzen. Soll nimlich ein Punkt
die Grundbedingung (@) und die Grundbedingung (b) zugleich erfiillen,

*) Man erinnere sich aus meinem Bedingungscaleiil (Kalkiii d. abz. Geom.,
§ 2, § 3), dass erstens das Product mehrerer Bedingungen dig Bedingung. be-
zeichnet, welche ausspricht, dass jene Bedingungen zugleich erfiillt werden sollen,
dass zweitens eine einem Gebilde von der Coastanfenzahl ¢ suferlegte ¢-fache
Bedingung gleich der Anzahl der Gebilde gesetet wird, die diese Bedingung er-
fiillen, und dass drittens eine lineare Gleichung zwischen d-facken Bedingungen,
die einem solchen- Gebilde auferlegt sind, aussprechen soli, dass aus ihr eine
richtige Zahlengleichung entsteht, wenn man jede dieser d-fachen Bedingungen
mit einer und derselben (¢ — d)-fachen Bedingung multiplicirt, und fir die er~
haltenen ¢-fachen Bedingungsprodacte die zugehdrigen Anzahlen einsetzf,

3%
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also sowohl anf einem gegebenen [a], als auch auf einem gegebenen
[8] liegen, so muss er auf dem Hauptelement liegen, das [a] und [_b]
gemeinsam ist, also nach § 2, II auf einem {a-b-—n]. Deshalb ist
immer:

(@) (@) (8) = (a+b—n),

also allgemein:

B) (a)(a)(ay) - - - (ap) = (ay + @y + a3 + - - -+ a, — np + ).
Ist nun die Summe der Dimensionen der gegebenen Grundbedingungen
(1), (@y), (@), - .., {ap), d. h. die Summe (1 — a)H 1 — a,)4 - -
-+ 4 (n —a,) gleich der Constantenzahl % des Punktes, so erseheint
anf der rechten Seite der Gleichung (3) die Bedingung (0), wofiir nach
(1) die Zabl 1 zu setzen ist.

In derselben Weise kann man nun anch fiir ein beliebiges Haupt-
element [%] jedes Produet von Grundbedingungen, dessen Dimensions-
summe gleich seiner Constantenzahl (% + 1) (» — %) ist, durch die
(& + 1) (n — k)-fache Grundbedingung ausdriicken, also, da letztere
nach 1) gleich der Zahl 1 ist, die zugehdrige Anzahl berechnen, sobald
es fiir diesen [k) gelingt, das Product zweier beliebiger Grundbe-
dingungen d-ter und e-ter Dimension durch die (d 4 ¢)-fachen Grund-
bedingungen auszudriicken, oder, anders ausgedriickt, sobald es fir
diesen [k] gelingt, eine der Formel (2) analoge Formel aufzustelien.
Diese Aufgabe hat der Verfasser fiir den Strahl in voller Allgemeinheit
erledigt. Wir schreiten daher jetzt dazu, fir den Strahl das Analogon
der Formel (2) abzuleiten, oder, genauer gesprochen, die zusammen-
gesetzte Grundbedingung (@, «) (b, ) durch einfache Grundbedingungen
auszudriicken.

Wir betrachten zuniichst die aus den Grundbedingungen (a, )
und (b, n) zusammengesetate Bedingung (a, n) (b, n), wo ¢ = b sein
mag. Da (¢, ») eine (n— a—1)-fache, (b, n) eine (# —b—1)-fache
Bedingung ist, wie aus § 3 hervorgeht, so ist (@, n) (b, n) eine
(2n — @ — b — 2)fache Bedingung. Es handelt sich also darom, die
Bedingung (a, n) (b, 1), welche verlangt, dass ein Strahl sowohl einen
gegebenen [a] wie auch einen gegebenen [8] schneiden soll, durch’
2n — @ — b — 2)fache Grundbedingungen auszudriicken. Im Fall
a-+b>n—1 ist, gelingt dies auf folgende Weise. Wir specialisiren
(vgl. Einleitung) die Lage der gegebenen Hauptelemente [a] und [5],
die im allgemeinen einen [@a + b — n] gemeinsam haben (§ 2, 1D,
dahin, dass sie einen [a+5 —n-+1] gemeinsam haben. Dann wissen
wir aus § 2, III, dass es einen [n — 1] giebt, der sie beide enthilt.
Die Bedingung (a, n) (5, n).ist daber jetzt auf zweierlei Weise und
nur auf zweierlel Weise erfiillbar, - erstens dadurch, dass ein Strahl
den [g + b — n - 1] schneidet ; Zwettens dadurch, dass ein Strahl in
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dem [n -— 1] liegt, und dabei den [a] und den [3], die gleiehfalls in
dem [n — 1] liegen, schneidet. Die erstgenannte Bedingung ist durch
(a+b-—n-1, n) zu bezeichnen, die zweitgemannte Bedingung stimmt
mit der gegebenen Bedingung (a, %) (b, ») tiberein, nur mit dem Unter-
schiede, dass der Strahl nicht allein in dem unsern Befrachtungen zun
Grunde liegenden [n], sondern auch in einem und demselben [n — 1]
liegen soll. Wir bezeichnen daher die zweitgenannte Bedingung mit
(@, n—1) (b, n—1), Wwo die Ueberstreichung von % — 1 andeuten soll,
dass in den beiden Bedingungssymbolen ein und derselbe [n — 1] ge-
dacht werden soll. Ueberhaupt wollen wir mit (a, m) (b, m) die Be-
dingung bezeichnen, dass ein Strahl in einem [mw) licgen soll, und dabei
einen [a] und cimen [b), die gleichfalls beide in diesem [m] liegen,
schneiden soll. Man beachte, dass die Factoren (&, ) und (¢, m) des
Bedingungsproducts {(a, m) (b, m), wenn m < u ist, von einander
abhingig sind. Wir erhalten nach Einfiihrung dieser Bezeichnung:

(4) (a; ”’) (b7 ”)=(a’+b—'n+1: 9’1»)—[—(“,%——1) (br;"”:.l-)r

und anf dieselbe Weise, indem wir nur die obige Betrachtung fiir den
[#n — 1] statt des [#] wiederholen:

(@,n—1) (b,n —1) = (a+b—n+2,0—1) + (s, 0 —2) (b, n —2),
und weiter:
(@a,2—2) (b,%—2) = (a+b—n-+3,n—2) 4 (2,2 —3) (b,n—3),
So fortfahrend, miissen wir einmal zu einer Gleichung kommen, wo
links (a,5F-1) (b, b + 1) erscheint. Diese Bedingung aber wird schon
von jedem Strahle erfiillt, der, in dem [6-}- 1] liegend, ttberhaupt nur
mit dem [a] einen Punkt gemein hat, da mit dem in [ 1] liegenden
[b] jeder in [b4-17] liegende Strahl immer einen Pynkt gemein haben
muss, weil (§2,II) 1 -5 — (3 4 1) ==0 ist. Es ist also
(0,5 F1) (b,0F1)=(a, b+ 1).

Wir haben demnach:

(@, n) (b, n) = (g -+ b— ”+ 1,n) + (“:”‘“‘1) (b, ”““\1)1
(g, n—1) (b,n—1) = (a+b—n+2,0—1) 4 (¢, 2 —2) (b n—2),
(a,n—2) (b,n—2) = (a+b—n+3n—2) + (a,n—3) (&, ’n-—a)

(a,b+2) (b b+2)— a—1, b+2f)+(a b_“) (b b+1)
(a,5F1) @, 5+1) = (a, b+1).
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Durch Addition dieser n — b Gleichungen erhilt man die gesuchte, fiir

a -+ b= n— 1 giltige Formel:

® (&) n)=(@t+b—nt+la)+@tb—n+2n—1)
+(@+b—n430 -2+ -+ (g, b4 1),

alb

wo

gedacht ist.

Genau genommen, hat man noch zu priifen, ob auch nicht dureh
die Lage-Specialisirungen der gegebenen [a]) und [b] eine Bedingung
hervorgerufen ist, die von geringerer Dimeusion ist, als (a, ») (b, n),
und deshalb bei Anwendung der Formel unendlich viele Strahlen liefern
wiirde. Dies ist aber nicht der Fall, da alle Bedingungen der rechten
Seite der Formel () die Dimension 2% — @ — b — 2, also dieselbe
Dimension, wie (a, %) (b, ) haben. Beispielsweise setzen wir in (5)
b=n-—2. Dannkommt fir e + % —23n—1,d h. 61, und
fir a & n — 2:

(@,m) (0 — 2, n) = (a — 1, ) + (a,n— 1).
Ist hier, noch specieller, » = 3 und a =1, so kommt:

(1, 3)2 = (Oa 3) + (1) 2
eine Formel, welche den bekannten Satz ausspricht, dass in unserm
Raum die Zahl derjenigen Strahlen eines zweistufigen Strahlsystems,
welche zwei gegebene Gerade schneiden, gleich der Summe der beiden
Zahlen ist, von denmen die eine angiebt, wieviel Strahlen des Strahl-
systems durch einen gegebenen Punkt gehen, die andere angiebt, wie-
viel solche Strahlen in einer gegebenen Ebene liegen.

Da die Formel (5) nur fiir @ 4 5 = n — 1 bewiesen ist, so unter-
suchen wir zweitens den Fall, dass in (a, %) (b, %) a + 2 0 — 1 ist.
Dann giebt es nath §2, I einen [a + b - 1], der die gegebenen
Hauptelemente [a] und [b] zugleich enthilt. Demgemiss kdnnen wir
mit Benutzung der bei der Ableitung von (5) eingefiithrten Bezeichnungs-
weise schreiben:

(6) (@n)(b,m)=(a,a Fb+1) (b, a+5bF1).

Das Product auf der rechten Seite dieser Gleichung konnen wir
nun aber nach Formel (5) auflosen, indem wir uns dort statt des
vorausgesetzten [n] einen [a + b -4 1] denken. Dadurch wird (¢4 b
—a+1Ln) 2 (0,a-+b+41), (a+b—n+2) zu (1,a-+b), n s w,
endlich (&, b 4 1) bleibt (@, b -+ 1). So erhilt man die gesuchie, fir
a4+ bZn—1 giltige Formel:

M @)= a+b+ 1)+ a+b)+@atb—1)
+ o+ @b D),

wo wieder o £ b gedacht ist.
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Beispielsweise setzen wir # =5, ¢ = 2, b = 2, und erhalten;
&5 =0,5+ 14+ (23),

d. h., in Worten: In einem fiinfdimensionalen, linearen Raume ist die
Zahl derjenigen Strahlen eines vierstufigen Strahlsystems, welche zwei
gegebene Ebenen schneiden, gleich der Summe von drei Zahlen, von
denen die erste angiebt, wieviel Strahlen durch einen gegebenen Punkt
gehen, die zweite angiebt, wieviel Strahlen eine gegebene Gerade
schneiden, und dabei in einem gegebenen durch diese Gerade gehen-
den vierdimensionalen, linearen Raume liegen, die dritte angiebt, wie-
viel Strahlen in einem gegebenen dreidimensionalen Raume liegen.

Wir gehen nun zn dem allgemeinen Kall ber, indem wir statt
(a, ») (b, ) die Bedingung (a, «) (b, ff) betrachten. Dieselbe setyt
voraus, dass ein [«] und in demselben ein [a] gegeben ist, dass ferner
ein [f] und in demselben ein [b] gegeben ist, und verlangt dann, dass
ein Strahl sowohl in dem [&], wie in dem {f] liege, und ausserdem
sowohl den [a]-wie den [b] schneide. Da der Strahl sowohl in [«]
wie in [f] liegen soll, so muss er in dem [« - f— n] liegen, der
nach § 2, II dem [o] und dem [f] gemeinsam ist. Ein solcher, ganz
in [@ 4 B — n] liegender Strahl soll nun aber auch mit [a] einen
Punkt gemeinsam haben. Dies kann er, da [¢] zwar in [«], aber nicht
in [& 4+ § — n] liegt, nur dadurch, dass er das Hauptelement, welches,
in [«] liegend, dem {a] und dem [« 4 8 — %] gemeinsam ist, schneidet.
Letztere haben aber nach § 2, II einen [+« —n —a], d. b
einen [a + f — n] gememsam Analog "haben [b] und [+ f — 2]
einen [b -4 o — n] gemeinsam. Die zusammengesetzte Bedingung
(a, @) (b, B) wird also dadurch, und nur dadurch erfiillt, dass ein ganz
in dem [« + f — %] liegender Btrahl mit den in diesem [& 4 § — %]
liegenden Hauptelementen [a 4 f-—n] und [b + a« — n] je einen
Punkt gemeinsam hat. Demgemiss kbnnen wir, mit Benuotzung der
bei der Ableitung von Formel (D) eingefilhrten Bezeichnungsweise,
schreiben:

8 (a,a) (5,8 =(a+p—n, a+p—n) b+e—n, e+f—n).

Das die rechte Seite dieser Gleichuyng bildende Product konnen wir
nun nach Formel (3) oder Formel (7) aufldsen, wenn wir uns doyb
statt des vorausgesetzten [n] einen [« - § — n] denken. Die Formel
(8) ist anzuwenden, wenn (a+-f—n)+(b+ta—n)>S(e+—n)—1
ist, d. h., wenn a 4+ b S n — 1 ist. Die Formel (7) ist anzuwenden,
wenn (¢ g —n)+ b +a—n)Z(e+pf—n)—1 ist, d. h., wenn
a+bZn—1ist. Wir ersetzen also in den Formeln (B) wad (7)
n durch ¢ 4 8 —»n, o darch ¢ 4+ 8 — #, und b darch & 4 ¢ —u,
Dadurch erhalfen wir:
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Erstens: Fira+b3Sn—1 und a + 826+ o gili:
0 @) =@+tbdb—n+Let+f—n
+{at+b—n+2atf—n—1
+@4+b—n+3 e+ —n—2
+tl@+8-nmdbtae—n+t1);
Zweitens: Fir a4 bZn —1 und a4 828 + & gilt:
(10) (&) O =(,a+b+ e+ g—2n+1)
F(LatbtatB—2n)
+@&at+bt+aot8—2In—-1)
doct(a+8—nb+ ¢ —n+1).

Die erste dieser beiden Hauptformeln enthilt rechts § — & Glieder,
die zweite @ B — » -+ 1 Glieder. Beide Formeln werden congruent,
wepn o+ b=n-—1 ist. Wenn man die Formel (9) auf den Fall,
in welchem ¢ + b < » — 1 ist, und fiir welchen sie also oben nicht
bewiesen ist, anwenden wollte, so erhielte man zuerst Bedingungs-
symbole (p, ¢), in denen p negativ ist, und die also sinnlos sind,
dann aber wiirden die Glieder der rechten Seite von Formel (10) folgen.
Man kann daher die Unterscheidung der beiden Fille ¢ +- 86550 — 1
und ¢ -+ & Zn — 1 fallen lassen, und immer nur die Formel (9) an-
wenden, wenn mwan dabei die Forschrift beachtet, dass die sinnlosen
Bedingungssymbole (p, §), wo p negativ ist, gleich Null zu sefzen sind.
Man erhilt so, falls man ndeh, was fiir die Anwendung zweckmilssig
ist, die Addenden der rechten Seite von Formel (9) in umgekehrter
Reihenfolge schreibt; die folgende Regel:

11) Um die (40 — 2 — p — » — ¢ — x)-fache, zusammengesetsic
Bedingung (p, =) (g, %) durch (4n — 2 — p — = — g — x):Fache,
Grundbedingungen  auszudriicken, entscheide man zuerst, ob p + =
kleiner, gleich oder grosser als g 4 m ist. Im ersten Falle setze man
p=a,x=uwa, g=="b, x=F8, im dritten Falle selze man wmgekehrt
g=a, x=a, p=2"0, #=FfIm sweiten Falle sind beide Ein-
setzungen gestaitel. Darauf setze man die vorgelegte, 2usammengeselzte
Bedingung gleich

@+p~ndbta—n+1l)+(@+p—n-— Lb4oa—n-42)
Flatpf—n—2b4+a—n+3)4--,
nehme aber als letetes Glied dieser Summandenredhe das‘ Glied
(a4+b—n+4+1, a4 8 —n).
Erscheint schon vor diesem Gliede das Bedingungssymbol
©a+btatp—2nt1),

so wird man von selbst dieses als den letzten Swmmanden befrachien,
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da die elwa nachfolgenden sinnlos weyden wiirden. Ist schon a-+pf—n
negativ, so erscheinen lauter sinwlose Symbole, d. h. die vorgelegle Be-
dingung ist wnerfillbar. Es ist z. B. in einem [9):

(3,8 (4,9) = (49) 5,8) = (36) + @) + (1,8);

(5,8) (6,7) = (3,6);

(37 (49 = 49) BT = (24) + (15) + 08);

(1)8) (719) = (1:‘) + (0;8)1

5,9) (2,3) = 0.
Aus unserer Hauptregel (11) entnehmen wir noch, wegen der An-
wendungen in § D die folgenden speciellen Fille:

Ist a1 und 0 £ ¢ — 2, so kommt:

{a, @) (n — 2, n) = (a, &« — 1) } (a — 1, &);

Ist 61 und ¢ == ¢ — 1, so kommt:

(e —ley(n—2,m)=(n—2,n) (& — 1, 8) == (e — 2, a);

Ist a =0 und ¢ = 2, so kommt:

(0, a)(n——2 n) = (0, & — 1);
Ist @ == 0 vnd ¢ =1, so kommt:

O1n—2,n)=mn—2mn)0,1)=0.
Diese Regeln kann man zu der ¢inen Regel zusammenfassen, dass immer
(12) @ga)(n—2,n)=(a,e — 1)+ (g — 1, 1)
ist, wenn mon die durch Anwendung dieser Formel etwa entstehenden,
sinnlosen Bedingungssymbole gleich Null setst. Dig Simnlosigheit einer
Bedingung (p, q) kann dabei erstens dadwrch herbeigefiihrt werden, dass
p negativ wird, zweitens auch dadurch, dass p = q wird.

Wegen der Auwendung in § 6 betrachten wir noch die Zusam-
mensetzung einer beliebigen Grundbedingung (2, «) mit der zwei-
fachen Grundbedingung (» — 3, w). Hier kann man die Unterscheidung
von Fillen wenn auch nicht unterlassen, so doch beschrinken, wenn
man wieder die Vorschrift beachtet, dass etwa auftretende sinnlose
Bedingungssymbole gleich Null zu setzen sind, Bei Festhaltung dieser
Vorschrift erhdlt man nimlich:

(13) Le)(n—3, n)=(e—3, ), und fir a T e — 2;

{(a,a) m—3,nm=(@ae—2)+(@—La—1)4(a—2a).
Die durch die Hauptregel (11) geleistete Darstellung einer ans zwei
Grundbedingungen zusammengesstzten Bedingung durch einfache Grund-
bedingungen, hat man nur wiederholt anzuwenden, um auch das Pro-
duet von drei und mehr Grundbedingungen als Summe von einfachen
Grundbedmgnngen zu erhalten, wie folgende Beispiele aelgen, die sich
wieder auf.einen [9] beziehen sollen:



42 H. Scausesr,

(7,9)(5,8)(6,7) = (1,9)(3,6) = (3,6)(1,9) = (3,5) + (2,6),
oder:

(7,9)(5,8)(6,7) = [(5,7) +(4:8)1(6,7) = (3,5) + (2,6),
oder:

(1,9 (08)(6,7) = (5,1)(5,8) = (3,5) + (2,6);

(L,8)(1,9)(6,9) = [(1,7)4-(0,8)](6,9) = [(1,5) 4 (0,:6)] 4- (0,6)
= (115) +2. (076);
oder:

(1,8)(7.9)(6,9) = (1,8)[(6,8)+ (5,9)] = [(0,6)] + [(1,5)-}(0,6)]

= (1,5) + 2. (06).
oder:
(1,8)(7,9)(6,9) = (1,9 [(1,6)+ (0,1)] = [(1,5)+(0,6)] + [(0,6)]

= (1,5) + 2. (0,6).

Ferner:
(];8) (779) (679) (6;8) = [(175)+2 . (0)6)] (6)8) b (0»3) + 2.0= (073),
(1,8)(1,9)(6,9)%(6,8) = (0,3)(6,9) = (0,1);
B8)4NT9? = [BE)+ 2D+ (1,8)] [(6,9)+(7,8)]
= [3:4)+(2,5)+ (1,6)+(2,5) 4 (1,6) 4+ (0,7)

+(1,6)+(0,7)]
+ [25)+ (L) +01)]
=B +3.@5) +4.(16 +3.07),
BA)49) (1,923, = [(BA+3 . @) +4. 16)+3 . (ONI(BES)
=0+4+3.044.00,1)+3.0=4.(01);
(09)(6,9) = (0,7)(6,9)* = (05)(6,9)* = (0,3)(8,9) = (0,13

(4,9)! = [(4.97°T = [(4,5)+ (3.6)+ &, 1)+ (1.8)+ (0,92

= (4,5)* -+ (3,6)* 4+ (2,7)* + (1,8)* 4 (0,9)2

+2. (4’5)(376) +2. (4»5)(237) o iU

= (0,1)+ (0,1) (O, 10, )H-{0, 1)+ 2.0+ 2.0+ -

= 5.(0,1).
Diese Beispiele zeigen dreierlei: erstens, dass mit Hilfe der Hauptregel
(11) jede beliebige, aus Grundbedingungen zusammengesetzte Bedingung
schliesslich in eine Summe von nicht-zusammengesetzten Grundbe-
dingungen verwandelt werden kann, zweitens, dass man, falls die zusam-
mengesetzie Grundbedingung mehr als zwei Grundbedingungen enthilt,
meist auf mehreren Wegen zu dieser Summe gelangen, also Controlen
der Reechnung erhalten kann, drittens dass man, falls die Dimension
der zusammengesetzten Bedingung gleich der Constantenzahl 2(n—1)
des Strahles ist, zuletzt z - (0,1) erhalten muss, wo x eine nicht nega-
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tive ganze Zaohl ist. Da nun aber die 2(n—1)-fache Grundbedingung
{0,1) vor einem einzigen Strahle (F. 1) erfiilllt wird, so ist = die Anzahl
der Strahlen, welche die gegebene, zusammengeselste Bedingung erfiillen.
Damit ist also die Aufgabe, die Anzahl derjenigen Strahlen 2w finden,
welche belicbige, gegebene Grundbedingungen erfiillen, vollstindig gelost.
Beispielsweise libersetzen wir zwei von den in den obigen Beispielen
erhaltenen Anzahlresultaten in Worte:
(5,8) (3,8) (4,9) (7,9)* = 4. (0,1) = 4 bedeutet:

EBs giebt in einem [9] 4 Strahlen, von denen jeder in einem gegebenen
(8] liegt, und einen gegebenen, in [8)] liegenden [D] schweidet, ferner in
einem andern gegebenen [8] liegt, und einen gegebenen, in diesem (8]
liegenden |3) schuneidet, ferner einen gegebenen (4] und zwei gegebene [7]

schneidet.
4,9)* = 5. (0,1) = D bedeutet:
Es giebt in einem [9] b Strahlen, von denen jeder jeden von wier ge-
gebenen [4] schneidet.
Zam Schluss stellen wir noch fiir den vierdimensionalen, linearen
Raum die fundamentalen Anzahlen des Strahls zusammen:

OD=1; 0,2)24=1; 03)(1,H=1; (03)(23)=0; (1,2)(1,4)=0;
(1,2)(23)=1;

(0,4)* =15 (0,4) (1,3)==0; (1,3)*=1;

(0,3)(24)=1; (1,2)(24)*=1; 04 (1.4 (24 =1; (04)(2,3)(24)=0;

(1.3 (L4 24)=1; (1,3)(23)@4H=1; (14)°=1; (L*23)=1;
(1,4)(2,3)*=0; (23°=1;

(014) (2)4)3':: 15 (1,3) (274)3 =2; (1 >4)2(2;4)2= 2; (1)4) (2a3) (2,4)2 =1;

23224y =1;
(1,24 =3; (23)24)1=2; (24)=

§ 5.
Zahl der Strahlen eines [n], welche die einfache Bedingung, einen
gegebenen [»n—2] zu schneiden, heliebig oft, nnd ansserdem -
eine beliehige Grundbedingung erfiillen.

Durch wiederholte Anwendung der Regel (12) des § 4 erhiilt man
nach und nach:
(n—2,n) =(@n— 2, n)
(n—2, ”’)2:‘:(”‘"‘ 3, n) + (n—2, n— 1);
n—2, 0= (n— 4,0)4 2(n—3, n—1);
—2,W)t=m— 5 n)+ 3n—4,2—1)4 263, n—2)
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n—2, 0 =(@m— 6,n)+ 4(n—>5n—1)+bn—4,n—2);
(n—2,0) ={n— T,m)+ dn—6,n—1)+ 9(n—5n—2)
+ S5(n—4,n—3);
=20y =@m— 8 n) 4+ 6(n—Tn—1)+ 14n—6,2—2)
+ 14(n—5, n—3);
—2,nf=m— Qn)+ -8 n—1)+4+20n—"1,n—2)
L 28(n—6, n—3) - 14(n—>5, n—4);
(- 2,00 = (n—10,2) + 8n—9,n—1) 4+ 21(n—8, n—2)
C +48(n—T,n—3) 4+ 42(n—6, n—4);
u. 8w,

Man erkenut hieraus ohne Weiteres, dass die e-te Potenz von (# — 2,%)
gleich einer Summe von gewissen Vielfachen der Bedingungen

m—e—Ln,n—en—1),n—e+1,n—2),..

ist, und dass die letzte dieser Bedingungen ('n —-%e —1, = “Tﬁ"’)

: . . e+ 3 e—1 .
heisst, wenn e gerade ist, dagegen (n-- "; » M— s )helsst,

wenn ¢ ungerade ist. Bezeichnet man also den Coefficienten des k-ten
Addenden der Summe, welche gleich (n—2, n) ist, mit @ (e, k), so
ergiebt sich:
(1) (=2, 0 =g(e1).(0—e—1,1)+ (e, 2).(n— gu—1)

+ 9(63).(n—e41,n—2)

+ ¢le4).n—e+2,n—3)+4--,
welche Summe soweit fortzusetzen ist, bis eine Grundbedingung (a, b)
erscheinen wiirde, bei der @ S & wiire, und die also sinulos wiirde.

Das letzte Glied heisst also q)(e, .ic -+ 1) (n ——%e —1, n ——% e) ,

. 1 5 —1
weun e gerade ist, und q>(e, 8"12“ )~(n-— 6;_ , m— 5 ), wenn

¢ ungerade ist. Es handelt sich nun noch darum, den Coefficienten
o (e, k) allgemein durch ¢ und % auszudriicken. Um dies zu erreichen,
beachten wir, dass die obigen Coefficienten nach folgendem Bildungs-
gesetze entstehen. Xs ist immer:

erstens: (e, 1) =1,
zweitens: @ (e, k) =gple— LB+ ple— 1,5 —1),
drittens: ¢ (e, —;— et 1) =g (e —1, % e), wenn ¢ gerade ist,
Es ist also @ (e, k) so zu bestimmen, dass diesen drei Bedingungen

genigt wird. Der zweiten Bedingung geniigt bekanntlich jeder
Binomialeoefficient von der Form (¢ + €)1+ q, wo ¢ und d ganze Zahlen
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sind, und deshalb auch jede Summe von Vielfachen solcher Binomial-
coefficienten mit der Basis ¢ 4-¢. Um auch dér ersten Bedingung zu
gentigen, ist es am einfachsten, (e 4 ¢)r—; wit einer algebraischen
Summe von Vielfachen von Binomialcoefficienten additiv zusammen-
zusetzen, welche simmtlich die Basis (e -~ ¢) haben, und deren Index
kleiner als & — 1 ist. Aus den hiernach noch moglichen Funchionen
haben wir dann eine solche heravszusuchen, durch welche anch der.
dritten der obigen Bedingungen gentigt wird. So erhilt man:

2) ple, k)= (6 — -y — (6 — s

oder Functionen, die wegen der Sitze iiber Binomialcoefficienten mit
dieser identisch werden. Die erhaltene Function formen wir noch in
folgender Weise um:

— 1t —1)!
p&k) =(e—1)er — (e—1s= (k—.(le)!(el B (Ia~3)(£.:(e——)l:+2)¥

= (T.T%%%W [e—k+1)(e—k+2)—E—1) (k—2)]

. el ﬁm.“e’-2k—k3
= k—1le—Ek-+1)! e—l;+2 ?

also:
. —2k-+3
(3) P k) =1 - 67:;;_7%‘
Demmnach lisst sich die e-te Potenz der einfachen Grundbedingung
(n— 2, n) auf folgende Weise durch die e-fachen Grundbedingungen
ausdriicken :

@ @—2nr=@m—c—1Ln)+e T1-(n—en—1)

o=t —etln—2
e-—5

o tE et 2n—8)+ -,

welche Summe abzubrechen ist, sobald ein sinnloses Bedingungssymbol
erscheint, oder, was auf dasselbe hinauskommt, sobald ein Coefficient
Null oder negativ wird.

Mit Hiilfe dieser Formel kann man z. B. die 4dnzahl der Strahlen,
welche die beliebige Grundbedingung («, @) erfiillen und zngleich die
Grundbedingung (# — 2, #) (¢ 4+ « — 1)-mal erfiillen, direct dureh
und o ausdriicken. Zu diesem Zwecke hat man in(4) e=a 4 & — 1
zu setzen, und jede der Grundbedingungen (n—e—1, %), (n—&n—1),
n—e41,n—2) u s. w. wmit (¢, «) zusammenzusetzen. Die so
erhaltenen zusammengesetzten Bedingungen werden aber simmitlich
unerfiillbar, mit Ausnahme von (% — o, # — a) (@, &), wofiir sich nach
§ 4 (0,1) ergiebt. Bs ist also, da (0, 1) =1 ist, die gesuchte Anzahl
gleich dem Coefficienten, mit dem in (4) die Grundbedingung (n—a, n—a)
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multiplicirt erscheint. Es ist dies der Coefficient des (a + 1)-ten
Addenden, also

e—2a41
e“'m’
wo
e=a+a-—-1
ist, d. h.
eta—0 a—a _ (af a)! ae—a L e—a
al{e —1)! @ a'e a+a = (« +ak a-ta’
also:
5) (@, @) (n — 2, mete—t = 22 (e - a)a.

Demnach ist immer %I—% - (e + a), die Anzahl der Strahlen,

welche in etnem [n] einen gegebenen [a] schneiden, dabei in einem durch
[a) gehenden [a] liegen, und ausserdem (e 4 a — 1) beliebig gegebene
[ — 2] sckneiden Es ergiebt sich hieraus z. B. fir 4 =0, o =2,

dass es ;2 5 - (24 0), =1 Strahl giebt, der in unserm Raume in

einem gegebenen Strahlbiischel liegt und zugleich eine gegebene Gerade
schneidet; ferner fiir a = 1, ¢ =4, dass es In einem vierdimen-

sionalen, linearen Raume m (4+41), = 3 Strahlen giebt, die eine

gegebene Gerade und vier gegebene Ebenen schneiden, ein Resultat,
das schon am Schluss von § 4 vorkommt. Bemerkenswerth ist der Fall,

wo @ ==0 und « beliebig ist. Dann erhilt man P (a—}-—O)o =1.

Es giebt also in jedem [#] immer nur einen euum'en Strahl, der
durch einen gegebenen Punkt geht, in einem beliebigen, diesen Punkt
enthalienden [«] liegt, und « — 1 gegebene [n — 2] schneidet, gleich-
viel wie gross e ist.

Schliesslich bestimmen wir noch die Zahl (n—2, n)25-2, d. h. die
Anzahl der Strahlen, welche in einem [n] nur die einfache Grund-
bedingung hinlinglich oft, d. h. (2n — 2) mal, erfillen. Man kann
diese Zahl erstens aus (5) entnehmen, indem man sich unter (g, &)
die nullfache Grundbedingung (n—1, ») vorstellt, zweitens auch aus
(5), indem man sich unter (a, &) die einfache Grundbedingung (1n—2,%)
vorstellt, drittens aus (1), indem man ¢ = 2n — 2 setzt. Je nachdem
man den ersten, zweiten oder dritten Weg einschligt, erhalt man fiir
die gesuchte Z ahl

®)

— 1),,_1 oder

5 (@n—2),» oder

2n —
O1) - p@n—2,m) = @n—2y -
Alle drei Resultate erweisen sich als identisch und ergeben den Satz:
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Die Anzahl der Strahlen, welche in einem n-dimensionalen, linearen

Raume jeden von 2n — 2 beliebiy gegebenen (n — 2)-dimensionalen,
25— 1
linearen Rdumen eu schuneiden vermigen, belrigt (—gb—__——l}’—‘— .

Es wird vielleicht nicht iiberfliissig sein, dieses Resultat auch in
algebraischer Form auszusprechen Dass in einem [n] 27-—2 lineare
Riume (n— 2)-ter Dimension gegeben sind, bedeutet algebraisch, dass
21 — 2 Systeme von je zwei Gleichungen zwischen % Variabeln
Xy, &gy Xyy . -+, e von der Form:

{x,=a + @y &y a3 %y 0 v - G

z =0 Fa,x, + ayx - Gan
gegeben sind. Wenn pun ein gesuchfer Strahl einen solchen (%—2)-
dimensionalen Raum schneiden soll, so heisst dies, dass ein System
von # — 1 Gleichungen von der Form:

Ty = — Yy @y |- 25,

Zy = — Y32 + 7,

Ly == — ynxx + Zn
mit dem jenen Raum darstellenden Gleichungssysteme eine Werthgruppe
der z,, Z,, &5, - . ., £y gemeinsam haben soll. Hierzu ist erforderlich,

dass zwischen den 2% — 2 Grissen 4,, Y5, . . ., Yus Zoy g, « . +p 5 €iME
Gleichung besteht. Man erhdlt dieselbe durch Elimination der
Zyy Bay - -+ o 303 den 2 -} (n—1) Gleichungen der beiden Systeme.
in folgender Form:
M o~ ay2,+ay 2 +"'+“ﬂfﬁ_= a' a4t alzf a2, .
it wmy+ a9+ -+ a,y, 1+ta’y+ ay; +---+ ayy,

Da eine solche Bedingungsgleichung fiir jeden der 2# — 2 linearen
Riume stattfinden muss, so erhalten wir aus {6)*den Satz:

Finem System von 2n—2 Gleichungen, welche alle die Form der
gruppen der 2n — 2 Unbekannten Yo, Yo, o-<y Yny 2oy Z35 1« -y Bn GeRiigl.

in (1) angefithrien Gleichungen haben , wird durch

§ 6.
Zahl der Strahlen eines [x), welche die zweifache Bedingung, einen
gegebenen [%—3] zZu schneiden, beliebig oft, und aunsserdem eine .
beliebige Grundbedingung erfiillen.

Daurch wiederholte Anwendung der Regel (13) des § 4 erhiilf man
nach und nach:

*) Wegen dieser. Anzahl vergl. die Ammwerkung aunf Seite 27,
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(n—3,m) = (n— 3, n);
(n—3mpP=m— 5n)+ @m— 4n—-1)+ @— 3,n-2);
n—38mp¢ = (n— T,0)+ 2m— 6,n—1) 4+ 3@m— 5n—-2)
4+ (®— 4 n— 3);
m—=3nr=m— 90+ 33— 8n—1)+ 6(n— ,n-2)
4+ 6(n— 6,n—3)4 3(n— 5, n—4);
n—38m)> = (n—11,n) + 4m—10,n—1) 4 10(n— 9, n—2)
+ 15m— 8,n—3)+ 15(n— 7, n—4)
-+ 6(n— 6, n—5);
(n—38,0)8f =m—13,2) + 3(n—12,n—1) 4 15(n —11, 2 —2)
+ 29— 10, n—3) + O (n— 9, n—4)
+36n— 8 n—3) 4+ 15(n— 7,n—6);
U 8 W.
Hieraus ersieht man chne Weiteres:
(1 =38 n)r=9(El)n—2e~1,2) 4+ v, 2)(n—2e n—1)
+ ¥(6,3) (n—2¢-+1, 2 —2) - ¢¥(e,4)(n—2e+42,n—3)
+ - F et (n—e—1n—e), )
wo ¥ (e, k) den Coefficienten des k-ten Addenden der Summe bezeichnet,
die gleich (» — 3, »)* ist. Es handelt sich also nur noch darum, den
Coefficienten ¥ (e, k) allgemein durch ¢ und % auszudriicken. Zu diesem
Zwecke beachten wir das Bildungsgesetz, nach welchem die obigen
Coefficienten entstehen. Dieses lisst sich aunsdriicken, wie folgt:
erstens: ¢ (¢, 1) =1,
zweitens: Pe, 2y =e¢ — 1,
drittens: ¢(e, k) = ¢(e— L k) + ¢(e—1L,E—1) Fv(e— 1, k~2)
“fir 3T L e,
vierteus: ¥(e, e4-1) = Ppe—1, e—1).
Eine Ueberlegung, #hnlich der, welehe in § 5 einen Ausdruck fiir
®(e, k) liefert, fiihrt dazu, dass diesen vier Bedingungen geniigt wird,
wenn gesetzt wird:
@) vleh)=(e+k—38)s—e . (e+k—6)ste, (- b—9)py—---,
welche Reihe von selbst abbricht, sobald die Basen e + % — 3p der
Binomialcoefficienten (e-+% —3p)._s Kleiner als der Index e— 2 werden.
Wir beweisen zundchst, dass dieser Ausdruck von ¥(e, k) der dritten

der obigen vier Bedingungen gentigt. Zu diesem Zweck addiren wir
die drei Gleichungen :

Yle—1L k) =(eth—4)y —(e—1).(e4+h—T)_s
Fe—1, (e+b—10) 3 —- - -,
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Pple—1,%k—1) = (e+%k—b5)s — (e—1);.(e +5—8).-s
+ (o= Dy (et k=g — -+ -,
Pe—1)k—2) = (e+Ek—6)s — (e—1),.(e+k—9).3
+ (e—1b),. (e+k—12)p3 — - -
Die Summe der drei ersten Glieder rechts giebt nach einem bekannten
Satze iiber Binomialcoefficienten: (e4k—3),.e — (¢e+k —6).—e; die
Summe der drei zweiten Glieder rechis giebt analog:
— (e=1), [(e-E—8)cs — (e+E—)ecs],
die Summe der drei dritten Glieder giebt ebenso:
+ (e—1), {(e+Ek—9es — (e4+-5—12),], u. . W.
Demnach ist:
Pvle—L B+ v(e—1L,Ek—1) +¢v(e—1,k~—2)

= (e+k—38)e2— [1+(e—1)](¢e+FE—6)os

+ (e—1), 4 e—1),] (e k—9). s

— [(e— 1)y + (e— 1] (e4-h—12)s F - - -

=(e4+k—3)os — ¢ .(e+k—6)o + &,.(e+%k—9),—s

— e loFE—12) e - -,
welcher Ausdruck gleich (¢, k) ist. Dass ferner durch den Ausdruck
in (2)gauch der ersten und zweiten Bedingung geniigt wird, ergiebt
sich daraus, dags fiir £ = 1 und k = 2 alle auf das erste Glied folgen-
den Glieder Null werden, und dass das erste Glied zu (¢—2),s =1
bezw. zu (¢ —1)e—2 =¢ — 1 wird. Um die vierte Bedingung su be-
weisen, beachten wir, dass die Gleichung

v k) =vle—1Lk + yple—1k—1)+4 p(e—1,k—2)
oben fiir jedes % bewiesen ist, und dass man dieselbe deshalb auch
auf Coefficienten anwenden kann, die Null oder negativ werden. Wir
kénnen demzufolge die Coefficienten in den Ausdriicken fiir die Potenzen
von (rn—3, n) simmtlich auch dadurch erhalten, dass wir der Formel
(2) die Werthe von (2, k) fiir alle méglichen positiven % entnehmen,

und dann nur die erste, zweite und dritte Bedingung anwenden. So
ergiebt sich die Coefficiententafel:

e=2:it1ja]—1|—1)—1j ol o] ol ot o [0 |o
e=3:{1l2|3! 1 |—1|—3|—2]—1| o 0 0 0 0
e=4: ln 3 6 | 3 | —3|—6|l—6|—383|—1] 0 0 0
e=5:11|4/10]| 15 | 15 | 6 | —6|—15|—15/—10] —a | —1 | 0
e=6: ll 5|15 20 |40 |36 | 15 | —15{—36| 40| —29 | —~ 15| —5 |..
e=7:{ 1|6 21| 49 | 84 | 105 | 91 | 36 |—36|—01] 105 —8¢ | —49 ..
e=8: le | 7]98) 76 | 15e 258 2s0 |2m2 | o1 |—o1 232 280|288

Mathematische Annalen. XXVI, 4
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Da nun einmal in der ersten Horizontalreihe die Coefficienten 1, 1, 1,
—1, —1, —1,0,0, ... heissen, so muss in der zweiten Reihe der
fiinfte Coefficient das Negative des vierten, der sechste das Negative
des dritten, w. s. w. sein. Aus dieser Eigenschaft der dritten Reihe
folgt dann die analoge Eigenschaft der vierten Reihe u. s. f. Es ist
also immer (e, k) = — y(e, 2¢ — k4 3), und speciell ¥(e — 1, ¢)
= — ¢(e — 1, ¢ 4- 1). Hieraus folgt aber bei Anwendung der dritten
Bedingung die Richtigkeit der vierten Bedingung; denn

v et ) =y(e—1,e+1) + yle—1,¢) -+ ple—1,e—1)
wird wegen der eben bewiesenen Relation zu y(e,e1)=w(e—1,e—1).

Die Formel (1), deren Coefficienten nunmehr durch e ausgedriickt
sind, multipliciren wir jetzt mit der beliebigen Grundbedingung (a, ),
und bestimmen dabei ¢ so, dass die Dimension von (n—3, n)° (a, )
gleich der Constantenzahl 2% — 2 des Strahls wird. Dadurch erhalten

wir2e+4+2n—1—a—a=20—2, alsoe=-a—+:—_1—- Vonr den
entstandenen (27 — 2)-fachen, zusammengesetzten Grundbedingungen
(6, 0)(n—2e—1, n), (a,2) (m —2e,n — 1) u. s. w. werden nun

simmtliche unerfiillbar, ausser (a, «) (n — «, n — a) = (0, 1). Deshalb
a+ a—_l

ist die Zahl (a, &) (n — 3,n) *  gleich dem Coefficienten
p(2te=t a1 1),

fiir welchen sich aus (2) ergiebt:

(3) (3a+2a—5)a+a_5_(a+g—l)l. (3a +;x—11)

aa—>5
2 2

+(a+;—1)2_(3a+§_17

) 3.
ata—>5
2
Wir benutzen ferner die Formeln (1) und (2), um, mit Hilfe von
§ 5, Formel (5), die Anzahl der Strahlen zu berechnen, welche die Be-
dingung (n — 3, n) e-mal und die Bedingung (n— 2, n) (2n—2—2e)-
mal erfiillen. Fiir diese Anzah! erhilt man:

2 1 Qe —
(4) @r—2e—D)u- 2 T 4 [(e— Des]-@n—Ze—Daore 2507
+[ec—s)- (@0 —2e—1),_,- _2%
Fllet Demr—ey (6= Nems]-@n—2e—Dus- 7

etz —ey(e— Do) -@n—26 — g - 525 T o

Schliesslich setzen wir in (1)e=#%—1 oder in B)a=n—1, e ==,
und erhalten dadurch:
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(5) ¥(r—1,m) oder (21 — Ls— (1 — 1), @n—Thss
+(#—1),(20—10)u-5—---,

was nach Formel (2) identisch ist. Dieses Resultat lautet in Wortep:

Die Anzahl derjenigen Strahlen eines n-dimensionalen, linearen
Ravmes, welche jeden von n—1 beliebig gegebenen (n—3)- dimensionalen
Rdumen schneiden, betrigt:

@1 — s — (8 — 1), 20 — Dz + (4 — 1), (20— 10)us
— -1, 2n —13) 54 -+,
also z. B. fir n = 9:
14, —8, .11, + &, . 8; = 91.

In derselben Weise, wie fiir den Strahl habe ich auych fiir die
Ebene und fiir beliebig-stufige Hauptelemente einen Theil der Grund-
lagen zur Berechnung der zugehorigen fundamentalen Anzahlen fest-
gestellt. Doch werde ich in der Abhandlung, welche ich zunfchst
verdffentlichen werde, nicht diese Krweiterung des Inhalts der vor-
liegenden Abbandlung zeigen, sondern die hier gewonnenen Resultate,
namentlich den Inhalt von § 3 und § 4, dazu benuizen, um die Tan-
gentensingularititen eines in einem [#] liegendepn, (»— 1)-stufigen,
punktallgemeinen Raumes m-fen Grades, also n-dimensionale Verall-
gemeinerungen von gewissen vielstudierten Theilen der Flichentheorie,
anzahlgeometrisch zu behandeln,

Hamburg, October 1884.



