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SUR UN THt~ORI~ME Gt~NI~RAL RELATIF AUX I~QUATIONS 

INTt~GRALES DE PREMII~RE ESPI~CE 

ET SUR QUELQUES PROBLI~MES DE PHYSIQUE MATHt~MATIQUE x). 

Par M. # m i I e P i o a r d (Paris). 

Adunanza dell'ix luglio x9o9. 

Nous nous proposons de faire connaltre d'abord un thdor~me g~n~ral donnant la 
condition n~cessaire et suffisante pour qu'une dquation int~grale de premiere esp~ce 

(i) f(x) = K(x, y)F(y)dy 

puisse &re r~solue, et d'indiquer ensuite divers exemples emprunt~s ~t quelques problbmes 
de physique math~matique, comme le probl~me de l'armille avec chaleur sp~cifique va- 
riable, et le probl~me classique de DIRrCHLE~' pour le plan dans le cas off la solution 
peut &re raise sous la forme d 'un potentiel logarithmique de simple couche x). 

I. 

Un thdor~me gtndral relatif aux dquations intdgrales de premiere esp~ce. 

I.  Dans l'~quation ( I ) ,  f ( x )  et K(x,  y) sont deux fonctions donndes, et F(y )  est 
la fonction inconnue. Pour simplifier, nous raisons l'hypoth~se que f ( x )  et K(x,  y) 
sont des fonctions continues (on pourrait relativement ~t K se borner ~t le supposer 
sommable et de carr~ sommable);  quant ~t la fonction cherch~e F(y) ,  nous faisons 
l'hypoth~se qu'eUe est sommable et de carrd sommable. 

I1 est bien connu que l'dquation ( I )  n'a pas en g~n~ral de solution. On peut, sous 
une forme simple, donner la condition ndcessaire et su~sante pour la possibilit~ de la 

x) Les questions faisant l'objet de ce M~moire, ont ~t~ trait~es dans mon cours au printemps 
dernier. J'ai donn6 quelques indications ~t ce sujet dans les Notes: Qudques remarques sur les dquations 
intdgrales de premiere esp~ce et sur certains problbmes de Physique matbdmatique [Comptes rendus hebdo- 
madaire des s~ances de l'Acaddmie des Sciences (Paris), tome CXLVIII (t er semestre r9o9) , pp. 1~6pi568 
(s~ance du x4 juin i9o9)] ; Sur les gquations intdgrales depremi~re esp~ce [Ibid., id., pp. i7o7-i7o8 (stance 
du 28 }uin I9o9)]. 
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r~solution de l'bquation ( I )  aH moyen d'une fonction F(y)  satisfaisant aux conditions 
indiqu~es; c'est ce que je me propose de montrer. 

2. Je rappelle d'abord un rbsultat obtenu par M. ERttARD SCHMIDT dans ses belles 
~tudes sur l'bquation de FREDnOLM (Mathematische Annalen, tome LXIII). Soient les 
deux ~quations conjugu~es simultan~es 

~?(x) = ~ K(x ,  y )+(y)dy ,  
(2) 

+(x) = ~, K(y ,  x )~ (y )dy .  

I1 existe (sauf un cas particulier facile ~t caract~riser) une infinit6 de valeurs r~elles de 
). (qu'on peut supposer positives), pour lesquelles ces ~quations sont satisfaites autrement 
que pour 

~(x) = + (x) = o. 

Soient, rang~es par ordre de grandeur croissante, 

),,, ),,, . . . ,  ~,, . . .  

ces valeurs de 2,, et les valeurs correspondantes des ~ et des + 

(3) ~,, ~ , . ' . , ~ . , " -  

(4) +,, +, ,  " . ' ,  +.,  . . . .  

Les fonctions continues ~ et ~? forment un syst~me orthogonal et normal, c'est-~-dire 
que l'on a 

= o ) d x  = 

Et pareillement pour les t~. 
8. Nous aurons aussi besoin d'un remarquable th~or~me de M. F. RIEsz (G6t- 

tingen Nachrichten, x9o7). I~tant donn~e une suite telle que (3), orthogonale et normale, 
appelons, ~t l'exemple de certains g~om~tres allemands, coeficients de FOURIER d'une 
fonction f ( x )  relatiJs i~ cette suite les expressions 

~ bf( ( )d a = x)~. x x ( , ,=i ,  2,.. . ,oo). 

D'apr6s M. F. Rmsz, +tant donn+e une suite de nombres a ,  la condition n+cessaire et 
suffisante pour qu'on puisse trouver une fonction f ( x ) ,  sommable et de carr~ sommable, 
ayant les a comme coefficients de FOt3RIER~ est que la sgrie 

soit convergente ~). 

a) M. FISCHER a donn6 du th6ortme de M. F. RIESZ une seconde dtmonstrafion trts inttressante, 
off il s'appuie sur la notion de convergence en moyenne {E. FlscnrR, Sur la convergence en moyenne 

[Comptes rendus hebdomadaires des s~ances de l'Acad6mie des Sciences (Paris), tome CXLIV (i  e~ se- 

mestre I9O7) , pp. xo22-IO24 (stance du 13 mai 19o7)]; Applications d'un tb~or~me sur la convergence 

en moyenn, [Ibid., id., pp. 1148-Ii5I (stance du 27 mai 19o7)]1. 
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4. Envisageons maintenant l'~quation fonctionnelle (I) ,  et consid~rons les constantes 
~. et les fonctions ~. et +. correspondant, avec les ~quations (2), au noyau K(x, y). 
Je suppose de plus que la suite des o? soit ferm& a), c'est-s qu'il n'y air pas en 
dehors de z~iro de fonction b(x) satisfaisant aux relations' 

. . . .  , 

On a, dans ces conditions, le th6or~me suivant: 

La condition ndcessaire et su~sante pour que l'dquation ( I )  puisse gtre rgsotue par 
une fonction F(y)  sommable et de carrd sommable est que, en ddsignant par ales  coef- 
ficients de FOURIER de f(x) relatifs aux % la sgrie 

soit convergente. 

5. Tout d'abord la condition est n&essaire. Supposons l'~quation 0 )  v~rifi& dans 
les conditions indiqu&s. On aura 

a = x)~?.(x)dx = K(x, y ) ~ . ( x ) F ( y ) d x d y  

et, en se servant de l'~quation 

(5) +.(x)  --- ) .  K(y,  x)~. (y)dy ,  

on a de suite 

a - -  

Si donc on appdle B. le coefficient de FOURIER de F(y)  rdatff aux dt, on a 

B. = ),. a .  

Mais la fonction F &ant sommable et de carr+ sommable, la s6rie 

Y< 
est convergente, d'apr6s un th+orbme bien connu. II en sera de mgme de la sdrie 

Z ~2 a 2 
n n '  

comme nous voulions l'&ablir; la condition est donc ngcessaire. 
6. Inversement, supposons cette condition v&ifi& pour la fonction f ( x )  dont les 

a repr&entent les coefficients de FOURtER relatifs aux ?. I1 existera, d'apr+s le th~or~me 
de M. F. Rmsz, une fonction F(x) sommable et de carr~ sommable, ayant relativement 
aux + les coefficients de FOURmR 

) .  a .  
Posons alors 

s (6) ] , ( x )  = K(x,  y ) F ( y ) d y ,  

8) On verra plus loin les circonstances qui se pr6sentent quand la suite n'est pas ferrule. 
Rend. Cir~. Matem. Palermo, t. XXIX (xo sere. ~9Io).--$tampato il 3 novembre ;~o 9. n 
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et cherchons les coefficients a '  de FOURIER de f ,  (x)  relatifs aux 9- Les coefficients a' n 

sont donn~s par les int6grales 

- -  f ~ f  ( )~ ( )d a n ' - -  i X n X X .  
f 

Or on trouve de suite, en ufilisant l'~quation (5), 

f f a' = K(x,  y ) ~ . ( x ) F ( y ) d x d y  = F(y),~.(y)dy - -  - ~ .  . a n --- a . 

Donc tes coefficients de FOURIER de f ,  (x) relatifs aux ~ sont les m~mes qne ceux de 

la fonction donn~e f (x) .  Par suite, puisque le syst~me des ~ a dcg supposg fermd, on 
aura 

et l'~galit~ (6) nous donne 
f , ( x )  - -  f (x) ,  

f 
b 

f ( x ) - -  K(x,  y )F(y)dy ,  

ce qui d~montre bien que la condition est suffisante. Le th~or~me est donc compl&ement 

&abli. 

7. Nous avons suppos~ que le syst~me des q~ &ait fermL Si il en &ait autrement, 
on ne pourrait pas conclure n&essairement ~t l'identit6 de f ,  (x) et de f (x ) .  Le raison- 

nement montre seulement que 

~ b[f~ (x) - -  f ( x ) ]~ . ( x )dx  - -  o ( n =  ~, . . . .  , oo). 2 

La fonction f ,  - - f  rentre donc dans les fonctions h(x) telles que 

(7) b (x) % (x) d x ----- o (n = ,, 2 . . . .  , oo). 

On aurait donc la relation 

s (8) f ( x )  - -  b(x) + K(x,  y )F(y )dy ,  

h(x) &ant une fonction satisfaisant aux relations (7)- 
On pourrait se demander, quand b(x) n'est pas identiquement nul, si il ne serait 

pas n&nmoins possible de mettre f ( x )  sous la forme 

s (9) f ( x ) - -  K(x,  y)F (y)dy, 

F, (y) &ant une fonction convenablement choisie. La comparaison des 6quations ( 8 ) e t  

(9), donne 

0 o )  h (x) = b (x, y) F~(y)dy, 

en posant F~(y) - -  F ( y )  - -  F(y). 
Or de l'~quation (Io),  en multipliant par ~. (x )dx  et int~grant, on tire de suite, 

en tenant compte de (7), 

F , ( y ) + , ( y ) d y  = o . . . ,  
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Or de la th6orie du syst~me des 6quations conjugu6es (2), telle qu'elle a 6t6 d~velopp6e 
par M. SCHMmT, il r6sulte que les ~quations (I I) entralnent l'idendt6 

f b~(x, y ) F ~ ( y ) d y =  o. 

Done b(x) serait identiquement nul, ce qui est contraire ~t notre hypoth~se. 
Nous conduons du calcul pr6c4dent que, quand [e syst~me des 9 n'est pas ferm6, 

il peut &re impossible de satisfaire ~ l'6quation fonctionnelle ( I )  consid6r6e au d6buti 

quand bien m~me la condition relative ~ la convergence de la s6rie Y),.~a~ est v6rifi6e. 
8. Nous avons suppos~ la fonction K(x, y) continue, mais si cette fonction est 

sommable et de carr6 sommable, on voit ais6ment que rien n'est chang6 ~l nos conclu- 
sions. I1 en est ainsi en parficulier, si K(x, y) devient infini comme 

log [x - -  y[; 

c'est ce qui se pr6sentera dans une application que nous ferons plus loin. 
Quam ~l la foncfion f(x), elle a 6tb suppos+e continue, mais c'est manifestement 

l~t encore une hypoth~se trop restrictive. On pourrait, par exemple, supposer qu'elle a 
un hombre limit6 de sauts brusques finis. 

9. Si la fonction K(x, y) 6tait sym~trique en x et y, la th6orie pr&6dente est 
susceptible de simplification. On peut en effet consid6rer, au lieu du systbme (2) l'6- 
quation 

s ~(~) = ~ K(x, y)~(y)ay. 

II y a des valeurs singuli~res 

~ ,  ) , , ,  . . . , ) , , ,  . . .  

qu'on peut supposer rang~es par ordre de modules croissants. Les raisonnements faits 
plus haut subsistent, et on aura toujours ~t consid~rer la s~rie 

Si on avait 
K(x, y)--- H(x, y)p(y), 

H(x, y) &ant sym&rique, et p(y) &ant une fonction positive de y, l'~quation 

f ( x ) =  K(x, y)F(y)dy 

devient, en posant 

f (x) f , (x) F, (y) 
Cp__~, F(y) = CFG5 ' 

L ( , O =  H(x, y ) ~ ( y ) F , ( y ) @  

qui nous ram~ne au cas sym&rique. 
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II. 

Le probl~me de l 'armille.  

xo. Le probl~me de l'armille avec chaleur sp&ifique variable et sans communica- 
tion calorifique avec l'ext~rieur nous donnera l'occasion de v~rifier les conclusions pr& 
c~dentes dans des circonstances diff6rentes seulement en apparence. On sait que ce pro- 
blame conduit ~l l'~quation aux d&iv~es partielles 

~/(0) Ob~ O'V 
- ~ 0  ~ , 

.4(0) &ant une fonction positive et de p~riode 2r~. 
Remplaqons l'angle 0 par x, et &rivons l'~quation 

( i2)  02 g - A(x" 0 V 
Ox = -  ) ~ t  ' 

A ( x )  &ant une fonction positive et de p~riode b -  a, de sorte que x = a et x = b 
(a ~ b) correspondent aux extr~mit~s de la circonf&ence de l'armille transform& en 
droite. 

Posant dans l'/Nuation ( I2)  

v(x, 0 = e-~ .y(x), 
nous sommes conduit t l'~quation 

( i3)  d~Y d x, + ?~A(x)y - -  o. 

Comme on veut que V(x,  t) soit p~riodique en x, avec p&iode b- -a ,  il faut &udier 
les cas off l'~quation ( i 3 ) adme t  une int~grale p&iodique. Quoique ce probl~me ait 
d~j~ fait l'objet de bien des recherches, je reprendrai sommairement la question, ayant 
besoin de fixer l'ordre de grandeur des valeurs singuli6res. 

I L II r~sulte tout d'abord, de propositions ~l~mentaires relatives aux ~quations dif- 
f~rentielles lin~aires, que les valeurs de ?, pour lesquelles l'~quation (13)admet  une 
solution p~riodique de p~riode b ~ a, non identiquement nuUe, sont racines d'une cer- 
taine fonction enti&e; nous appellerons ces valeurs de X valeurs singuli~res. II est aussi 
tr~s ais~ de voir que les valeurs singuli6res sont rgeUes et positives. 

Montrons maintenant que les valeurs singuli6res sont en hombre infini. On sait 
qu'l l'~quation ( i3)  correspondent des valeurs positives de ~,, en nombre infini, 

(x4) X,  X , . . . , X , . . . ,  

telles que une int~grale y (non identiquement nulle) s'annule pour x - - a  et pour x = b; 

nous appellerons q~ l'int~grale nulle en a et b, d&ermin& ~ un facteur constant pros 
et correspondant ~ ),~. 

Envisageons maintenant l'int~grale de (13) (X &ant arbitraire) 

u(x, x) 
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prenant pour x- - - -a  et x - - b  la valeur un. La fonction u(x, ;0 envisag~e comme 
fonction de ),, ne peut avoir d'autres p61es que des points figurant dans la suite ( i4) .  

Supposons que ),~ ne soit pas p61e de u(x, 90; je dis que l'6quation ( I3 )  aura 
alors une solution p6riodique pour ),----),;. Soit en effet dans le voisinage de ) , - - ) , ;  

u(x, X) = y o  + ( X - - X , ) y ,  + . . . ,  

yo prenant n6cessairement en a et b la valeur un, et y , ,  y~, . . .  s 'annulant en a et b. 
En substituant u(x, ),) clans l'6quation ( i 3 )  , nous avons 

d~Y~ + X~A(x)y o - -  o;  
d x ~ 

comme d'ailleurs 

a~j__~ + x;`4(x)~; = o, 
d x 2 

on d~duit de ces deux derni~res relations 

( d 1 ~ dY~ ~ Y o ~  : o ,  
~?i dx  

c'est-~l-dire 

dx L = ~ ax L"  
La fonction ?~ s'annulant en a et b, et sa d6riv6e prenant la m~me valeur en a et b, 
il en r6sutte qu'elle admet bien la p6riode b ~ a. 

On  remarquera que la circonstance indiqu6e ne peut se pr6senter (si elle se pr6- 
sente) que pour les )~ d'indices pairs; ce qui se volt de suit% en se rappelant que le 
nombre des racines de 9~ entre a et b est pr6cis6ment 6gal ~ i - -  I. 

Ia .  Soit maintenant ),; un p61e (n6cessairement s imple)de u(x, )0" Cherchons le 
signe de la diff6rence 

un peu avant et un peu apr~s le passage de ), par ),~. Nous avons dans le voisinage 
de ), - -  X~ 

u(~,  x) = x - x------~ + ~o + ~. (x - x,) + . . . ,  

~o prend en a et b la valeur un~ et ~ rentre dans le type des fonctions de ce nom, 
la constante (non nulle) se trouvant compl~tement d&ermin~e. En subsfituant~ on a 

d 2 ~ 
x' + x,,4 (x) ~, = o, 

d 2 v o 

ax ~ + ,4(~)~, + ~, ,4 (x )~o= o. 

On en tit% en mulfipliant respectivement ces 6quations~ par ~o et 9~ retranchant et 
int~grant 

dx  L - -  ~, dx  L = d ( x ) ~ ( ~ ) d x  > o. 
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Or 

- = ' d x  ] "  -] - . .  . . 

Nous en concluons que 

passe du signe moins au signe plus, quand ), passe par ;~i" 

Soient alors deux p61es consdcutifs ~ et ;~p de u(x, )0. II y aura certainement 
entre 7.  et ),pau moins une valeur cherch6e de ),; car la difference 

continue entre ) , - ~ - ~  et ~ p -  ~, passe du signe plus au signe moins, quand ), varie 
dans cet intervalle. I1 y a donc une valeur de ~, au moins entre )'met ),p, telle que u 

du 
prend la valeur un en a et b, et que dxx a aussi la m~me valeur en ces points. Pour 

cette valeur de ),, u(x, ;~) est alors p&iodique. 
x 3. On peut aller plus loin, en montrant que la diff6rence 0 5 )  va toujours en 

diminuant quand ~ varie entre ),,~ et ),p, de sorte qu'il n 'y a entre ;~,~ et ~ qu'unt 
seule valeur de ). correspondant ~t une solution p6riodique. 

La v6rification est imm6diate. Soit )'o quelconque entre ) ,  et ),p; on a 

u(x, ~) = u ~ + ( ~ - -  ~o)U + . . . ,  

u o &ant 6gal ~t un en a et b, et les autres u &ant nuls. On substitue dans l'6quation, 
ce qui donne 

d 2 u ~ 
dx  ~ + ;~oA(X)U o = o, 

d'o6 se d6duit 

et par suite 

d x l o  > 

Or prenons la d6riv6e de (I•) par rapport 
d4riv4e est 

d 2 u x 
dx2 + ~4(X)Uo + ~o,4(x)u, = o, 

duo du,Xbf 
uo )o = ,4(x)u:dx > o 

d x ] b "  

),, et raisons ) , - - ) ,o ;  la valeur de cette 

dx,]  b - -  ~ dx  ],,; 
eUe est donc n6gative, comme nous voulions l'&ablir. 

II y a donc une seule valeur singulibre entre deux p61es r de u(x, ~). 
I1 r6sulte de ce qui pr&6de que tes valeurs singulibres de ), sont en nombre infini; 
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&rivons la suite de ces valeurs singuli~res 

o, k, ,  k~, . . . ,  k . ,  . . . ,  

la valeur ~gro &ant manifestement la premiere. Comme les ) .  sont de l'ordre de n ~, 
le th~or~me du w precedent nous apprend que les k. sont aussi de rordre de n ~, r~sultat 
important pour h suite. 

En #n~ra l  [c'est-s quand la fonction positive p~riodique A ( x )  est quelconque] 
les ),~ ne sont pas des k~, et entre deux X il y a un k. 

x4. Dans certains cas particuliers, il peut arriver qu'un ), soit un k. Nous avons 
vu au ~ I I qu'il enes t  ainsi, si un certain ),~ n'est pas un p61e de u(x, ),); it arrive 
alors que % admet la p~riode b -  a. J'ajoute qu'il y aura pour ). = ~.~ une autre 
solution p~riodique lin~airement ind~pendante de ~ .  En effet )'i-, et ),~+, SOFt n&essaire- 
ment  ici des p61es cons&utifs de u(x, ~) (volt la fin du w I I ) ,  et il r+suke du 
raisonnement du w I2 que 

u(x, x,) 
est une solution p&iodique, manifestement distincte de 9~. Ainsi donc, l'+quation 

d'y 
dx  +x A(x)y = o 

aura, dans le cas particulier qui nous occupe, deux solutions ptriodiques lin~airement 
ind~pendantes. 

La r~ciproque est exacte, c'est-A-dire que si l'~quation 

d'y 
d x  ~ + k~A(x)y = o 

a toutes ses solutions ptriodiques, k~ fait n~cessairement partie de la suite des ),~. D~- 
signons en effet par f~(x) et F~(x) deux solutions linLairement ind~pendantes de l'~qua- 
tion ci-dessus. Il est clair que f~(a) et F~ (a) ne sont pas nuls ~t la fois, si non toutes 
les solutions de l'~quation s'annuleraient en a. On  peut choisir les constantes ,t et 
de mani~re que 

xfi (a) + ~ F, (a) ---- o. 

Alors ~ f ~ ( x ) +  ~F,(x)  s'annulera en a et b; donc k~ est un X .  
On peut encore se demander quand l'+quation 

d'y 
d x  ~ + XiA(x)y  = o 

a une solution p~riodique, si on  est n~cessairement dans le cas du commencement de 
ce w off ~i admettait la ptriode b -  a. I1 e n e s t  bien ainsi, car autrement l ' tquation 
admet n~cessairement une int~grale p+riodique prenant la valeur un en a e t  b, que nous 
d~signerons par U. Des deux 6quations 

d ~ ~i 
dx" + X A(x)  = o, 

d ~ U 
d x' + A(x) U = o, 
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on d6duit imm6diatement [ d ~  [d~ i  \ d x  L = \ d x  ]~' c'est-h-dire que % est p~riodique. 

Nous pouvons r~sumer ce 5, en disant que tous les cas et les seuls cas off, pour 
une valeur de ),, l'~quation 

d2y 
d x  ~ -.[- ~XA(x)y = o 

a toutes ses solutions p~riodiques, est celui off ). fait ~. la fois partie des ~.~ et des k . .  
x 5. Le cas particulier vis~ dans le ~ precedent se rencontre toujours (sauf pour 

) , - - o )  quand A ( x )  se r~duit ~. une constante A. Le calcul se fair ici compl~tement; 
o n  a 

n~ ~ 4 n~ ~ 
~- - . 4 ( b - -  ~ y '  k = ~4(b - -  ~)" 

tous les k sont donc des )., A l'exception de k - -  o. 

A k correspondent les deux solutions p+riodiques distinctes (n- -~  o) 

2 n ~ x  2 n r c x  
et sin - -  cos b ~ a b ~ a 

I6.  D'une mani~re g~n~rale d~signons, comme plus haut, par 

(i6) o, k,, k ~ , . . . , k , . . .  
la suite des valeurs singuli~res, et par 

(17) 0o ,  0 , ,  ~ ,  . . . ,  ~I,, . . .  

les solutions p6riodiques correspondantes; la premiere �9 o est une constante. I1 peut arriver 
exceptionnellement que deux k cons6cutifs soient 6gaux, soit k i = k i +  ' , mais les fonc- 
tions correspondantes q~ et ~ + ,  ne sont pas identiques. 

On  peut supposer que les * forment un syst~me orthogonal [[e poids ~tant .4 (x)]. 
II e n e s t  n6cessairement ainsi pour deux �9 correspondant A des valeurs diff6rentes de 
k, car on d~duit de suite des 6quations diff6rentielles 

f ~ .4 (x) % (x) % (x) d x = o (kin r k~). 

Si, ayant k~ - - k i +  ~ , on n'avait pas 

f ~ A ( , O * , ( x ) * ~ + , ( x ) d x  = o, 

on prendrait, au lieu de ~ et *~+~ les fonctions ~ et ~ O ~ t - ~ + , ,  ~ ~tant une con- 
stante convenablement choisie pour que la condition d'orthogonalit~ soit alors v~rifi~e. 

Enfin, puisque les �9 sont d&ermin~es seulement A un facteur constant prbs, on 
peut.supposer que pour m = n  la valeur de l'intbgrale soit l'unit& On  a donc relative- 
ment  ~ la suite (x7) 

f b , 4 ( x ) % ( x ) , . ( x ) a x  = o ,  
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xT. La suite des �9 est ferrule, comme nous aUons m~imenant l'&ablfi'. Nous mon- 
trerons que, si l'int~grale 

f bf(x) ~ .  (x) x - -  o (n = o, ,, 2 . . . .  , ~), d 

f ( x )  &ant une fonction continue de a ~t b (n'&ant pas n&essairement pCriodique), on 
a n&essairement 

f ( x )  = o 

identiquement. Envisageons en effet l'~quation 

(i8) d x ~ + ~ d (x) y - -  f (x) .  

Quand ), est arbitraire, il y a une int~grale de cette ~quation, continue ainsi que sa 
d~riv& premi~re~ et ayant la p&iode b - -  a. On le montre en consid~rant deux solutions 
distinctes 

x) et x) 
de l'+quation sans second membre, et r~pondant pour ~c - - a  ~ des conditions num~ri- 
ques (c'est-~-dire ind~pendantes de ),), de sorte que y. et y, sont des fonctions entikres 
en ),. En appliquant la m&hode de la variation des constantes~ on ales deux ~quations 

a c, tiC, 
-dx y' q- ~ Y2 = o, 

dC, dy, dC~ dy, 
dx dx ~" dx d x - - f ( x ) .  

Par suite C, et C~ sont eux m~mes des fonctions enti~res de )., avec chacun une con- 
stante additive. On d&erminera ces deux constantes~ de manRre que~ pour x - - - a  et 
x - - b ,  la fonction C,y , -F C~y~ et sa d&iv& premRre aiem les m6mes valeurs; 
ceci sera possible h moins que ), ne soit 6gale ~ une des valeurs singuli~res o~ k,, 
k~, . . . ,  k. ,  . . . .  

D~signons donc par y(x, ~) la solution de p~riode b ~ a de l'~quation 0 8 ) .  
Cette fonction de ~. ne peut admettre d'autres p61es que les k, ceux-ci &ant alors des 
p61es simples, comme on te v~rifie ais~ment. 

Je dis que si on a 
E b ~  

.t -] (x)* .  (x)dx --- 0 (n quetconque), 

la fonction y (x,),) n'aura pas de p61es. Soit en effct dans Ic voisinage de )~ -- ki, 

y(x, + . . . ,  

~t &ant une constante, et les g: &ant des fonctions continues p6riodiques ainsi ~l~ae 'lem-s 
d6riv&s premieres. La substitution dans l'dquation 0 8 )  donne 

d~ ~i 
d,x + = o, 

d x ~ -]- ~,l~,A(x)-}- k , A ( x ) z ~ - - f ( x ) .  

Rend. Cir~. Matcrn. Palermo, t, XXIX (t ~ sem. ~gxo) , -  Stampato il 4 novcmbre ~9o9. x2 
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On en conclut, en multipliant par ~ et ~,;, puis int6grant, 

~x A (x )#~ (x )dx  = f(x)av;(x)clx = o. 

Donc ~ est nul, et par suite k; n'est pas un p61e. 
II r6sulte de l~l que y (x, ~) est une fonction enti~re de X. On va voir que cela est 

impossible, si f ( x )  n'est pas identiquement nul. 
I8. Formons, ~t cet effet, la fonction enti&e de ;~ 

s ~(~) = ,~(x).y(x, ~)dx. 

En posant 

y - - - y o + ~ , y , q - . . .  + V y . q - -  . . . ,  
les y &ant p&iodiques ainsi que leurs d&iv&s premibres, on a manifestement 

a'y__~o =/(x), 
d x ~ 

day, 
(E) ~ + .4 (X)yo = o, 

�9 ~ �9 �9 �9 . ~ �9 . ~ ~ �9 . �9 

d~y. 
+ A(x)y._,  = o. 

Nous &rivons alors 

V(~) = W o + W ~ + . . .  + W'.X" + . . . ,  

oh les W sont du type de constantes envisag6es pour la premihre lois par SCnWARZ. 
On a d'une mani&e g6n&ale 

W. = A(X)yoy. dx, 

et toutes ces constantes sont positives, car des 4quations (E)  il r6suke que l'on peut 
&tire 

s w,._, = ax, w ~ =  .4(,O/.ax. 

De plus, d'apr& le mode de raisonnement devenu ctassique de Scnwa~z sur ce 
type de constantes, on a 

w w. w 
~ < ~ < . . .  <w-TZ_ <..., 

ces consid&ations supposant d'ailleurs que f ( x )  n'est pas identiquement nul. Dans ces 

conditions, 
w. 

aUant en croissant, a n&essairement une limite. Celle-ci est finie, sinon la s&ie F( ;  0 
ne convergerait que pour ?, ~ - o .  D'autre part cette limite n'est pas nulle, d'aprhs Ies 
in6galit~s ci-dessus; mais alors, la s&ie F 0 ,  ) a un rayon de convergence fini et n'est 
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donc pas une fonction enti~re. I1 y a donc une contradiction, et par suite f ( x )  est iden- 

tiquement nul. II est ainsi dtabli que le systbme des �9 est fermL 
19. Le probl6me de l'armille fournit un int6ressant d&eloppement en s~rie, celui 

d'une fonction donn& f ( x )  suivant les fonctions t l , ,  et cette question nous conduit 
diverses remarques se rattachant A la premiere section de ce travail. Supposons que la 

fonction f ( x )  soit une fonction continue ainsi que sa d6riv& premi6re, ces deux fonc- 

tions ayant la p6riode b - - a ,  et supposons de plus que la d&iv& seconde f " ( x )  existe 
et soit continue. 

On peut alors d&elopper f ( x )  en s~rie suivant les @, 

tl~eo 

(19) f ( x ) - -  Z a 0 ,  
n~o 

off le coefficient a m est donn6 par 

a . -  .4( ,Of(x)*~(x)dx.  

Nous allons montrer que la sdrie 

Y k;a; 
est convergente. En effet, l'~quation 

permet d'&rire 

d ~ 
dx ~ + k A ( x ) *  = o  

I /~b d 2 

En int~grant par parties, et se rappelant les hypotheses fakes sur f (x ) ,  on a 

If a = k *(x)f"(x)dx, 
ou encore 

k. an = --.[.4 (x)*. (~)L (x)d x, 

en posant 
F(x) 

L ( x ) -  .4 (x)  

Le th~or~me est alors d~montr6~ car~ si on pose 

~ , =  a(x)*n(x)L(x)dx, 

on sait que la s~rie ) - - ~  est convergente, comme il r6sulte de l'6galit~ classique 

~ A ( x ) [ Z , ( x ) - ~ , , ,  . . . .  ~ , ~  .4(,0/~(x)dx ~ : - - '  --~' �9 ~ ~ 2 ~ ' ' "  n" 

Nous wyons doric que la s/rie 

est convergente. 
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On remarquera que nous sommes ici tout ~ fait dans le m~me ordre d'id~es que 

dans la section I, et que la s6rie de terme g6n6ral ~-k~a~ intervient au fond dans les 
m ~ e s  conditions qu'aux ~ 5 et 6. 

2o. J'ai d~montr6 de la mani~re suivante dans rues lemons de l'ann~e derni~re la 
formule {~9) relative au d6veloppement de f(x). 

La fonction �9 a certainement des racines entre a et 3. Soit e l'une d'elles; no~as 
poarroas &rite 

s �9 = O'.dx, 

d'ofi, en appliquant l'in~galit~ dite de SCnWARZ, on aura 

et par suite 

car on a de suite 

Nous avons donc 

f x  d x f x  0 2 ~ 0 ,2 �9 dx 

fa 
b 

O" < 0'" dx.(b - -  a) = k..(b - -  a), 

f bO~dx --  k.. 

I*.1 < Cb - a.  r  
D'autre part, avec les notations du w pr~c~dent~ 

~X 

a n - - -  k ' n 

la s~rie Y 2 ~tant convergente. 
Nous pouvons alors montrer que la s~rie 

Yla,  I.I*,I 
est uniform~ment convergente dans l'intervalle (a, b). 

II suffira de montrer que la s&ie 

Z .I%I 
est convergente. Or, d'apr~s une in~galk~ ~l~mentaire, 1~ somme 

est infkfi~re t, la racine carrie du produit 

( ~ ) "  ( ~ : )  " 

Or nous avons vu plus haut que k~ &ait de l'ordre de ~2, c'est-t=dire ~tait-~gal t 
~2 multipli~ par un nombre restant compris entre deux nombres fixes positifs. Chacun 
des termes du produit est donc aussi petit que l'on veut, s in  est assez grand (m ~tant 

(n < m) 



SUR UN TH~OR~ME G~N~RAL REL&TIF AUX ~QUATIONS INT~GRALES, ETC. 9~ 

quelconque, sup~rieur h n). La convergence uniforme et absolue de la sirie 

Z a. ~,, 
est donc dtablie. 

2I.  It est ais~ maintenant d'&ab|ir que cette s&ie repr~sente f (x) .  Consid6rous en 
effet la difference 

/ ( x )  - 

que nous d~signerons par R (x). Le calcul de l'int+grale 

,, . . . ,  oo) 

est imm~diat. Sa vakur est nulle, et, puisque le syst&ne des ,~ est fermd (w I7) il en 
r~sulte que R(x)  est identiquement nulle, et par suite 

f & )  : Y 

ce qui d~momre ls possibilit+ du d&eloppement. 

Ill. 

Star 1~ probl&ne de~ Dtrichlet dans le pla~ et s~r. le 
po~entiel logari~bmique de simple couche. 

~ .  Consid6rons dans te pL'm un contour C. On sait que l'on peut mettre la 
fonction harmonique continue dans C, et prenant sur C une succession donn~e de va- 
leurs sous la forme dun potentiel de doubb touche, et il est bien connu que le probl~me 
pos~ sous cette forme conduit ~ une ~quation de FREDHOL~t. Cherchons d'une mani~re 
analogue si la solution du probl&ne de DIRmnLET est possible sous ia forme d'un po- 
tentieI logaritbmique de simple coucbe. 

En appelant s l'arc de la courbe C, soit f ( s )  la succession des valeurs donn~es sur 
C. D&ignons par r la distance de deux points du contour correspondant ~t s e t  ~t ~. 
La r+ponse h la question posbe sera atfirmative, si l'on peut r~soudre l'~quation int& 
grale de premiere esp&e 

f ( s )  = O (a) log ~ d~ (t = lo~g,~z de C), 
r 

l'inconnue &ant la ionction p (n). 
I 

Le no~r l o g - 7  est ici une fonction sym&rique de se t  de a. U devient d'ailleurs 

infini pour s - - %  mais dans des conditions qui ne modifient en rien la th~orie de la 
section I (] 8). A cause de ls sym&rie du noyau, nous avons ici ~ consid+rer l'unique 
~quation 

s § q~ (s) - -  ;~ log 
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qui conduit aux valeurs singuli&es et fonctions correspondantes en nombre infini 

)',' )'2, " " ,  ) ' . ,  " " ,  

~,, ,%, . . . ,  %, . . . ,  

ces fonctions &ant orthogonales. 

28. Montrons tout d'abord que le systbme des ~ sera ferm6 en ggngral; il ne peut 
y avoir d'excepfions que dans des cas particuliers. Supposons en effet que le syst6me 
ne soit pas ferm& On aura pour une certaine fonction b ( , )  

= o ( . = , , 2  . . . .  , oo). 

D'apr~s la th~orie g~n~rale de 
tions entrainent l'identit~ en s 

(20 )  

M. SCHMIDT relative aux noyaux, sym&riques, ces ~qua- 

f lb(o) log I d ~ = o .  
?- 

Cette identit~ signifie que, pour une couche de densit6 b(~) &al& sur C, le potentiel 
logarithmique correspondant est nul sur C, et par cons6quent nul ~t l'int~rieur de l'aire 
limit/~e par C. L'attraction de la couche (attraction en raison inverse de la premiere 
puissance de la distance) sera donc nulle sur tout point int~rieur. Mais on peut se 
poser ce probl~me de trouver une couche sur C sans action sur un point int&ieur; 
il se traite, en &rivant que la d&i%e normale intdrieure du potentiel logarithmique de 
simple couche est nulle sur C. Ceci conduit h une 6quation de FREDHOLM sans second 
membre, qui, ~t un facteur constant pros, poss~de une seule solution. Le probl~me pos6 
est donc, h un facteur constant pros, compl&ement d&ermin6, et le potentiel correspon- 
dant aura une valeur constante, mais cette valeur ne sera pas nulle en gdndral, et, par 
suite, il n'y aura pas de fonction b( , )  r6pondant ~t l'6quation (2o), en dehors de Z&o. 

I1 peut &idemment arriver dans certains cas particuliers (c'est4t-dire pour certains 
contours C sp&iaux) qu'il en soit autrement. }~tudions ~ cet effet le cas d'une circon- 
f6rence. Envisageons le cas d'une couche sans action sur un point int6rieur. D'apr~s 
la formule g6n&ale donnant la d6riv& normale int~rieure du potentiel logarithmique, 
on aura 

I f COS + b(s) - g  = o, 

off + d~signe l'angle que fait la normale int&ieure en s avec la direction aUant de s 
/t ~. Or ici, puis qu'il s'agit d'une circonf~rence, on a 

r 
- -  = R c o s  + 

2 
On a donc l'~quation 

(R &ant le rayon). 

I 
j h(,Od,  - -  o. h(s) 2 = R 

Cette ~quation montre que h(s) est ind~pendant de s. Ainsi la densit~ b corres- 
pondant ~ la couche cherch& est constante, soit F; le potentiel logarithmique corres- 
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pondant est +gale ~ la constante 

f Zd (r # o). F. log r 

Or le calcul de cette int~grale est imm~dia b car~ &ant constante sur C~ elle sera con- 
stante ~t l'int~rieur. Si donc nous nous pla~ons au centre, nous aurons pour le potentiel 
l'expression 

I 
r .  log -R- 

qui ne sera pas nulle saul dam le cas particulier R ~ i. 
24. Revenons au cas g6n6ral~ o ~  le contour C &ant quelconque~ la suite des ~? 

est ferm6e. Supposons, pour fixer les id6es~ la fonction f(s) continue ou pr6sentant un 
nombre limit6 de sauts brusques finis. D'aprbs le th6orbme g6n6ral de la premi6re partie, 
en posant 

fo ' f (  a .  = 

la condition n&essaire et suffisante pour que l 'on puisse avoir un potentiel logarithmique 

prenant les valeurs f (s)  sur C (la densit6 satisfaisant aux conditions de sommabilit6 
indiqu6es) est que la sgrie 

)--)..~ a~ 
soit convergente. 

Cette condition ne sera pas remplie en g~n~ral, en supposant m~me clue la fonction 
f(s)  soit une fonction continue pr~sentant la p~riode l~ de mani~re que la succession 
des valeurs donn~es sur C soit continue. Nous indiquerons tout ~ l 'heure un exemple 
pour la circonf&ence. 

25. Si la suite des ~ n'&ait pas ferm~e, il y aurait, d'apr~s ce que nous avons 
dit plus haut, une fonction h(~) d&ermin~e ~t un facteur constant pros pour laquelle 

f ~ h ( ~ ) ~ . ( ~ ) d ~  = o (,, = ~, 2 . . . . .  o O. 
t /  o 

En se reportant aux d~monstrations des w 6 et 7, on voit que f(s)  ne serait 
pas n6cessairement 6gale ~t f ,  (s) (nous supposons remplie la condition de convergence 
de la s6rie), mais on pourrait avoir 

f(s)  - -  f1(s) + Ah(s), 

.4 &ant une constante non nulle~ et par suite on aurait 

p l I 
f ( s ) - -  Ah(s) + Jo log --~-. ? (~)d ~. 

On  a vu (w 7) que h(s) ne pourrait  pas se mettre sous la forme d'une int6grale du 
type du second terme, et par suke f(s)  n'est pas susceptible de la forme cherchbe. 

26. Le cas particulier de la circonfbrence v a n o u s  donner des exemples des diverses 
circonstances qui viennent d'&re indiqu~es. II est facile de trouver ici les valeurs sin- 
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guli~res correspondant ~ l'~quation 

fo , 9(s) - -  7, log -7- 9 ( , ) d ,  = o. 

En prenant comme variable l'angle polaire 0, nous avons 

f o  2~ I (2i)  9 ( 0 ) -  ),R log - r .q , (0 ' )d0 '  - -  o. 

Pour trouver les valeurs singuli~res de l, envisageons un point (p, 0) ~i l'int~rieur de 
la circonf6rence C (? < R )  et un point (R, 0') sur C. Si on d~signe par r la distance 

I 
de ces deux points, log ~ repr~sente la pattie r&lle de 

- -  log (~.' - -  ~ L ) ,  

en repr~sentant par ~L et ~' les affixes des points (p, 0) et (R, 0'). Or 

log (~L' - -  O - log ~L' #, 
2 n 

On aura donc 

tog I___r - -  log R + cos (0 - -  "0') + . . .  -}- T cos - -  ~') + . . .  

Le potentiel logafithmique de la couche correspondant ~l la densit6 9(0') sera donc 
repr6sent6 ~. l'int&ieur de la circonf6rence par le d&eloppement en s6rie 

(22) log ~ + cos(0 - -  0') + . . .  + --~ cosn - -  0') + . . .  

et, si ?(0) satisfait ~t l'+quation fonctionnelle (2I), il est clair que la fonction harmo- 
nique ainsi obtenue prend sur C la valeur 

~(0) 
) , R "  

Or on salt que la fonction harmonique prenant sur C ces valeurs est repr&sent& ~t 
l'int+rieur de C par le d&eloppement 

ao ~ p" y + (a, ~os'0 + b si~ 0) + ... + (a  cos n 0 + b sin,~ O) ~ + . . . ,  

off les a et b sont les coefficients de FOURmR relatifs ~ ~[-~), c'estA-dire 

fo t (0') cos n 0' dO', 
a, - -  t ~ R  ? 

I f2,n 
b --l+Rj ~ 9(O')sinnO'dO', 

et, par cons+quent, le d&doppement pr&kdent peut s'&rire: 

I f'~F I " l (23) ~ Jo t . Y  + cos(O - o,)~- + ... + cos,,(o - o, )~  + " . t  9(o')ao'. 
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Les d&eloppements (22) et (23) doivent &re identiques. I1 en r~sulte de suite que, si 
Res t  different de un, les valeurs singuli~res de ). sont 

n ) m  

auxquelles il faut adjoindre 

( n =  I )  2) . . . )  Co) 

; ~ _  I log I 

n 
A ) , - -  ~R correspondent les deux solutions distinctes de (2I)  

q~(O)~___cosnO et sinnO; 
~ I _  I i 

2 ~R log-~- correspond la solution {p - -  constante. 

Dans le cas de R --- I, la derni~re solution disparait, ~. = o donnant {p(0) = o. 
uT. Si maintenant nous arrivons ~i l'~quation int~grale de premiere esp&e pour 

la circonf~rence 
/ '  2'rr I t t 

f(O) Rio l o g T . p ( O ) d O  ( R #  i), 

le th~or6me g~n&al nous donnera le r~sultat suivant, en se rappelant que la suite 
I, cosO, sinO, . . . ,  cosnO, sinnO, . . .  

est fermge. 
On pourra mettre la fonction harmonique prenant sur C les valeurs f(O) sous la 

forme d'un potentiel logaritbmique de simple couche avec densitg sommable et de carrg 
sommabIe, si Ia sdrie 
(24) ~- n'(a: -Jr" b•) 
est convergente, en d~signant par a et b les coefficients de FOURIER de f(0). 

II est clair que cette condition peut n'&re pas remplie. Prenons comme exemple 
~-cos n 0 

f(O) ~--_ n~ , , 
i 

Off 

2 

La s~rie (24) correspondante est divergente, et par suite il est impossible de mettre la 
fonction harmonique prenant les valeurs f(0)  sous la forme d'un potenfiel de simple 
couche avec la densit+ remplissant les conditions indiqu&s. 

28. Dans le cas de R - -  i, nous sommes dans le cas particulier &udi+ ~t la fin 
du ~ 23. Le syst6me des solutions singuli&es n'est pas alors ferm+, et il peut arriver, 
la condition relative ~i la convergence &ant remplie, que l'on ne puisse satisfaire au 
probl~me pos6 qu'~l une constante pr~s. Une constante (non nulle) ne peut en effet se 
mettre ici sous la forme d'un potentiel logarithmique. 

Paris, juillet 19o 9. 
EMILE PICARD. 
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