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2. Z u r  l'heorie des Abtropfms 
mit 6esonderer Riicksicht auf die Bestimmung 

der Eapillaritats~onstanrten d w c h  l'ropfversuche; 
von T h e o d o r  Lohns te in .  

Die folgenden Zeilen sind der Aufhellung eines Problems 
gewidmet, in dessen Formulierung merkwiirdigerweise bis heute 
eine gewisse Unklarheit herrscht , trotzdem die theoretischen 
Grundlagen zu seiner Erledigung seit reichlich einem Jahr-  
hundert vorhanden sind. Und dabei handelt es sich um eine 
der alltaglichsten Erscheinungen , deren Realisierung experi- 
mentelle Hilfsmittel besonderer Art nicht erfordert , die aber 
auch zwecks messender Verfolgung Gegenstand vieler Experi- 
mentaluntersuchungen seitens der Physiker und Chemiker ge- 
wesen ist, Wir meinen das Problem der f iop fenyope ,  und 
zwar im Gegensatz zu den auf einer Unterlage ruhenden 
Tropfen , bei denen Theorie und Messung in befriedigendem 
Einklang miteinander stehen , die fallenden Tropfen, wie sie 
durch Abfallen von benetzten Oberflachen oder beim lang- 
samen AusfluB aus Rohren entstehen. 

Man weiB natiirlich seit langem, daB die Tropfenbildung 
eine Kapillaritatserscheinung ist und man daher ihr theore- 
tisches Studium auf das Grundgesetz der Olerflachenspannung 
stiitzen muB, aber in der Art und Weise, wie man dies tat, 
hat man bisher einen prinzipiellen Fehler begangen, indem 
man einen fur andere Kapillarerseheinungen giiltigen Satz 
ohne weiteres auf diesen Fall iibertrug, ohne sich dariiber 
klar zu werden, daB dessen Besonderheit eine solche Ver- 
allgemeinerung nicht gestattete. Wir wollen uns der Einfach- 
heit halber im folgenden auf Tropfen beschranken, die an 
kreisformigen Platten oder Offnungen zustandekommen; sie 
stellen sich dann, solange sie noch an der betreffenden Fliiche 
oder Miindung hangen, als Rotatioiiskorper verschiedener Form 
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dar, von denen sich nach Eintritt der Bedingung des Tropfen- 
falles der untere Teil als fallender Tropfen loslost. Die beiden 
Hauptfragen, die in der Theorie des Abtropfens zu beantworten 
sind, sind nun diese: 

1. Wodurch ist die Bedingung des Tropfenfalles ge- 
geben? 

2. Welches ist das Verhaltnis der sich abtrennenden 
Fliissigkeitsmasse, d. h. der Masse des fallenden Tropfens, zu 
der unmittelbar vor dem Tropfenfalle an der Mundung befind- 
lichen Gesamtmasse des hiingenden Tropfens? 

Die Beantwortung dieser beiden Fragen schlieBt als Fol- 
gerung die Losung der praktischen Hauptfragc in sich, der 
Frage nach der Abhangigkeit der Tropfengewichte von dem 
Halbmesser der AusfluBmundung beim Abtropfen aus Rohren. 

Man hat dieses letztere Problem bisher recht kurz theo- 
retisch folgendermaBen erledigt. Das bekannte Gesetz der 
Kapillarrohren, wie es sich sowohl experimentell als auch aus 
der L a p l a c e -  Gaussschen Kapillaritatslehre ergibt, zeigt, daB 
von der Langeneinheit der Beruhrungslinie einer vollstandig 
benetzten vertikal gerichteten Korperoberflache mit einer 
Fliissigkeit ein Flussigkeitsquantum uber das Niveau gehoben 
wird, das fur eine gegebene Fhssigkeit konstant ist, die so- 
genannte Kapillaritatskonstante u. Derselbe Satz gilt fur das 
vollstandig benetzte vertikale parallele Plattenpaar sowie fur 
beliebige vertikal stehende vollstandig benetzte Flachen. Dieses 
in den angefuhrten Fallen (aber nur fur die vertikal stehenden 
FYachen) durch die Beobachtung streng bestatigte Theorem 
hat man nun verallgemeinert, indem man die Behauptung auf- 
stellte, dab die Langeneinheit einer jeden Linie, der vermoge 
der Kapillarkrafte ein gewisses Fliissigkeitsquantum anhaftet, 
im Maximum ein der Kapillaritatskonstante cc gleiches Fliissig- 
keitsquantum tragt. 1st T der Halbmesser der Beriihrungs- 
linie, langs der ein einen Umdrehungskorper bildender Tropfen 
an einem festen Korper hangt, so sollte hiernach das Gewicht 
eines solchen Tropfens = 2 r n sein, wobei zwischen hangen- 
dem und fallendem Tropfen meist gar nicht unterschieden 
wurde. Auf Grund dieser Uberlegung hat z. B. Quinckel )  

1) G. Quincke, Pogg. Ann. 134. 136. 138. 
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die Kapillaritatskonstanten geschmolzener Metalle aus deren 
von diinnen Drahten abfallenden Tropfen berechnet, und diese 
Darlegung ist auch in die Lehrbucher von W u l l n e r  und 
M u l le r -  P o u i l l e  t -P f a u n  d l e r  ubergegangen. I n  derselben 
Weise wird der Gegenstand noch in der neuesten Auflage 
(1905) von Koh l rauschs  Lehrbuch der praktischen Physik 
(p. 237 und 240) vorgetragen. Nun haben aber schon die 
alten Versuche von Hagen  ergeben, daB jene Formel die tat- 
stichlichen Tropfengewichte gewohnlicher tropfbarer Flussig- 
keiten wie Wasser n i c k  einmal annahernd wiedergibt. Dasselbe 
Ergebnis hatten auch die Bestimmungen spaterer Untersucher 
wie J. Traube l )  und F. Eschbauma),  von dem letzteren selbst 
allerdings nicht hervorgehoben, aber aus den von ihm mit- 
geteilten Zahlen herauszulesen. J. T r a u b  e ,  der den Zusammen- 
hang der TropfengroBe mit der Kapillaritatskonstante zum 
Gegenstand besonders eingehender Forschungen machte , hat 
denn auch seine Versuche nicht nach der einfachen von 
Quincke  benutzten Formel berechnet, sondern vielmehr, auf 
die Aufstellung eines analytischen Ausdruckes fur das Tropfen- 
gewicht iiberhaupt verzichtend , die Tropfengewichte einer 
groBeren Reihe von Flussigkeiten mit dem Tropfengewicht 
des Wassers bei der gleichen Abtropffiache verglichen und 
daraus nach einer ebenfalls unrichtigen Formel unter Ein- 
beziehung des sogenannten Raudwinkels die Kapillaritatskon- 
stante berechnet, wobei die Kapillaritatskonstante des Wassers 
- bei T r a u b e  Produkt aus Oberflachenspannung und Rand- 
winkelkosinus - als bekannt angesehen und anderweitigen 
Bestimmungen entnommen wurde. 

Die Fehler der genannten Autoren erklaren sich dadurch, 
dnB, mit Ausnahme von Quincke,  der es unrichtig tat, keiner 
von ihnen auf das Fundament der ganzen Theorie, die Diffe- 
rentialgleichung der Tropfenoberflache, zuriickgegangen ist ; dies 
werden wir im folgenden tun und dadurch zu einer zwar nicht 
eleganten, aber strengen und mit der Erfahrung uberein- 
stimmenden Erledigung des Problems gelangen. 

1) J. T r a u b e ,  Journ. f. pr. Chem. 34. 1886. 
2) F. Eschbaum, Ber. d. deutsch. pharmaz. Ges. 1900. Heft 4. 
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I. 

Da wir uns auf den Fall der Tropfen mit kreisrunder 
Basis beschrankeu, so haben wir es mit einer gewohnlichen 
Differentialgleichung, der Differentialgleichung der Meridian- 
kurve der Tropfenoberflache, zu tun. Sie lautet bekanntlich: 

in der die vertiknle Koordinate y entgegengesetzt der Ilichtung 
der Schwere positiv gerechnet ist. a hat darin die Bedeutung, 
daB +aa(crl - c2) die an der Grenze zweier Fliissigkeiten von 
den spezifischen Gewichten gl und c2 herrschende Oberflachen- 
spannung ist. h ist eine Konstante, deren Wert sich durch 
eine Grenzbedingung bestimmt. Von der entsprechenden 
Differentialgleichung des auf einer Unterlage ruhenden Tropfens 
unteracheidet sich (A) durch das Vorzeichen des auf der rechten 
Seite vorkommenden y. Die Gleichung enthalt, wie man sieht, 
zwei Parameter; durch die Einfuhrung von a als Langen- 
einheit kann einer derselben jedoch sofort fortgeschafft werden. 
Setzt man namlich x = a z ,  y = a j ,  h = a h ,  so erhalt man 
eine Differentialgleichung, die gennu die Form wie (A) hat, 
nur da6 an Stelle von 2 / a a  rechts 2 steht; la& man der 
Einfachheit halber die Striche uber "L', g, h wieder fort, so 
resultiert also : 

eine Gleichung , die den weiteren Entwickelungen zugrunde 
gelegt werden soll. Man kann sie ersetzen durch das System 
der beiden Differentialgleichungen 

In  ihnen ist 

d. h. der Sinus des Winkels, den die Tangente der Meridian- 
kurve im Punkte (., y) mit der Horizontalebene bildet. 
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Als Anfangspunkt des Koordinatensystems sol1 der tiefste 
Punkt des Tropfens gewahlt werden; h ist alsdmn der rezi- 
p o k e  Wert des Kriimmungshalbmessers in diesern Tropfen- 
scheitel, fur den ja  die beiden Radien der Hauptkrummungen 
zusammenfallen. 

Von fundamentaler Wichtigkeit fur unsere folgenden Er- 
orterungen ist der nunmehr abzuleitende Ausdruck fur das 
Volumen eines Tropfenabschnittes, der durch den den Scheitel 
eathaltenden Teil der Oberflache und einen in der Entfernung y 
vom Scheitel gefuhrten Horizontalschnitt begrenzt ist. Dieses 
Volumen wird gegeben durch das Integral 

J = %fx2 d y  . 
0 

Durch partielle Integration erhalt man hieraus 

J =  ~ X ' Y  - 2 %  X Y ~ X  
0 J: 

und daraus wieder mit Benutzung der Qleichung (C, a): 
J =  x7tTi + x27t(y  - h ) ,  

= x m  (. + ~ ( y  - h)) . (D) 
Man kann diesem Ausdruck auch die Gestalt geben 

wo q1 und p2 die beiden Hauptkrummungsradien der Tropfen- 
oberflache im Punkte (x, y) sind; indessen biet'et dieser Aus- 
druck weiter keinen Vorteil vor der Formel (D) und ist hier 
nur der Vollstindigkeit halber angefuhrt worden. 

Ein hangender Tropfen mit einer ebenen Basisflache vom 
Halbmesser hat das Volumen 

drtrin hat a die friihere Bedeutung, 8 ist der Winkel, den 
das Kurvenelement der Meridiankurve an der Beruhrungslinie 
bez. am Rahrenrande mit der Horizontalebene einschliest, 
yo ist die H6he des Tropfens vom Scheitel bis zur Basis, po ist 

Annalen der Physik. IT. Folge. 20. 16 
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der Kriimmungsradius im Tropfenscheitel. Der vorstehende 
Ausdruck ist unmittelbar aus (D) herzuleiten, indem man darin 
x durch r /u ,  y durch yola, h durch az/go, u durch sin 9. er- 
setzt. Vernachlassigt man ferner das spezifische Gewicht der 
Luft, und ist 6 das spezifische Qewicht der Fliissigkeit, so ist 
;- a2 6 = a die Kapillaritatskonstante der Fliissigkeit, und somit 

das Gewicht des hangenden Tropfens. 
Man erkennt aus der vorstehenden Formel, daB die 

Quincke-Kohl rauschsche  Pormel fur den faZZenden Tropfen, 
m = 2 r 7t oc, falsch ist, denn der Faktor 

ist im allgemeinen von 1 verschieden, wie wir spater zeigen 
werden, sogar meist kleiner als 1 und der fallende Tropfen 
uberdies nur ein Bruchteil des hangenden. 

11. 

Wie man sieht, kommt die ganze Frage auf das Studium 
der Wertschwankungen hinaus, denen der Ausdruck 

unterliegt. Diese Untersuchung wird dadurch sehr erschwert, 
da8 es leider nicht moglich ist, die Differentialgleichung (B) 
mit Hilfe bekannter Funktionen zu integrieren. Dasselbe gilt 
zwar auch fur die sich von (B) nur durch ein Vorzeichen unter- 
scheidende Differentialgleichung des ruhenden Tropfens , aber 
bei letzterer sind wir insofern besser daran, als wir den Zu- 
sammenhang zwischen der Kapillarivatskonstante und den der 
Messung zuganglichen RaumgroBen wenigstens annahernd durch 
endliche Ansdriicke darstellen konnen. In  dem vorliegenden 
Fall miissen wir auch darauf verzichten; hier bleibt uns nur 
der Weg der mechanisch- numerischen Integratioii der Diffe- 
rentialgleichung iibrig, ein Weg, der zwar muhsam und zeit- 
raubend ist, dafur aber den Vorzug hat, unangreifbare Resul- 
tate zu liefern. Diesen Weg haben wir nun tatsachlich be- 
treten, indem wir die Differentialgleichung (B) fur eine Reihe 

Y =  21 + z (y - h) 
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von Werten des Parameters h iiurnerisch integrierten. Dabei 
wurde das ganze fur die Versuchspraxis in Betracht kommende 
Wertintervall von h berucksichtigt, indem wir mehr oder 
weniger gro8e Stucke der Kurve fur die Werte des Para- 
meters: h=0,5; 0,85; 1 , O ;  1,25; 1,5; 1,6; 1 ,7 ;  1,7975; 1,82; 
1,91; 2,O; 2 , l ;  2,2; 2,3; 2,4; 2,5; 3,O und 4,O berechneten. 
Fu r  sehr kleine h endlich wurde die in diesem Falle absolut 
konvergente Reihenentwickelung benutzt. 

Wir haben nunmehr iiber das ‘von uns bei der mecha- 
nischen Integration der Differentialgleichung eingeschlagene 
Verfahren zu berichten. C.  Runge  hat in einer vor Yangerer 
Zeit erschienenen Arbeit l) ein hierher gehiiriges Verfahren 
angegeben und unter anderern durch die oben erwahnte Diffe- 
rentialgleichung des ruhenden Tropfens exemplifiziert. Der 
von R u n g e  entwickelte Algorithmus ist zwar gedanklich sehr 
elegant, bei einer Probe mit seiner praktischen dusfiihrung 
fand ich jedoch, da6 er zwecks Vermeidung von Rechenfehlern 
zu groBe Aufmerksamkeit erfordert. Ich wandte mich daher 
dem sozusagen natiirlichen alten Verfahren zu, das auf der 
Benutzung der ersten @lieder der T a y  lorschen Reihe beruht. 
Man kann mi t  demselben, von dem Tropfenscheitel ausgehend, 
beliebig viele Punkte der Meridiankurve berechnen. Die dabei 
gelteiiden Anfangsbedingungen sind: Fur x = 0 ist y=O und 
u = 0. Von einem schon bekannten Punkte x, y, u geht man 
zu dem benachbarten mit der Abszisse x + S x  uber durch 
folgendes aus (C) unmittelbar sich ergebende Gleichungssystem: 

d u  d u  

Es ist dann fur den nachsten Kurvenpunkt 
Abszisse = 

Ordinate = 

neigungswinkels - 
1) C. Runge, Math. Ann. 

Sinus des Tangenten- - 

z + a x ,  
d Y  de Y Y + = a x  + L - S X 2  d a a  + . , 
d u  dP u + --rT’x d x  3- g dxT6ra +.  . 

Bd. 46. p. 167. 
16* 
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Wenn man, wie hier meist geschehen, 8 x  = 0,l nimmt, so reicht 
man, solange d y / d x  < 1, fur physikalische Zwecke mit den 
hingeschriebenen Gliedern aus; man kann aber auch, wenn 
man will, noch die Glieder mit der dritten Potenz annahernd 
berucksichtigen , da man nach Berechnung der ersten beiden 
Punkte der Kurven , bei denen man die dritten Differential- 
quotienten ja  noch streng ausrechnen mag, fur die folgenden 
Punkte aus jenen in einfacher Weise Naherungswerte der 
dritten Ableitungen herleiten und fur die weitere Berechnung 
verwenden kann. Dies habe ich bei einigen der Kurven aus- 
gefuhrt. 

1st d y l d x  > 1, so vertauscbt man, wie auch C. R u n g e  
bei seinem Algorithmus, die unabhangigen Variabeln und geht 
also folgendermafien vor, indem man v = F-7 einfiihrt: 

d u  d m  dv 

Das Weitere dann wie oben, nur dab jetzt die Entwickelung 
nach Potenzen von 6y erfolgt. 

Da fur die Versuchspraxis die in der Nahe des Tropfen- 
scheitels gelegenen Punkte meist nicht in Betracht kommen, 
so wurde bei einigen der Kurven auch je nacb dem Werte 
von h mit einem anderen Punkte begonnen, dessen Koordi- 
naten und zugeharigen Wert von u man dann durch die in 
der Nahe des Punktes x = 0, y = 0 geltende Mac L a u r i n -  
sche Reihe berechnet. Setzt man 

so ist co = c1 = 0, yo = 0; die Reihe fur y enthalt nur gerade, 
und jene fur u nur ungerade Potenzen von 3. Die Werte 
der Koeffizienten c, und yx fur die ersten Potenzen sind: 

h 
7 3 = -  4 ’  
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1 
41 113 4 --- h. 1 'I 

11520 46080 
y9 = - TG 117 -+ - - 115 - 

512 

Wir wollen jetzt eine Bezeichnung definieren, von der 
wir im folgenden mehrfach Gebrauch zu machen haben. Wenn 
im Anfangsteil der Hurve u stetig von 0 bis 1, d. h. der 
Tangentenneigungswinkel von 0 bis nd/2 wachst, so wollen wir 
diesen Teil der Meridiankurve ihren ersten Quadranten nennen. 
Wir werden spater sehen, daB erst von einem bestimmten 
Werte des Parameters h ab die Meridiankurve einen voll- 
standigen ersten Quadranten hat. Fur die hoheren Werte 
von h, etwa von ii = 2 ab, interessieren von den Punkten der 
ersten Quadranten nur die unmittelbar in der Nahe von u= 1 
gelegenen Punkte; in diesen Fallen konnte daher auf die 
schrittweise Integration der Kurve innerhalb des ersten Qua- 
dranten um so eher verzichtet werden, als hier eine Methode 
existiert, vermijge deren die Koordinaten des zu u = 1 ge- 
harigen Kurvenpunktee, des Endpunktes des ersten Quadranten, 
in verhaltnismaBig einfacher Weise direkt numerisch aus- 
gewertet werden konnen. Es ist dies das von mir in einer 
fruheren Arbeit I) fiir die auf einer Unterlage ruhenden Tropfen 
mittlerer Qr6Be auseinandergesetzte Verfahren. Bei demselben 
wird die zu u = 1 geharige Abszisse x = R mit steigender 
Annaherung durch eine Kette algebraischer Gleiclinngen ge- 
liefert, wiihrend dss zugehijrige y bei Verwendung der ersten 
vier Reihenkoeffizienten hinlanglich genau durch den Ausdruck 

gegeben wird. Von dem so ermittelten Endpunkt des ersten 
Quadranten aus wurde dann die Kurve in der oben erlauterten 
Weise numerisch fortgesetzt. 

Die Mitteilung unserer Zahlenrechnungen im einzelnen 
wiirde einen zu groBen Raum beanspruchen, und es mijgen 

c , R ~ + c ~ R ~ - ~ c ~ R ~ +  ~GC,R'  

1) Th. Lohns te in ,  Wied. Ann. 54. p. 720. 1895. 
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daher vorstehende Angaben iiber die eingeschlagenen Wege 
genugen. 

111. 

Als erstes Result.at unserer Rechnungen ergab sich eine Fest- 
stellung, die den tatsachlich zu beobachtenden Tropfenformen 
entspricht. Man findet namlich, daS, wenn h < 1,7975, die 
Meridiankurve des Tropfens keinen vollstandigen ersten Qua- 
dranten hat; in diesen Fallen wachst u von 0 (im Anfangs- 
punkt der Kurve) bis zu einem bestimmten Maximum, das 
kleiner als 1. ist und naturlich von h abhangt, um von diesem 
Wendepunkte der Kurve ab wieder stetig auf 0 zu fallen. 
Der weitere Verlauf der Kurve hat kein physikalisches Inter- 
esse; es sei nur kurz erwahnt, daB sie sich in sinusartigen 
Schwankungen abnehmender Amplitude mit im Endlichen 

Fig. 1. Fig. 2. 
Halbes Profil einer Tropfen- 

oberfliiche erster Art; h = 1,5. 
Halbes Profil einer Tropfen- 

oberflilche zweiter Art; h = 2,O. 

variabler Periode um die Gerade ?/ = h herum ins Unendliche 
verliert. - Die Form dieser ersten Art der Tropfenmeridian- 
kurven wird durch Fig. 1 veranschaulicht, welche in 13,3 facher 
VergrGBerung, oder auf Wasser bezogen in etwa 3,4facher Qer- 
groaerung annahernd den Fall ?i = 1,5 'darstellt. 

1st h > 1,7975 , so resultieren Kurven mit vollstiindigem 
ersten Quadranten; bei ihnen liegt der Wendepunkt erst im 
zweiten - dadurch naturlich unvollstandig bleibenden - 
Quadranten; von dem Wendepunkte aus wachst dann u wieder 
stetig bis 1, wobei sich die Kurve immer mehr der Um- 
drehungsachse nahert, letzteres um so mehr, j e  grijBer h wird; 
bei unendlich groBem h kommt sie ihr also unendlich nahe. 
Eine Kurve dieser zweiten Art wird durch Fig. 2 dargestellt: 
sie gibt die Gr8Benverhaltnisse des Falles h = 2 wieder. 



7Yieoric dcs Abtropfens. 247 

Nach ihrem ferneren Verlauf zerfallen die Tropfenkurven 
zweiter Art wieder in zwei Klassen; bei der ersten, von 
h = 1,7975 his zu einem zwischen h = 2 und h = 3 liegenden 
Werte des Parameters, nimmt u o h  Wendepunkt von dem 
Punkte der groSten Einschnurung aus von 1 bis 0 ab;  bei 
der zweiten, fur hiihere Werte von h, hat die Kurve in diesem 
Abschnitt mindestens zwei Wendepunkte. Annahernd habe 
ich den Grenzwert des Parameters h, der diese beiden Klassen 
der Tropfenkurven zweiter Art scheidet , zu 2,5 ermittelt. 
Jenseits des Punktes, fur den zum zweiten Male u=O wird, 
verhalten sich die Kurven zweiter Art von denen erster Ar t  
nicht verschieden. 

Die nachstehende Tabelle enthailt fur die Kurven zweiter 
Art unter xl und yI die Koordinaten des Endpunktes des 
ersten Qtadranten, unter x2 und yz die Koordinaten des Punktes 
der groBten Einschnurung, fir den zum zweiten Male u = l  
ist, unter E den Wert des Ausdruckes E = 1 + x2 (y2 - h). Wir 
werden von dieser Tabelle spater noch Gebrauch zu machen 
haben. Fur  sehr grofie h niihern sich xl und yl dem Werte l / h ,  
y2 dem Werte 2 l h ,  wahrend x2 sehr klein gegen xl wird; 
daraus folgt, daB .s = 1 + zz (y2 - h) mit wachsendem h dem 
Grenzwert 1 zustrebt. 

T a b e l l e  1.  

Ya 

1,0247 
1,1547 
1,3365 
1,4048 
1,4132 
1,3901 
1,3427 
1,2795 
1,2069 
0,9147 
0,6008 
0 

:El 

0,6473 
0,6371 
0,6004 
0,5600 
0,5259 
0,4954 
0,4699 
0,4466 
0,4251 
0,3474 
0,2551 

0 

E 

0,5000 
0,5770 
0,6734 
0,7142 
0,7283 
0,7370 
0,7519 
0,7627 
0,7759 
0,8296 
0,9154 
1,0000 

Y1 

1,0247 
0,9377 
0,7814 
0,6854 
0,6195 
0,5667 
0,5302 
0,4975 
0,4696 
0,3688 
0,2613 

0 

2 2  

0,6473 
0,6357 
0,5687 
0,4902 
0,3956 
0,3186 
0,2592 
0,2118 
0,1733 
0,08172 
0,02488 

0 

Die dem Parameter h = 1,7975 entsprechende Meridian- 
kurve stellt den Ubergang zwischen den beiden Kurvenarten 
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dar; sie hat einen vollstandigen ersten Quadranten, dessen 
Endpunkt aber gleichzeitig ein Wendepunkt ist. Der letzterem 
zugehorige Abszissenwert wurde zu x = 0,647 3 berechnet, 
woraus folgt, daB die maximale Dicke eines hangenden Tropfens 
zweiter Art an seiner Ausbauchung kleiner als 2.0,6473 a 
= 1,295 a ist. Fu r  Wasser wiirde das etwa 5,05 mm be- 
tragen. 

Eine weitere Tatsache, die sich aus unseren Rechnungen 
ergeben hat, ist die Ermittelung einer oberen Qrenze, die die 
Breite eines kreisrunden an einer ebenen Flache hiingenden 
Tropfens nicht iiberschreiten kann. Man findet diese Grenze, 
wenn man die Abszissen R der Meridiankurven aufsucht, fur 
welche 21 zum zweiten Male gleich Null wird. Die numerische 
Rechnung lieferte hierfur folgende Zahlen, wobei unter A die 
Werte der Differenz zwischen der zugehorigen Ordiiate und 
dem Parameter IL eingetragen sind : 

h = 0,5 R = 2,610 A = 0,1983 
0,85 2,4518 0,3257 
190 2,3545 0,3763 
1,25 2,1552 0,4470 
1,5 1,9032 0,4842 
1,82 1,5918 0,4433 
l , 9 l  1,5622 0,4049 
2,o 1,5605 0,3663 
2,2 1,8912 0,2497 
275 2,106 0,3404 

Fur unendlich kleine IL ist 
1 %4 1 x5 ? / = I  (T 22 (2! )2  2 5  (3!)2 - .  . .); 

man kann aus dieser absolut lronvergenten Reihe leicht ab- 
leiten, daB y’, also auch u zum zweiten Male fur R = 2,710 
verschwindet. Die zugehorige Ordinate ist gleich 1,401 h, der 
Wert der Differenz A also gleich 0,401 ?L. 

Man ersieht aus der vorstehenden- Zahlenreihe, daB der 
in Rede stehende Qrenzwert gleich 2,710 ist; anders ausge- 
driickt: die Breite eines an einer ebenen Platte hangenden 
Tropfens ist stets kleiner als 2,710 a. 

Noch ein anderes Ergebnis von Interesse enthalten die 
mitgeteilten Zahlen. Nach (D) ist das Volumen der ihnen ent- 
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sprechenden, ihre Basisflache vollstandig benetzenden hangen- 
den Tropfen gleich R2n A. Bildet man die Werte dieses Aus- 
druckes fur die einzelnen h, so findet man, da8 dieses Volumen 
innerhalb des Bereiches Ton h = 0,85 bis IL = 1,25 ein Maxi- 
mum haben muB. Indem man Ra A innerhalb dieses Bereiches 
durch eine ganze Funktion von ii zweiten Grades darstellt, 
findet man, daB dieses Maximum bei ii = 1,124 liegt und den 
Wert 6,657 hat: Da das Volumen eines Tropfens bei kon- 
stantem h seinen gro6ten Wert erreicht, wenn u zum zweiten 
Male gleich Null wird, so gibt diese Zahl den gropten Propfen 
an, den eine durch die Kapillaritatszahl a = 1 charakterisierte 
Flussigkeit uberliaupt bilden knnn. Der zugehiirige Wert von R 
ist 2,2614 und der Faktor u + x ( y - h ) ,  der in diesem Falle 
gleich R . A wird, betragt 0,937. Um dieses Maximalvolumen 
fiir eine bslie6ige Fliissigkeit zu erhalten, hat man die Zahl6,657 
mit a3 zu multiplizieren; will man dann zum Tropfengewioht 
iibergehen, so hat man noch den Faktor G hinzuzufiigen. 
Fiihrt man endlich noch die Kapillaritatskonstante durch die 
Gleichung ix = + aB 6 ein, so ergibt sich: 

Maximalgewicht eines Tropfens = 18,83 -% . 

Das tbeoretische Maximalgewicht eines hangenden Tropfens 
ist also direkt proportional der (#en Potenz der Kapillaritats- 
konstante und umgekehrt proportional der Quadratwurzel aus 
dem spezifischen Oewicht der Fliissigkeit. Mit a = 7,6 ergibt 
das bei mittlerer Temperiltur fur Wasser den Wert 0,395g. 

J. T r a u b e ,  der meines Wissens zuerst den Begriff der 
Tropfenmaximalgewichte anfgestellt, ihn aber theoretisch nicht 
recht klar definiert bat, bat fur eine Reihe von Fliissigkeiten 
auf indirektem Wege aus Versuchen unter Anwendung eines 
nicht naher mitgeteilten Interpolationsverfahrens die Maximal- 
gewichte zu eruieren gesucht. 1) Fur Wasser fand er auf diese 
Weise den Wert 0,2330g. Diese Zahl ist, wie man sieht, 
erheblich kleiner als das von uns theoretisch berechnete Maxi- 
mum; sie ist auch tatsachlich entschieden zu niedrig, denn 
bei Wagungen der Tropfen einer Wasserleitung, deren Aus- 
flu6mundung einen Durchmesser von etwa 14 mm hatte, erhielt 

,*/I 

I7 

1) J. Traube,  Ber. d. deutsch. &em. Ges. 19. p. 1673. 
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ich j e  nach der Schnelligkeit des Abtropfeiis Tropfen von 
0,22 bis 0,24 g,  die teilweise also iioch den Traubeschen 
Maximaltropfen an GrGBe iibertrafen. Die T r a u b  eschen Er- 
mittelungen beziiglich der Maximaltropfen bediirfen hiernach 
einer Revision; leider fehlte es mir selbst an MuBe und Qe- 
legenheit, in dieser Hinsicht systematische Versuche anzu- 
stellen. 

IV. 
Wir kommen nunniehr zur Erorterung unseres Haupt- 

themas ~ der Frage nach dem 3inpu,4 der Rb'hrendurchmesser 
auf die Tropfenyr6ke. Wir werden uns dabei auf den Fall 
beschranken , da8 das lrreiszylindrische Rohr eine scharf nb- 
geschliffene Tropfmunclung hat. Wir wollen ferner annehmen, 
da6 die Substsnz des Rohres von der tropfenden Flussigkeit 
vollstandig benetzt wird; dann spielt nur der au6ere Durch- 
messer des Rohres eine Rolle. Der Fall der Rohren mit rund- 
lich gcstaltetem Profil der Tropfmiindung wiirde die mathe- 
matische Behandlung unnotig komplizieren ; das SchluBresultat 
wiirde aber auch hier zeigen, daB es wesentlich auf den 
au6eren Durchmesser ankommt. 

Wie wir schon im Eingang unserer Darlegungen be- 
merkten, haben wir zunachst die Frage zu beantworten, wo- 
durch uberhaupt das Abfallen eines Tropfens bedingt ist. Die 
alteren Autoren erledigten diese Frage durch die oben er- 
wahnte auf unrichtiger Verallgemeinerung beruhende Uber- 
legung, daB eine Linie der Lange 2 r n  hochstens ein Fliissig- 
keitsgewicht 2 r n a tragen konne. Sie vergaBen dabei durch- 
giingig zu untersuchen, ob iiberhaupt ein KGrper, der durch 
eine der L)ifferentialgleichung (A) genugende Rotntionsflache 
begrenzt ist und gleichzeitig als Basis eine Kreisflache vom 
Halbmesser r hat, fur jeden Wert von r fir irgend einen 
Wert des Parameters 11 notwendig das Volumen r n u 2  er- 
reichen muB, und ein Teil der Autoren unterlieB auch, sich 
klar zu machen, daB, selbst wenn das Gewicht des liangenden 
Tropfens, auf den obige Uberlegung sich doch nur beziehen 
konnte, durch den Ausdruck 2 r n a gegeben ware, das Gewicht 
des abfallenden Tropfens kleiner sein miiBte, da stets ein Teil 
der Fliissigkeit an der Rohrenmundung haften bleibt. 

Wir wollen jetzt an einigen Beispielen zeigen, daB im 
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allgemeinen das Volumen des hgngenden Tropfens den Wert 
r n a 2  nicht erreicht, oder, was auf dasselbe hinauslauft, daB 
der fruher erklarte Ausdruck u + .(y - h) im allgemeinen 
kleiner als 1 bleibt. 

Es sei r l a  = 0,8; aus unseren durch mechanische Inte- 
gration berechneten Kurven entnehmen wir folgendes: 

1.  h = 0,85; fiir x = 0,8 finden wir y = 0,2779, u = 0,5704 

und hieraus 
u + X(Y - A) = 0,1127. 

2. I1 = 1,0, 2 = 0,8, ?/ = 0,3428, u = 0,6657, 
11 + "(y - h) = 0,1399. 

3. h = 1,25, R' = 0,8, y = 0,4829, ?/ = 0,8187, 
u + Z(Y - It) = 0,2050. 

4. h = 1,5, z = 0,8, Y = 0,7606, u = 0,9527, 
u + Z(Y - h) = 0,3612. 

5. h = 1,6,  z = 0,8, y = 0,9895, u = 0,9818. 
21 + .Z(Y - h) = 0,4934. 

6. h = 1,7, z = 0,8, y = 1,4901, 21 = 0,9559, 
u + X(Y - h) = 0,7880. 

7.  It = 1,7975, IC = 0,8, ?/ = 1,8044, u = 0,8584, 
u + z (y - It) = 0,8639. 

8. h = 1,82, z = 0,8, y = 1,8496, u = 0,8372, 
u + z (y - It) = 0,8609. 

9. IL = 1,91, .T = 0,8, y = 2,0034, u = 0,7435, 
11 + X ( J /  - It) = 0,8172. 

~ 

Die Werte des Ausdruckes Y =  u + ~ ( y -  h) bilden, wie man 
sieht, eine stetige Folge, in der niemals der Wert 1 erreicht 
wird. Dadurch, da8 man Y im Bereich der h zwischen 1,7975 
und 1,91 als eine game Funktion zweiten Grades von h dar- 
stellt, findet man, daB P fur IL = 1,7875 ein Maximum im 
Betrage von 0,8642 hat. 

Ins Physikalische iibertragen heiBt dies: Die an einem 
Rohr oder einer Platte vom Halbmesser 0,8 a hiinyenden Tropfen 
haben im Maximum ein Gewicht von 2 . (0,8 a) n.  u .0,8642; 
der von dem Rohre fallende Tropfen ist seinerseits wieder ein 
Bruchteil dimes Maximalgewichtes. 
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I n  gleicher Weise findet man fur x = 1,0 
h = 0,5, B= 0,1112, It = 1,5, P= 0,7735, 
h = 0,85, P =  0,2151, h = 1,6, P =  0,8849, 
h = 1,0, Y =  0,2762, h = 1,7, Y =  0,9241, 
h = 1,25, P =  0,4478, h = 1,7975, P =  0,8751. 

Hier liegt das Maximum von Y bei h = 1,6933 und hat den 
Wert 0,9243. 

Durch Bhnliche Rechnungsmethoden wurde das Maximum 
des Ausdruckes Y noch ermittelt fur 

x = 0,2 zu 0,7685, 2 = 1,4 zu 1,015, 
x = 0,3 zu 0,7576, x = 2,0 zu 1,013, 
x = 0,5 zu 0,7848, x = 2,2614l) zu 0,937. 

Wenn x von 0,2 auf 0 abnimmt, wachst das zugehijrige Maxi- 
mum von'Y stetig von 0,7685 auf 1, wie spater noch genauer 
gezeigt werden wird. 

Mit den vorstehenden Zahlen ist nicht nur bewiesen, daB 
der Ausdruck u + x (y - h) im allgemeinen erheblich kleiner 
a19 1 bleibt, sondern auch daB er ein sich mit x stetig andern- 
des angebbares Maximum hat. Biese letztere Tatsache enthalt 
zugleich die Zosung der ersten der beiden von uns fbrmulierten 
Pragen, der Prage, wodurch eigentlich das Abfallen des Tropfens 
6edingt ist: der Bopfen fallt ab, wenn bei stetig sich anderndem h 
II + x (y- h), d. h. das Yolumen des Tropfens zuerst ein Maximurn 
erreicht hat. 

V. 
Soweit mir bekannt, hat nur J. T r a u b e  Versuche an- 

gestellt, auf Grund deren man die eben entwickelte Theorie 
mit der Erfahrung vergleichen kann. Fur Glasrohren mit eben 
abgeschliffener Tropfflache verschiedener Durchmesser bestimmte 
T r a u  be nicht nur das Qewicht der abfallenden Tropfen, sondern 
auch die GrijBe des an der Tropfflache verbleibenden Tropfen- 
restes, den von ihm sogenannten ,,Tropfenmeniskus", letzteres 
nach einer Methode, die vielleicht nicht ganz strenge begrundet, 
zur Ermittelung annahernder Resultate aber immerhin brauch- 
bar war. Indem wir beziiglich der Methode auf die Original- 

1) Uber diesen Wert vgl. oben. 
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arbeit verweisen, wollen wir hier nur die Resultate mitteilen. 
T r a u b e  stellte fur Wasser folgendes fest: 

Eine Tropfflache von 6,05 mm Durchmesser hatte einen 
Tropfenmeniskus, der 0,376 des abfallenden Tropfens betrug; 
das Gewicht des letzteren, durch den Umfang der Tropfflache 
dividiert, ergnb 

4,487 (2-) i 

die entsprechenden Zahlen fur zwei andere Tropfflachen von 
4,0 und 2,5 mm Durchmesser waren 0,235 und 4,903 bez. 
0,091 und 5,865. 

Die durch den Umfang des Rohrenrandes dividierten Ge- 
wichte der gesamten unmittelbar vor dem Abfallen an der 
Miindung Kangenden Tropfen betrugen also in diesen Versuchen 

und 
4,487.1,376 = 6,173, 4,903.1,235 = 6,056 

5,865.1,091 = 6,399. 

Bezeichnet man das Tropfengewicht rnit G, den Halb- 
messer der Abtropfflache mit r ,  das Verhaltnis des Tropfen- 
meniskus zum abfallenden Tropfen mit p ,  das Maximum des 
Ausdruckes u + x (y - h) ‘fur variable h bei konstantem Wert 
von z mit Ym(x), so erfolgt die Ermittelung der Kapillaritats- 
konstante u = Q aB rs aus einem derartigen Versuch nach folgen- 
der Gleichung : 

Y, (x) ist hierin zwar nicht durch einen analytischen Ausdruck 
gegeben, aber numerisch anniihernd bekannt, da wir oben 
die Werte fur s = 0 , 2 ;  O,3; 0,5; O,8; 1 , O ;  1,4; 2,O; 2,2614 
mitgeteilt haben; man kann aus ihnen durch parabolische 
Interpolation unter Benutzung je dreier aufeinanderfolgender 
Funktionswerte fur ein gegebenes x den Funktionswert Y, (2) 
rnit hinreichender Genauigkeit berechnen und somit auch durch 
Probieren den vorstehender Gleichung geniigenden Wert von a 
ausfindig machen. Kennt man, wie meist doch der Fall, den 
Wert von a anderweit schon annahernd, so ist auch r i a  an- 
nahernd bekannt, und man weiB somit von vornherein, in der 
Wahe welches der angegebenen Werte von x man zu entwickeln 
hat; man erhklt auf diese Weise zur Bestimmung von a direkt 
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eine quadratische Gleichung. Beim Wasser und wasserigen 
Salzlosungen weiB man z. B. von vornherein, da6 a zwischen 
3,7 und 4, l  liegt; wenn man daher den ersten der obigen drei 
Traubeschen Versuche berechnen will, so bildet man etwa 
r / a  = 3,03514 und erkennt somit, daB man aus den drei 
Werten, die cv(x) fur x = 0,5, x = 0,8 und x = 1,0 hat, einen 
Ausdruck zweiten Grades zu bilden hat, der Y,(x) im Bereiche 
von x = 0 , 5  bis x =  1,0, in dessen Mitte etwa 3,035/4=0,756.. 
liegt, hinreichend genau darstellt. Nimmt man der Einfach- 
heit halber fur o den Wert 1, so findet man zunachst als an- 
nahernden Ausdruck fur T,(x) in der Umgebung von x = O , 8 :  

€ur a also die Gleichung: 
Vm(.z) = 0,8642 + 0 ,2864(~  - 0,8) + 0 , 0 7 0 4 ( ~  - 0,8)a, 

3,025 0,8642 + 0,3864 ( ~~~ - 0,s) 

+ 0,0704 (37025. - 0,8)') = 12,346 , 
die man allerdings besser numerisch als algebraisch auflost. 
Man findet als ihre hier in Betracht kommende Wurzel: 

a = 3,7788 und damit a = + a 2  = 7,14 (::) __ . 
In  Lhnlicher Weise wurde aus dem zweiten Versuch be- 

rechnet : 
a = 3,934 und daraus a = + aa = 7,70 ; 

der dritte Versuch endlich ergibt: 
a = 4,110 und damit a = + a2 = 8,445. 

Man erhalt somit auf Grund unserer Theorie aus den 
2'r au b eschen Persuchen Werte f u r  die ~~apillaritiitskonstante des 
R'assers, welche dwchaus im Bereiche der nacli anderen Met7ioden 
gefundeneii Ziegen, wahrend die Anwendung der Gleichung 
G = 3 r m a auf den fallenden Tropfen ohne Beriicksichtigung 
des Tropfenmeniskus von den auf anderem Wege erhaltenen 
vollig sbweichende Werte liefert. 

VI. 
Wiirde man mit jeder zwecks Ermittelung der Kapillaritiits- 

konstante ausgefiihrten Tropfenbestimmung eine Bestimmung 
des zugehorigen Tropfenmeniskus verbinden, so ware mit dem 
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eben Dargelegten die Theorie dieser Bestilnmung bereits er- 
ledigt. Aber die Ermittelung des Tropfenmeniskus ist um- 
standlich und, wie die Tr aubeschen Einzelzahlen, deren Mittel- 
werte wir oben benutzt haben, zeigen, auch wohl keiner groBen 
Genauigkeit fahig. $chon aus diesem Grunde ist, von dem 
theoretischen Interesse ganz abgesehen, die Beantwortung der 
zweiten von uns aufgeworfenen Hauptfrage nicht zu umgehen, 
d. h. wir haben zu erortern: Nack weldhem Prinzip teilt sich der 
das Maximalvolumen darbietende l’ropfen in fallenden Tropfen 
1~nd hangenbleibendes Segment? Zur Beantwortung dieser Frage 
liefert uns, soweit ich sehe, keines der Prinzipien der Mechanik 
noch ein Satz der Kapillaritatslehre die Grundlage ; wir miissen 
uns daher lediglich an die Erfahrung halten, die uns vielleicht 
zur Kenntnis eines neuen in einfacher Weise zu formulierenden 
Gesetzes fiihrt. Die uns hier zu Gebote stehende Erfahrung 
ist allerdings gering; sie beschriinkt sich im wesentlichen auf die 
im vorigen Abschnitt teilweise verwerteten Messungen T r a u b e s  
und auf das, was man gelegentlich ohne besondere experi- 
mentelle Hilfsmittel beim Abtropfen aus Rohren, Trichtern etc. 
wahrnehmen kann. In dieser Hinsicht schien mir nun die 
Beobachtung zu lehren, daB der am Ro?trenrande beifindliche 
Endteil der Meridiankurve des Tropfenmeniskus annahernd die 
qleiche Neiguny gegen den Horizmtt aufweist wie der Endteil der 
Meridiankurve des hangenden Tropfens unmittelbar uor dem Ab- 
reipen. Will man diese Beobachtung theoretisch verfolgen, so 
hat man folgendermaBen vorzugehen. Fur ein gegebenes x sucht 
man, wie fruher gezeigt, den Maximalwert des Ausdruckes 
u + x (y - h) auf; es ergibt sich ein zugeh6riger Wert von it, der 
mit h, bezeichnet werde. Die gleichzeitig gewonnenen Werte 
der u bilden eine Reihe, aus der man durch Interpolation den h, 
entsprechenden Wert von u ermittelt. Letzterer werde u, ge- 
nannt. u, ist der Sinus des Neigungswinkels des Randteiles 
fur den hangenden Maximaltropfen. Fur  unendlich kleines x 
ist, wie noch gezeigt werden wird, u, = I, d. h. der Neigungs- 
winkel ein Rechter, mit steigendem x nimmt d a m  u, stetig 
ab, um fur einen bestimmten W e d  von x ,  der dem friiher 
erwahnten absoluten (hangenden) Maximaltropfen entspricht, 
gleich 0 zu werden. Inner- 
halb des so begrenzteu Wertbereiches der z la& sich nun zu 

Dieser Wert von x ist 2,2614. 
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jedem urn ein zweiter Wert I%, ermitteln, fur den das zu x ge- 
hiirige u gleich urn ist und fur den das zugehorige d y l d x  mit 
dem zu urn und hm gehorigen d p l d x  auch dem Vorzeichen nach 
ubereinstimmtf nennt man das zu (z, Lm) gehorige y noch 3, 
so ist der Ausdruck um + x (j - L,) dann proportional dem 
Volumen desjenigen Tropfenmeniskus, dess en Meridiankurve ein 
dem Randelement des hiingenden Maximaltropfens gleich ge- 
richtetes und gleich geneigtes Randelement hat. Es gibt einen 
Wert von x, fur den hm = hm; fur die kleineren x ist hm > hm, 
fur die grijneren ist hm < h,. Ich habe jenen Wert von x 
nicht berechnet und kann auf Qrund meiner ubrigen Rech- 
nungen nur angeben, dab er zwischen 0,5 und 0,6 liegt; fur 
ihn ist - geometrisch ausgedruckt - der verbleibende Tropfen- 
meniskus ein Segment des vorher am Rohre befindlichen 
Maximaltropfens. 

Die auszufuhrenden Rechnungen werden am besten durch 
ein Zahlenbeispiel klar. Fu r  x = 1,0 wurde gefunden: 

h = 1,6, u = 0,8653, Y =  u + ~ ( 9  - h) = 0,8849, 
h = 1,7, ~ = 0 , 7 6 0 4 ,  T'== 0,9241, 
h = 1,7975, u = 0,6328, Y =  0,8751, 

Hieraus ergibt sich durch parabolische Interpolation: 
h, = 1,6933, 
Y, = 0,9243, 
U ,  = 0,7682. 

?i = 0,85, u = 0,6349, P = 0,2151, 
h = 1,0, u = 0,7335, P =  0,2762, 
h = 1,25, u = 0,8713, Y =  0,4478. 

Ferner fand sich: 

Durch parabolische Interpolation wird aus den drei Werten 
von u der vorstehenden Reihe ermittelt, daB fur h, = 1,0575, 
u = urn = 0,7682 ist, und hieraus wird wieder durch parabolische 
Interpolation zwischen den drei Werten von Y der vorstehenden 
Reihe ermittelt, da6 7(hm) = Fm = 0,3080 ist. Zu der Maximal- 
grijf3e 1,0 , m .0,9243 des hangenden Tropfens (fur x = 1,O) ge- 
hijrt also der Volumenwert des zugehorigen Tropfenmeniskus 
gleicher Randneigung 1,0 TC .0,3080, Das Volumen des dadurch 
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1,0 folgt liieraus durch bestimmten fallenden Tropfens fur .?: 

Bildung der Differenz 

1,0 ~ t ,  0,9243 - 1,0 ~ t .  0,3080 = 1,0 R -0,6163. 

Wir wollen im weiteren der Einfachheit halber den konstanten 
Faktor x ~t fortlassen und nur die den Volumen ja proportionalen 
Ausdrucke V, ( r / a )  und cn (./a) in Betracht ziehen. 

VII. 

Das vorstehende Beispiel zeigt, daB, falls unsere Theorie 
zutrifft, das wirkliche Volumen des fallenden Tropfens zu dem 
nach der Quincke  - Kohlrauschschen Formel berechneten 
fur den speziellen Fall r = a  im Verhaltnis 0,6163: 1,0 steht; 
wir haben nunmehr zu priifen, inwieweit unsere Annahme mit 
den im vorigen Abschnitt teilweise schon diskutierten Traube-  
schen Bestimmungen von Tropfenmenisken des Wassers im 
Einklang steht. Zu diesem Ende sind zunachst die Werte 
von r / a  zu berechnen, die diesen Versuchen entsprechen. Im 
ersten Versuch fand sich +a2=7,14, r war gleich &6,05=3,035; 
demnach 

= 0,8004 ; r - 3,025 - -- __ 
0, l/l%;L8 

fur die beiden anderen Versuche ergibt sich entsprechend 

bez. 
1,25 r -  - ~~ = 0,3041. 

a V16,SV 

Wir haben nun in der oben fur den Fall r / a  = 1,0 mit- 
geteilten Weise - naturlich mit den durch die Verschieden- 
heit der einzelnen Zahlenwerte in der Rechnungsart bedingten 
Modifikationen - auBerdem noch fur die Werte 0,2; 0,3; 
0,5; 0,8; 1,4; 2,O; 2,2614 des Verhaltnisses r / u  die in der 
oben dargelegten Weise definierten Funktionswerte 1’, (r / a) 
berechuet und dadurch folgende Tabelle gewonnen, die uns 
in den Stand setzt , die erforderliche Vergleichuiig unserer 
Theorie mit der Erfahwng durchzufuhren. 

Annalen der Physik. IV. Folge. 20. 17  
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0 

0,2 
0,3 
015 
0,s 
1 ,o 

270 
2,2614 

1,4 

T a b e l l e  2. 

110 
0,7685 
0,7576 
0,7848 
0,8642 
0,9243 

1,0132 
0,9370 

1,0120 

0 
0,0285 
0,0497 
0,1278 
0,2348 
0,3080 
0,3574 
0,3131 
090 

170 
0,7405 
0,7079 
0,6570 
0,6294 
0,6163 
0,6546 
0,7001 
0,9370 

Aus dieser Tabelle ergibt sich durch parabolische Inter- 
polation : 

vm (i) : f (<;) fiir $ = 0,8004 gleich 0,373 

~ .. - 
9 7  7 7  - 0,5096 ,, 0,201 

9 1  ,, - = 0,3041 ,, 0,072 

Tr a u  b e fand in diesen drei Versuchen experimentell fur 
das Verhaltnis des Mcniskusvolumens zum Tropfenvolumen die 
Werte 0,376 bez. 0,235 und 0,091. Die Ubereinstimmung ist 
in dem ersten Falle eine selir gute, in den beiden letzten noch 
lcidlich. Bei der Wurdigung des letzten Versuches insbesondere 
ist zu berucksichtigen, da6 der von T r a u b e  angegebene Wert 
des Rohrendurchmessers siclier zu klein (vielleicht durch Ab- 
rundung) angegeben ist; denn nur so ist der auffallend groBe 
fur die Kapillaritatskonstante des Wassers aus diesem Ver- 
suche berechnete Wert zu erklaren. Mit wachsendem r / a  wird 
die Abweichung geringer; ferner ist zu bedenken, da6 die Un- 
sicherheit der an sich nur approximativen Beobachtungsmethode 
T r a u b e s  um so gro8er sein muBte, je  kleiner der zu be- 
stimmende Tropfenmeniskus war. 

Diese wenigen Versuche wurden an sich naturlich noch 
nicht ausreichen, urn die liier entwickelte Theorie zu stutzen. 
Es liegen aber in der Literatur viele andere Bestimmungen 
vor, die, im Sinne unserer Auffassung verwertet, befriedigende 

r 
a 
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Resultate ergeben. U’ir wollen hier iiur noch die Versuclie 
erwahnen, die F. E s c h b a u m  a. a. 0. von mehr beschreibendem 
Gesichtspunkte aus an destilliertem Wasser, Alkohol, Ather und 
Glyzerin angestellt hat, weil seine Bestimmungen mit einer 
gewissen, Sorgfalt vorgenommen zu sein scheinen. Esch -  
b a u m  fand: 

Bei einem Durchmeeser der Abtropfflache von 
2r = 1,70 mm wiegt 1 Tropfen Wasser 0,0296g 
2r = 2,48 ,, ,, I ,  0,0424 
2r = 4,045 ,, ,) ,, 0,0660 
2r = 5,06 !, ,, ,, ,, 0,0795 
2r = G,G3 ,, ,, > >  1 ,  0,1000 
2r = 11,41 ,, ,, 91 ,, 0,1900 

Wenn man diese Bestimmungen nach der Formel a = G / 2 r  rn 
berechnet, so findet man der Reihe nach 5,543; 5,441; 5,191; 
5,000; 4,801 ; 5,300 als Werte fur die Kapillaritatskonstante, 
also Werte, die gegenuber der nach den sonstigen Methoden 
ermittelten vie1 zu klein sind. Man erkennt aber sofort, da6 
diese wachsenden r enteprechenden Zahlen genau den gleichen 
Gang zeigen, wie die Werte fur f ( r / a )  in unserer Tab. 2. 
Und in der Tat, rechnet man, unserer Theorie gemri6, nach 

wobei das spezifische Gewicht des Wassers der Einfachheit 
halber gleich 1 gesetzt ist und die Werte von f ( r / u )  durch para- 
bolische Interpolation aus der TabelIe zu gewinnen sind, so 
findet man der Reihe nach folgende Werte: 

Das sind Zahlen, die in befriedigender Ubereinstimmung mit 
den von den zuverllssigsten Forschern nach den bekannten 
sonstigen Methoden ermittelten Zahlenwerten fur die Kapillari- 
tatskonstante des Wassers stehen. 

F. E s c h b a u m  fand ferner unter Benutzung einer und 
derselben Rijhre von 6,63 mm Durchmesser 

as = 7,56; 7,75; 7,92; 7,85; 7,67; 8,04. 

Gewicht eines Tropfens fflyxerin . . . . 0,075 g 
7 )  9 1  ,, nbsol. AZkolioZ . . 0,0303 

,, &her . . . . . 0,0244 ,) >, 
17* 
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Nach der Q u i n c  keschen Formel berechnet wiirden diese Beob- 
achtungen fur die Kapillaritatskonstanten die vie1 zu niedrigen 
Werte 3,80 bez. 1,50 und 1,19 ergeben. Mit umerer Theorie 
finden wir  annehmbare Zahlen, namlich fur: 

Glyzerin: M = +a2. u = 6,16 u = 3,126 mm; D = 1,26, f (a) = 0,6166) , 

Alkohol: n =+a2. ,= 2,31 a = 2,416 ,, ; ( T =  0,7911, f -~ = 0,6492 , 

Ather: 

( 
( 
( 

(3 1 
f (x) = 0,6614) M =&ct2.u = 1,77 a = 2,223 ,, j IS= 0,717, 

Diese wenigen aus der reichhaltigen Literatur heraus- 
gegriffenen Versuche, die wir spater durch Nachberechnung 
weiterer in den Zeitschriften zerstreuten Daten noch erganzen 
zu konnen hoffen, mogen furs erste genugen, urn die im vor- 
stehenden dargelegte Theorie der Tropfengewichte als den Tat- 
sachen ziemlich entsprechend hinzustellen. Diese Theorie ent- 
halt, iuie man sieht, einen neuen pJiysikalischen Erfalirungssatz, 
den Satz numlich , dap eine einen &%per benetzende $'luissiykeit 
das Bestreben hat, den FinRe2, den ihre Oberfiache an einer 
d a r f e n  Xante mit dem Korper bildet, miiylichst beizubehalten. 
Dab dieser Satz unter gewissen Voraussetzungen als eine Folge 
des bekannten Gesetzes von der Konstanz des Randwinkels an 
glatten Flachen angesehen werden kann , wollen wir , ohne 
nkher darauf einzugehen, hier nur andeuten. 

VIII. 

Da die Tab. 2 die Grundlage abgibt sowohl fur die Be- 
rechnung der TropfengrSBen bei gegebener Kapillaritatskon- 
stante als auch zur Ermittelnng der letzteren aus Tropfen- 
versuchen, so wollen wir zu ihrer Erlauterung und Erganzung 
noch einige Ausfiihrungen hinzufigen. 

Der Wert r l a  = 2,2614 entspricht dem von uns oben be- 
rechneten absoluten Mnximaltropfen. Fu r  diesen ist u, = 0, 
und daher auch pqn ( r / a )  = 0. Fur  grSBere r l a  wird urn < 0 
und V,(r/a) negativ, was in dem Falle der Rohren von end- 
licher Wandstarke eine physilialische Unmoglichkeit ergibt. 
Der Wert des Halbmessers r = 2 ,2614a  stellt daher den 
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auBersten Wert dar, den der Halbmesser des auBeren Quer- 
schnittes eines kreiszylindrischen Rohres haben dar’f wenn 
aus ihm noch tropfenweiser AusfluB einer Flussigkeit moglich 
sein soll. Fur Wasser ware das etwa $1 mm. 

Fur  das Intervall von r /  a = 0,2 bis r / a = 1,4 sind 
die Werte von f ( T / a )  fur die in der Tabelle nicht vertretenen 
Werte des Argumentes leicht durch parabolische Interpolation 
mit hinreichender Genauigkeit zu erhalten. Wir wollen das 
durch ein Zahlenbeispiel erlautern. Es sei f(0,S) zu be- 
rechnen. Wir stellen in der Umgebung von r / u  = 0,5 f ( r / u )  
dar durch folgenden Ausdruclr : 

f (  6) = 0,6570 + A ( d  - 0,5) + B ( 5  - 0,5)‘ 

und bestimmen A und B durch die Werte, die f ( r / a )  fur 
T / u  = 0,3 und r / a  = 0,8 hat. Schreiben wir noch fur A.0,1  A 
und fur B.0,01 B, so gewinnen wir folgende einfachen Glei- 
chungen 

0,7079 - 0,6570 = 

0,6294 - 0,6570 = - 0,0276 = 

0,0509 = - 2 A + 4 B ,  

3 B + 9 B ,  
oder 

0 , 0 2 5 5 = - A + + B ,  

B + 3 8 ,  - 0,0092 = 
somit 

also 
b = 0,00326 und B = - 0,01898, 

f(0,S) = 0,6570 - 0,01898 + 0,00326 =z 0,6413. 

Das Intervall r / a  = 0,2 bis r / u  = 2,2614 umfaBt die in 
der Praxis der tropf baren Flussigkeiten fur gewohnlich vor- 
kommenden Falle. 

Der Vollstandigkeit halber, sowie weil es bei den in der 
Einleitang erwahnten Versuchen Quinckes  ein Rolle spielt, 
bedarf auch das noch verbleibende Intervall von r i a  = 0 his 
r / u  = 0,2 der Besprechung. In diesem Intervall fallt f ’ ( r / a )  
von 1 his 0,7405, andert sich also im Vergleich zu den ubrigen 
Teilen der Kurve, durch die wir uns f ( x )  als Punktion von x 
dargestellt denken, sehr schnell. Die Folgo davon ist, daB 
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dieser Kurventeil nicht, wie der Rest, durch parabolische Inter- 
polation berechnet werden darf. Um das hier einzuschlagende 
Verfahren zu finden, miissen wir f ( r / u )  wieder als Differenz 
der oben erklarten Funktionen T, (TI.) und V,(r/a) darstellen 
und das Verhalten von ?',(~/a) und Y,(T/u) fur kleine Werte 
des Argumentes studieren. In  dieser Beziehung ist zunachst 
leicht einzusehen, daS, je kleiner r / a  wird, um so mehr der 
zu dem aben erklkten Sinus u, gehijrige Neigungswinkel der 
Meridiankurve sich einem rechten Winkel nahehert , und zwar 
ist der diesem urn entsprechende Punkt der zugehijrigen Kurve 
derjenigen SteIle der Kurve benachbart ? wo deren Richtung 
zum zweiten Male vertikal wird. Bezeichnen wir den konstanten 
Wert r / a ,  fur den wir T, und Frn ermitteln wollen, mit xo, 
den zugehijrigen Wert des Parameters It wie friiher mit h,, 
so wird daher h, wenig verschieden sein van demjenigen 
Werte h,, fiir den die zugehorige Meridiankurve in einem 
Punkte mit der Abszisse xo zum zweiten Male vertikal gerichtet 
ist. Der funktionale Zusammenhang zwischen den Werten 
dieser Abszissen und den entsprechenden Werten des Para- 
meters h wird numerisch durch die Kolumne x2 der Tab, 1 
dargestellt, und auf diese Tabelle mussen wir uns daher bei 
unseren weiteren Entwickelungen stutzen. 

Wir bezeichnen -2% als numerisch bekannte Funktion von h 
mit y(h)? y2 ebenso mit ~ ( h ) ;  ferner sei v, der zu urn kom- 
plementare Kosinus, d. h. gleich dl - u i ,  ym die zu urn und 3, 
gehorige Ordinate der Kurve (h,), 7 = ym - x (hJ ,  d. h. die 
Rohe des Punktes (xh, ynJ uber der die Punkte der groaten 
Einschnurung der Kurve verbindenden Geraden. Es gelten 
dann folgende Entwickelungen: 

____ 

Y,(xo) = UqR + xo (y,73 - hm) = 1 - ; 27; - * . . 
+ .To (x (hm) + 77 - / I , )  = 1 - + v: - . . . 
+ 20 (Yo + x ( / / , J  - x Oh") + 71 - 11, - (Itm - ha)) = 1 

Hierin ist yo die zu (so, h,). gehiirige Ordinate, d. h. gleich x (ha); 
1 + xo (yo - h,,) ist der in Tab. 1 mit E bezeichnete Aus- 
druck. 
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Setzt man ferner 
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man erhalt dies, indem man x, und x, - fp (hm) = 'p (h,) - 'p (h,) 
sowie x(hJ - ~ ( l i , )  nach Potenzen yon hm- h, und J L $ ~ -  h, 
seinerseits vermoge der Beziehung 

nach Potenzen von q entwickelt. - I n  dem Ausdruck fur 
Ym(xo) ist ?j noch unbekannt; der Definition yon Prn(x0) ent- 
sprechend ist dafiir derjenige Wert einzusetzen, der 7, (x,) zu 
einem Maximum macht, d. h. es ist ?i bestimmt durch die 
Gleichung 

-zo - ?(Arn) = $Xm?,3  + f ? , S  + ... 

Fur kleine Werte von -zo ist xo wesentlich gleich l /x , ,  ~ ' ( h , , )  
und 'p'(h,), wie noch gezeigt werden wird, naihern sich dabei 
den Werten 

- 2 (+)% xO2/3 bez. - 4 ($)'L . ~ ( / 3  ; 

daraus folgt, da6 fur kleine zo q gleich x: bis auf GroBen 
hoherer Ordnung wird; und Vm(x,) nahert sich der Grenze &(jig), 

wobei die vernachlassigten GroBen von der vierten Ordnung in 
bezug auf xo sind. Fu r  Werte von x0 oder r l a ,  die kleiner 
als 0,2 sind, kann man daher mit einem Fehler, der 0,001 
nicht erreicht, 7L(x0)  durch ~ ( h , )  ersetzen; man kann aber 
auch das Glied + +.xi hinzufiigen, so da6 dann 

bis auf GrijBen von hijherer als der vierten Potenz in bezug 
auf zo ware. 

vm (xO) = E (lt,) + + 2; 
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In ahnlicher Weise findet man, da6 fur kleine Werte 
yon x, ~ 

bis auf Gro6en hoherer als der vierten Ordnung in bezug auf x0 
ist. f t h , )  ist dabei der zu x,,, wenn dieser Wert in der Ko- 
lumne xl der Tab. 1 aufgesucht wird, gehorige Wert der Ko- 
lumne yl; fur kleine Werte von x0 ist X(4,)  im wesentlichen 
gleich xo. 

?;,b(.r") = ; z'" ,y (hJ + xi 

Wir sehen somit, daB fur kleine Werte von x, 
- 

f ' ( X o )  = T;& (To) - J;  (X") = 8 (It") - $ xo X(h,) - ; x: 
wird. 

und 2, zu erortern. 
Es ist schlieBlich noch der Zusammenhang zwischen E (h,) 

Es ist der Definition nach 

(4)) = 1 + 20 (9, - h,) 7 

worin yo und h, Funktionen von xo sind, deren numerischer 
Zusammenhang durch die erste, vierte und funfte Kolumne 
der Tab. 1 gegeben ist. Fu r  die Rechnung ist es am be- 
quemsten, xo und yo a15 Funktionen von h, darzustellen, wozu 
fur groBe Werte von ?lo, urn die ausschliefllich es bei dieser 
Betrachtung sich ja  handelt, folgende Uberlegung dient. Fur  
unendlich groBe h nahert sich die Tropfenoberflache mehr und 
mehr eiiier Kugel; erst in unendlicher Nahe des oberen Poles 
derselben andert die Meridiankurve ihren Charakter, erhalt 
ihren Wendepunkt und biegt dann schlieBlich unendlich nahe 
der Rotationsachse von dieser ab; daraus ergibt sich, daB 
das Volumen des Tropfens fur unendlich gro6e h gleich dem 
Volumen einer Kugel mit dem Halbmesser l l h  ist. Es ist 
somit dieses Volumen einerseits gleich 

andererseits ist es aber gleich x2 n, da sich f (x2) fur unendlich 
kleine x2 der Grenze 1 nahert. Wir haben also 

4 1  
2 3 h3 . r n =  n oder 

y2 nahert sich, wie in derselben Weise folgt, fir unendlich 
grofle h der Grenze 2 / h .  Allerdings ist die Konvergenz, mit 
der x2 und y2 diesen Grenzwerten zustreben, eine ziemlich 
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langsame, denn fur h = 4 finden wir aus Tab. 1 fur das Pro- 
dukt x2h3 anstatt 1,33..  den Wert 1,5923 und fur das Pro- 
dukt ya?i anstatt 2 den Wert 2,4032. Wir erhalten jedoch 
eine ausreichende Genauigkeit , wenn wir mit Riicksicht auf 
das soeben betreffs ii = co Dargelegte 

setzen und die Koeffizienten B, C, B, E aus den Werten be- 
stimmen, die x2 und y, fur h = 3 und ti = 4 haben, welche, 
durch mechanische Integration gewonnen, in Tabelle 1 ver- 
zeichnet sind. 

Wir finden auf diese Weise 

2 0,2457 y - - - -h2 + 71434. 
2 -  A h 3  

Um aus diesen beiden Gleichungen beispielshalber f (0,l) zu 
berechnen, haben wir in die erste fur x2 0,l  einzufuhren; wir 
finden damit IL = 2,865. Mit diesem Wert von h ergibt sich 
alsdann aus der zweiten Qleichung y2 = 0,9828, Dnmit wird 
dann 

wobei das Qlied mit x4 vernachliissigt und x(I?,) gleich 0,l 
gesetzt ist, was einen merklichen Fehler nicht veranla6t. 

Fur  noch kleinere Werte von x, also fur das Interval1 
von x = 0 bis z = 0,l konnen wir aus den beiden Gleichungen 
fur x, und y2 einen expliziten Ausdruck fur f ( x )  ableiten, der 
eine fur praktische Zwecke ausreichende Genauigkeit ergibt. 
Aus der ersten Gleichung folgt namlich l/?i = 2'13 (xi/.), wo @ 
eine Potenzreihe mit absolutem Glied darstellt ; und daraus 
ergibt sich wieder yz = x1/3 @ ( ~ ' 1 3 ) ~  wo @ eine Potenzreihe der- 
selben Ar t  ist. h andererseits ist x-% p- 1 (.2-'/3), und schlie8- 
lich wird somit 

f(0,l) 1 + 0,1(0,9828 - 2,865) - 0,l2 = 0,8051, 

f ( ~ )  = 1 + pxaI8 + Y X  + 6 ~ ~ 1 ~  +. . . 
Fiir das praktische Rechnen kann man sich damit begniigen, 
einen dreigliedrigen Ausdruck 1 + 0 x'i3 + y I zugrunde zu 
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legen und die Koeffizienten t f  und y mit Hilfe der letzten 
beiden Zahlen der Kolumne E der Tab. 1 zu ermitteln. Tut  
man dies, so erhalt man 

Fur 5 = 0,l ergibt diese Gleichung f(0,l) = 0,8032, wahrend 
die obige direktere Berechnung 0,8051 ergeben hatte. Man 
sieht also, da8 sie fur kleine Werte von x in der Tat aus- 
reicht. 

Die letzten Entwickelungen sollen nunmehr auf einige 
Versuche Qu inckes  angewendet werden. Qu incke  bestimmte, 
wie erwahnt, die Gewichte von zum Schmelzen gebrachten 
Metalltropfen, die er von dunnsten Drahten dieser Metalle ab- 
fallen lief3 , und aus solchen Versuchen berechnete er nach 
der falschen Formel a = G /  2 T n die Kapillaritatskonstante 
dieser Metalle im flussigen Zustande. So fand er fur Xilber'): 

f(.r) = 1 - 1,1394~'/3 + 0,48673. 

= a  
0 _ _  Durchmesser 2 r Gewicht 

des Drahtes des Tropfens 2 r n  
0,2318 mrn 0,0299 g 41,13 
0,0993 ,, 0,0130 41,66 
0,0775 ,, 0,0110 41,02 

Berechnet man dagegen richtig nach den Gleichungen : 

wobei c, das spezifische Gewicht des geschmolzenen Silbers, 
zu 10,O angenommen wurde, so erhalt man in den drei Ver- 
suchen fur f(r/a) die Werte: 
f(0,0382) = 0,8897, f'(O,Ol66) = 0,9339, f(0,0125) = 0,9446. 
Als zugehorige Werte von cc findet man hieraus die Zahlen 

46,25 bez. 44,454 bez. 47,61 mg. 

Man ersieht aus diesen Zahlen, da8 selbst bei Drahten von 
nur wenige Millimeter betragendem Durchrnesser die Benutzung 
der Q uin c k e schen Formel erhebliche Fehler verursacht. 

1) Mit der Methode der groSen flachen Tropfen auf horizontaler 
Unterlage erhielt Quincke  spater - beilaufig bemerkt - vie1 hohere 
Werte fiir die Kapillarititskonstante des geschmohenen Silbers. 

2) Wobl Rechenfehler fur 45,18. 
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IX. 

In den vorstehenden Darlegungen ist das Problem des 
Tropfenabfallens als statisches behandelt worden. Streng ge- 
nommen ist das nicht berechtigt, da ein Tropfen sich im all- 
gemeinen durch ZufluB bildet und somit seine einzelnen Ele- 
mente Geschwindigkeitskomponenten besitzen. Man kann aber, 
wie auch J. T r a u b e  dies bei der von ihm mit dem Namen 
Stalahtometer belegten Versuchsanordnung durchgefuhrt hat, 
die Tropfenbildung so verlangsamen, da8 der storende EinfluB 
der lebendigen Kraft der Flussigkeitsteilchen auf die Gestaltung 
der Tropfenoberflache praktisch vernachlassigt werden kann. 
Durch diesen Einflut3 der Geschwindigkeit erklart es sich viel- 
leicht auch, dat3 die oben von uns aus Versuchen J. T r a u b e s  
und E s c h b a u m s  berechneten Werte der Knpillaritatskon- 
stanten des Wassers durchschnittlich etwas hoher Rind als man 
sie mit den bekannten anderen Methoden erhglt; in der Tat  
ergibt die theoretische Uberlegung, da8 die erorterte Fehler- 
quelle in diesem Sinne wirken mu8, und auch experimentell 
ist von mehreren Beobachtern, wie z. B. E s c h b a u m ,  fest- 
gestellt worden, daB das Tropfengewicht unter sonst gleichen 
Verhaltnissen mit der Schnelligkeit des Abtropfens merkbar 
zunimmt. Wenn man die Tropfenmethode kunftighin zur Be- 
stimmung der Kapillaritatskonstante benutzen will, wird man 
diesen Punkt systematisch beriicksichtigen mussen. 

~~ 

Fassen wir  zum SchluE das Hauptresultat unserer Unter- 
suchung kurz zusammen, so konnen wir folgendes sagen: 

Das Gewicht G eines sich (unendlich langsam) an einer 
kreisfijrmigen Scheibe bez. einem solchen Rohr von dem Durch- 
messer 2 T bildenden abfallenden Tropfens ist nicht, wie die 
alteren Autoren annahmen, gleich 2 r % a d ,  auch nicht, wie 
J. T r a u b e  nachweisen zu kiinnen glaubte, proportional dem 
Produkte aus der Kapillaritatskonstante und dem Kosinus des 
Randwinkels, sondern es ist 

G = 2 ~ w o t f '  a t r 1 
wobei a und u durch die bekannte Relation a = + a s @  
(v das spezifische Gewicht der Fliissigkeit) verbunden sind. 
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f ( x )  ist darin eine Funktion, die sich durch einen einfachen 
analytischen Ausdruck nicht darstellen lh6t und in dem in 
Betracht kommenden Bereiche ihres Argumentes erheblichen 
Schwankungen unterliegt, so da8 also auch nicht, wie manche 
Autoren angeben, die Gewichte der von Biihren gleichen Durch- 
messers abfallenden Tropfen verscliiedener Flussigkeiten deren 
Kapillaritatskonstanten proportional sind. Die Werte von f ( x )  
sind durch die Tab. 2 gegeben, die fiir das Interval1 von 
x = 0 bis x = 0,2 noch durch das im Abschnitt VIII Ausgefuhrte 
zu erganzen ist. Man erkennt daraus, daB zwischen x = O  und 
x = 0,l f (z)  von 1 bis 0,805, von z = 0,l sllsdann erheblich 
langsamer abnimmt, bis es fur einen Wert von x zwischen 1,0 
und 1,4 seinen Minimalwert erreicht. Von letzterem aus steigt 
f (z)  dann wieder. I) 

Ber l in ,  im Marz 1906. 

1) Wic die weitere Berechnurig mir ergeben hat, erreicht die 
Funktion f(a;) den Wert, den sie fiir z = 2 hat, nicht in ausschlieBlichem 
Steigen, sondern indem sic durch ein flaches Maximum hindurchgeht, auf 
das ein entsprechend wenig ansgeprsgtes Minimum folgt. Ich hoffe die 
so vervollstiindigte Trrbellc demnachst in einem klcinen Nachtrag zu 
obigcr Arbeit bringen zu kiinnen, in der ich noch weitere Versuche- 
ergehnisse friiherer Beobachter vom Standpunkt der hier entwickelten 
Theorie zu verwerten gedenke. 

(Eingegangen 17. Mar2 1906.) 




