
Fundamental siitze der Wahrscheinlichkeitsrechnung. 
Von 

R. v. Mises in Frankfurt a. M. 

Ubers icht .  

I. Teil: Ana ly t i s che  Entwieklungen .  
w 1. S~tze fiber den Grenzwert eines Produktes yon Funk~ionen (I, II). 
w 2. Korollare zu den S~tzen des w 1. 
w 3. S~tze fiber den Grenzwert eines Integralproduktes yon Funktionen 

(III, IV, V). 
w 4. Vorbereitungen zum Beweis der Behauptung III. 
w 5. Beweis der Behauptung III. 
w 6. Korollare zu den S~tzen des w 3. 

II. Tell:  Anwendungen  in der Wahrsche in l i chke i t s r eehnung .  
w  Die Binomialzahlen, der Bernoal l isehe und Poissonsche Fall 

und seine VeralIgemeinerung. 
w 8. Der erste Fundamentalsatz. 
w 9. Das Bayessehe Problem and seine Verallgemeinerung. 
w 10. Der zwei*e Fundamentalsatz. 

Wer die Entwicklung der Wahrseheinliehkeitsrechnung in den letzten 
Jahrzehnten verfolgt, wird sieh dem Eindrnek nieht versehlie13en, da~ 
dieser Zweig der mathematischen Wissenschaft in zweierlei Hinsicht hinter 
allen anderen bedeutend zurfiekgeblieben ist. Es fehlt einmal -- nut 
wenige Arbeiten russischer Mathematiker bilden da eine Ausnahme-  den 
analytischen Sdtzen der Wahrscheinlichkeitsreehnung jene Pr~izision der 
Formulierung und Beweis/~hrung, die in anderen Teilen der Analysis 
l~ngst zur Selbstverst~ndlichkeit geworden ist. Und es besteht anderer- 
seits, trotz mancher wertvoller Ans~itze, fiber die Grundlagen der Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung ale einer mathematischen 1)isziTlin heute noch so 
gut wie keine Klarheit: was am so erstaunlieher erscheint, als wir nicht 
nar in einer Zeit lebhaften Interesses flit axiomatische Fragen innerhalb 
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der Mathematik, sondern auch in einer Epoche stetig wachsender Aus- 
breitung der Wahrscheinlichkeitsrechnung auf den verschiedensten An- 
wendungsgebie~en leben. 

Die vorliegende Arbeit will nur dem erstangefiihrten NIangel Rechnung 
tragen, indem sie versucht, eine gro]e Reihe yon Einzelproblemen der 
Wahrscheinlichkeitsrechnang (das Ber n o u Ill sche uncl P oi s s o nsche Problem 
und seine Verallgemeinerung, das Gaul~sehe Fehlergesetz, das Gesetz der 
grol~en ZaM; dann alas Bayessche und Laplace-Bienaym~sche  Problem 
und seine Verallgemeinerung, einen zweiten Satz der Fehlertheorie und ein 
zweites Gesetz der groJ3en Zahl) yon einem einheitlichen und allgemeinen 
analytischen Gesichtspunk~ aus zu bew~iltigen. Dabei liel~ es sich natur- 
gemS] nicht vermeiden, dal~ die Darstelhng, namentlich ira zweiten Tell 
dieser Arbeit, auf einem bestimmten System yon ,,Grundlagen" aufge- 
baut wurde, dessen zusammenh~ngende and ersehSpfende Darstellung in 
diesem Rahmen unmSgHch war. Nu~ das flit die Formulierung tier beiden 
,,~mdamentals~tze" Notwendigste ist in den w167 8 und 10 auseinandergesetzt. 
Wenn man mit Reeht die an diesen Stcllen gegebenen Andeutungen fiir 
unvollst~ndig and mancher Aufkls becliifftig erkennen wird, so babe ich 
doeh andererseits alles getan, um die Ergebnisse aueh ira Anschlul3 an die 
heute fiblichen Begriffsbildungen und Ausdrucksweisen der Wahrscheinlieh- 
keitsrechnang verst~ndlich zu machen. Eine zusa~raenfassende Darstellung 
der ,,Grtmdlagen" so]l -- wenn anders Zeit and Umsts es noeh ge- 
st~tten -- bei sp~terer Gelegenheit vorgelegt werden. 

Der erste Tell dieser i r  belt, enthaltend die,,aualygschen Entwicklungen", 
geht yon einem einfaehen, durchaus nicht tiefliegenden, aber wie es scheint, 
neuen und jedenfalls fiir die Wahrseheinlichkeitsrechnung sehr fruchtbaren 
Satz der Analysis aus, der im wesentlichen folgendes besagtl). Sei 
fi, f~, ]'~,... eine unbesehrgnkte Folge yon Fanktionen einer reellen 
Variablen x, die an bestimmten, im Endlichen gelegenen Stellen 
x = al, a.~, a~, . . ,  ein reelles, endliches Maximum und eine reelle, nicht 
verschwindende zweite Ableitung besitzen, so gilt, gleichra~l~ig in jedem 
endlichen Intervall yon u: 

(a) ]ira I f  ~ (a I .~ ~) . f~ (a S _~ ~) . . . f~ (a~ + ~) t --~ k~ e-u~, 

wo r~ eine mit n wachsende positive GrSl3e (die negative halbe Summe der 
genannten zweiten Ableituugen yon f l" '"  f~) bedeutet. Geniigen iiberdies 
die f noch gewissen Bedingungen im Unendlichen, so gilt auch 

ii Die volls~aclige~ oVoraussetzungen der S~tze usw. sind in dieser Einleitung 
durchwegs a~h$ angegeben. 
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b b 

ffir beliebige endliehe oder unendliche a und b. Von dem speziellen Fall 
dieses Satzes, in dem alle f auBerhalb des Bereiehes 0 H x H 1 versehwinden 
und innerhalb desselben dutch x ' (1  -- x) 1-~, (0 < a < 1) dargestellt 
werden, mac]at man in der heutigen Wahrscheinliehkeitsreehnung zum 
Beweis der Lap lace -Bayesschen  Formel Gebrauch. In den w167 1 und 2 
werden die beiden in (a) and (b) enthaltenen allgemeinen Behauptungen 
I u n d  II unter dort n~her angegebenea Voraussetzungen bewiesen und 
durch einige ffir die Anwendungen wichtige Korollare, namentlieh die Aus- 
dehnung auf mehrere unabh~ngige Variable, erg~nzt. 

Die Ergebnisse der beiden ersten Paragraphen dienen zun~chst in w 3 
dazu, um zwei im wesentlichen bekannte, aber niemals rait den richtigen 
Voraussetzungen formulierte, gesehweige denn bewiesene S~tze IV und V 
unter Verwendung eines yon L a p 1 a c e herrfihrenden Gedankens (,,erzeugende 
Funktion") zu erledigen. Sei vl, %, %, . . .  eine unbeschr~nkte Folge 
reeller, nicht negativer Funktionen der reellen Variablen x, deren voh -- ec 
bis ~ ez erstrecktes Integral gleieh 1 ist, und die im wesentlichen dazlurch 
eharakterisiert sind, dal] ihre Gesamtschwanlcungen eine endliche obeYe 
Schranke besitzen. Dana gilt, gleichm~l]ig in jedem endliehen Bereich 
VOI1  2t  : 

- -  x n - 1 )  d x l . . ,  d x ~ - i  = 1 ~ j T e  - ~  , 

wo r~ und b,~ gewisse, dutch %, v ~ , . . . , v ,  bestimmte GrSl]en (b~ 

die Summe der ,,l~Iittelwerte" a~ = f xv~ ( x ) d x ,  ~'(~ die doppelte Summe der 
- - Q O  

,,Streunagen" f ( x --  a~ ) ~ v~. ( x ) gx ,  ~ = 1, 2, 3 , . . .  n) bezeichnen. Hat man 

andererseits start der Funktionen v~, %, % , . . -  einzelne Folgen nieh~ 

negativer Zahlen ,x (x), l~(x), , s (x) ,  . . .  mit x-~  0, 1, 2, . . . ,  wobei die 
fiber x erstreekte Summe jedesmal 1 betr~igt und die D~.(x) die wesent- 
liehe Eigenschaft aufweisen, dab fi~r ~edes z wenigstens ein Paar un- 
r~ittelbar aufeinander folgender x -Wer te  dutch nicht verschwindende 
D-Werte besetzt ist, so gilt, ebenfalls gleichm~Big ffir endliehe u: 

J- u~ 
(e) lira  oZZ... e -  . 

wenn bei de~ Summation ~iber alle x-We,re x~ § x~ i F . . .  -F x,, = % % -t- b, 
1" 
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gesetzt wird, mit lira % = u und bei analoger Becleutung yon b~ und % 
win oben. l~ian erkennt, dal~ in (e) ein interessanter Satz iiber die Koeffi- 
zienten nines Polynoms, das als ein Produkt sehr vieler Polynome ,nit 
t~ositiven Koeffizienten erscheint, enthalten ist (vgl. w 7, 4). 

In beiden Fi~lien, sowohl in dem zu (d) fiihrenden Fall ,,geometrischer", 
win in dem zu (e) fiihrenden ,,arithmetischer" Wahrscheinlichkeiten, kann 
man iiberdies nine analoge Gleichung flit den Grenzwert des unbestimmten 
Integrals der linken Seite yon (d) bzw. (e) angeben, wenn man start der 
v~(x) bzw. ~ ( x )  jene monotonen, fiir x------ oo verschwindenden Funk- 
tionen V.~(x) einfiihrt, ffir welehe V~(b) -  V~(a) gleich dem yon a bis b 
erstreckten Integral yon v~ (x), bzw. der yon a his b erstreckten Summe der 
I~ (x) glei&kommt: 

/ /v lira ... r~u-4-b~,--xl--x.,.--...--xn-~)dV,-~(x,_,)dV,,_~(x,~_~)...dV~(x~) 

( ~  1 " ., 

wobei die Integrale links im 8t iel t jesschen 8inne zu bilden sind. Diese 
Gleichung (c) grit gleiehmii~ig fiir alle Werte yon u, ihre Geltung geht 
aber welt fiber das bisher Gesagte hinaus. 

Deiiniert man niimlieh V~(x), ~(x ) ,  5 ( x ) ,  . . .  ohne Riicksicht aul 
Eigenschaflen ihrer Ableitungen, als monotone, yon null bis eins an- 
steigende Funktionen, die im wesentlichen nut der Bedingung geniigen, 

dal~ die Folge der ,,m-ten Momente" /a~mdV~(x) bei /estem, abet be- 

liebigem m flit a = 1, 2, 3 . . . .  besehrdinkt ist, so lgl~t sich (c) immer nocb 
beweisen, wghrend weder (d) noch (e) einen Sinn hat (Behauptung III). 
Der Beweis ist abet keineswegs mehr dutch Zu~fizldiih~ung auf (a) und (b) 
zu erbringen, sondern erfordert ganz andere Kilfsmittel, mit denen wit 
ihn in den w167 r und 5 im Ansehlul~ an einen yon T schebysche f  and 
Markoff eingeschlagenen Weg ~) erledigen. Dutch die gemeinsehaftlichen 
Bemtthungen dieser beiden Mathematiker is~ tats~chlieh ein Beweis yon 
(c), unter Heranziehung der Theorie der Kettenbruch-Entwicklungen, wenig- 
s~ens flit die Fglle, in denen die g~. besehrgnkte Ableitungen haben oder 
dutch einfache Treppenlinien dargestellt werden, zustande gekommen; unser 
allgemeiner Beweis axbeitet dagegen nut mit elementaren und anschau- 
lichen H.ils Ffir die Satze (el) und (e), die moht etwa aus (o) 

~) VgL k. A. Markoff, Wahrseheinliehkeitsreehnung, deutsch v. H. Liebmann, 
Leipzig 1912, S. 77ff., 259iZ P. L. Tsehebyschef, Oeuvres, St. P6tersbourg 1899/1907, 
Bd. H, S. 481. VgL a. FuBn~te 7. 
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abgeleitet werden kSnnen, scheinen Beweise bisher noeh nicht versueht 
women zu* sein. 

In w 6 werden die in den vorstehenden Gleichungen (e) bis ie)  ange- 
deuteten Behauptungen I I I  bis V dutch einige Korollare erg~nzt, die nament- 
lich die Ausdehnung auf mehrere unabh~ngige Ver~nderliche und versehiedene 
Varianten der Voraussetzungen zum Gegenstande haben. 

Die im zweiten Teil der Arbeit enthaltenen ,,Anwendungen in der Wahr- 
8cheinlichkeitsrechnung" fiihren zu zwei allgemeinen, bier als ,,Fundamental- 
s~tze~" bezeiehnetea Ergebnissen, yon denen das erste sich auf die Behaup- 
tungen II I  bis V, das zweite unmittelbar auf die Behauptungen I und II  
des ersten Teiles stiitzt. Man kann die beiden grol]en Problemgruppen, 
yon denen die Fundamentals~tze handeln, im Anschlu~ an die iibliche 
Terminologie, als den Bernoul l i schen und den Bayesschen Ideenlcreis 
charal~terisieren. 

Bernou l l i s '  Fragestellung, gehSrig erweitert, abet immer tinter Ver- 
wendung der heutigen Ausdrucksweise dargestellt, geht dahin (w 8): Welches 
ist die Wahrscheinlichkeit eines Ergebnisses, das sich als die Summe sehr 
vieler, unabh~ngigen Zufallsgesetzen gehorchender, Einzelversuche d~rstellt? 
Der einfaehste, yon B e r n o u l l i  selbst behandelte Fall (w 7, 2) ist bekannt- 
lich der: Aus einer Urne, die lauter sonst gleiehe, abet tells mit Null, teils 
mit Eins bezeichnete Kugeln im Mischungsverh&ltnis ( 1 -  q ) : q  enth~lt, 
wird in n-facher Wieclerholung je eine Kugel gezogen; wie grol~ ist die 
Wahrscheinlichkeit m,~(x), wenn n eine sehr gro]e Zahl ist, gerade die 
Summe x (also x mit  Eins bezeichnete Kugeln) zu ziehen? Lap lace  hat 
die Frage dahin beantwortet, da] m,(x) bei grofiem n asymptotisch dutch das 

darge tellt ,,GauBsche Gesetz" e -u~ mit u ~  ~ -- q ( f - -  q) 

Unsere Gleichung (e), die in die Aussage des ersten Fundamentalsatzes ein- 
geht, besagt, dal~ dieses Gesetz viel allgemeiner gilt: nicht nut (P oi s s o n scher 
Fall), wenn jeder der n Ziige aus einer anderen Urne (mit anderem Mischungs- 
verh&ltnis) effolgt (w 7, 3), sondern auch dann, wen11 jede Urne in beliebiger 
Mischung mit beliebigen Zahlen 0, 1, 2, 3 , . . .  bezeiehnete Kugeln enth~It 
(w 7, ~), endlich auch analog, wenn jede einzelne Ziehung dutch eiue endliche 
Gruppe yon Zahlen charakterisiert wird (z. B. Fiin~nummernziehung beim 
Zahlenlotto, w 7, 5). Grunds~tzlich das gleiche Problem liegt in der tVehler- 
theorie vor, wenn nach der Wahrscheinlichkeitsdichte w~(x) flit das Au~treten 
eines Fehlers x gefragt wird, der als die Summe yon' n, unabh~ngigen 
Fehlergesetzen geniigenclen, Elementarfehlern aufgefa~t wird (w 8, 5). Hier 
sagt unsere Gleichung (d), die ebenfatls einen Teil des ersien Fundament~l- 
satzes bildet,' da~, wie immer die Gesetze der Elementaffehler beschaf~en 
sein mSgen, bei gentigend gro~em n das GauSsche Gesetz flit den Geaamt- 
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fehler resultiert. Endlich kann man GleJehung (c) heranziehen, um eine, 
wenn aueh eingeschr~nktere, Aussage fiir beliebige ,,Verteilungefi" V, (x) zu 
gewinnen. Wendet man abet das Augenmerk ]ediglich auf den Umstand, 
da~ der Faktor yon x ~" im Expone~lten des Gaul]schen Gese~zes mit 1 : n 
unendiich klein wird, so erh~lt man (w 8, 6) das sog. Gesetz der gro[3en 
Zahl, das wir das ,,erste" nennen, weft ihm in der Problemgruppe des 
zweiten Fundamentalsatzes ein analoges zur Seite tritt. 

Uberhaupt fiihrt die Bayessche Fragestellung, deren Ausgestaltung 
im zweiten Fundamentalsatz (w 10) ihren kusdmck finder, zu zahlreichen 
Analogien mit den Folgerungen aus dem ersten. Das Ausgangsproblem 
ist folgendes (w 9, 1): Man hat in n Ziigen aus einer Urne mit schwarzen 
mid wefl3en Kugeln an real scbwarz gezogen; gefragt ist naeh der 
Wahrscheinliehkeitsdiehte w,,(x) daffir, dal3 die Wahrscheinlichkeit eines 
schwarzen Einzelergebnisses bei x liegt. Nach L a p l a c e  folgt, w,~(x), 
(lie sog. ,,a posteriori-Wahrscheinlichkeit", ffir grol~e n asymptotisch dem 

V ;  ~ , soba ldd ie , , ap r io r i  - Gau~]schen Gesetz e- ~'~ mit u ----- (x --a) a(-1--a) 
Wahrscheinlichkeit aller x-Werte gleich angenommen wird. Unser zweiter 
Fundamenta]satz, der sich auf die Gleichungen (a), (b) und die zugehSrigen 
Korollare stiitzt, besagt zun/ichst, da/3 dieses Ergebnis yon dem Verlau] der 
a priori-WahrscheinZichkeiten ganz unabhdingig ist (w 9, 2), wodureh erst 
seine grol~e praktische Bedeutung begriindet wird; welter, dal3 die analogen 
Aussagen mSglich sind, wenn die Urne in beliebiger Misehung nicht nut 
zweierlei, sondern beliebig vielerlei, etwa mit 0, 1,'2, 3 . . . .  bezeiotmete, 
Kugeln enth~lt (w 9, 3). Ein wichtiges Problem der Fehlertheorie fallt in 
diesen Ideenkreis (w 10, 4): Man habe als Resultat yon n Beobachtungen 
einer unbekannten GrSl~e aln real den Weft bl, a~nmal b~ . . .  %n mal hi0 
erhalten; wie gro~ ist die ,,Wahrscheinlichkeitsdieh~e a posteriori" w,,(x) 
darer, dal~ der ,,wahre" Wert der Beobaehtung (d. i. derjenige, der sich 
als Durchsehnitt bei einer ins Unendliche iortgesetzten Beobachtungsreihe 
ergeben mfi$te) bei x Hegt? Der zweite. Fundamentalsatz erteilt, in Er- 
wei~erung eines yon B ienaym~ bewiesenen Laplaceschen Satzes (w 9, 4), 
die Antwort, da/~ -- unabl~ngig yon jeder Annahme fiber die a priori- 
Wahrscheinlichkeiten -- w,(x) bei gro~em n proportional e- u~ wird, mit 
u - - - - - ( x - - A ) : s l / 2 ,  wo A den Mittelwert mid 8 ~ die Streuung der 

Beobae~tungs-Ergebnisse (A = Za. ,b . , ,  S~ ' -~Z a,~(b, ,-  A) ~) be- 

deutet. Dieses Resultat, d a s  yon der Ann~hme des Gaul]sehen Fehler- 
gesekses ganz miabh~ngig ist, aus dieser Anrmhme abet auch keineswegs 

.abgeleitet wexden kSnate, nennen wit den zweiten Satz der Fehlertheorie 
(w 109 4). Endlich ergibt sich (w 10, 5) aus der Bemerkung, da~ in der 
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Laplaee-Bayessehen Formel der Faktor yon x ~ im Exponenten mit 

wi~chs~, das schon erwiihnte zweite Geset~ der groflen Zahl, dessen einfache 
Formulierung man am Sehlusse dieser k_rbeit finder. 

Die prgzise Darstellung der Fundamentals~ttze eriorderte, wie oben 
bemerkt wurde, die EinffitYrung einer ganzen Reihe neuer Begriffe und 
Bezeichnungen, die nach Ansicht des Verfassers bei einem logisehen kufbau 
der Wahrseheinlichkeitsreehnung als eines Teiles tier Mathematik nieht 
entbehrt werden kSnnen. Da die darauf beziiglichen Erkliirungen und 
Bemerkungen im Texte (w 8, 1--3 und w 10, 1--2) ohnehin so kurz als 
mSglich gehalten wtlrden, eriibrigt sieh eine auszugsweise Wiedergabe an 
dieser Stelle. Der wesentliehe Inhalt der Sgtze and ihrer Anwendungen 
bleibt natiirlieh yon der Annahme oder Ablehnung des vorgebrachten 
Systems yon ,,Grundlagen" unabhgngig. 

I. Tei l .  A n a l y t i s c h e  E n t w i c k l u n g e n .  

w 1. Siitze tiber den Grenzwert eines Produktes yon l%nktionen. 

1. Beze i chnungen .  Es seien f l (x) ,  f~.(x), f s ( x ) , . . ,  reelle oder 
komplexe Funktionen der reellen Variablen x, eindeutig definiert fiir alle, 
endlichen oder unendlichen, reellen Werte yon x. Es mSgen ferner x 1, 
x~, x 3 , . . ,  reelle Zahlen bezeiehnen, die in einer bestimm~en, noch an- 
zugebenden Weise linear yon einer einzigen reellen Zahl u abhiingen. 
Wit betraehten das Produkt 

(1) ~,, (") = 5 (':~)" 5 (~.)-..  f,~ (x,~) 
sowie sein bestimmtes Integral 

b 

(2) Pn (a, b) = f p,, ( u )du  

und untersuchen insbesondere die Grenzwerte 

(1') i9 (u) ~- lira I% (~) = f~ (x,)- f~ (x~_)... 
n=~va 

l i n d  b 

(2') P(a, b) = limP.(a, b) ~- lim f p.(~,)du, 

wobei naturgemgl~ die f~ gewissen Beschrgnkungen unterworfen werden. 
Diese Produktbildung geniigt dem kommutativen Gesetz (Vertauschbarkeit 
der Faktoren), dagegen dem assoziativen (beliebige ZusammenfaBbarkeit 
der Faktoren) nut unter Einschrgnkungen fiir die Beziehung zwischen 
und den x,, die wit nicht als erfiillt annehmen. 
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2. Vorausse tzungen .  a)Von jecler einzelnen der Funktionen f], f,, 
f s , - - ,  setzen wit voraus: 

1. Die Funktion f~(x) babe an einer im Endlichen gelegenen be- 
stimmten Stelle x = a~. den reellen Weft 1 und sei bier zweimal diffe- 
renzierbar; der erste Differentialquotient sei n~ll, der zweite reell, endlich 
trod nicht positiv : 

( a l )  f ~ ( a ) = l ,  f :  (a ) ----- 0, ] ' : ' ( a ) =  ,, 2 

2. Der Betrag des dritte~ Di//erenzenquotienten von f~(x)  und damit 
t2 

der des ersten yon f~ (x) habe an der Stelle x = a~ eine endliche obere 
Schranke. Danach gilt fiir die Funktion 

+s~  y (3) t~,(y) = log natf~ (%+y) " '~ 
y~ 

die zufolge (a 1) an der S te l le~  ~ a = a~ den Grenzwert null aanimmt, bei 
hinreieheM kleinem Yo > 0, fiir ein bestimmtes endliches G,': 

(a2) O~.(y),l < C : l y  I, fiir lyl  < yo. 

3. An allen Stellen, die yon a~. verschieden sind, sei der Absolutwert 
yon f~ (x) ]cleiner al8 1 und habe auch nieht den Grenzwert 1. Es existiert 
also zu jedem, noch so klein vorgegebenen Yo ein positives ~ ,  so da~3 

(a3) [ f ~ ( a ~ . ~ - y ) [ < l - - ~ ,  flit [ y l > Y o .  

Es geniigt iibrigens, da]  diese Ungleichung flit a l l e y  mit Ausnahme 
einer Menge yore Inhalt null besteht. 

4. Fiir x ~- -~ co und x = -- cc versehwinde ] f~ (x) i mit  einer posi- 
1 

riven Potenz yon x '  d. h. es gib~ ein a~ > 0 derart, dal3 fiir genfigend 
grol~es X ~: 

<1  I l>x . 

b) Von der Gesamtheit der Funktionen f~, f~, f s , . . ,  setzen wit voraus: 

1. Die Folgen der Zahlen %, a~., a s . . . .  und s~, s,~, s~ . . . .  seien be- 
scJerSnl~t, die Summe der letzteren waehse aber stdrker als mit der ~/s 'I20- 
tenz yon n ins Unendliche, d. h. es gebe zwei positive endliche Zahlen A, S" 
and eine flit n =  co verschwindende Funktion e ( n ) >  0, so da~ fiir alle x 

2 

( b l )  l a ~ i < X ,  ~ s ~ \ < S : ,  . n v - - < e ( n )  
n 

2. Es gebe ein yon u unabhgngiges C', so daft flit alle ~, bei hin- 
re~chend kteinem Yo: 

(b2)  ' a  
~ ~ ( y ) t < c ' I y l  ~ l y l < y 0 .  
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Hieraus folgt u. a., dal3 das ari~hmetische Hittel 1 ~,~v%. (y) im Be- 
~ ~ ~ - . . 

reich l Yl < Yo besehrgnkt ist and stetig mit y gegen null geht. 
3. Es gebe ein yon ~ unabhdngiges positives ~, so dab fiir alle • 

bei beliebig vorgegebenem 'Yo: 

(b3) i g ( a ~ + y ) i < l - 3  f~r l y i > Y o ,  

hfehstens mit &usnahme einer Menge von y-Wer~en veto Inhalt null. 
4. Es gebe ein yon ~ unabhdngiges X und ein ebensolches a > 0, 

so daJ~ fiir alle 

Man sieht ohne weiteres, daB, wenn alle f= untereinander gleieh siud, 
die Voraussetzungen b) in den a)"enthalten sin& kllgemein kann man 
sagen, dab dutch die b) eine gewisse Gleichmd[3igkei$ in der Erfiillung 
der a) gefordert wird. 

3. Behaup tungen .  L Genitgen die f~, f~, fs, . . .  den eben angefiihrten 
ro~ussa,~nge~ (~1) ,  (~2) una (b 1), (52) u~d set~t ~ a ~  

(4) s ~ + <  + s "  ~ ~ '* ( ~ = 1 , 2 ,  n) . s - + - . . . - + - s ; , = r , ,  x ~ = a .  4 - r  . . . . ,  

so gilt /i~r die mit  (1) und (1') definierte Funkt ion p ( u )  

(I) ,s(,~) = e-~' 

in ]edem endlichen Bereich yon u. Oder ausfiihrlicher: Bs l~iflt rich stets 

ein n o finden, so daft 

(1') ] f l ( a , - - { - ~ ) . f o . ( a , 2 - } - ~ ) . . . f , , ( a ~ Q - ~ ) - - e - ~ ' l < e  

f ~  iu]<Uo,  n > ~ o  

bei beliebig vorgegebenem e und %. 
II. Genitgen die Yunkt ionen f,, f~, f.~, .. . sdmtlichen Voraussetzungen 

( a l )  bis (a4) und (bl)  bis (b4), s i~l  sie iiberdies integrabel und haben 
die s~ eine yon null verschiedene untere Sehranke s ~, so gilt auch /iir die 

in (2) und (2') definierte Yunkt ion P ( a ,  b) 
b 

(II) t ' ( a , b ) =  f e - " d ~  

fitr beliebige endliche oder unendliche a, b. Oder ausfiit~licher: Es gibt 

stets ein n o , so daft 
b b 

r ~ /  a 
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bei beliebig vorgegebenem ~ und endlichen oder unendtichen a, b. Zugleich 
gilt auch G1. (I) bzw. (I') fiZr die gauze u-Achse, h6chstenr mit  Ausnahme 
einer Nullmenge yon Punkten. 

Man sieht leicht ein, dag die Festsetzung (4) die Bedeutung hat, flit 

i e d e s  

(4')  

zu bewirken. 

ferner 

endlich 

Denn es ist mit Ri.ieksieht auf (a l) 

~'(o) =~Z (a4=0; 

,,(~_ 4 >7, poco) ,, ~ ~ 2. 
g x=l 

4. Bewei s  der  ers~en B e h a u p t u n g .  " ELlS der Definition yon #~ 
in GMchung (3) folgt: 

(5) logna~f , , . (ax+y) ~ ~ ~ ~-- -- s , y  + y ' # , ( y ) .  

Setzt man hier y = u : r~ und summiert die Gleiehungen flit ~ = 1 his n, 
so erh~lt man mit Riieksieht auf (1) und (4): 

(5') log ~ t  p .  ( ~ )  = - ~-- + ~ Z ~ ~ �9 

Ffir den Absolutwert des zweiten Snmmanden reehts hat man naeh Vor- 
aussetzung (b 1 ) und (b 2):  

~orausgesetzt, dag ]u : r~ ] < Yo bleibt. Dies letztere lggt sich fiir ]u I < Uo, 

da r~ nach (b l )  mit n ins Unendliche wgchst, dutch VergrS~emng yon n 
erreichen, womit also gezeigt ist, dal~ 

( 5 " )  ! l o g n a t p , ( u ) + u ~ i < e , ,  ~ t u i < U o ,  

bei hiureichend groBem n. Aus (5"') folgt, dag p~e u~ sich beliebigwenig 
yon 1 unterscheidet, wenn nur n grog genug ist, und d'araus die Be- 
hat~ptu~g I. 

Man sight, dag die Behanptu_ng I Iediglich auf dem Verhalten der 
Funk%ionen f ,  in der Umgebung der Stellen a~ beruht. 



Fundamentals~tze der Wahrsoheinlichkeitsrechnung. 11, 

5. H i l f s s a t z .  Ehe wir zum Beweis der zweiten Behauptung iiber- 
gehen, erledigen wit folgenden Hilfssatz. Sei ~ (u) eine, ira allgemeinen 
komplexe, Funkt ion  der reellen Variablen u, deren Absolutwert die Grdfle % 
zur oberen Schranke hat. Dann  gibt es zu ]edem vorgegebenen s ein 
u o > 0  und ein % < � 8 9  so daft 

~/7~: fiir alle l~(u) l  < v o u n d  U>%. (6) I f  e-~:r l+'~(~l ldu--~ i<~ = 
0 

Beweis: Sei ~(u)  der reelle Bestandteil yon V(u), so dab auch 
l a (u ) [  s %, so ist 

I e - e ( 1 + , , )  I = i e - ~ : ( ,+o )  i < e-~=/~-,,o,, 

Daraus folgt fiir beliebiges u o und % < 1: 

(6') I e -u ' - ( l+, )dub < f e - , ' ( 1 - , o ) d u  -- ~/~-- 1--~(Uo~/~-z-~o)], 
Uo ~o V' 1 - % 

wenn �9 das Gau~sche Integral 

(7) r 1 f~ . _ e-u~du 
vlJr _ 

bezeichnet. Da bekanntlich ~5(x) mit x ~ o c  monoton gegen 1 geht, 
kann man ein u o so ws daB, etwa flit % = �89 und um so mehr fiir 

. 
% <-~,~ der Ausdruck rechts in (6') kleiner als ~ wlrd. Dann gilt fiir den 

Integranden in (6) bei 2?o ~ �89 

u s 
(o") l f - ~ l < ~  f~ ~>~o 

0 0 

und iiberdies, da auch % ~-0  gesetzt werden darf: 

(6"), !f~-~'~ 21<~, 
0 

~/~ der Weft  des yon null his d- ~ erstreckten Integrals von e -  ~" ist. weil - 2  
Bezeichnet man mit % (u) und leo. (u) den r~ellen bzw. komplexen 

Bestandteil yon e -~'';(~) , so folgt aus dem ersten Mittelwertsatz der 

Integralrechnung: 

- ~ 0 < u. ~ Uo 
0 0 

Da man dutch Herabdriicken yon % unter �89 den Faktor vor dem Int~gral- 
zeichen rechts beliebig nahe der reellen Einheit bringen karm, so ergibt 
sich welter, dal~ durch entsprechende Wahl yon % -  nach erledigter u 

fiigung fiber % -  
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o o 

gemacht werden kaun. Dutch Addition von (6"), (6;" und (6"') folgt 
(6) and damit der Hilfssatz. 

6. Beweis der zwei ten  Behauptung.  Fiir endliche a, b ls 
sich die Gleichung (II) aus der Behauptung'I in einfachster Weise, etwa 
mit Hflfe des ersten Mittelwertsatzes der Integralrechnung, ableiten. E~ 
genfigt demnach, Gleiehung (II) fiir den Fall a----0, b .-= co zu 5eweisen, 
da der Beweis Iiir a ------' -- co, b ---- 0 in ganz gleicher Weise zu fiihren ist. 
Wit haben also zu zeigen, da~ 

(s) I f  ~,.(u)d,~ - -,rt < 
o 

wird, bei hinreichend groJ3em n und bei  der dutch (1) und (4)fest-  
gelegten Bedeumng yon p~ (u). Zu diesem Zweck zerlegen wit das In- 
tervaU 0, co dutch noch ns zu bestimmende Zwischenwerte U und U' 
in drei Teite und zeigen, dab bei entsprechender Wahl yon U und U' fiir 
hinreichend grebe n: 

(s') I f p . ( ~ ) ~ - -  2-[ < ~', 
0 

g'  

(~') [f~.(~)~ < ~",. u 

( 8 " )  ! ~ ~ f ~,,(=)d,~ < . " .  
U' 

Um zun&chst (8') zu beweisen, beaohten wir, dal~ naeh (5') 

(9) :P.(U)-~e -~'[1+'7(~''] mit r / ( u ) = - - ~ . ~ [ ,  ,, r,, " 

Nsch dem oben dargelegten Hilfssatz bestimmen wit ~o uad ~o zu dem 
in (8') vorgesehriebenen e'. Zufolge der Voraussetzung (52) und wegen 
~: > s '  gilt Ifir das in (9) definierte V(u) 

(99 ,~(~)l  < t ~ 1 < ~ , ,  ~ <yo. 

Wit k6nnem also j~/(#)I < f lo  erreichen, indem wit  ein n o so gro~ w~hlen, 
da~ ue:r~o et~ens kleiner wird als das nach (b2) bestimmte Yo trod zwei- 

t 
tens kleiner ads ~/os : 0 .  Damit ist (8') zun~ehst fiir n ~ n o und U ==~t o 
bewiesen; die Gleichuug gilt abet auch zufolge des im vorausgehenden 
Abschnit~ bewiesenen Hitfssatzes fiir grSSere U, wenn nur der Quotient 
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U : r,~ dutch entsprechende VergrSl~e~ungen yon n unter u o : r,0 gehalten 
wird, weil dabei i~t unter % bleibt. Also ist allgemein: 

0 

bei einem durch e' und die Funktio~en f~, f~, fa , . . -  bestimmten, end- 
!ichen Yo (das nicht mit  dem Yo yon (b2) identiseh sein mul~). 

In das Integral (8") fiihren wit an Stelle yon u die neue Integrations- 
Variable y dutch u = r,, y ein and erhalten so: 

Yl Yl 

(10) r, fpn(r,y)dy=r~fs163 
Yo Y0 

wenn mit yl der zu U' gehSrige Weft U':r,, bezeiehnet wird. In (10) 
ist lyi  stets grS~er als Yo, es gibt also naeh Voraussetzung (b3) ein 
positives ~, so dal~ t f~l < 1 -- ~. Daher ist naeh dem Mittetwertsatz der 

Absolutwert yea (10) kleiner als 

( lo ' )  r . ( ~  - ~o)(~ - ~)" < ~ -  ~-  (y~ - ~o), (1 - ~) ~, 

wobei S die in (b 1) eingdiih~e obere Sehranke der t s~. t. Die Nullmenge, 
in der die Ungleichung (b 3) fiir f, etwa nieht eriiillt ist, kommt bei der 

Integration nicht in Betracht. Fiir hinreiehend gro]e n wird (10') be- 
tiebig klein, so dal~ fiir ein gewisses n' 

7'~Y 1 

(lO") I f ~ . ( ~ ) d ~ l < ~ "  ~ r  ~ > ~ '  
r).~ YO 

gilt, bei beliebigeu endlichen Yo, Y~" 
Mit dem Integral (8'") veffahren wit zun~chst in gleieher Weise und 

schreiben dafiir 

(11) r..~p~(roy)~y=ro~fl(~, +Y)'f~(~o.+Y)."f.(~.+Y) dy 
Y~. Y~. 

Nun treffen wit die noch o~ffene Wahl yon Yl, indem wit Yl > A + X 
setzen, wobei A und X die in Voraussetzung (b l )bzw.  (b4) eingefiit~6n 
GrSl]en bezeiehnen. Es ist dann f a~ ~ - y l ~  X flit alle Werte des Inte- 
grationsbereiches yon (11)," daher naeh Vorausse~ung (b 4) der Absolut- 

weft yon (11) kleiner als 

(11') r~ff l(a 1-~ y)(a~ -~ y). . .  (a~ + Y)l-~dx ~: r,~j'(y-- A)- ' "dY 

n ~ - i  
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Da der gusdruck rechts mit wachsendem n u n t e r  jeden Betzag sinkt, ist 
dami~ bewiesen, dal~ fiir ein gewisses n" 

(11") 
r~y~ 

gilt, bei dex oben eingefiihrten Veffiigung fiber Yl- 
Die Gleiehungen (9"), (10':) und (11") sind gleichwertig mit (8') 

b~s (8 "~) mid diese geben zusammen (8), woniit der Beweis flit die 
Behauptmlg II fiber den Grenzwert eines Produktes yon Funktionen 
erbrachV ist. 

w 2. Korolla~e zu den S~itzen des w 1. 

1. Schw~.chere und s t~rkere  Divergenz yon -~s~. In unserer 
BewdMiihnmg ~ '  die erste Behauptung des w 1 war es wesentlich, dab 
die b-bmr,:e r~ ~ ---? ~ ~ s~ - ~ . . .  s~ ~ (d. i. bis auf einen Faktor die Summe der 
zwei~ea Ableitungen der t~. an den aasgezeieimeten Stellen a~) stiirker als 
m/~ der -~ Potenz yon n ins Unendliche geht (dritte der unter (b 1) zu- 
sammengefa~ten Yorausset~ungen). Man kann aber auch zulmssen, da/3 r~ 
schwScier wSchst, etwa mi~ der Potenz n,'S # < -~, wenn dafiir die unter 
(a2) mid (b2) gamachten Voraussetzungen versch~irft werden. Denn es 
kommt nut darauf an -- siehe Gleichtmg (5 ~') des w 1 --, dab 

!~i< % m~t wachsenclem n gegen mdl geht. Nimmt man an, dab 
f i r  ~ecle einzelne clef Funk~onen v~(y) mit ~ ~ 0 

uad hit die gauze Folge der ~ ,  v%, v~ . . . .  mit ~ > 0 
b f" ( 2 )  I  (y)[<c'IyF lyI<yo 

~ t ,  so aieht man, da~ (1) mit wach~endem n verschwindet, sobald nut 
2 

Z : > ~ .  Andre~ueits geht der Betrag yon (1), da jedes ~ ( y )  an der 

S ~ e  y 0 stehg ist~ aucli dann mit w~chsen4em n gegen nulI, wenn r ,  
m/~ ~ emstea Pot~nz yon n w~chst und die Stetigkeit dez v~ (y) als ~leich- 
meifl~g ~eram~esetzt wire1. Wit haben so den Satz 

I~. Man k ~  ~ dvitte der Vora~setzur~jen (bl )  dutch 
2 

~,~ + ~ 
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ersetzen, w o e  (n) eine mit n ~ oo verschwin~ende Gr6fle bezeichnet, wenr~ 
gleichzeitig die Voraussetzungen (a 2) und (b 2) dutch die obenstehender~ 
(a2')  bzw. (b2') ersetzt werden; gilt abet start (2) die Vorau~setzung, 
daft r~ mit n wdchst (also z. B. eine yon null verschiedene untere Schrankv 
der s 2 existiert wie im Falle der BehauTtung I I ) ,  so kann man (a2) 
ganz /ortlassen und an Stelle yon (b2) /ordern, daft zu einem beliebig 
vorgegebenen, 0 >'0 ein Yo existiert, so daft /iir alle 

(b2*) I:~.(y)]< O bei i Y I s  
gilt. 

Von diesem Korollar wird man insbesondere dann Anwendung machen, 
wenn die f~ an den ausgezeichneten Stellen ,,gleiehm~l~ig" regular sind, so 
dal~ die v~(y) dutch Potenzreihen mit einer gemeinsehaftlichen Majoranten 
darstellbar sind. 

2. Ver~inderte  B e d i n g u n g e n  fiir f~ im Unendl ieherL Die in 
(a4) una (b4) gestellte Forderung ~ aas Ve~hal~n de~ f,  im C,end- 
lichen kann, wie der Gang des Beweises yon I I  zeigt, gemildert werden. 

Es geniigt z. B., an Stelle yon (b4) vorauszusetzen, da]  ~ a~ etwa mit 

1/~ ins Unendliehe wgehst, werm a.~ die mit (a4) eingefiihrtenExponenten 
bezeichnet -- s. G1. (11') yon w 1. Andrerseits kann man den Satz II  
erweitern, in4em man das Proclukt p~(u) statt iiber du, iiber yJ(u)du 
integriert, wobei y~ (u) yon  entspreehendem Verhalten im Unendlichen sdn 
muB. Es ergibt sich so folgender Satz 

II: .  Bedeutet W(u) eine ]i~r alle reellen Werte yon u de]inierte, in 
]edem endlichen Intervall integrable Funktion und tritt an Stelle der 
Voraussetzungen (a4) und (b4~) die Bedingung, daft 

c~ 

(s) f I = o 

bei hinreichend grofiem X ,  so gilt 

b b 

f v.(u) v(u)du = f 

/@r alle endlichen oder unendlichen a, b. Ist ~ (u) besehrSnkt, so gilt 
(II~) unter den Bedingungen dez w 1. Von diesem Korollar machen wit 
in w 3 zum Beweis der Behauptungen IV und V Gebrauch. Setzt man, 
in (3) ~v = 1,' so hat man hierin die allgemeinste Form der an StelIe 
von (a4) trod (b4) zul~ssigen Bedingung fiir den Satz II. 

Eine armloge Ab~ndertmg gestattet iibrigens aueh die Bedingung (a3)~ 
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bzw. (b3),  da es hier nut ~uf das Kleinwerden des Produktes und nicht 
auf das der einzelnen Faktoren ankommt. 

3. E r w e i t e r u n g  d u t c h  E in f i i h ru n g  e ine r  D i c h t e f u n k t i o n  y3 (y). 
Eine fiir die Anwendung in der Wahrscheinlichkeitsrechnung sehr wesent- 
liche Erweitemng erfahren die Behauptungen des w 1, wenn, ~hnlieh wie 
in dem eben behandelten Fall, ein Faktor zu p,~(u) hinzutritt, der aber 
jetzt nicht als Funktion yon u, sondern als Funktion yJ (y)  yon. y -~ u : r~ 
gegeben sei. Da, wie wir gesehen haben, der Weft yon p (u) in jedem 
endliehen Bereieh yon u, und der yon P ( a ,  b), wenn die entsprechenden 
Voraussetzungen erfiillt sind, in jedem Bereich der a, b fiberhaupt, nut yon 
dem Verhalten der f~. in der Umgebung yon y - ~  0 abh~ngt, ist es klar, 
dal3 es jetzt auch im wesentlichen nut auf yJ(0) bzw. das Verhalten yon yJ 
fiir kleine y aakommen kann. Die Beweise des w 1 lassen sieh fast un- 
ver~ndert fiir folgenden erweiterten Satz fiihren: 

I s, II  8. Es bedeute y~(y) eine im ganzen Bereich der reellen Achse 
definierte, beschriinkte Funkt ion yon y,  die /i~r y ~ 0 stetig ist," dann 
gilt /i~r die mit 1) und (4) in w ] de/inierte Eunlction p~(u ) :  

/i~r jeden endliche~. Bereic, h l u l  < u o unter den Foraussetzungen des 
Satzes I;  und 

b b 

/~r alle e~xllichen oder uuendlichen a, b unter den Voraus#etzungen des 
Sa~zes II. 

Man mul~ nut beaehten, dal] aus der Stetigkeit yon y~ folgt, dal~ 
i~ (Y) -- ~ (0)1 kleiner als jeder vorgegebene Betrag gemacht werden kann, 
wenn nur [ y I <  Yo und Yo hinreichend klein gew~hlt wird. Nun bin deft 
abet nichts, die in w 1, 6 mit Yo bezeichnete GrS~e beliebig klein zu 
w~hlen; dutch VergrSl]erung von n wird das zugehSrige u o -~ r y o hin- 
reiehend vergrS~ert. Au~erhalb des Bereiches I u i <: u0 --  was nut flit die 
Behauptung II  in Frage .kommt -- wird abet T,~(u) oder wenigstens das 
Integral fiber p , ( u ) n a c h  w 1, 6 so klein, dal~ der Weft  des Faktors 
~,(u : r~) iiberhaupt gleiehgiiltig ist, wofern er endlich bleibt. 

4. F u n k t i o n e n  m e h r e r e r  Var i ab len .  Die beiden Behauptungen 
yon w 1 laasen sieh auch auf den -- fiir die Anwendung in der Wahrschein- 
tichkeitsredmung sehr wichtigen ~ Fall ausdehnen, in dem die f~ yon 
mehreren reellen Ver~nderlichen xr x(~) . . . .  , x l~) abh~ngen und dabei 
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~hnlichen Bedingungen unterworfen sind wie den in w 1 angefiihrten. 
Die Grenz~berg~nge sind genau dieselben wie im Falle einer Variablen 
und brauehen bier nieht wiederholt zu werden. Nur emige formale Reeh- 
nungen sind erforderlich. Zun~ichst folgende Bemerkung: 

Wenn wir in die Aussage I an Stelle von u die Variable y = ~ :r~ 
einfiihren, so nimmt sie die Form an: 

l ira [f~ (a, Jr- Y ) ' 5  (a: -~- y) . . .  f,,(a,, + y ) ]  - e " , , " .  

Diese Gleichung gilt, wie wit gezeigt haben, wenn ]~inzugefiigt wird, 
dab beim Grenziibergang nieht etwa y, sondern r ~ y = u  konstant zu 
halten ist. ~Fiir konstantes y ist die Aussage trivial, da beide Selden gegen 
null gehea bzw. gleich 1 sind.) Unsere Ableitung w~re abet ganz un- 
ge~indert geblieben, wenn wit start u eine andere Variable, die sieh yon u 
dutch einen endlich bleibenden Eaktor unterseheidet, gew~ihlt h~tten. Setzen 

mindestens mit n w~ehst (wie es fiir II  vet- wit z. B. in der Annahme, dab rn 
langt ist) also dab r~ :n  ~ s ~, 

(4) v~ ~ = Yn y, 

so folgt aus unserer Annahme und der zweiten Ungleichung (b 1): 

(~') s ~ < h .  < 

Es gilt somit aueh 

bei festgehaltenem z, und analog die Behauptung II. 

Dies vorausgesehiekt, sei jetzt f, Funktion der/~ Variablen x('l, oder, 
wie wit kiirzer schreiben wollen, des k-dimensionalen Vektors 5; sie babe 
an der Stelle 5 = 5,d en Wert 1 und sei bier zweimal differenzierbar; die 
ersten Dii~erentialquotienten seien null, die zweiten du_reh die reelle 
Matrix s, gegeben, n~mlich: 

~ f ~  = - 2 ~  ' '*), ( , ,  ,~ = ~, 2 . . . .  , ~) .  

Der friiheren Bedingung, dab ~ nicht negativ sein durfte, entspricht jetzt 

die Forderung, dab die quadratische Form ~s~',~.)y(')y (~.) nieht negativ 

wird. Geometrisch heist das, dab ~ = ~ ein ellipgscher oder mindestens 
~arabolischer Punkt der Fl~ehe f, ist, dessen home Seite nach unten ge- 
richter ist. Die Rolle der in G1. (3) des w 1 definierten F~nl~tion ~ , (y)  
iibernimmt jetzt die Funkt~on 

Mathematische Zeitschrift. IV. 



18 R+ v. Mises. 

wo die Summationen yon 1 bis /~ zu erstrecken sind. Zufolge (5) ni~hert 
sich v ~. mit y~') ----- 0 (L ~ 1, 2 . . . .  , ]~) dem Grenzwert null, und wit setzen 
wie in (b2*)  voraus, daJ~ alle v~ sieh gleichm(i/2ig stetig verhalten. Bei 
Addition der ffir u -  1, 2 . . . .  , n angeschriebenen Gleiehungen (5 ')  ent- 
stehen die Ausdrtieke 

2~ 

( 5 " )  = 

yon denen wit im Sinne des ersten Korollars voraussetzen wollen, daJ~ sie 
aich nut durch nicht verschwindende, ~iJr alle n endliche Faktoren hn (~'x) 
yon n unterscheiden: 

(5") 

tmd daJ~ die mit ihnen gebildete quadratische Form positiv de/init sei. 
HJerau~ ~ dieselbe Uberlegung wie die in w 1, 4 angestellte analog (4 'r) 
zu dem Satz: 

- ~ a~" (+ ' 2) z (~) z I)+) 

-+f+:)I + 
Genfigen die f+ iiberdies den leieht auf den Fall mehrerer mariabler iiber- 
tragbaren Bedingungen (a3) ,  (a4) und (b3) ,  (b4), so gilt auch das Ana- 
logon zu (II):  

wobei die Integrale tiber einen endlichen oder unendlichen Tell des Raumes 
mit dem Element d Z  -~ dz (~). dz(~).. ,  dz  m) zu erstrecken sind. Wit kommen 
so zu dem Ergebnis: 

I 4, II+. Wenn die Funktionen f~+ der k reellen Variablen x I') 
( + := 1, 2 , . . . ,  k) den hier angedeuteten, dutch Ubertragung yon (a l )  his 
(a4) u,M ( b l )  b/s (b#+) aus w 1 hervorgehenden Forderungen gen42gen, 
gelten die o b e n s t ~ n ,  zu (I ' )  und (II ' )  analogen Gleichungen ( I+ ) und ( II  4 ). 

Natiirlich lassen auch die im vorliegenden Paragraph erSrterten Ab- 
~ te runge~  und Erweiterungen sinngem~i~ Anwendung auf den Fall mehrerer 
Vaxiablen zu. 

5. Ver schwinden  der  z w e i t e n D i f f e r e n t i a l q u o t i e n t e n  de r  f~. An 
den vorstehenden S~itzen fiber den Grenzwer~ des Produktes yon Funktionen 
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wird es jedenfalls am auffglligsten erscheinen, dal~ man, ausgshend yon 
fast ganz willki~lichen, nut unbedsutend singeschrgnkten Funktionen f~, 
zu einem so speziellen Resultat, wie es die Limes-Funktion e -~ '  darstellt, 
gelgngt. Dies Ergebnis wird verst~ndlicher, wenn wit  uns iiberlegsn, dag 
wit  mit unseren Aussagen lediglich das Verhalten der f~ in der unmittelbaren 
Umgebung sines gewShnlichen Scheitelpunktes zur Darstellung gebracht 
haben. Denken wit  uns die f~ re ell, was sis ja in der N~he des ausge- 
zeichneten Punktes sind, und der Einfachheit wegen -- flit die jetzige 
Uberlsgung -- unbeschr~inkt differenzierbar, so ist das Kennzeichen sines 
Scheitelpunktes (d. i. sines Maximums) dies, dag mindestens der erste 
Difierentialquotient versehwindet und der erste nicht verschwindende 
Dii~erentialquotient yon gerader Ordmmg und negativist. Nehmen wir 
nun an, es sei 

d~L 
(6) d~" = - (s,,): ~~. 

die niedrigste, bei irgend sinem f '  (an der Stelle x=a~) nicht vsr- 
sehwindende Ableitung und es wachse die Summe 

(6% r~ .... ~ r  

mit n yon glsicher Ordnung ins Unendlichs. Dana kann man' an (lie 
Stelle der in Gleiehung (3), w 1 eingefii_hrten Funktion ~ ( y )  die folgende 
treten lassen: 
(6") l~ nat f~ § (s~ Y)~'" = .,9. ( y ) .  

Man sieht, dag jstzt in ~hnlichsr Weiss wie frfihsr und unter analogen 
Voraussetzungen gesehlossen werden kann, dag 

[ (  r:-) ( )'" (%) ~ m  f ,  ~,+ ~ .f.. ~+,,~- . t : , ( ~ , , + ~ :  

und ebenso hinsichtlich des Integrales fiber du. Es ist noeh zu beaehten, 
dag bier ~,~ mit der 2~- ten  Wurzel aus n wgehst, so dag, wenn wir (I.~)auf 
die obenstehende Form (4" )  bringen wollten, es heigen mfigte: 

Man sieht an (6" )  deutlich, wie der Prozeg der Abszissenc~ehnung ffir 
das Resultat wesentlich ist. Die welters Verfolgung der bier angeregten 
allgemeineren Fragestellung kSnnen wit unterlassen, da sis flit die Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung bisher keine Bedeutung erlangt hat. Es sell nut 
zur Verdeutlichung der eigentlichen Resultate festgestellt werden: 

2* 
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I~, II~. Man gelangt zu dem allgemeineren A usdruclc {I~) /gr den 
C~enz'wert eines Produktes yon Funkgonen, in dem h6here, gerade Potenzen 
im E x ~ t e n  yon e au]treten, wenn die ersten nicht verschwindenden 
Di~erentialquogenten in den Scheitel~nkten der f,  yon h6herer als zweiter 
Ordnung ~ind. 

w  

S~t~  fiber den Grenzwert eines Integralproduktes yon Funktionen. 

1. Bezeichnungen undDefinitionen. Es seien V~(x), V~(x), ~(x),... 
reeIle, nirgend~ aSnehmende, im ganzen Bereich der reellen Variablen x 
defmier~e Funk~ionen, die flit x ~---oo den Wert null, ff~r x =oo den 

Weft ein8 besi~zen und an etwaigen Sprungstellen stets den Weft ihres 

~en (rechten) Limes annehmen. Wir wollen derartige Funktionen, urn 
nicht immer il~e Eigenscha~en wiederholen zu miissen -- im Hinblick 

auf ihre Becteutung. in der Wahrscheinlichkeitsrechnung -- kurz als ,,Ver- 
teilungen" bezeichnen. 

Da V(x) monoton ist, existiert flit jede beschr~nkte, stetige Funktion 
q~ (x) das , ,Stieltjessche" Integral 

b 

(*) f ~(x)dV(x), 

das in bekannter Weise als Grenzwert einer Sulnme fiber Ausdriicke yon 
der Form ~(~,)[(Y(x, + ~ )--  V(x,)] defmiert wi~d, wobei a s x, < ~, < x, + ~s 

----- 1, 2, 3 . . .  eine Intervall-Teilung des Integrationsbereiches a, b bedeutet, 
deren grSl~te Intervall-L~nge beim Grenziibergang gegen null geht. Wit 
wollen das Symbol (*) auch auf solche ~(x) anwenden, die beschri~nkt, 
nicht notwendig stetig, abet jedenfalls monoton (oder wenigstens yon be- 
schr~lk~er Schwan]mng) sind und hierzu festsetzen, dal~ unter dem Wert 
yon (*) stets der obere Limes der Summe gemeint sei. 

Die Zeichen --cx~ mad ~ c c  als untere bzw. obere Grenze eines be- 
stimmten Integrales lassen wit hin]ort weg. Es bedeutet also f schlechthin 

die Integration iiber die ganze reelle Achse f die Integration yon 
his ~ usw.'). , - o o  

a) Die hier ~ h r t e  Bezeichnungsweise f~(x)dV(x) ist den in der Wahr- 
sche~ichke~rechnung gebr~,uchtiehen, wie ~[~ (x)] (Durehschnitt yon ~, Bruns) 
oder ~-H-~(z) (m~hemat. Hoffnung von ~, Markoff) dadurch iiberlegen, daft die 
Verteflung~ b~z~gli~h deren der Durchsehnitt gebildet wird, ausdriicklich angefiihrt 
ersehein~,. An EinfachhNt d ~ e  sie auch nieht nachstehen und vor allem sich der 
s o ~  Sehrdbweise ~ r  Analysis besser anpassen. 
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Als ,,Integra~produkt" der n Vertei~ungen ~ (x), ~ (x), . . . ,  ]7, (x) 
definieren wir das ( n - - 1 ) f a c h e ,  im St ie l t j esschen  Sinne und gem~B der 
eben gemachten Festsetzung zu bildende Integral 

(1) W , ( u ) - -  f f . . . f  V , ( x - - x ~ - - x o - - . . . - - x , _ ~ ) d ~ _ x ( x , _ ~ ) d ~ _ ~ ( x , _ ~ ) . . . d V ~ ( x ~ ) ,  

wobei u in einer bestimmten, noch n/iher anzugebenden Weise linear mit 
x wdchst. Die Existenz des Integrales im Hinblick auf die unend'lichen 
Grenzen ist dadurch sichergestellt, dab 1~, I ~  1 und fd17~ = 1 flit jedes ~. 

Man sieht sofort, daJ~ das Integralwodukt wieder eine Verteilung ist: 
Es verschwindet fiir u ---- - -oo,  weft V. ( - - c o ) =  0, es kann mit wachsenclem 
u nicht abnehmen, da der einzige yon u abh~ingige Faktor des Integranden, 
ngmlich V,,, nicht abnimmt, w~ihrend die anderen positiv sind; es geht fiir 
u = c e  in das Produkt f d l ~  ( x ~ ) . f d ~ ( x ~ ) . . .  fdV,,_~ (x,~_~) fiber, dessen 
Faktoren s~mtlieh gleich 1 sind; und geniigt sehliel~lieh an etwaigen Un- 
stetigkeitsstellen der ausgesproehenen Bedingung, da das Integral als die 
obere Limes-Funktion definiert warde. 

Gegenstand unserer Untersuchung ist vor allem der Grenzwert 

(1') W(u)-- l imW~,(u)  

fiir eine unendliche Folge yon Verteilungen, die gewissen Einschr~inkungen 
unterworfen werden wird. 

Haben s~mtliche V , ( x ) -  was wit jedoch nicht alIgemein voraus- 
setzen wollen -- eine beschrdnkte Ableitung v~, (x), so hat auch W, (u) 
eine solche, uI/d man erh~lt dtccch Differentiation yon (1): 

(2) v._.. 
v~ ( x~ ) d x ,  _ ~ d x~ _ .. . . . d x~ . 

Die Konstante vor dem Integralzeichen ist der Koeffizient yon u in dem 
linearen Ausdruck flit x. Die nicht-negativen Funktionen v,,(x) bzw. 
w~(u) bezeichnen wit als die zu 17~ bzw. W, gehSrigen ,,Verteilungs- 
dichten". 

Haben die 17~.(x) -- ein anderer Grenzfall -- nut  /iir x ~ O, 1, 2 , . . .  
Wachstumstellen, und zwar mit den SprunggrSl]en t~ (0), ,~ ( 1 ), 1~ (2), . . . ,  
so haben auch die Integralprodukte W,, zun~chst als Funl~ion yon x be- 
trachtet, dieselbe Eigenschaft. Die SprunggrSBen m,(Uo) , m,(u~), m,,(%), ..., 
wobei die Uo, u~, u~, . . .  vermSge der linearen Beziehung den x - - 0 ,  1, 2, . . .  
entsprechen, sind gegeben dutch ( n -  1)fache Summen: 

zu erstrhcken fiber alle ganzz.ahligen x~, x., . . . ,  x~ mit der Summe x, miter 
Beachtung der Zuordnung zwischen x und u. Nur unwesentlich allgemeiner 
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ist der sparer zu begrachtende Fall, in dem yon den Wachst~mstellen der 
V~ vorausgesetzt wird, dal] ihre Abstdinde ganzzahlige Viel/ache einer Ein- 
heir e sind. 

In den beiden Sonderfiillen (2) und (3) fragen wit nach den Grenz- 
werten 

w(u)  = lira w~ (u) (2') 

und 

(3') 

wobei konst, wieder den in (2) auftretenden Wert hat. In (1') und (2;) 
sind beim Grenzfibergang die Werte von u festzuhalten; in (3 ~) wird der 
Grenzfibergang so vollzogen, daJ3 das bei jedem n nur diskreter Werte 
f~i]fige u sich einer festen Grenze n~hert. DM] dies mSglich ist, wird sieh 
-Sl~ter (w 3, 3) zeigen. 

Man iiberzeugt sich leicbt, da] in allen F/illen die Faktoren des 
Integralprodulctes vertauschbar sind. Dagegen genfigt die Definition (1) 
dem assoziativen Gesetz nur bei besonderen Festsetzungen fiber die Be- 
ziehung zwischen x und u, die ffir uns nieht in Betracht kommen (vgl. w 1, 1 ). 

Fiir n = 1 erg~nzen wit die Definition dutch die Festsetzung 

(I") w , (~ )  = v~ (~), 

aus dcr in den F~llen (2) und (3) notwendig folgt: 

(e") w~ (~) = ko~s~. ~ (x), 

(3"1 ~ ( ~ )  = ,~ (x). 

2. Voraussetzungen.  a) Von ]eder einzelnen der Verteihmgen V(x )  
setzen wir voraus: 

1. Es 'existiere eine positive Zalfl c~, fiir die das Integral 

( a l )  V = o~.o fe~ d ~ (x) 
einert endlichen Wert besitzt. Yfan erkennt leieht, da$ es keine weitere 
Einschr~nknmg bedeutet, wenn flit C ein beliebiger Weft > 1 vorge- 
schrieben wird. 

Aus (a l ) fo lg t ,  dM3 ]edes Integral yon der Form f~(x)dV~(x) 
existiert, wenn ~(x)beschr/inl~ ist oder im Unendlichen nieht st/irlcer 
w~ichst, als etwa sin Polynom in x. Insbesondere erkennt man, dM] jede 
(a 1)geniigende VergeiIung einen endiichen ,,Msttelwert a, und eine end- 
liehe ,,Streuung" s 2 besitzt: 

(4) a~. = f xdV~(x) ,  82 = f (x -- a~.)~ 
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2. Die Streuung s~. der Verteilung V~. (x)  sei yon null verschieden: 

5fit anderen Worten heii~t das: Die Verteilung V~ babe mehr als eine 
Waehstumsstelle. 

b) Von der Gesamtheit der Verteilungen V~.(x), setzen wir voraus: 

1. Es existiere zu einem festen C ~ 1 eine positive Zahl c ~', so daI~ 
unabhgngig yon ~: 

c ~ (x-a~) ~ 
f *  

( b l )  j e  ~ d V ~ ( x ) < C .  

Dies erfordert nut (wenn die Folge der a~ besehr~nkt ist), da/3 es flit 
die in a) definierten Zahlen c~ und s~. ein yon null versehiedenes kleinstes 
Produlct c~. s~ gibt. 

2. Die Reihe der in G1. (4) definierten Mittelwerte a~. and der Streu- 
ungen s~." sei beschrdnlct, doch wachse die Summe der letzteren stdrlcer 
als mit  der ~ Potenz yon n ins Unendliche: 

n ~ (b2) I~.i <A, <<S", ----<=~(~), 

wo A uncl S beliebige endliche Betr~ige und e(n)  eine mit n,~--~cx) ver- 
schwindende positive Funktion von n becleutet. 

~ a n  erkennt wieder wie in w 1, dal~ die Voraussetzungen b ) n u x  
eine gewisse Gleichmg~igkeit in der Eriiillung der Voraussetzungen a) 
fordern. Sind alle V.~. untereinander gleich, so sind die b ) i n  den a) 
enthalten. 

Die Bedeutung von (b l )  liegt vornehmlich darin, dab dadurch die 
_Folge d e r m i t  dem An /angspunk t  a, und dem 2gaflstab/al~tor s~ gebildeten 
,,m-ten Momente" der Verteilungen V~ beschrdnkt wird. Rechnet man 
ni~mlich das Maximum der Funktion z'~e -~'-~, so finder man leicht 

m 

X m a , t  

(5') , . . . . . . . .  s~VF 
gesetzt wird, mit (b 1) flit den Betrag des auf z bezogenen m-ten •o- 
mentes yon T). (x): 

m 

m (6) p f ~ r ~ ( z ) l  < f I ~ e - o : -  E.~'--~r~(x) < c.(~-~.~), 
unabh~ngig yon ~. 

(5) 
Daraus folgt, wenn 
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3. Behaup~ungen~ III. Geni~gen die Verteilungen VI, ~ ,  V s , . . .  
den eben ange/i~hrten Voraussetzungen ( e l ) ,  (a2) und (b 1), (b2) und 
setzt man 

- -  bn (7) x = r, u - ~  b,, u =  

m/t 

(7') b,=a~ +a~ +. . . -+-a , , ,  2 r; 2(s: + e, + + 

w o a ,  und s~ die in (4) definierten Mittelwerte und Streuungen der V 
b~eichnen, so gilt ]iir die mit (1) und (1') de/inierte Verteilung W(u) :  

(din) w(u) =  fe-*'dx r 

im ganzen Bereich der u-Achae. Oder ausfiihrlicher: Es lgiflt sich stets 
ein n o so finden, daf t / /& n > no: 
(m') 

]i~r ]edes u, bei beliebig vorgegebenem e. 

IV. Besitzen die Verteilungen V~, ~ ,  V a . . . .  i~berdies 4) durchweg be- 
schrgnkte Ableilungen v~ , v~, v 8 . . . .  yon gleichm(iflig beschr(inkter Variation 
(also so, dai] die Gesamtschwankungen el, o~, a a . . . .  yon v~, %, va , . . ,  eine 
obere Schranke a haben), so gilt suffer Gleichung ( I I I )  auch /i& die mit 
(2) und (2') definierte Verteilungadichte w ( u ) in ]edem endlichen Bereich 

an allen Stetig]~ei~steUen yon w( u ); und an allen anderen Stellen : 

1 u2 (IV') � 8 9  --=~(u). 

Ausfiihrlieher lautet (IV): Es ISfit sich zu ]edem vorgegebenen u o und e 
ein n o 8o finden, daft ]iir n > no: 

~,,-~(x~-,.).. .v~(x~)dxn_~dx,~_,... .dx~ -- 9 ( u )  l < e 

]iir ]ede Ste2~ J u : ~  uo, an der des Integral stetiy ist. 

u BeaiO.en die den Bedingungen (a 1 ) (a2 )  und (b 1) (b2) geniigenden 
Verte//ungen 5) V~, V2, V a . . . .  nut  disL'ret liegergte Wachstumsstellen mit  

~) Dm.eh die KoroIIare in w 6 werden die Voraussetzungen fiir die F~lle der 
Beha~ptmagen IV and V weseaatlich eingeschr~nkt werden. 

~) Vgl. die vorangehende Fuflnote. 
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den Sprunggr6flen.,1 (x),  ,o~ (x), •s (x),  . . . ,  deren Abstdinde (Di//erenzen 
der x)  nu t  ganzzahlige Viel/ache einer Einheit  e s ind,  wobei get Ab- 
stand e selbst mindestens einmal bei ]edem V~ und zwar zwischen zwei 
endlichen, mit  ~ -  co nicht gegen null gehenden SprunggrSflen vorkommt, 
so gilt au[3er Gleichung ( I I I )  auch /is die mit  ( 3 ) u n d  (3')definierte 
Zahlen/olge ro (u)- 

1 u e (v) ~ (,~) = ~ -  - ~ (,~), 

oder ausfiihrlicher" Es l~iflt sich zu einem beliebig vorgegebenen e ei~ 

n o finden, so daft /iir n :> n o 

(v')  f r , , Z  '~ (~) '~  ( ~ . . ) . . . ' ~ ( ~ ) -  ~ ('*)l < 

mne ~ bn fiir u . . . .  ( m . = 0  •  + 2 ,  . .) ,  

wobei die Summation i~ber alZe Wertverbindungen x~ - -  k~ e ( ~ = O, 
-+" 1, "q- 2 , . . . )  zu erstrecken ist, liar welche k 1 + k 2 + . . .  q- k ~ - - m , , ,  und  
die m ,  so zu w~ihlen sind, daft u mit  n - - c o  einer ]esten Grenze zustrebt,. 

Da r2 nach (7') zufolge der dritten der Ungleichungen (b 1) mit n 
ins Unendliche wgchst, kann man, wean nut n geniigend gro/3 gewghlt 
wird, immer ein ganzzahliges m~ so finden, dab der Unterschied zwischen 
einem beliebig vorgegebenen u und dem Quotienten (m,, e - b , ) ' r , ~  be- 
liebig klein wird. 

Die Bedeutung der Festsetzung (7) und ( 7 ' ) i s t  analog ( 4 ' ) i n  w 1 
die, d al~ jetzt der .Mittelwert aller W ,  (u) null,  die Streuung aller W ,  (u) 
gleich einhalb wird. Denn fiihrt man in (1) fiir x den Weft aus (7) ein 
und ersetzt bei Bildang yon f u d W~ (u) die Integrations-Variable u 
durch die neue x~" 

1 (s) ~ o = ~ . ~ + b . -  x~-Zo - ~ - . . - ~ _ ~ ,  ~ = - Z ( ~ .  - ~ )  
a = l  

so erhiilt man- 
n 

f f (9) a ~ - -  u d W ~ ( u ) = ~  . . .  ~ , ( x ~ , - - a ~ , ) d V ~ ( x ~ ) . d ~ ( x ~ . ) . . . d V , , ( x , , )  

'fl f f f  f + ~ x.~ -- a2) d ~ (x2). d V~ . d V a . d r 4 . . ,  d V~ --[- . . . .  O, . 

da in jedem der n Summanden rechts der erste Faktor 'vermSge (4) 
null ist. Analog behandelt man das n-fache Integral, das die Streuung 
von W , ( u )  liefert" 
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; 'ff (lO' s 2 =  ~."-dW,,(.~}--~s . . .  
n n 

x=l x=~,~-----i 

Die yon der Doppelsumme mit x ~= 2 herriihrenden Glieder sind wieder 
null, die yon der eiafaehen Summe stammenden einzeln gleich s~ naeh 
tier zweiten Gleichung (4); demnaeh hat man mit Riieksicht auf (7'): 

1 n 
t 101 s~ r: s; 

Uber das gegenseitige Verhiltnis. der Behaupmngen III  bis V ist zn 
sagen, da~ zwar IV und V mehr aussagen als III  (weft jedesmal auoh 
G1. i III) ~It), aber unter wesentlich einschriinkenderen Voraussetzungen 
fiber die u V~.(x). Es erweist sich im foigenden als verhiltnis- 
m~ig  einfaeh, IV und V dureh Zurtieldtihrung auf die friiheren S~itze I 
u~d II ze beweisen, wghrend der Beweis yon Satz III  umfassendere Vor- 
bereitungen erfordert. 

4. Zurfiekfiihrung der I n t e g r a l p r o d u k t e  auf  e in faehe  Pro-  
dukte. Die Bfldung tier bier als ,,Integralprodukte" bezeichneten Ver- 
teilungen l~il]t sich, wie schon Laplace im wesentliehen er~annt hat, auf 
die Bitdung ein]acher Produkte yon Funl~tionen zuriiekfiihren. Man sieht 
zun~iehst in dem durch (3) gekennzeichneten Fall yon Verteilungen mit 
nut gan~zatfiigen Waehstumstellen, dal3 lye, (u) niehts anderes ist, als der 
Koeffizient von t ~ in der Entwieklung des Produktes yon Polynomen 

Z,, Z,,, 
wo die Summen fiber nile z----- 0, 1, 2 , . . .  zu erstreeken sind und zwisehen 
u und x die Bezbhung (7) bes~eh~. Im allgemeinen Falle beliebiger 
Verteilungen werden an Stelle dieser Summen St ie l t jessche Integ~ale 
l~reten mtissen, wobei noch eine gewisse Freiheit in der Verfiigung tiber t 
and etwaige Fak~ren gelegen ist. 

Wir definieren zun~ichst (in w 4 wird eine andere ,,erzeugende Fun],~- 
tion" verwendet werden) als ,,]complexe Ad]unkte" f, ( x) einer Verteilung 
V,(x) mit dem Mittelwert a,. die Funktion: 

(I1) , 5 ( x )  = fe(*-'~)r 
Hier i~ also, wenn yon der Konstanten a~ abgesehen wird, e *'i fib t 

geset~t. Das Integral existiert f i r  jeden endlichen Weft yon x und t~a~ 
einen absotuten Betra~ ~ 1. Dutch Differentiation findet man 

(il ')  f~)(x)_-=imf (z_?a~.) 'e(,- , ,)( ,- , ,)~dr,(z).  
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Daher ist fiir x = a~, mit Riieksicht auf die Definition yon a~. und 
~: in GI.(4): 

(11") f, ( a , ) =  1, /s (a,) = 0, /2"Ca,) = - ' : .  

Die komplexe Adjunkte des ~-'~en" Integralproduktes bezeiehaen wit 
mit p,,(x); sie ist nach (11) vermSge (9) und (10) definiert dutch 

( l l a )  p,,(x)--= j'e'"dW~,(u) 

und bier gilt 

( I I " a )  p~(0) = l ,  p : (0 )  = 0, p : (0)  = 

Um das grundlegende Multiflikationsgesetz d'er komplexen Adjunkten 
zu erhalten, miissen wit in ( l l a )  den Wert von dW,~(u) aus der Defini- 
tionsgleichung (1) des Integralproduktes einsetzen. Verwendet man wieder 
die Substitution (8), so entsteht: 

p.( . )=f f . . . fe  "=' d•(x,)dV,(x,)...dV,,(x,,). 
Hier lassen sich die Integrations-Variablen x~, x~ . . . .  , x, trennen und 

man erh~]~ fiir p~(x) ein Produkt yon n Faktoren der Form 

Demnaeh wird: 

in Worten: 

Die komplexen Adjunlcten der Verteilungen V~. einerseits und die 
ihrer Integralprodukte W~, andererseits stehen in wesentlich derselben 
.Beziehung zueinander wie die in w 1 betraehteten I'unktionen f~ und 
ihre Produkte p,~. 

Nur in der Normierung liegt ein kleiner Unterschied : In w 1 bedeutete 
- - r  ~" die halbe Summe der zweiten Ableitungen der f '  an den Stellen 
x = a~, jetzt ist es naeh (7')  und ( i [ " )  die do~pelte Summe. Daraus 
folgt, dal3 der Limes yon p~ (u), falls wit die Erfiillung der Voraussetzungen 
des w 1 dutch die komplexen Adjunkten der ]~ nachweisen kSnnen, den Weft 

~ = c e  

annehmen mull. 

Tatss ist Ieicht zu sehen, dal3 unsere l'~. dem ersten Tell der 
Voraussetzungen des w 1, n~imlieh (a l )  unit (a2), sowie (b l )  trod ~b2) 
geniigen. Denn (a l)  ist dureb (11") erledigt, ws (b l) genau aurct~ 
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die Voraussetzung (b2) fiber die V,. im vorliegenden Paragraph gedeck~ 
wird. Es bleibt also nur nocb ( a 2 ) u n d  (b2) nachzuweisen, n~imlich 

(14) ~?~(Y)t-~ l~189 I ' ' < c  iyl ly f<y0.  

Nun verh~lt sich f~ and log nat f~ an der Stelle y--~ 0 vollkommen 
regular: der Z~hler yon v~(y)verschwindet saint seinen beiden ersten 
Ableitangen Iiir y--~ 0, die dritte Ableitang ist vermSge (11') und (11"): 

d ~ �9 d~f~.(az) 
= -  am) -r- 5 ~. Y Jy=o dy ~ 

Dieser Ausdruck besitzt nach (6) und der zweiten Ungleichung (b2 } 
die yon z unabhiingige obere Grenze 

3 

we C and c ~ die mit (b l )  eingeffihrten Konstanten bedeuten. Es ist. 
somit fiir hiareiohend kleine I YI: 

( w )  ffir 

womit (14) bewiesen ist. Zufolge Satz I gilt sonach (13) in ]edem end- 
lichen IBereich yon u. 

Setzt man in ( l l a )  fiir W~(z) die Gaui]sche Funktion ~5(z) ein, 
so ergibt sich die zugehSrige komplexe Adjunkte 

f f f , ,  
1 e_z,+~zidz._~_e-~ (z--j-) dz==e 4 

Danach wird man wobl vermuten kSnnen, daB, wenn p . (u )  nach 
~t 2 

(13) gegen e-  7- konvergiert, unter gewissen Umstiinden W~ (z) gegen 
�9 (z) konvergiert. In den Spezialf~llen der S~itze IV und V l~iBt sich 
dies, wie wir sehen werden, dutch n5here Betrachtung der f ,  sowie durch 
Auf~tellung einex Umlcehr]ormel, die eine Yerteilung aus ihrer komplexen 
Adjnnl~.en zu finden gestattet, aueh wirklich nacbweisen. 

5. Beweis der Behaup~ung  V. Wit wollen annehmen, was offenbar 
keine wesentliehe Einschri~nkumg gegenfiber den Voraussetzungen des Satzes V 
is~, daft Wachstumstellen der V,,(x) nu~ bei.x-~ 0, • 1, 4-2 . . . .  liegeJ. 
Die komplexe Adjunkte ist sodann nach (11) dutch 

(16) f~(a~ + y ) =  ~ ,  ,,,(x)e(.-a,,).~ 

definiex~, wobei die Summation fiber alle ganzzahligen x zu erstrecken ist. 
Multipliziert man (16) beiderseits mit e-(z-a,,)~t, we z wieder eine ganze 



Fundamen ta l s i t ze  der Wahrscheinlichkeitsrechnung. 29  

Zahl, und integriert yon - - ~  bis + ~  nacti y, so fallen rechts alle Sum- 
manden aus, fiir die x =~ z, und es bleibt nur flit x - - z  das Integral 
2 ~ lJ~. (z). Somit besteht die Umkehr]ormel"  

if (16') •  •  . . . .  

Man kann dies noeh etwas anders sehreiben, indem man an Stelle 
yon f~.eine neue Funk~ion f*  dureh 

(16") f* (a~. -+- y ) =  f~(a,. -+- y) fiir -- n ~_~ y s ~, 

= 0  ,, Jul > 

einfiihrt, womit (16') lautet" 

1 f f* -(~-~) y~ d (16")  ~ (z)  = ~ (a~ -+- y )  e . y .  

Fiir die komplexe Adjunkte ~%(y) des n-ten Integralproduktes hat 
man nach (11 a)" 

(x-_b_.) (~-~., " 
( 1 7 )  r . ' ,  

U 

wobei die Summation wieder fiber alle ganzzahligen x auszudehnen ist. 
Behandelt man (17) analog wie oben (16), multipliziert also beiderseits 

- ( z - b n )  ~ i 
m i t e  r, , so mu~ man Ton - - r ~  his .~ r~  ~ nach y integrieren, 
damit die Integrale rechts fiir x ~= z verschwinden. Die Umkehrformel 
lautet mithin" 

(17') ro,(u)--=2r--- ~ Jp ,~ (y )e -uu~dy ,  u - -  - - 
r n  ~ r n  ~ r n  ~ r n  r n  " " " 

sobald wieder u an Stelle yon z substituiert wird. Setzt man bier fiir p, 
den Weft aus (12) ein und beriicksichtigt (16"), so erh~ilt man" 

1 ~" �9 y �9 y �9 
, (17") rn iv. (u) -~ ~ j f. (a. + - ) .  f.. (a. + - )  . .  fn (a.-+- " ) e  -u,' d y  

r n  r n  " r-n " 

Die Funktionen f* erfiillen ebenso wie die f~ (s. den vorangehenden 
Abschnitt) die Voraussetzungen (a 1), (a2) und (b 1), (52) des w 1, die sich 
ja nur auf das Verhalten in der Umgebung yon y-~ 0 erstrecken. Dariiber 
hinaus geniigen aber die f* aueh den Bedingungen (a 4) und (b 4), da 
sie nach(16")  auBerhalb eines endlichen Bereiches iiberhaup~ verschwinden. 
Fiir das Verhalten gegeniiber (a3) und (b 3) sowie flit die Existenz einer 
unteren Schranke der s2 ist nun der in Satz V gemachte Vorbehalt ent- 
scheidend, wonach f~lr jedes ~ wenigs~ens ein Paar au~einandeffolgender ganzer" 
Zahlen m, und m. + 1 existieren mu~, flit welche 10, nicht verschwindet. 
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Da ngmlich stets s 0= (x) ----- 1, kann f= nur dann den Betrag 1 er- 

rei'ehen, wenn alle Winkelargumente ( x - - a = ) y  in (16) bis auf ganze Viel- 
fache yon 2 ~ einander gleich sin& Nun ist abet iiir zwei aufeinander- 
folgende x der Winkelunterschied gleich y,  und da (16) nur his l Yl ~= zr 
gilt, so sieht man, dab if= auBerhalb der Stele y -~-- 0 niemals 1 werden 
kann, wie es (a3) verlangt. Ist t~ der Betrag, der voraussetzungsgem~B 
von 0=(m~) und O=(m= q - I )  nicht untersehritten wird, so hat man 

r f*  (~= + v)J < 1 - 2 ,  (1 - oosv), 

womit (a3) und (ba) vonw l Geniige getan ist. Aus der' Definition der 
Streuung folgt iiberdies : 

well die beiden Stellen x ~ m~ und x = m~.+l zur Strenung mindestens 
den Beitrag ~ [$3 q_ (~= _ 1 )3] liefern, dessen Minimum fiir ~ = ~ eben �89 ~ ist. 

Mithin er]i~llen die f* sdmtliche Voraussetzungen des w 1. Sehreibt 
man ( 1 7 " ) i n  der Form 

(17")  

wo [~t'l ~ 1, so folgt aus dem Koroliar II~ in w 2: 

' . = (I-) ~ (18) ~(, ,1 = ~  . . . . . . . . . . . .  
�9 T?~::- ~ (~)' 

womit GI. (V) bewiesen ist. 

Aus (18) ergibt sich auch sofort, dal] Gl. ( I I I )  flit die jetzt betrach- 
teten Verteilungen gilt. Denn zu einem beliebig vorgegebenen U und e 
kann man nach (18) ein n o so bestimmen, dab fiir n > n o 

(18') ~ro,,O,) -q'(=--) < - -  ~ r  ~ 1 < ~ / .  r,, 4 r,, U 

8ind nun a, b zwei Punkte des Intervals ! u I < U, so besteht W, (b) -- g%,( a ) 
aus hSchstens r, .2 U 8ummanden r0~(u,). Demnaeh ist zufolge (18'):  

b 

(~8"t w=(b) - w o ( ~ / -  Z ~ (~') [ < ~- 
$ 

/ r71 " 

a 

Die bier auftretende Summe geht abet im Sinne des R iemannsohen  
IntegrMbegriites gegen @(b) -- ~ ( a ) .  

Um einzusehen, dab die Ausdehnung dieser Uberlegung auf den Fall 
a = ~ co zulKssig ist, braucht man nur zu beaehten, dab sowohl (b (-- U) 
als W= ( - -U)  kleiner als I : 2  U~ sein mull, well die Streuung beider Ver- 
teihmgen ~ ist. Wghlt man also U ~ >" 1 7, so gilt fiir u < U, und welter mit 
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Riicksicht auf das Verhalten der Verteilungen im positiv Unendlichen, 
auch dariiber hinaus- 

( Sa) < = 

Dies ist tier Inhalt der G1. ( III ). 

6. Beweis  der  B e h a u p t u n g  IV. �9 Wir sohlagen einen analogen Weg 
ein, um IV zu beweisen, inclem wit zuerst eine Umkehrformel flit die 
.Berechnung yon v~. bzw. w, aus f~. bzw. p,~ aufstellen und sodann die be- 
sondere Natur der hier auftretenden f.~. untersuchen. 

Die Umkehrung wird vermittelt durch das Fouriersche Integral- 
theorem, das ffir jede integrable, im Unendlichen verschwindende Funktion 
yon beschrgnkter Schwankung angeschrieben werden kann. Es lautet 
ffir V~ (x): 

2z 

Durch den Querstrich fiber v~. soll angedeutet werden, dab V~. nur 
an Stetigkeitstellen mit v~. iibereinstimmt, sonst abet das arithmetische 
Mittel zwischen dem rechten und linken Limes bezeichnet. Fiihrt man in 
(19) den Weft yon f~ aus (11) ein, so gewinnt man die Umkehrfor~nel" 

Denn fiir die komplexe • f.~. einer Verteilung mit beschr~inkter 
Ableitung nimmt (11) die Form 

(19") 5(a~. + y ) =  f v~(x)ec~-~)~dx 
an. Analog hat man fiir die Ableitung des Integralproduktes" 

( 1 9 )  %(z)= 

da auch w~, das dutch (2) aus den v~. gewonnen wird, yon beschr~inkter 

Schwankung sein mu~. 
Von den f~ ist im Abschn. 4 alIgemein gezeigt worden, clal~ sie dem 

ersten Tell der Voraussetzungen des w 1 geniigen. Wit wollen jetzt be- 
weisen, dab sie im vorliegenden Fall -- in dem die AbIeitungen v~. yon 
gleichmg~ig beschrgnkter Schwankung sind -- auch die i~brigen Voraus- 
setzungen der Sgtze I und II erfiillen. 

Bezeichnet a~. die Gesamtschwankung yon v~. (x),  so lgl~t sich v~. (x) 
I wachsen, als Differenz zweier monotoner Funktionen, die yon null bis ~a~ 

darsteilen. Daher ist nach dem zweiten Mittelwertsatz der Integralrechnung 
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i f v ~ ( x ) ' c ~  l f c ~  -- = i ~ '  

und da dieselbe Beziehung fiir den Sinus gilt und die a~ die obere 
Schranke a haben: 

(2o) +v)J <=  yF- , 

womit den Bedingungen (a4) und (b4) des w 1 Geni~ge getan ist. 

Die B n ngen (aS) = a  (bS) verlangon, [f.I dauerna .nter- 
halb 1 bleibt (abgesehen yon der Stelle y = 0), was fiir kleine y aus (20) 
nicht zu ersehen ist. Nun kann das Integral rechts in (19") auf keinem 
Teilintervall a, fl grSBeren Betrag haben als das zu demselben Inter- 
vall a, fl gehSrige Integral yon v~., das wit mit V~(a, fl) bezeichnen 
wollen. Es gen'figt daher, da das iiber die ganze Achse erstreckte Inte- 
gral yon v , ( x )  den Weft 1 hat, fiir irgendein a < fl nachzuweisen, da~ 

ivI>Vo 
fl 

(20') V~.(v:, fl) - J f v~,(x) e<*-"~.)V~ dxl  > ,~, 
f t  

damit sicher auch 1 -  [f~.[> ~ wird. W/ihlen wir nun a, fl so, da~ 
t Y t ( f l - - a ) =  2:t, so bedeutet die linke Seite von (20'), dutch V~,(a, fl) 
dividiert, den Sehwerpunktsabstand einer fiber den Umfang des Einheits- 
kreises (mit der Dichte I v, : y I) ausgebreiteten Masse V~ (a, fl) yon der 
Kreisperipherie. Dieser Abstand wird am kleinsten, wenn die Masse mSg- 
lichst kor, zentrier~ wi_rd: da aber v~ nicht grSSer als �89 ~ werden kann, 
wird die s~rkste Konzen~ration, also das Minimum von (20 ') erreicht, 
dutch gleichfSrmige Verteilung mit der Dichte 1 ~ : 2 y  I iiber den Bogen 
2yV~(a, fl):a~. Daraus ergibt sieh 

. " Y o �9 Y.~(,~,~)yo . 

Der Weft yon V.~(~,fl) karm nieht etwa bei jeder Wahl yon a mit 
wachsendem z gegen null gehen, da sonst Streuung und Mittelwert, ent... 
gegen clef Annahme (b2) dieses Paragraphen, nicht beschr~nkt sein kSnnten. 
Man weist leieh~ nach, da~ auf das Intervall -T- (A + 2 S) mehr als ~ des 
f v d x  earl~ muff, so dal~ bier die durchschnittliche Verteilungsdichte 
mindes*mas 3 : 8 (A + 2 S) betr/igr Daher muff es innerhalb des Intervalls 

(A -~- 2 S) wenigstens ein Teilintervall yon der L~nge fl -- ~ = 2 zt : l Y I 
geben~ fiir welches in (20") 

3~r 8~ 
(20 ~) r~(a, ~) > ~ l y l { ~ + 2 S ) >  160(A+2S) 
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zu setzen ist, Weft wit mit Rfieksicht a ~  (20) nut I Y I -Werte unterhalb 
4 a zu betraehtea brauchen. Endgifltig ist daher flit Yo < IYl. ~ 4o  

: ~ [ sin~ 1 3~yo 
(21) i - - l f ~ i > 1 6 ~ ( A + 2 S )  1 -  mit a =  " a 2 16a'~(A+2S) ' 

womit den Bedingungen (a3)  und (b3)  des w 1 Geni~ge getan ist. 
Endlich haben die Streuungen ~ ~" aueh eine clurch ~ bestimmte untere 

Grenze. Denn eine Verteilung, deren Diehte nirgends grSl~er als ~1 as sein kann, 
erreicht ihre kleinste Streuung bei stiirkster Konzentration, also wenn die 
Dichte lgngs einer Strecke 2 : o~ den Maximalwert z a aufweist. Daher ist 2 

1 1 
~: ~ 3 ~ ; ~  - -  3 o  ~-" 

Mithin sind alle Bedingungen des w 1 er]i:d~t. 

Wenden wit a u I , ( 1 9 " )  das Korollar II,. des w 2 in derselben Weise, 
wie es oben bei ( 1 7 " )  geschehen ist, an, so finden wit: 

Dies ist der genaue Inhalt yon Gl. (IV) und (IV'). 

Aus (22)  fo]8t auch leicht, da~ im vorliegenden Fall fiberdies GL (HI )  
gilt. Denn da die Streuung yon W~ flit jedes n gleich �89 ist, hat man 
fiir U : > 0  

f: (22) 
2 U  ~" 

Man kann daher stets ein U so grol~ w~hlen, da~ der Betrag reehts in (22')  
g 

kleiner als ~ wird; macht man dann n o so groin, da~ flit n ~ n o 

S 

was nach (22) immer mSglich ist, so ist im ganzen Bereich - - o c ,  U, 
und weiterhin, weft aach 

(22") < 

gilt, aueh im Bereieh U, oc 
b b 

was der Inhalt yon Gl. ( I I I )  /st. 

7. A n s a t z  z u m  B e w e i s  d e r  B e h a u p t u n g  III .  Die Behauptung I I I  
besteh~ darin, dal] G1. ( I I I )  aueh otme eine der einsehr~nkenden u 
setzungen des Abschn. 5 oder 6 bewiesen werclen sol]. Bedenkt man, dal~ 
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jede Verteilung ]7, oder W, eine monotone Funktion, daher die Dii~erenz 
W , -  q5 yon beschr~nkter Schwankung, iiberdies im Unendlichen null und 
mit Riicksicht auf die Voraussetzung (b 1) auch absolut integrabel ist, so 
kann man fiir W , -  @ alas l~ouriersche Integraltheorem ansetzen: 

(24) W~(z)-- r  d u f  [w~(x)--  r  

2~  

Dutch den Querstrioh soil wieder angedeutet werden, dab W, nur an 
Stetigkeitstellen mit W, iibereinstimmt, sonst abet das arithmetische Mittel 
des rechten und Iinken Limes bezeiohnet. Andrerseits finder man aus ( 11 a), 
unter Beachtung yon (15) und mit Riicksicht auf das starke u 
yon W , -  @ fiir _+ oz, dutch partielle Integration" 

= -  ~ f [ ~ : ( x ) -  r  

Setzt man dies in (24) ein, so erh~It man die allgemeine Umkehrlormel: 

-~ 1 f e -uzi u2 

In Abschn. 4 ist gezeigt worden, dal3 der Klammerausdruck rechts ffir 
waehsende n in jedem endlichen Bereich lul < U gleichm~l~ig gegen null 
geht. Um aus (25) schlieSen zu kSnnen, dal3 zugleich W, gegen r kon- 
vergiert, miil3te man noeh sehen, dal~ das Integral recht~ in (25) fiir den 
Integrationsbereich l u i >  U mit wachsendem n null wird. Dies gilt 
jede~alls, wenn die t~, deren Produkt ~ ist, den Bedingungen (a3) (a4) 
und (b3) (b4) des w 1 geniigen, also z.B. im Falle des Satzes IV (Ver- 
teflungsdichte yon beschr~nk~er Schwankung). 

Im Falle des Satzes V, und daher auch im allgeraeinen :~all beliebiger 
Verteiluagen, bestehen ]edoch die Foraussetzungen ( a 3) ( a 4 ) usw. nicht. 
Nimmt man als Beispiel etwa die unter die Ann~hmen des Satzes V 
mi te  = 2 fallenden Verteilungen: 

C x ) = ~ ( x )  . . . . .  0 f~r - l > x ,  

. . _ = .  

= 1  ,, x ~ l ,  

f~r -~l~h~ 5 ( y ) =  s (y) . . . . .  oo~ v ~i~d, ~o ~i~ht ~a~, d ~  t: im 
allgemeinen nid, t einmal gegen null geht. Unter den besonderen Voraus- 
setzungen des 8atzes V war es wohl mSglich, die Funktionen f: dutch die 

giinstiger verlaufenden f* zu ersetzen und so auf dem Umweg iiber 
Gleichung (V) die CTIeichung (III) zu beweisen. Fiir beliebige Ver- 
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teilungen scheint ein derartiger Weg und damit eine direkte Ausniitzung 
der Beziehung (25) und (13) nicht mSglich zu sein. Vm Gleichung (III) 
im vollen Umfang der Behauptung III zu beweisen, miissen wir weiter 
ausholen und im lolgenden Paragraphen einige HiKsmittel entwickeln, die 
in w 5 zum Beweise selbst fiihren werden. 

w 
u zum Beweis der Behauptung Ill .  

1. Reel le  k d j u n k t e  e ine rYer t e i lung ,  Es wird fiir das Folgende 
niitzlich sein, an Stelle der in w 3, Gleichung (11) definierten ,,komplexen 
Adjunkten" eine reelle Funktion einzufiihren, die sich hinsichtlich des 
Multiplikationsgesetzes 5hnlich verh~lt, die allerdings nicht den Voraus- 
setzungen des w 1 entspricht. Wit definieren als reelle Ad]unlcte einer 
belieb~gen Verteilung V~.(x) mit dem Mittelwert a~ und der Streuung s~ 
die reelle Funktion, 

( 1 )  ( u )  = e ' dE 

Das Integral existiert fiir jeden endlichen Weft yon u, falls die T(~ der 
Voraussetzung (a l)  des w 3 geniigen. Besitzt V~ eine beschr~nkte Ab- 
leitung v~, so ist g~ im wesentlichen die sog. Laplacesche Trans- 
/ormierte yon v~. Fiir u ~ 0 hat g~ (u) den Wert 1 und die erste ib-  
leitung null; aber die zweite Ableitung ist, im Gegensatz zu Gleichung (11"), 
w 3 gleich -- s~ ~ s~ -- 0. Uber das Verhalten flit grol]e u kSnnen wir vorerst 
nichts aussagen. Sicher ist nut, dal~ g~ der Definition nach positivist, also 
keine Nullstellen im Endlichen besitzt. 

Die reelle Adjunkte des n-ten Integralproduktes bezeichnen wit 

mit q~ (u): 

sie besitzt natiirlich alle eben erw~hnten Eigenschaften der G(u), sobald 
die Konvergenz des Integrales in (1') nachgewiesen ist. Wit beweisen 
diese, indem wit q , (u)  aus den g,(u),  G(u), . . . ,  g,~(u) berechnen und 
damit zugleich die grundlegende Formel fiir die Anwendung der g und q 

ableiten. 
Setzen wir in (1'} so wie in w  den Weft yon dW~(x) aus der 

Definition sgleichung (1) yon w 3 ein und verwenden wieder an Stelle yon 
x die neue Integrations-Variable x,,, die dutch (8) in w 3 definiert ist, 
so entsteht durch Trennung der Variablen: 

3* 
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u 

~=(~)= e - z f f  . . .  f e  ==1 dV~(x~).dV~(x~) . . .  dV , (x~)  

:=e " "==~ " J e  "d~i(x , ) . je  ".d~(x~)...Je ",,d~,(x=). 

Demnach mit Riicksicht auf (1): 

(~ (~ 
(2) q.( ,~)=m 7~ "g~ -5,, " - - g ~  Z "  
Es multiplizieren sich somit bei Bildung der Integralprodukte die reellen 
Adjun~en so wie die komplexen. F i r  den Grenzwert des q,~ folgt daraus 
natiirIich nichts, da die g. den wesentlichsten Bedingungen des w 1 nicht 
geniigen. Der Weg, ~uf dem wit za unserem Beweis gelangen, ist vielmehr 
der, da~ wir eine Potenzentwicklung der g= au~uchen, aus dieser eine 
Reihe flit q~ gewimlen and schliel]lich aus den Koeffizienten dieserReihe 
direkt auf W, schlieten. 

2. E n t w i c k h n g  der ree l len  Adjunkten.  Wit setzen zuniichst 
formal an: 

(3)  g= " = =  . . . . ,  

worin naeh dem oben Dargelegten stets 

(3 a) e2~ = 1, ~#) --- ~c21 = o 

sein mu]~, and wollen beweisen, dal] die Reihe rechts fiir alle Werte von 
u kanvergiert. Zu 4iesem Zwecke benutzen wir die bekannte Entwicklung: 

(~) e - ~ - = = =  ~o(Z) + , ~ ( z ) u  + ~ ( z ) u ~ + . . . ,  

in der die ao, ~ , - . .  die Hermi t e sch en  Polynome: 

~__j Z2 Zt 1 Z 
a o = 1 ,  a~ ------- z, a . - - t  ~, z ~ = - - - 6 - ~ u  

a .  = ( k = O , 1, 2 , m %-~1) 

hezeichne~. Die Reihe (4) konvergiert gleichm~l]ig in jedem endlichen 

Interval yon z and u, weft die Zahl der Summandea yon a,~ nut mit m 
2 

w ~ ,  w~m~ncl der kleinste Iqenner noch (2) '  en$h~lt. Verwenden wir  
yon nun an die beiden Variablea x und 



(6') 

daher nach (3') 
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d-er kfirzeren Sehreibweise wegen, ~ebeneinander, so ergibt sich ~fir die 
Koeffizienten yon (3) der Ausdruek 

und es ist nur zu zeigen, dal~ die .mit diesen Koeffizienten gebildete 
Reihe (3) konvergiert und -- mit  R~ieksicht auf den unendlichen Inte- 
grationsbereich -- dal7 sie wirklieh g~ darstellt. 

Das erstere iolgt aus Gleichung (6) des w 3, n~mlich: 
t i  

< 
i-n 

i l l  

', I < Z  I = 1 

l~l  i l l  

~=o /c! /~ ~ ! cTe @ = cC~l 

womit die Konvergenz yon (3) flit alle u bewiesen ist. 'Man erkennt aueh, 
da~ die Folge der c~ ~1 bei festem m beschr~nkt ist u n d c  ~) zur oberen 
Schranke hat. 

Um die Zulassigkeit der gliedweisen Integration als Ubergang yon (4) 
auf (3) zu beweisen, be~ehten wit, da~ die mit den oberen Grenzen der 
Betriige der c~ "*1 : G nach (3") gebildete Reihe 

k----0 

konvergiert, und zwar gleichmi•ig in jedem endlichen Bereieh yon u. Ist 
also ein e und ein ~o vorgeschrieben, so kann man dazu U o = U(uo) 
berechnen und auf Grund der Konvergenz des IntegraIs ( b l )  ein x o so 
bestimmen, da~ ffir alle ix I > % 

( 6 " )  f e~ §  e~ < 3~So" 

Ersetzt man hier e c'~ dutch ]zI ~, so hat man rechts den Fa~tor yon C 
aus (6) hinzuzuffigen (vgl. w 3, G1, (6)). Ersetzt man daher e c'z~ dutch 
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a,~(z)~ so ist rechts der Faktor yon C aus (3") beizufiigen. Mithin wird 
mit Riicksicht auf (6") bei beliebigem m: 

(7') I f[~o(z)+~l (#s+ . . .  +~=(~)s=] ~(x)-[4~ '-~"(=~'~ ~J<~, 
fiir X > ~ o ,  

Welter kann man, da das Integral in (3) existiert, ein x~ > x o finden, 
fiir wdches bei i u t <  u o 

(7") f f [ . o ( ~ ) + = l ( ~ ) ~ + ~ ( z ) s ~ + . . . ] e T ~ ( x ) - g .  ; <~. 

Endlich liil]t sieh wegen der gleiehmgl]igen Konvergenz yon (4) zu diesem 
x~ ein m~ bestimmen, welches das Restglied d.er Reihe (4) fiir l u] < u o 
mid x I ~ x~ unter den Betrag e : 6 x ~  herabdriiekt, so dal~ fiir dieses m~: 

Wendet man (7'), das fiir jedes m u n d  flit jedes x > x o gilt, auf m~ 
u~d =1 a~, ~o erhal~ m~= d~o~ Z~=~e~h~lte~ ~o~ (7'), (7")~nd (7") 
das verlangte Resultat: 

Uasere Ergebnisse (3" )  und (7) lassen sieh kurz so aussprechen: 

F~r Verteilungen, die unseren goraussetzungen i~ w 3 geni~gen, ist 
die reelle Ad]unkte eine ganze Fsnktion und die Folge der Koe/fizienten c (~) 
bei /eztem m beschrS~t. 

3. Uber  die N u l l s t e l l e n  der  H e r m i t e s c h e n  1 )o lynome.  Die 
wesentlichsten Eigenschaften der in (4') angefiihrten H e r m i t e s c h e n  
Polynome a,~ -- dab sie m reelle Zeiehenwechsel besitzen usw. --  setzen 
wit als bekannt voraus uncI wollen hier nut die Pr~zisierung eines (be- 
kannten) Sa~zes fiber die Verdichtung der Nullstellen e) mit waehsendem m 
durckfffl~en. Man beweist leicht, dal  die Funktionen 

(8) v=(z) = e -~  ~=(~), 

die in den lullstellen mit den a= ibereinstimmen, tier Differentialgleichung 

geniigen. Denn (8) gibt in (8') eingesetzt die Differentialgleichuag 

t) A. A. M~rkoff, Bull. de l'Aead. St. Petersburg 5, s6rie 9, 1898, p. 487; 
Wahrscheinliehkeit~eehnung, deutseh yon H. Liebmann, Leipzig 1912, S. 258. 
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" - - 2 z a [ n 4 ~ 2 m t i , ~  = 0, und da man aus (4) (indem man beiderseits tlm 

differenziert und dana links wieder die Reihe fiir den Exponent~alausdruek 
setzt) leieht ableitet, da/~ a ~ - - ~ - - t i c - l ,  so ist (8') nut der etwas ver- 
~nderte Ausdruck fiir die bekannte Rekursionsformel 

(8") ar~-i ~ 2za,~ 44- 2m~m+l = 0, 

welche die Hermi tesehen  Polynome (4') charakterisiert. Nun haben die 
Integrale yon (8') die Eigenschaft, dab sie in dem Bereiche, in dem 
z 2 -  (2 m-+- I ) ~ 0 ist, ihre konkave Selte der Abszissenachse zukehren, also hier 
keine im Endlichen gelegene Nullstelle haben kSnnen, da sie sich sonst nich~ 
asymptotisch der Abszissenachse n~hern kSrmten. Andererseits verhalten 
sieh die Integrale im Bereieh I z I < V2 m ~ 1 wie Sinus-Linien, d .h .  sie 
bilden Wellen wie die Integrale yon z " - - - - c ~  and diese Wellen sind 
im Bereleh I z Jl < Zo < 1 / ~  ~ 1 mindestens so stark gekriimmt, wie die 

o. and hSchstens so stark, wie die einer Sinus-Linie mit c ~" ~- 2 m -~ i -- z o 
einer Sinus-Linie m i t c " =  2 m ~  1. Daraus folgt also der Satz: 

Die m reellen NuUstellen der H erm i teschen Polynome a,~ ( z ) liegen nich 
auflerhalb des Gebietes ] z I ~ ]/2 m ~ 1 und verdichten sich bei wachsendem m 
derart, daft in einem Gebiet [ z I ~ zo < V 2 m  ~ 1 der Abstand d,, zweier 

7~ 

au]einander /olgender nicht gr6fier als ~/'~ m+ 1 -z~  ist. Andererseits kann 

der Abstand nicht kleiner als ~ - sein: 

(s"') -- -- 

4. Die  e iner  Verte i lungV.~ z u g e o r d n e t e n  T r e p p e n  S~ ~). Zwischen 
den Momenten einer Yerteilung und den Koeffizienten ihrer reellen Adjunkten 
besteht ein einfacher Zusammenhang. Da man die Gleiehungen (4'), welche 
die H e r m i t e s c h e n  Polynome definieren, unsehwer nach den z ~ aufl6sen 
kann, sobald die a,, gegeben sind, nhmlich: 

(9) z ~ ao, z 1 al,  z ~ 2 t i , , + l  z ~ = _ 6 a  3 

so sieht man, dab das m-te  Moment  yon V~ sich dutch c (~ e (~)~ , . . . ,  c (~'~. 
linear ausdr4cken l~Bt, z. B. fiir m ~-3:  

_ _  . ~ ~ O ( ~ .  

Dies vorausgesehickt definieren wit als eine , ,m-stufige Treppe"  oder 
,,Treppenlinie" eine Verteilung (d. i. eine monoton "con null his 1 an- 
steigende Funktion), die genau m im Endlichen gelegene Wachstumstellen 
hat und sonst fiberall konstant verl~uft. Das Bild einer solehen FunkCion 
ist tats~chlich das des Quersehnittes durch eine Treppe, die aus m Stufen 



40 R.v.  Mises. 

besteht. Wir wotlen den folgenden, ffir den Zusammenhang zwischen: 
einer Verteilung und den Koeffizienten ihrer Adjunkten fundamentalen 
Sate beweisen: 

Be~utet m e i n e  beliebige natiirliche Zahl und V,. eine unseren 
Voraussetzungen (a l )  und (a2) geni~gende Verteilung (oder eine Vet- 
tel.lung, deren reelle Adjunk~e eine ganze Funktion ist), die selbst nicht 
weniger als m Wachstumstellen hat, so r es stets eine m-stufige ~reppe 
S~(~*) die mit V.~ in deu ersten 2m Momenten (yore nullten his zum 
2 m -  1-ten) oder, was dasselbe ist, in den ersten 2m Koe]fizienten der 
reeUen Ad]unkten, 4bereinstimmt; sie wird in ]eder Stu]e yon ~ doppelt, 
ngmlich im horizontalen und vertikalen Tell der Stu]e, geschnitten. 

Um dies zu beweisen, konstruieren wit zun~ichst die Treppenlinie, 
indem wit ihre Wachstumstellen (und zwar als •allstellen eines Poly- 

noms fi(~}'} and dan~ die dazugeh6rigen SprunggrSSen a (x/ a(~ .~(~ 

angeben. Die Waehsmmstellen nennen vcir such einfaeh die Stu/en, und 
die $~) die Stu/enhdhen. 

Wit gehen yon der quadragsehen Form in den y~ 

(10) f [ % y + c r  +%_~y,~ ~]~dE,(x) Y'A "'~' 

aus, die positiv definit sein .mull, well der Integrancl nicht negativ ist 
und das Integral nut dann verschwinden kSnnte, wenn V~ (x) gerade nur 
an den hSchstens m - - l  Nullstellen des Klammerausdruekes Wachstum- 
stelIen h~tte, was der Vorausset~ung zuwiderl/iuft. Setzen wir also nach( l0 ) 

( I0 ' )  A2 '~') =f~,(z)~.(z)dV.(z) (~,Z =: 0, I, 2 , . . . ,  m} 

immer mit dem in (5) definier~en Zusammenhang zwischen z und x - 
so hat das Gleiehungssystem 

(10") ~-rA~"~) ~(')~ A(m'~) (~ 0, 1, 2 . . . , m - - l )  

eine yon null verschiedene Nenner-Determinante, also eine eindeutige 
~ g  e~ ~ o r e - .  e ~=-x) Bilden wit mit diesen e~,) des Polynom 
m-ten Grades in z: 

(I1) B(=)-- 4- "(~-i)a "('~-~) a 
- -  ~ " ~  m .  - o~ �9 �9 �9 

so l~iJlr siel~ vor allem zeigen, da~ es genau m reelle Nullstellen besitzt. 

Gleichung (10") besagt n~mlieh mit Riicksicht auf (10'), da$ zunhehst 
jedes Integral der Form 
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(11') f . , ~ r ~  

-=~o(d)A(~'~)~, A(~'z).---O ( t = 0 , 1 , 2 , . . . , m - - 1 ~  

versehwinden muB, weiterhin daher auch jedes Integral der Form 

(11")  f P~._~ (z). fl~)(z)dV.,, (x) = O, 

in dem P~_~ (z) ein Polynbm yon hSchstens (m -- 1)-ten Grade bezeichnet. 
Das letztere deshalb, well nach dem, was oben gesagt wurde, jedes soleheo 
Polynom linear dureh die ersten m Polynome a', also dutch c~ o, a l , . . , ,  am-l, 
ausgedriiekt werden kann. Aus dem Versehwinden yon (11") iolgt nun, da~ 
fl(~) genau m reelle Zeichenwechsel besitzen muir, da man sonst fiir 
P(z) das Differenzenprodukt (z--z~)(z--%) .... wo z~, %... die Null- 
stellen sind, setzen kSnnte, womit dann der Integrand konstantes Zeiehen 
im ganzen Intervall erhielte. 

Die m Nullstellen yon fl(~) sollen die Stu/en der Treppe S(~ ) sein; 
wir bezeichnen sie mit z (') his (~/ 

Als Stu/enh6he sei der Stelle z(2) zugeordnet: 

f (~= 1,2, ~). 

Dabei bedeutet fl' die Ableitung yon fl naeh z, and es bleibt jetzt zu 
beweisen: 1. dab die ~(=) simtlieh positiv, 2. dal] ihre Summe gleich 1, 
3. da$ die ersten 2 m  Koeffizienten der Adjunkten der dutch sie be- 

(0) bis e (~m-1) iibereinstimmen; 4. dab V~(x) stimmten Verteilung mit den. c ~. 

und S(~ "~) (x) genau 2 m - -  1 Sehnittpunkte haben. 

5. N a e h w e i s  der  E i g e n s e h a f t e n  yon  S(~/. Die Formel (12) ist, 
wie bekannt, die Grundlage der Lagrangeschen  Interpolationsformel, die 
zum Ausdruek bringt, dab fiir ein beliebiges Polynom Pm_~ yon hSchstens 

ira--  l I tern Grad: 

m ~ 2 : )  

(1~') Z P~-  ~ (~') > (~ _ d) ) , = ~  "~..~'~ ~_~,,,,~.. J - P,~-~ (~)- 

Dies gilt, gleiehgiiltig wie die z~ (') ausgewiihlt werden. Setzt mari in 
(12')  flit P~_x der Reihe naeh a o, a l , . . . ,  a~_~ ein, so folgt sofort aus (12), 
dal] flit diese Indizes /c = 0 bis m -  1: 

(m) kk;~ ~ ) ~  ~ Y . .  (13) f ak(z )dS  ~ (x):=: ~, a (_(,,,,=c,, f a~(z )d~(x )=c(k )  
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Damit ist ein Teil der Behaul0tung 3 und, wenn man k----0 in (13) 
einsetzt, die Behaul0tung 2 erwiesen. 

Ist k __> m, hSchs~ens gleich 2 m - - 1 ,  so gilt ffir die oben mit (11) 
getroffene, spezielle Wahl yon fl]m/ immer noch (13), wie folgende Uber- 
legang zeigt. Man sucht zu jedem a~ /fir m ~ k ~ 2 m - - 1  den Quo- 
r Q and Rest R bei Division durch /?('*)" 

(c~ -~ Q fl~'~ -~ R ,  ( k -~ m,  m + l . . . 2 m -- l ) 

wobei Q and R hSchstens vom Grade ra- -  1 sind and R mit c~'t: an allen 
Nullstellen yon fl(m) fibereinstimmt. Wegen (11 '~) ist daher 

& h. ~ Integral fiber cr ist auf ein solches fiber R,  also fiber ein Poly- 
nora yon hSehstens ( m - - 1 ) - t e n  Grade zuriickgefiihrt. Auf R l~l~t sich 
wieder (12') anwenden, und da R(z(2))----%(z(2)), so ist ( 1 3 ) a u c h  ffir 
die weiteren Indizes k = m bis 2 m - - 1  and damit die Behaaptung 3 
in vollem Umfang erwiesen. 

Aus (13) folg~ natiirlich, mit Rfieksieht auf den wiederholt erw~hnten 
Zusammenhang zwischen den e~ and beliebigen Polynomen, da~ der zweite 
Teil der Gleichang aueh besteht, wenn an Stelle yon c~ beiderseits des 
zwei~en Gleichheitszeiehens ein beliebiges Polynom von h6ehstens (2 m- -  1)-Gem 
Grad gesetzt wird. W~hlen wir das Polynom P (z) --- [(z --  z~ (~)) (z --  z2 ) ) . . .  
( ' ~ z  (~-z~J~ alas yore ( 2 m - - 2 ) - t e n  Grad and durchweg nicht negativ 
ist, so bleibt links in (13) lediglich o(m) ~ (~t~ ~ - r (z~ ) and rechts das Integral 
fiber das positive P ( z ) :  Also mal~ ~(~ positiv sein and in gleicher Weise 
jedes andere ~,). Dies ist der Beweis flit die erste der oben angefiihrten 
Behauptungen. 

Um endlich die letzte zu beweisen, leigen wit dutch partielle Inte- 
gration ab: 

(14) o~_ f et~(z)[d~:(x)_dS,(~)(x)] = f c~i(z)[S2)(x)_ V ~ ) ( x ) ]  ' 

Auch diese Gieichang bleibt, da sie flit k ----- 0 bis 2 m -- 1 gilt, bestehen, 
wean an Stelle yon c~,~ ein beliebiges Polynom yon hSchstens (2 m -- 2)-tern 
Grad gese~zt wird. H~tte also S~ (m) -- V~ nicht mehr als 2 rn - -  2 Zeichen- 
wechsel z~, ~ . . . .  so kSnnte man da~ Differenzenprodukt (z --  z~ ) (z - -  % ) . . .  
in (14) an 8telie yon a~ einsetzen and beks einen Integranden von kon- 
sta~tem Vorzeichen, dessen Integral --  im Gegensatz zu (14)  --  nicht ver- 
schwinden kanm Damit ist, fiber die Behauptang (4) hinaus, gezeigt, da~ 
zwei beliebige Verteilungen, die in den ersten 2 m Momenten  i~berein- 
s t immen,  u~migstens 2 m - - 1  Schnit tpunkte ,au/weisen mi~sseu. 

Die besondere Bedeutang dieses Satzes gerade flit die Treppen S~2 ~ 
Iieg~ darin, da~ ja eine derartige Linie in jedem horizontalen und jedem 
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vertikalen Stfick nut einmal yon einer andern, monoton ansteigenden 
Linie getroffen werden kann. Da nun sine m-fache Treppe nur 2 m -  1 
.~olche Stiicke besitzt (die Teile der Horizontalen in der H5he null und sins 
ungerechnet), so sieht man, da/~ sis in jedem Stis einmal geschnitten 
werden mul~. Wit kSnnen diesem, flit uns grtmdlegenden Ergebnis fol- 
gende Form geben: 

Eine Verteilung ~ (x) ,  die selbst wenigstens m Wachstumstellen 
au]weist, wird dutch Angabe ihrer ersten 2 m Moments in ihrem 
ganzen Verlau], an ]eder SteTle x, au/ sin bestimmtes beschrgnktes 
Gebiet eingeengt: Liegt der zu x nach (5) gehSrige Weft yon z zwischen 
z ('J . . . .  und z(~ '+1) so liegt V~.(x) zwischen S~)(z~}--O) und S (~)~(z~.''+l)*a-7.); 
/d;llt z mit  einem der z(~ ') zusammen, so liegt V~.(x) zwischen _~.,q{m) i z(') ~ O) 
und S(~) ( z(~ ') -- 0). Der Ordinatenunterschied zwischen einer Verteilungs- 
linie V~(x) und einer ihrer zugeordneten Treppen S~'~)(x) kann hie 
grS/3er sein als sine Stu/enhShe der letzteren. 

6. Die e iner  Gaul~schen Ve r t e i i ung  ~ z u g e o r d n e t e n  Treppen  
T (~1. Die in w 3, GL (15) definierte Gaul3sche Verteflung mit dem 
Mittelwert a und der Streuung s: 

{~_a)~ 

( 1 5 )  = 

nimmt hinsichtlich der hier in Rede stehenden Probleme eine besondere 
8tellung ein. Zuniichs~ reduziert sish ihre reelle Adjunkte g(u)  auf das 
er~te Glied; denn nach(  1 ) ist: 

( 1 5 ' )  - - "  e - d = 1 .  

Es sind also alle zu r gehSrigen Koeffizienten e (~) ~ c (:) : c (s) . . . . .  0. 
Hieraus ergeben sich naturgem~] einfache Beziehungen fiir die nach Ab- 
schnitt 4 der Verteilung q5 (z) zu~eordneten Treppen ~r 

Fiihren wir die Gaul3sche Verteilungsdichte ~(o) und ihre Ableitungen 

of', ~p",. . . ,  ~(~) ein: 

1 z'-' , 1 ( _ 2 z ) e _ ~ ,  , ,  ~l_~(4z~_2)e_~.- ., .... 
j ~  

so best~tigt man leicht,, dal~ d~e in Klammer gesetzten Polynome sich 
nut durch konstante, d. i. yon z unabh~ngige, Faktoren yon den H e r m i t e -  

schen unterscheiden: 

C 16') 

Daraus folgt f i i r  die in (10') zur Bestimmung der ~(') ein~efiihrten 
Koe~fizienten A (''~'~ in unserm Fall dV(x)  = ~ (z) dz: 
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trod dieser Almdruck ist, wie t -  bzw. ~-faohe partielle Integration zeigt; 
null fiir ~ =4= 2. Demnach sind in den linearen Gleichungen (10") siimt- 
lithe rechten Seiten null, daher auch alle ~ und es bleibt fl(~) ,,,~,. 
d. h. die Stu/en der Treppe ~('~) liegen an den Nullstellen des m-ten 
H srmitesahen Polynoms. 

Es kommt nun wetter gar nicht daraui an, auoh die StufenhShen ~/~(,) 
von ~ 1  nach G1. (12) zu best{tureen, wenn wit nur den Verlauf der T <~s) 
flit groi~e m vedolgen wollen. Wit erinnern uns an. den in Abschnitt 2 
dieses Paragraphen abgeleiteten Satz tiber die Verdiehtung der Nullstel.len 
der ~ .  Da die r die Treppe T/~) in jeder Stufe schneiden mu~, 
kann eine Stu/enhShe nicht grSi~er sein, als der Anstieg der r  his 

zur n~ehsten Stufe, also niotlt gr6~er als . . . . . . . . .  1 mal dem in Abschn. 3 
s~2~ 

bestimmten grSBten Abstand zweier Nullstellen yon %,. Nach den Er- 
gebnissen des vorangehenden Abschni~tes kann sich abet die eine Ver- 
teilang darstellende Linie niemals mehr als um die HShe einer Treppen- 
stufe yon der Treppe selbst ~unterscheiden. Wir haben also den Satz: 
In  dem Bereich I z I ~ Zo < V2  m ~ 1 gilt 

1.V~ :2~_ (17) I qS(z) T(m)(X)I ~_~('> <9~S m-k l--Zo 
]iir ]edes m, mit der in (5) ]estgelegten Zuordnung zwischen z und x .  

w 

Beweis der Behauptung III. 

1. Die Koeff iz ienten der  Adjunkten  yon W,~(x). Wenn wir 
die Gl. (2) und (3) des vorangehenden Paragraphen zusammenhalten, so 
gewinnen wir fiir die Adjunkte q, des n-ten Integralproduktes W,, den 
iusdruek: 

. . : :  +<<:> + . . . .  

kndererseits setzen wit q , (u )  entspreehend (3) yon w 4~, da die 
Stre~ung yon W~ gleieh ii~ ist: 

l')  ~ ( ~ )  = k~ ~ + k2 >~ + ~2' ~'- § . . . .  

Den Koeffizieaten g ~  yon u '~ in (1') erh~lt man somit, indem man 
die Summe aller Pmdukte yon der Form 

o < . , , o , . , , . ,  <. ,  
i ~ ' ' "  1 ~ l ' -  \ t ' n  ] 
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mit  /,q -~- ,% -~- . . -  ~ / ~ ,  = m bildet. Eine obere Sohranke fiir den Betrag 
l- I'n/ wird sich also dann ergeben, wenn man in dem Ausdruck reohts v o n  ,~n 

in (1) sowohl die c~ l*) als die s= durch obere Schranken flit ihre absolute 
Betrs ersetzt. Mit Riieksicht auf die Bedingung ( b 2 ) y o n  w 3 trod 
G1. (3")  in w 4 ersetzen wir daher unter Beaehtung yon ( 3 a ) i n  w & das 
Produk~ reehts in (1) dutch 

(2) 1+c~=~( sr + ~ ov~ 
\ r,, 

Der Koeffizient yon u. ~ in der Entwieklung des Ausdmckes (2) l iefer t  die 
gesuehte obere Schranke flit !k~ "*/], ~alls m > 1. 

Da D mit einem Glied drifter Or0_aung in u beginnt, braucht man, 
um den Koeffizient yon u ~ zu finden, in der Entwieklung d~r n-ten Potenz 

~r~ 

rechts in ( 2 ) nur his zum Glied D 'T zu gehen. Wit nehmen nun an, es sei 

(3') n > y ,  
dann wachsen die Binomialkoeffizienten in (2) his zum letzten in Betraeht 
kommenden und der ~usdruck (2) wircl noeh iibersch~tzt, wenn wir den 
Koeffizienten des letzten beibehaltenen Gliedes vet alle setzen, also 

fiir (2) nehmen. Der iusdruek  in cle~ eekigen Klammer in (3") ist yon 
nnr noch insofem abh~ngig, als r,, in D vorkommt. Fassen wir die 

G]ieder, die u~  r sollen, zusammen, so hebt sich r~  im Nenner 

heraus uncl wir erhalten: 

( 3 )  t ,, I < . . . . .  ;~- ......... :: ~ ( ,  --].-~--- < 

we R,,, eine yon n unabhs ~(n) eine naeh Voraussetzung (b2)  mit 
wachsenclem n gegen null gehende Gr51~e bezeichnet. Man sieht also: 

Der Koeffizient l~r~l ,~ yon u ~ in der Entwicklung der reellen Ad]unkten 

de3 n - ~ n  Integral~rodzektes geht r~i~ wachsendem n ~nd konstantem 

m > 1 gegen n~ll. 
Es ist weiter nieht sehwer, den Ausdrack R,~ zu bestimmen, wenn 

man beachtet, dal~ jede Potenz D ~ au~ lauter Produkten der Form 

( = S !  .... . . .  
( ~ ' )  \ +',, / 
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besteht, wobei die ff die Werte 3, 4, 5 , . . .  durchlaufen. Somit ist 

3 m 8 

Da ff mindestens gleich 3, so ist jeder Summand der rechts zuletzt 
stehenden Summe sicher kleiner als 1! Die Zahl der Summanden ist 
gleich der Zahl der Kombinationen zur Summe m -  2 ~, gebildet aus 

Zahlen der Reihe 1, 2, 3 . . . .  , d.i. 

Setzt man diesen Weft flit die Summe fiber die tt in (4") ein und 
m 

beaehtet, dal~ C ~ hSehstens g]eieh C Y wird, so erh~lt man: 
m 

Dieser A-usdruck w~chst im allgemeinen mit m, abet schwiiet~er als 

Entwieklang (1') best~tigt wird. Man kann (3) und (4) zusammenfassen in 

(5) ,~m~ c ' ~  -~ 

Fiir m = 0, 1, 2 gilt natiirlieh, unabh~ingig yon n: 

I,~') k~~  1, k.'~) ~ k~ ~) = 0. 
2. Die den IV,, zugeordne ten  Treppen  T,  ('~1. Nach w 4, 4 gehSrt 

zu jeder Vergeilang, die mehr als m Wachstumstellen und eine ganze 
tNn]~tion zar reelIen Adjunkten besitzt, eine bestimmte m-stufige Treppe, 
die in den ersten 2m Koeffizienten der Adjankten mit der gegebenen 
iibereinstimmt. Von den Integralprodukten W, ist nun leieht zu sehen, 
dag die Zahl ihrer Waehstumstellen mit n ins Unendliche gehen mul~, 
wean sie nieht iiberhaupt schon flit jedes n > n o unendlieh ist. Das 
tetztere tritt ein, wean t~o unendlich viel Wachstumstellen hatJ Haben 
aber s~mtliehe V~ nut endlich viele, und zwar n~., so geht aus der Dar- 
stelIm N GI. (3) in w 3 hervor, dal] die Zahl der Waehstumstellen yon W,, 
gleieh der 8umme N + n, + . . .  + n~ ist. Da naeh Voraussetzung (a 2 ) 
jedes V, mindestens zwei Waehstumstellen haben mul~, ist damit die Be- 
hauptuag erwiesen. Es teuehtet aueh ein, dab infolge des Waehsens yon 
r ~ m i t g n  die WachstumstelIen von W,(x) sieh im allgemeinen in jedem 
endtichen Bereieh unbesehr~nlrg verdiehten. 
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Nehmen wir nun an, es sei ein festes m vorgeschrieben und zun/ichs~ 
n ~ m gewiihlt, so daft es sicher eine zu W,~ zugeordnete Treppe T(~I gibt: 
die Konvergenz der Entwieklung yon q~ ist ja n i t  G1. (5) (wie sehon 
vorher durch die Darstellung (2) in w 4) naehgewiesen. Die m Stufen 
yon T ~  ) sind die Nullstellen eines Polynoms r(~ (vgh w 4, 4): 

wobei die ~(~1 die Lbsungen der m linearen Gleiohungen: 

(6') ~ V B : '  ;)o a)~ = - - B 2  'x) ( 2 = 0 , 1 , 2 , . . . , m - -  1) 
t,~0 

ni t  der Definition 

(6") B(n~'x'=irq(z) e,,(z)dW,~(z) (e, ~ =  0, 1, 2 , . . . ,  m) 

bedeuten. Die Gr6Ben z undx, die allgemein naeh (5) in w 4 zusammen- 
hiingen, sind jetzt wegen a ' =  0 und s'~-= ~ einander gleich. 

Jedes der Produkte (~ m. n i t  ~ 7~- ~ _< 2 m -- 1 kann man clurch einen 
linearen Ausdruck in den %, ax, c*o., . . . ,  e.,~-i darstellen, wobei aber % nur 
in den Produkten n i t  ~ =, ~ auftreten kann. Denn andernfalls kbnnten die in 
(16"), w 4 behandelten Ausdrficke yon der Form fr~,a~rfdz unmbglieh 

fiir e =~ ,~ verschwinclen, weil f % q~ dz == 1 und f c.~ q) dz ----- 0 fiir L =4= 0 
aus (16"), w 4 folgt. Da nun rechts in (6') die oberen Indizes yon B 
niemals gleieh werden, kommen hier nur a~ n i t  ~> 0 und, naeh Inte- 
gration fiber dI~,~, nut k~ '~ m i t e  > 0 in Betraeht. :Flit diese Koeffi~ienten 
gilt abet G1. (5) und (5'), d.h. man kann bei festem m dutch VergrbBe- 
rung yon n die recbte Seite der GI. (6') vermbge des Faktors e(n)  be- 
liebig klein machen. 

In der Determinante des Gleiehungssystems (6 t) stehen nur in der 
Hauptdiagonale Elemente n i t  gleichen oberen Indizes. Diese 1Mern bei 
Entwickl.ung des Produktes (~, .cq, wie man sieh, etwa dutch ~usfiihrung 
der in (16"), w 4 angedeuteten Integration iiberzeugen kann, das Glied 
%:2 ~.~!. Alle anderen Elemente der' Determinante fiihren wieder zu 
GrbBen, die den Faktor e(n) enthalten und sonst nut yon m abh/ingig 
sin& Die Determinante unterseheidet sich also bei waohsendem n beliebig 
wenig yon den  positiven Wert 2 -(~+~+ "" +~-,/[1-11 21 . . .  (~n,- 1)!) -",- 
Das Ergebnis dieser Uberlegung ist, dab die l a~, 1 bei ]estem m und 
wachsendem nunter  ]eden vorgegebenen Betrag sinken. 

('~ ist, dab der Unterschied zwischen Weitere Folge des Verhaltens der o,~ 
den Polynom 7~ ~) und dem Hermiteschen Polynom r~ in der Weise 
n i t  wachsendem'n sich der Null n~hert, dab siimtliche Koeffizienten yon 
)'~('~) gegen die entsprechenden yon  ct~ konvergieren. Dabei hat ),(n ~) naeh 
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dem in w 4, 4 gegebenen Beweis durchaus reelle Nullstellen. Da nun die 
Wurzeln einer algebraischen Gleiehung stetige Funktionen tier Gleichungs- 
koeffizienten sind, so kSnnen wir sehlieJ3en: Die m Wurzeln yon y(~-), also 

die Stufen der Treppe T~ m) niihern sich mit wachsendem n und festem m 
mehr mid mehr den Nullstellen des Hermi teschen  Polynoms a,n und 
erhalten den 

�9 Satz  (1): Man kann stets zu gegebensm m ei~ n 1 > m so bestiramen, 
daft ]iir n > n 1 der Abstand zwischen den Nullstellen yon a und den 
Waehstumstellsn tvn T(~ "~) kleiner als ein beliebig vorgegebener Betrag wird. 

Die Stufenh6hen der Treppe T~ (~/sind nach Gleichung (12) des w 4 dutch 

�9 ( z _ 4 , ) ) 7 , ( s  ~ (,):~ ( , - -  1, 2 . . . .  , m )  

gegeben, worin z~ ') die Nullstellen yon 7~ m) bezeichnen. Was hier als 
Integrand neben dem Differential dW,~ erscheint, ist ein Polynom yore 
(m -~ 1 )-ten Grad, das sieh wieder als Lineafform in den c~o, ,q, . . . ,  ~ _ ~  
ausdriicken 15I~t. Daher ist jedes t, ~') ein linearer Ausdruek in den 
]s k(x~ k (~-~1 Die Koeffizienten dieses Ausdruckes h~ngen lediglich 
yon y~3 ~, ab and dieses ist nach (6) dutch die kn (~ kn a) . . . . .  ]c~ ~'m-~l voll- 
stiindig bestimmt. Da beide Abh~ngigkeiten stetig sind, sind auch die t~ ) 
stetige t~unlaionen des Koe//izienten k (~~ . . . k (~ ~ .  

Oben ist gezeigt worden, da~ jede~ einzelne Koeffizient k(~ ') fiir , :~. 1 
mit wavhsendem n gegen null geht. Andrerseits sind nach w 4, 6 die 
Koeffiz/enten der Gaui~schen Funktion ~5, his auf ~ den ersten, der immer 
konstant = 1 ist, gleich null. Wenn daher m e i n e  feste Zahl ist, mu~ 
der Weft von t~ ), der eine stetige 1Amktion der k~ ') ist, mit wachsendem n 
stetig jenem Weft zustreben, den man erhs wenn man kn~~ 1 und 
/:~') = 0 fiir e > 1 setzt, oder kurz dem Weft %v (~1, der sich flit die Stufen- 
hShen tier Treppe ~r einer Gau~sehen .Verteilung ergibt. Wit habea 
somit den 

Satz (2): Man kann stets zu einem gegebenen m ein n,, :> m so 
5e~,ffimmen, daft /igr n > n~ tier Unterschied zwischen der ,-ten Stu/en- 
~ e  ~'~ ~ T~ '~) und der analogen Stu/enhShe v/r yon ~t '('~), oder auch 
der ~ der Treppenh6he yon T(~ 1 in der ~-ten Stu/e und der ent- 
*preeAe,~u TreppenhShe der Treppe ~(~*) beliebig klein wird. 

3. Abschlul]  des Beweises .  Um nunmehr zu zeigen, daI~ W~(x) 
mit wachsendem n gteichm~Sig gegen # ( x )  konvergiert, ws wit za- 

r~chst eln x o > 0 so grv~, da~ # ( x )  fii~ I x [ >  x o sieh um weniger als ~- 
yon dem Grenzwe2t 0 bzw. 1 untezscheidet, also so da~ 

, ~ v / - i -  
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Hierau~ w~thlen wir sin m so, dal~ die in w 4, 6 e~mittelte obere Grenze 
8 flit die StufenhShe W(,I der Treppe gjr nicht grSl3er als ~ wird; also, da 

jetzt s =  1:1/2, nach (17) in w 

~-  2 m - F l - - x ~  

Liegt eirimal m lest, so bestimmen wir nach dem ersten der im voran- 
gehenden Abschnitt gewonnenen S~tze n~ so, dab f i i r n  > n~ der Ab- 
stand d(~ ~) zwischen einer Nullstelle yon a mund  der zugehSrigen Stufe 
yon T~ ) kleiner ist als der kleinste Abstand zweier aufeinanderfo]gender 
Nullstellen yon a,,, also so, dal3 (vgl. w 4, 3): 

(7") d~') < V ~ + U  f ~  ~ > ~ '  ' = 1, 9 . . . .  , ~ .  

Ferner sei nach dem zweiten Satz des vorangehenden Abschnittes n,. derart 
gewghlt, dab der Unterschied zwischen der ~-ten StufenhShe yon Tn r und 
yon N(") nicht grSger als e : 8 (m q- 1) ist, also 

#, 
(7")  I t ~ ' ) - - V , ( ' l [ < :  8 ( m _ ~ _ l  )- f i ir  n > n : ,  t = l ,  2 , . . . , m .  

Bedeutet dann n o die grSi]ere der beiden Zahlen n~ und n~., so behaupten 
wir, da~ 

(8) I ~ . ( ~ ) -  r f~ ~>~o 
gleichmiil3ig fib alle Wefts yon x yon - -co  bis q-co. 

Denn zun~chst kann sich innerhalb des Bereiches Ix]=< x o die HShe 
der Treppe Tn (m) yon der HShe der Treppe T (m) an der gleichen Stelle, 
vennSge (7") nicht um mehr unterscheiden, als um sine StufenhShe ya('), 
vermehrt um die HShendifferenz der beiden Treppen in Punkten gleicher 
Stufenzahl. Es ist also nach (7') und (7")  

(s ')  [ z f ' ) ( ~ )  - ~"("~ (~:) I < -~ + ~ (,,,+~)" 

Weiters kann nach dem Schlul3satz in w 4, 5 der Abstand zwischen W~ and 
T~ ") nicht gr51~er sein als das grSi~te t(~ ') und der zwischen �9 und T('~) 
nicht grS~er als das grSl~te ~v('), also nach (7') und (7") :  

g g 
( s" )  i w . ( ~ ) -  ~.(")(~)i <-~ + s(,,,+ ~)' 

(8'") I r  v''"(~)i < { - .  

Dutch Addition von (8'), (8") und (8")  ergibt sich 

(8a) ]W,,(x)-- +(x) l< ~ fib Izl~_~Xo, 

Mathematis~he Zeitschrift. ]V. 
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womit ein Tell yon (8) erledigt is~. Nun geht aber W . ( x )  ebenso wie 
r  auBerhalb 'x < x o mono~n gegen null bzw. gegen 1 und unter= 
scheidet sich naeh (7) und (8a) an der S~elle x o hSehstens um e yon 
diesen Grenzwerten. Daher folgt (8) aueh fiir alle Werte yon x flit die 
x i ~ x  o. 

Damit ist die Behauptung I I I  des w 3 i n  vollem Um]ang r 

4. Riickblick auf den B eweisansa tz  in w 3. In w 3 hubert wit 
zum Beweise der Behauptung III  die Gleiehung (25) abgeleitet: 

(9) 2 :  j - ~ -  [P- (u)  - e ' ]  d ~ ,  

worin p~(u) die komplexe Adjunkte yon W, bedeutete und nach (12) als 
Produkt der analog definierten komplexen Adjunkten f: der V~ (x) erschien. 
DaB der Klammerausdruek rechts in (9) ffir jeden endliehen Bereich yon u 
mit wachsendem n gteichm~Big gegen null geht, war eine Folgerung aus 
dam Satz I des w 1. Zum Naehweis der Behauptung II I  war es aber 
noch no~wendig zu zeigen, da/3 das fiber den unendlichen Bereich yon u 
erstreekte Integral (9) der Null zustrebt. Es fragt sieh, in welchem Zu- 
sammenhang der yon uns jetzt direkt geffihrte Beweis fiir I I I  mit dieser 
Formulierung steht. 

Zun~chst ist zu sagen, dal~ die Ubertragung der in w 4, 1 und 2 fiber 
die zeellen Adjunkten aJagestellten Uberle~ngen sofort ergeben wfirde: 
Auch jedes f~ und jedes T, ist eine ganze Funl~ion der Variablen u. Die 
Koeffizienten yon f~ sind, his aaf Zahlenfaktoren, die die Konvergenz 
herbei~hren, uami~telbar die ,,Momente" der Verteilung V~ (x). Welter 
wfirde eine analoge Untersuehung wie die in w 5, 1 zeigen, da~ die Koeffi- 
zient~n der Entwicklung von p,  mit wachsendem n zwar nicht gegen null, 

U t 

abel: gegen die Koe//izierbten der Entwicklung yon e - u  konvergieren. Es 
l i~ t  darin, wie man sieht, nur ein sehr spezieller Fall des Satzes I, n~m- 
lich der Fall, da~ die def t  behandelten f~ in der Umgebung der aas- 
g~ichneten Stellen a~. Poteazentwicklungen zalassea (Konvergenz in clef 
gam~en Ebeae ist durchaus nicht efforderlich, vgl. w 6, 2), bei deaen die Koeffi- 
zienCen jecler Ordnung eine beschr~nkte Fotge bilden. Unter dieser Voraus- 
se~aag kaml maa die Behaup~ung I geradezu dahin aussprechen, dab die 
Koeffmien~ea der Entwicklung des Produktes p ,  (u) gegen die clef Entwiek- 
lung yon "e -~:4, konvergieren. So ordnet sich der ers~e, im Abschnitt 1 des 
vorsteheaden Paragraphen enthaltene Tell unseres Beweises d'en friiheren 
Be~rach~magen unf~r. 

Der zweite Tell 4es Beweises, der sich auf die Beziehungen zwischen 
einer Verteilung t~(x) und den ihr zugeordneten Treppen S(~)(x), bzw. 
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una er treol t, enth lt nun gerad  da., .urn 
Nachweis des Verschwindens "con (9) noeh ausstand. Denn ira wesent- 
lichen ist gezeigt worden: Wenn die Momente m-ter Orclnung der Ver- 
,~ilungen W~ (x), We. ( x ) , . . .  gegen das m-t~ Moment yon ~5(x) konver- 
gieren, so geht W, , ( x ) -  @(x) gegen nullT). Ira Anschlul~ an (9) ausge- 
sprochen, lautet der Satz: Das Integral rechts in (9) hat den Grenzwert 
null, sobald die Potenzentwicklung des Klammerau~druekes gliedweise 
gegen null konvergiert. Der Weft des Klammerausdruckes selbst geht, 
wie wit wissen (Beispiel in w 3, 7), nicht im ganzen Integrationsbereieh 
gegen null. 

Man daft aber nicht aul~er acht lassen, da~ der eben ausgesproehene 
8atz fiber das Integral (9) nut vermSge der besonderen Bedeutung des 
Klammerwertes ffir die gesuchte Funktion W , -  q~, nicht etwa flit jedes 
Integral f e-'~G(u)du, we G eine ganze Fuaktion ist, gilt. (Damit 
eine solehe Funk~ion @ die Entwieklung einer reellen Adjunkten sei, 
mtissen die Koeffizienten so beschaffen sein, dal~ z. B. (10) in w 4 positiv 
definit wird. ) Er besteht beispielsweise nicht ohne weiteres in dem Fall 
der GI. (19" )  yon w 3, die wit unter Verwendung yon (15)~ w 3 in der 
Form schreiben: 

Denn wenn s~mtliche V,(x) und daher auch die W~(x)Treppen von 
endlieher Stufenzah] sind, so hat die Ableitung w, yon W~ flit jedes n 
an 6iner mit n wachsenden Anzahl yon Stellen den Weft co. Andererseits 
haben wit flit den besonderen Fall, in dem s~mtliche v~ (x) und daher 
aueh die w,(x)  Funktionen yon besehr~nkter Sehwankung sind, das Be- 
stehen yon (9"') oben direkt nachgewidsen (w 3, 6). 

w  

Korol]are zu den S~tzen des w 3. 

1. Schwhcheres  und s t~rkeres  Anwachsen yon 2"s~. In der 
dritten der Voraussetzungen (b 2) in w 3 ist gefordert worden, da~ die 
Summe der Streuungen starker als mit der ~/3 Potenz yon n ins Unend- 
liehe w~ehst. Die Uberlegungen in w 5, 1, insbesondere GI. (3) zeigen, 

~) Diesen Satz, der die wesentliehe Sehwierigkeit des Beweises yon III in sich 
schliel~t, hat P. L. Tsehebysc~ef 1873 ohne Ableitung angegeben, Journal de Liou- 
ville, s~r. II, t. 19. Einen Beweis auf Grund der Theorie der Kettenbrueh-Entwicklung 
bes~immter Integrale g~b zuers~ Markoff 1884 (russisch), dann Tsehebyschef selbst 
(Oeuvres, Bd. II, S.421 und Bd. II, S. 443). Vgl. aueh die Monographie yon A.Wassilief 
und N. Delaunay, ,P. L. Tsehebysehef", Leipzig 1900, Kap. VI und VII. 

4* 
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dal~ flit den Beweis der Behauptung II I  dieses Verhalten yon r ~ nicht nut 
hinreichend, sondern auch notwendig ist. Dagegen wird diese Bedingung 
fin Falle der Behauptungen IV und V gegenstandslos, da bier' zufolge der 
besonderen Voraussetzungen (fiber des Vorhandensein eines 'Paares yon 
endlichen Wachstumstellen bzw. fiber die beschrs Gesamtschwankung) 
die s~ eine yon null versehiedene untere Schranke besitzen. Dies ist in 
den Absehn. 5 und 6 des w 3 ausdriicklich naehgewiesen worden. Wit 
kSnnen daher ausspreehen: 

IV1, V1- Die Voraussetzung (a 2.) und die letzte der drei Unglei- 
chungen (b 2) ]cann im Ealle der Behauptungen IV und V (auch /iir den 
JBeweiz der G1. (III)) ]ortgelassen werden. 

2. Einschr i inkung der  B e d i n g u n g e n  ira U n e n d l i e h e n .  Mit 
den Voraussetzungen ( a l )  und (b l) in w 3 sind den Verteilungen V~ be- 
stimmte Einschr~flamgen flit des Verhalten yon. d V, im Unendlichen 
auferlegt worden, deren Bedeutung hauptsgch]ich darin bestand, da~ die 
Existenz der m-ten Momente jeder Verteilung und die Beschrgnktheit 
ihrer Folge bei festem m siehergestellt wurde. Nun ist bei dem Beweis 
der Behauptungen IV uncI V in w 3 iiberhaupt nur yon den Momenten 
erster, zweiter und dritter Ordnung Gebraueh. gemacht worden. Wir 
haben also zuniiehst das Korollar: 

IVo~, V~. Die Behauptungen IV und V des w 3 gelten auch unter 
Weglaas-ung der Voraussetzungen (a 1) und (b 1), also ohne jede weitere 
Ein*chrdinlcung fi~r dV~ im Unendlichen, /alls zu den (ersten beiden) 
Voraussetzungen (b 2) noch die hinzuge/iigt wird, daft die Folge der dritten 
Momente der V~ beschr~nk't ist : ' 

(1) f (x_a~)S dT%(x) < K. 

Hierbei genfigt es, die Momente, wie es hier angeschrieben ist, auf d~ie 
urspriingliche Variable x bzw. x- -a ,  zu b'eziehen, start auf (x--a~.):s~, 
da ja die s~ eine yon null versehiedene untere Sehranke haben. 

Bei dem Beweis der Behauptung III  in w 4 und 5 ist yon den Vor- 
aussetzungen (a t ) und (b 1) v6r allem zu 4em Zwecke Gebrauch gemacht 
worden, um die Entwickelbarkei~ der reellen Adjunkten g~ einer Ver- 
~eilung V~. sowie die Besehr~nktheit der Koeffizientenfolge -(u) �9 v~ bei festem 
m na~'aweisen. Es ist klar, dai3 man i n o ( a l ) u n d  ( b l ) n o e h  etwas 
schw~cher.wachsende Funktionen st~tt e*'~" einsetzen kSnnte, ohne die 
F o ~ g e n  zu beeintrgchtigen. Dariiber hinans sieht man auch leieht, 
de8 die Konvergenz der Entwicklung in der ganzen Ebene nicht wesent- 
lich ist, sondern die in dex Umgebung des Nullpunktes genfigt. Abet 
man lr~nn sogar durcJa eine kleine Abs des Beweisganges die Vor- 
aussetzung ( e l )  darauf beschr~ken,~ dab die Momente beliebig hoher 
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Ordnung endlich sind. Denn dem Zusammenhang zwischen den Kodfi- 
zieuten c~ '~) der V~ and k(n ~) der Integralprodukte, wie er in w 5, 1 dar- 
gelegt wurde, tiegt die folgende Identitgt in den Hermiteschen Poly- 
nomen zugrunde : 

v ~  . . .  
= s .  , , ( z , )  s2"~ , . ( z , ) .  

~==1 ~i, ~,'", ~. 

wobei die Summe rechts so zu bilden ist, da/~ #1 + #9 -J-,- �9 �9 -J- # ,  ~ m, und 

n, = ~ (,~ + 8o + . . .  + .:) (8 )  z~ ~v'-J ' 

gilt. Daraus ~olgt sofort flit die Koeffizienten der Adjunkten yon W,: 

f .2.~ % -  %\ 
(8 ' )  = f / . . .  (=1) . . .  

= ~ ~. / ~ 1 ~ . . . .  ~ j , , , ( z l )  d r , ( x ) . f a , , ( z o . ) d r , ( x ) . . ,  f a , . < z . ) d r . ( z )  

und daher, mit Riicksicht auf die Bedeutung yon c(~ ), die Formel (1") 
in w 5 fiir k(n ~1. Man beweist (2) am einfachsten, indem man fiir Ver- 
teilungen, die den Voraussetzungen des w 3 geniigen, so wie es oben ge- 
schehen ist, das ~ultiplikationsgesetz fiir die reellen Adjunlrten ableitet 
und dann beiderseits die Koeffizienten gleicher Potenzen yon u gleichsetzt. 
Hinterher kann man sich yon den Voraussetzungen beziiglich der V~ un- 
abhingig machen, da (2) lediglich eine Eigenschaft der Hermi teschen  
Polynome dgrstellt. 

Die Erweiterung des Geltungsbereiches unseres Satzes, zu der wit so 
gelangt sind, lauteV: 

III~. Die BehauTtung I I I  des w 3 gilt auch, wenn an Stelle den 
Voraussetzung (a 1) nun verlangt wird, daft ]~n jede Venteilung P~ die 
Momente f z~dV~(x)  jeder Ordnung m existieren und an Stelle der 
Voraussetzung (b 1), daft die 2'olgen der Momente sdimtlicher Verteilungen 
bei ~estem m, beschr~n]ct sin& 

Praktisch wird man yon dieser Verallgemeiuenmg wohl selten Gebrauch 
machen, da die empirisch gegebenen Verteiluagen im Endlichen begrenzt 
sind (and 'hierbei nicht mit dem Grenzwert null der Streuungen gerechnet 
werden muB), so dab die Voraussetzungen (a 1) und (b 1) v o n w  3 yon 
vornherein hrfiillt sind, w~hrend f ir  ,,theoretische" Verteilungen in der 
Regel der Satz IVo. oder V~ eintreten wird. 

3. E r w e i t e r u n g  d u t c h  E in f i i h rung  l i nea re r  V e r b i n d u n g e n  
s t a r t  e i n f a c h e r  S u m m e n .  Die Definition des Integralproduktes in 
w 3, I kann in symmetrischer Form wie folgt geschrieben werden: 
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(~) 
wenn hinzugefiigt wird, da$ die Integration rechts bei konstanter Summe 
xx -+- x~ + . . . - 4 - x , - ~ - x  durchzufiihren ist und u eiae bestimmte lineare 
Fun~ion yon u darstell~. Wie wit gesehen haben, geht W, (u), wenn 
diese lineare Funktion die durch (7) un4 (7') in w 3 gegebene Form be- 
sitzt, mit wachsendem n gegen @(u). Oft wird nun die Aufgabe in der 
Form gestellt, dal~ die Integration (4) nicht bei konstanter Summe, 
sondern unSer Festhaltung einer gewisgen linearen Verbindung der x, zu 
bilden is~" 

(4') h~") ~ + h~") z~ + . . .  + ~:)~,  = ~, (~ = 1, 2 , . . . ) . ,  

Hierbei haben wir die n Koeffizienten auch noch yon dem Index n 
des "IntegraIproduktes abh~ngig angesetzt. Liegen siimtliche h(~ ) in end- 
lichen Grenzen, so folgt durch Transformation der Variablen sofort, da$ 
Iim W, (u) = q5 (u), wenn j etzt 

~---I ~-~1 

gesetzt wird und a~. bzw. s~ Mi%elwert~ und Streuung yon T~ bezeichnen. 
Natiirlich karm man bier, wie auch in dem Fall, da$ alle h = 1, auch 
eine beliebige endliche Transformation mit der Variablen u vornehmen. 

Andererseits ist es klar, da$ wenn die h(~ ) die genannte Bedingung 
nichf; erfiillen, die Anwendung unserer Resultate allgemein iiberhaupt 
nicht; mSghch isiS). Nur der folgende Satz kann ausgesprochen werden" 

III s, IV 8, V 8" Die Behauptunge~ III,  IV und V des w 3 gelten 
auch ]~tr die in ( 4 ) ( 4 ' ) ( 4 " )  gegebene erweiterte Definition des integral- 
Troduktes, /alls an Stellr der Voraussetzungen (a 2) und (b 2) /olgende 
treten " 

(a2") h ~ s ~ # o  

(b 2" )  lh~a~.I< A l h ~ s ~ i < S  ~ , n~ , - - - - _ _  ~ ~~<~. 

l. Ver te i lungen in mehre ren  Dimensionen.  Die Siitze des w 3 
gestatten auch e i n e -  fiir die Anwendungen sehr wichtige -- Ausdehnung 
auf den Falt yon Verteihmgen mit mehreren unabhiingiger~ Variablen. 
Es 8ei wieder wie in w 2, 4 das Zeiehen ~ (spr. x-Vektor) ein Symbol 
~ k V ~ d e r l i & e  x m, x (~), . . . ,  xC~). Unter einer Verteilung V,,('2) im 

s) ~ Beispiel ffir ~ e n  solchen Fall, in dem W~ nicht gegen ~ konvergiert, 
siehe bei F. ttausdorff, I.,eil~. Ber. 190I, S. 166. 



Fundamentalsgtze der Wahrscheinlichkeitsrechnung. 55 

k -d imens iona l en  R a u m  verstehen wit eine reelle, in bezug auf jede der 
1~ Variablen monotone, nicht abnehmende Funktion, die fiir x (1 ) -=x  (''~ 
. . . . .  x (~) ~ ~ oo den Weft null, fiir xa) --__ x (~) . . . . .  x (~) ----- oo den Weft 1 
besitzt und an jeder Stelle ihren oberen Grenzwert annimmt. Dutch zwei 
Vektoren ~, b, die der Bedingung a (') ~ b (') (t -=- 1, 2, . . . ,  It) . geniigen, 
wird ein yon Parallelen zu den Koordinatenebenen begrenzter Raumteil 
bestimmt, dessen Koordinaten ~(~) die Ungleichungen a (') ~ ~(') ~ b (') er- 
fiillen. Zu jedem solchen Raumteil gehSrt ein gewisser durch V~(Z) be- 
stimmter Betrag, den wit mit V~(g, b) bezeichaea wollen und der dadurch 
definiert ist, dal3 V~.(Z,): ~ ( - - o o ,  2~) und dal3 flit einen Raumteil ~, b, 
der in zwei oder mehrere andere Raumteile der be~rachteten Art zerfiillt, 
die Betriige sich addieren. Sind die Koordinaten a (~) und b (') gegeben, so 
stellt sich V(g , / ; )  als eine Summe yon 2 ~ Funktionswerten V(5) dar, 
wobei die Komponenten der 5 aus den siimtlichen Permutationen der a (') 
und b (') mit abwechselndem Vorzeichen bestehen, z. B. fiir k-= 3" 

V( 5, 1~ ):= V(b (~), b (:), b (s)) -- V( a (1), b (~), b (a)) -{-- V(a (1), a (~), b (s))-- V ( b  (~) , a (:), b (:*)) 

+ V( a (1), b ('~) , a ('~)) -- V(b  (1), b (~), a(a))+ V(b (1) , a (~) , a (a)) --V( a(1),a (~), a(al). 

Das St ie l t jessche  Integral einer stetigen Funktion ~ (~)  fiber den 

als clef Grenzwert einer Summe, dereu Glieder die Form q~(~)-V~. (~, b,) 
haben, wobei die Raumteile ~,  b, dutch eine unbegrenzt enger werdende 
Intervallteiiung des Bereiches ~, ~; entstehen. Hat q~ (5) Unstetigkeits- 
stellen erster Art, so soll unter dem Integral wieder der obere Grenzwert 
der Summe verstanden werden. Bei Integralen, die fiber den ganzen un- 
endlichen Raum zu erstrecken sind, Iassen wir die Bezeichnung der Grenzen 
wieder weg. 

Mit te lwer t  einer k-dimensionalea Verteilung ist der /c-dimensionale 

Vekt0r ~"  

S t reuung  die k-reihige symmetriscJae Matrix $~ mit den Komponenten 

(5') s~(" ;'1 = f ( x ( 0 -  a(,l)(x(~l- a(~)) dg,  (~), 

deren quadratische Form positiv definit ist, weil 

wenn der Fall, dal3 l/~(~) nut auf einer einzigen Ebene des/c-dimensionalen 
Raumes Wachstumstellen hat, ausgeschlossen wird (Voraussetzung (a 2)). 
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A]s Domplexe Ad]ur&te definieren wit: 

Diese Funk~iouen' en~spreoheu den in w 2, 4 gemachteu Annahmen fiir 
u ~= 0 (abgesehen yore Faktor 2): 

I ! c,. (6') A(0)-~- 1; _Of~(0~) = 0; 8:f~.(0) __8(,,z) ; 8~(78~(~)--8u~(~i . f  

Den iibrigen Voraussetzungen des w 1, ngmlfoh I f~ i ~ 1 flit ~ + 0, 
und den Bedingungen hinsichtlich des Verhaltens im'Unendlichen genfigen 
die f~. bei analogen Einschriinlrangen ffir die V~., wie sie in w 3 angegeben 
wurden. 

Unter dem n-tea Integrallorodukt der V~(2) verstehen wit die 
k- dhnensiona]~ Verteilung 

(7) w (~) = f f  . . .  

f v~,(2--21 --2~ --...--2,,_~)dV~_l(2,,_l)dVn_ ~ (~_~)... dV x (~),  
wobei die Additionen nach den'.Regeln der Vektorrechnung, d.h.  kompo- 
nentenweise auszufiihren sin& Den Zusammen]aang yon Z und 5 wollen 
wir mit 

(7') ~ = r  ~,,, ~ =  ~--k, 

ansetzen und dabei der Einfaohheit halber annehmen, dab die Summe 
der ~"~) nicht nur, wie es der dritten Voraussetzung (b 2) in w 3 ent- 
sprevhen wiirde, starker als mit n ~, sondern genau mi~ n anwiichst. Es 
seien also die GrSJ~en 

a,~'aan~ ~n<ilioh (wi~ in w 2, 4). Au~ (7') una (V") fo l~  dann, da~ a~r 
Mittelwer6 yon W, null, die Streuung gleich ~,, d. h. dutch die Matrix 
der h~ ";'~ gegeben ist,-deren quadratische Form wieder positiv definit sei. 

die komplexe Xdju~te ~,,(e) des In*eg~alprod~tes yon W (2) er- 
gibt sieh d~n~eh: 

f .~'ur i (8) ~.(~)= ~ '  aw. (2) 

(~ (~) - a (`))  u (~) i 

�9 - (2,) dr. (~.) 
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Nach Satz 14 yon w 2 ist somi~ 

n ~ o  

. , ~ . ( t  ;.) (t) (1o Wenn man die quadratische Form ~ an' z z dutch Transformation 
der z (') in $(,i in eine Summe yon Quadraten verwandelt: 

(s") Z ~2 '~) ,") #~ - Z ~2  ) ~")', 
i ,  ,I, ~=, 

so nimmt (8') die Form an: 

(8")  l i ~  ~,, (~) = 

Andererseits finde~ man, da~ fiir eine Gaulsche Verteilung in k 
Dimensionen: 

die naeh (6) gebildete komplexe Atjunkte den Werl 

(9') ~ ' 
besitzt. Demnach wird in Analogie zu den eindimensionalen S~,tzen des 
w 3 zu schlieJ~en sein, dal~ -- bei geeigneten Annahmen tiber das Ver- 
halten der V = ( ~ ) -  W.(2)  gegen einen Ausdruck analog (9) konver- 
giert. Wir stellen daher den Satz hin: 

I n , ,  IV,, L "  'Wenn r~an die Vorau~setzungen (a 1 ) (a 2) und (b 1) (b 2 ) 
des w 3 auf k-dimensionale Verteilungen 8inngemSfl erweitert, so ergibt 
sieh f4r das mif (7) definierte n-te IntegraZprodukt: 

im Falle die V~(5) nach dem Volumelement dx r dx~"-).., dx(~ ge- 
nommene Ableitungen v=(5) haben, die beschriinkt und yon gleichmg/3ig 
beschrgnkter Schwankung sind, auch fir die analog gebildete Ableitung 

w,,(~,) ,~o= wn(~,): ~(,)-~ 

- Ion( , )  
@ 

(IV,) lim w.Cs) = V(2=)'  H~')//~(~) . .n~ ') '  

endli.ch, wenn die V,,(Z) nut i~, den Punkten eines k-dimensionaler~ 
Gitters Wachstumstellen haben, wobei nach ]eder Koordinatenrichtung 

~2 
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wenigstens einm~l zwei benachbarte Punkte endliche SprunggrSflen au/- 
weisen, auch /i~r die Sprunggr6flen m,~ (~) yon W~(~): 

~2 ~(')'~ 
n 

(V 4 } lira g ~  ro,~(2.) e 

Dabei gehen die Koordinatenriehtungen der ~(') und die Werte H~ ') 
dutch 11auptaehsen-Trans/ormation aus der Matrix h~ ~'~') hervor, deren 
Komponenten nach (7 ")durch die Streuungen s(~ ~' ;~) der gegebenen Vet. 
teilu~ugen beztimmt sin& 

Man kann die Ausdriieke rech~s in (III~), (IV4) und (V 4 ) auch in 
den urspriinglichen Koordinaten x ~o schreiben, wenn man die Koeffizienten 
der Matrix bestimm~, deren Hattptachsenrichtuagen mit denen der h,  (~';') 
iibereinstimmen, w/ihrend die tIauptachsenliingen die halben reziproken 
Werte haben. (Ein Beispiel hierzu s. w 7, 5.) 

5. Geome t r i s che  D e u t u n g  d'er S~gze I bis IV. Denken wir 
uns in einem n-dimensionalen Koordinatensystem .xz, x.2, . . . ,  x,, eine ska- 
ta~'e Funktion des Ortes p,, gegeben, die dadureh gekennzeichnet ist, da/3 
sie sich aIs ein Produkt yon n tzunktionen der einzelnen Koordinaten 
5 (x l ) -5  (x,~)... f,  (x,~) darste]lt. Die f;. (x~.) solle'n den Voraussetzungen 
des w 1 geniigen, aIso im wesentliehen die Eigenschaft besi~zen, dal~ sie 
an airier regul~en Stelle x, = a~. den Wart 1 und sonst iiberall kleinere 
Betr~ige annehmen. Verfolgt man dann yore Punkte ~ ::-: (7 aus in der 
Rich~ng ,,unter 45 o,, (n~kmlieh in der dutch x~ ----- x~ . . . . . .  x .  gegebenen 
Richtung) den Wert yon p,,, so fmde~ man nach Satz I, dab dieser Wart, 

als Funk~ion des in einem bestimmten Mal3stab u =~-_~ z gemessenen Ab- 

standes z yon g, sieh um so mehr dem e --~ nghert, je gr6/3er die Zahl n 
ist - gleichgiilgig, wie die einzelnen Funktionen f~. aussehen, t taben siimt- 
liche f~ an der Stelle x, die gleiche zweite Ableitung, so bleibt der Mall 
stabfaktor yon n unabNingig. Er wird insbesondere gleich 1, wenn die 
t;, so normiert warden, da/~ die zweiten Ableitungen gleich - - 2  sind. 
8atz II  e r~nzt  die Aussage nur dutch eine Hinzuffigung fiber das Ver- 
haltea yon p,,(u) im Unendiiehen. 

Es ist k~r,  dab man stat~ der Rich~ung ,,unter 45 ~ auch eine 
5eliebige andere wiihlen kann, die etwa duxeh x 1 : x~ : . . .  : x,  = h~ ~) 

�9 1'r : : h ~"~ gegeben wird, wobei siimtliehe h r~l in endlichen Greazen 
liegen. Dies bedeutet ja nur eine unwesentliehe Transformation der un- 
abb2ngig Ver~nderliehen der f~. und h~itte analog dem Korollar I I I ,  und 
IV a dieses Paragraphen als Korollar in w 2 formuliert warden kSnnen, 
wean es siena nieht eben yon selbst verstiinde. 



Fundamentalsitze der Wahrseheinlichkeitsrechnung. 59 

Nehmen wit nun an, es seien an Stelle der f~.(x~.)Funktionen v~.(x~.) 
der Koordinaten gegeben, die den Voraussetzungen des w 3 geniigen, d. i. im 
wesentlichen : sie sind Ableitungen von,,Verteilungen", die endliche Momente, 
wenigstens bis zur dritten Ordnung, besitzen, und yon besehr~nkter Schwan- 
kung. Dutch die Momente erster Ordnung, ocler die Mittelwerte a~., wird 
wieder ein Punkt ~ des n-dimensionalen Raumes bestimmt. Durch diesen 
Punkt, und dann in beliebigen Abstinden z yon diesem Punkt, legen wir 
Ebenen ,,unter 450`` (nimlich solche, die dutch z 1 ~ x~ -k -, .  ~ x~ - :  x 
~= konst, bestimmt werden), bflclen auf ieder Ebene das Integral des Pro- 
duktes der Funktionen v~ (x~), n~mlieh die GrSI~e 

2J 

und be~rachten dieses w~ als Funktion des hbstandes z - .  ,= vom Punkte 5. V~ 
Unser Satz IV besagt, dab diese Funktion, bis auf einen verinderliehen 

Mal]s~abfaktor ~ : ~/n, sieh den Werten yon ~/--~= e-  mit u == r,~ 

sobald n hinreichend w~chst. Der Mal]stabfaktor bleib~ wieder yon n 
unabh~ngig, sobald alle Verteilungen auf a~ bezogen gleich groBe Momente 
zweiter Ordnung (gleiche Streuungen) haben und wird insbesondere gleich 1, 
wenn alle Streuungen gleich i/~ sind. Sa~z III  kann aufgefal~t werden 
als eine Erg~nzung zu IV ftir den Fall, dal~ die v~ (x) nieht besehr~nkt, 
aber integrabel sind und da~ demgem~il~ nicht fiber die oben betrachtete 
Funktion, sondern nut fiber ihr unbestimmtes Integral etwas ausgesagt 

werden kann. 
Mit dem Korollar IIIs und IV s dieses Paragraphen ist die Ausdehnung 

der Betrachtung auf beliebig geneigte Ebenen, an Stelle" der ,,unter 450`` 
skehenden, gegeben. Zusammenfassend kSnnen ~ wit sagen: 

Schreitet man im n-dimensionalen Raum yon dem (in beiden Fs 
verschieden definierten) ausgezeichneten Punkte ~ l~ings irgend einer Geraden 
G /oft, so stellt sich einerseits das Produkt p,  der Funktionen f~(x~.), 
nim]ich p,~ ( u ) ~ s (xz).  f,,. ( x.2 ) . . .  f~ ( x,~ ) als 2' unktion des A bstandes yon 
betrachtet, " anderer~seits das Integralprodukt w ~ der Funktio~,en v~ , erstreekt 
~ber die. zu G senkrechten Ebenen: 

w (u) = v~(x , , )dx~dx. , . . ,  dx~_  ~, 

als Funktion des Abstandes der gbenen yon (i betrachtet, im Limes [i~r 

n-----oc~ als e - ~  bzw. 1,~ e-u'-' dar. 

Die genauen Voraussetzungen, Formulierangen usw. dieser S~tze sind 

in den vorangehendea Ausfiihrungen enthalten. 
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Eine eirffache und lehrreiche Deutung gestatten auch die in den 
Korollaren w 2, 4 und w 6, 4 gegebenen Erweiterungen flit die F/ille mi~ 
mehreren unabhgngig Verdnderlichen. Wit mfissen jetzt einen Rauro yon 

k n  Dimensionen betrachten, in dem die Komponenten des Vektors Z dutch 
-(') ( x =  1, o .., n; ~-~-1, 2, k) dargestellt werden. Anstelle der 
Geraden ,,unter 450`` im Falle des ein/achen Produktes trit~ jetzt der 
durchk(n-- 1) G1eichungen derForm x~ ') = x ~  ') . . . . .  z~"'(, .... 1, 2 . . . .  ,k) 
herausgehobene k-faeh ausgedehnte Unterraum. In diesem stellt sich das 
Produkt p~ nach geeigneter Regulierung der Mai3st~be und nach ent- 
sprechender Drehung des Koordinatenkreuzes (Transformation der quadra- 
tisehen Form in w 2, 4 auI eine Summe yon Quadraten) im Limes fiir n :-~ ce 

als ein Produk~ yon k Funk~ionen e -B(~)'"r dar. Analog sind imFalle 
der Integralprodukte die Integrale der Produkte fiber k (n -- 1) 
dimensionMe R~ume zu erstreeken, die dutch k Gleiehungen der Form 

i -~x(~~ ... ~ - x ~ ) = x  (') konst, definiert werden und als Funktion der 
b Variablen x (~) zu betrachten. Hierauf ergeben sieh die w~(g), wieder 
naeh ReguIierung des Ma~stabes und Transformation auf Hauptaehsen, im 
Limes ats Produkte, wie es Gt. (IVy) oben zeigt. 

Man sieht, dag sich bier neue Fragen ankniipfen lassen, die bei den 
einfachen Produkten trivial sind, bei Integralprodukten aber zu neuen, 
schwierigen Problemen fiihren; n~imlieh die Fragen, was bei Hinzutreten 
beliebiger weiterer linearer Beziehungen zwischen den bn Variablen en~- 
stehk So hat beispielsweise Markoff  flit k = 2 mit den neu hinzutretenden 
GIeiehungen x~) ..(1) = x~ + 1 (z = 1, 2 . . . .  , n -- 1 ) das Integralprodukt ,,verket- 
teter" GrSl~en un~ersucht und unter gewissen Voraussetzungen wieder die Kon- 
verger~ gegen das Exponentialgesetz gefundeng). In der vorliegenden 

Arbeit bleiben diese Untersuchungen, die, allgemein gefa~t, auf h6he~e 
Produktbfldmlgen fiihren, unberiieksichtigt. 

II. Tell. Anwendungen in der Wahrscheinlichkeits- 
reehnung. 

w 
Die BinomialzaMen, der ]~emoullisehe und Poissonsehe Fall und seine 

Verallgemeinerung. 
I. Die Binomialzahlen.  Der einfachste Fall einer Anwendung der 

S~tze fiber das Integrall)roch~k t liegt vor bei Betrachtung der Binoroialzahlen 

(n),,x als Fank~ion yon x, ire Limes fiir n = co. In der Wahrscheinlich- 

8) VgI. A. A. Narkof f ,  Wahrseheinlichkeits-Rechnung, Dfsch. v. H. L i e b m a n n ,  
Leipzig I~12, Anhang II lind III. 
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keitsrechnung tritt diese Aufgabe z. B. beim ,,Kopf- und Adlerspiel" auf, 
wenn man voraussetzt, dab die Wahrscheinlichkeit, beim Werfen einer 
l~Iiinze die eine oder. andere Seite zu treffen, gleich �89 ist. Man fragt 
nach der Wahrscheinlichkeit ro,(u),  bei n Wiirfen eine bestimmte Anzahl 
x yon Kopfwiiden zu errMchen, wo x und u in einer noch festzusetzenden 
Beziehung stehen. 

Setzen wir 

(1) = �89  ,, O~_~x<l ,  
- -1  ,, l<__x,  

so entsprechen diese Verteilungen den allgemeineu Bedingungen des w 3 
und den besonderen Annahmen der Behauptung u Denken wit uns der 
Adlerseite den Weft null, der Kopfseite den Wert 1 zugeschrieben, so 
stellt V~ (x) die Wahrscheinlichkeit dar, beim n-ten Versuch ,,hSehstens x 
zu treffen". 1VIittelwert und Streuung ergeben sich nach (4) in w 3, da V~. 
nut die zwei Wachstumstellen 0 und 1 mit den Spriingen ~. (0) = ~.(1) ---- �89 
besitzt, zu 

= 

(1') 
2 '~ " 1 /I~2 I 1 

Daraus folgt nach (7 ' )  und (7) in w 3: 

Das n-re IntegrMprodukt W,~(u) der Verteilungen (1) liefer~ da- 
her die Wahrseheinliehkeit, bei n Wiirfen ,,hSehstens die Summe x 

-= ~ u - ~ - )  zu treffen". ?r erkennt das unmittelbar an der G1. (3) 

des w 3, die hier als Definition des Integralproduktes zu gelten hat. Die 
GrSl~e lv , (u)  selbst bedeutet die Wahrseheinliehkeit, gerade die Summex 
in n Wiirfen zu erreiehen. Andererseits kann man diese Wahrseheinlieh- 
keiten in bekannter Weise dutch die Binomialzahlen n-ter Ordnung bzw. 
d~rch deren yon null bis zu dem angegebenen Weft yon x erstreckte 
Summe ausdriicken. G1. (V) und (III) des w 3 liefern daher die folgenden 

beiden Sgtze: 
�9 -; 

~=~ -~ = 2~+~ 

(2b) W ( u )  = lira W . ( u )  = lira :-~ ~:~ =- e dx.~:  ~b(u). 
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in WorSen bosag  <a). Die B no iaI ah    (;) 
/b 

Funktion yon x - - ~ ,  in gehdrigem, mit n veriinderlichem, Abszissen- 

und Ordinatenma/3stab au/getragen, ergeben in ihren Endpunkten im 
1 

Limes/i~r n = ~ die Gau/3sche Linie . ~  e , wobei der Zusammenhang 
@ 

)Z 

zwischen u und x -  ~ dutch (1") gegeben ist: 

In der iiblichen Gestalt yon N(iherungs/o~meln /i2r gro/3e n lauten 
(2a) und (2b): 

(:) ;" ,'i) ~t~ z = 0  

Die genaue Bedeutung yon (2') kaan natiirlioh nut aus (2a) and (2b) 
entnommen werden. 

Es is~ bekann~, wie man (2) und (2') durch direkte Rechnung unter 
tteranziehung des. Stirl ingschen asymptotisehen Ausdruckes fiir die 
Fakult~ten abMtet. Hierzu mug bemerkg werden, dal3 die St ir l ingsche  
Formel sich als ein sehr spezieller Fall unseres Satzes I I  fiber den Grenz- 
weft eines Produktes yon Funktionen darstellt. Denn man hat mit der 
Substitution z -- n = n x: 

(3) n!= fz"e-:dz=n"+~e-"f(1 @x)~%-~'dx" 
(.I ~ 1  

Setzt  m a n  tl = t; . . . .  f -~-  ( 1 + ~) e -  �9 fa~ x ~ - 1 

== 0 ,, x <  -- 1, 

so geniigen d iesef ,  siimtliehen Voraussetzungen des w 1 und insbesondere 

ist f (0)  = 1, f ' ( 0 )  = 0, f"(O) = -- 1, also r~ == '~" :~ Demnaeh liefert (][I) 
auf a = : -  0% b = co angewendet: 

(3') lira f nU d u =  f " ( x ) d x = l i m  2 n ! n - ( ~ + , . / e - = ] / ~ ,  

also die Stirlingsclae Formel: 

( 3 " )  ~ ! ~ n .  e -  ,~ V)-~-7;.  

2. Der B e r n o u l l i s e h e  t~all. Aus einer Urne, die sehwarze and 
weiite Kugeln (oder die Zah]en Null und Eins) enth~lt, wit4 mit der 
Wahrscheinliehkeit p > 0 eine sehwarze, und mit der Wahrseheinlichkeit 
q = I -- p > 0 eine weil]e Kugel gezogen. Die Verteilungen 

171 (x) = ~ (x) = 5 (x) . . . . .  0 Stir x < 0, 

( 4 )  = p  ,, 0 s  
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geniigen den allgemeinen Voraussetzungen des w 3 und den besonderen der 

a l = a ~ .  = a z  . . . .  - - - O . p +  1 . q = q ,  b ~ = n q ,  

o o = = q~ p~ ~ 2 2 n (4') s l ~ - : s ~ ' : s z "  . . .  . p +  . q = p q ,  r~ = Tq, 
�9 x - n q  x =  V 2 n p q u + n q ,  u = ~ - q .  

Das n-re Integralprodukt W,~(u) der Verteilungen (4) gibt also die 
Wahrscheinliehkeit, in n Ziigen ,,hSchstens die Summe x = ~/2 n 79 q u ~ n q 
zu treffen", Iv,, (u) die Wahrscheinlichkeit, gerade die Summe x zu gewinnen. 
Mit Riieksieht auf die direkte Darstellbarkeit dieser Wahrscheinlichkeiten 
dutch den binomischen Lehrsatz liefern unsere G1. (III)  und (V): 

(5a) m (u) = lira ~/2n p q Iv,(u) 

~;2npqu + nq _~ f 
(5b) W ( u ) = l i m W , ~ ( u ) = l i m  ~ ,  p~-  ~q.~ (~) = e - ~ " d x = ~ ) ( u )  �9 

Dies ist der exakte Ausdrack der yon LaTlace  gefundenen LSsung 
des Bernoul l ischen Problems. A]s Ndherungs/ormeln /i2r gro/3e n lauten 
(5a) und (5b): 

~.,~ ,~ ~ q ~ \ # - - ~ - ~ ) '  

x - - n q ~ .  

Z = 0  

Aueh diese Gleiehungen lassen sigh, wie bekarmt, unsehwer mi~ Hilfe 
der St i r l ingsehen Formel ableiten. Noeh einfaeher gewinnt man sie (urtd 
natiirlich aueh die spezielleren (2a) und (2b)) durch folgende Uberlegung. 
Aus der Definition 

C6) I v ~ ( u ) : ( : ) p ~ - ~ q  ~, ( x = 0 , 1 , 2  . . . .  ), 

in der u und x dutch die Beziehung x-----r,, u + b~ verkniipft sincl, leitet 
man dureh Ubergang yon x auf x + 1 ab: 

( 1 ) _ro,(u ) 1+ 79 

~ "  ~'+r: -'~ur:iv,,(u) " ' "  ( 6 ' )  r , , -  . . . . . . .  i - - =  . . . . . . . . . . .  " 9,v,, 2v  
,.,--; x+-C-,, + ~ 

Der Brueh reehts geht mit waehsendem ~ gegen 1, der Brueh links 
n~hert sieh dem Different[alquotienten der Funktion Iv(u). Man laat also 

Behauptung V. Man finder: 
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Fiir uns sin4 (5a) und (5b) nur ganz spezielle Beispiele fiir die Behaup- 
tung V des w 3. 

3. Der Poisson~sche Fall .  Po isson  hat die Bernoul l i sehe  Aufgabe 
clahin erweiterG da~ die Wahrseheinlichkei~en p, q eines sehwarzen bzw. 
weil~en Zuges nieht konstant, sondern yon Zug zu Zug wechselnd ange- 
nommen werden. Wit haben also die Verteilungen: 

V~ = 0 flit x < 0, 
(7) = ~  ,, 0 _ _ < x < l ,  

= 1  ,, l=<z;  ( ~ . = ~ , 2 , ~ , . . . ) .  

Hierbei wird angenommen, dab die p~ and q~ yon null und eins ver- 
schieden sind, womit wieder allen Voraussetzungen des w 3 und auch den 
spezietlen Annahmen des Satzes V Geniige getan ist. Man findet 

a~=O.T~+l .q~=q~ ,  b. = ~ ,  q,,, 

x-2"q,~ 

Er~eilen wir wieder der schwarzen Kugel den Wer~ null, der wei/~en 
den Wen 1, so gib~ W, (u), fiir die Vertei.lungen (7) berechneG die Wahr- 
scheinlichkeir ,,hSchstens die Summe x = ~/2-~,-p:-}:u -~ Zq~ zu treffen", 
lu,(u) die WahrscheinlichkeiG gerade diese Summe x zu ziehen. Eine 
direk~e Dars~ellung yon ro,(u) in geschlossenen Ausdriicken ist hier nicht 
mehr mSglich. Die Poissonschen Resifltate shad in den beiden folgenden, 
aus unseren G1. (III) und (V) entspringenden Gleichungen pr~izisiert: 

] u ~ 
(sa) ~(~)  = ~ i ~ v ~  ~ ~,,(;) = G ~_ _ ~(~) ,  

u 

{8b) W ( u i = l i m W ~ ( u ) = - ~  d e- " d x ~ q ) ( u ) ;  

die als -Ndherungs/ormeln fiir grofle n lau~en: 

wenn m" (x) bzw. W:(x) die Wahrscheinlichkeiten bezeiehnen, i n n  Ziigen 
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genau x bzw. hSchstens x als Summe zu ziehen. Alle 2: sind yon z =- 1 
bis n zu nehmen. 

Die yon Poiss~on herriihrende Ableitang, die mi t  geringen Varianten 
auch in den heutigen Lehrbiichern der Wahrscheinlichkeitsrechnung wieder- 
gegeben wird, benutzt die schon  L a p l a c e  bekannte Zuriickfiihrung des 
Integralproduktes auf einfache Produkte einschliel]lich der Umkehrformel, 
im Sinne unserer allgemeinen Uberlegungen in w 3, 5 lo). Die in unseren Be- 
hauptungen I und I I  enthaltenen allgemeinen Resultate werden dann durch 
umstiindliehe Absehiitzung des in G1. (17 ' )  des w 3 auftretenden Integrals, 
in s.einer besondern, dem vorliegenden Fall entsprechenden Gestalt, ersetzt. 

4. A l l g e m e i n e r  e i n d i m e n s i o n a l e r  Fal l .  Eine weitere Verall- 
gemeinerung des B e r n o u l l i s c h e n  und Po i s sonschen  Problems entsteht, 
wean die einzelnen Urnen nicht ~ur schwarze und wei[3e, oder mi t  Null 
und Eins bezeichnete, Kugeln, sonde~'n auch 2, 3, . . . ,  m-wertige enthalten, 
und naeh der Wahrscheinliehkeit gefrag~ wird, in n Ziigen die Summe x 
oder ,,hSchstens die Summe x"  zu ziehen. So wird z. B. beim gewShn- 
lichen Zahlenlotto aus einer Urne, die die Zahlen 1, 2, 3, . . .  his 90 enth~It, 
gezogen und man karm nach der Wahrseheinlickkeit fragen, in n Einzel- 
Ziehungen einen best immten Durchschnitt  x : n zu erhalten. Hier ist jede 
Ver~eilung dutch m nicht-negative Zahlen gegeben, deren Summe ~ 1, 
niimlich dureh die ,,Einzelwahrscheinlichkeiten" 13~ (0), ~ ( 1 ) , . . . ,  ~ (~n - -  1), 
zu denen 13~ ( ~ n ) =  1 - -  ~ ( 0 )  - -  ~ ( 1 )  - - . . .  - -  ,~ . (~  - -  1) hinzutritt. 3edes 
~ ( x )  stellt die Wahrscheinlichkeit dar, beim x- ten  Zug die Zahl x zu 

ziehen. Unsere V~(x) sind definiert dutch: 

(9) v (z) = 0, < o, 

2 < x < 3  

-----1, m < : X .  

xo) Eine Ausnahme bilde~ H. B runs, Wahrscheinliohkeitsrechntmg und Kollektiv- 
maBlehre, Leipzig 1906, S. 191ff., der den Satz darauf stiitzt, da;ll in der En~wieklung 
yon W~(x) naeh den Ableitungen yon �9 (x) die Koeffizienten der spiiteren Glieder 
mit waehsendem n gegeniiber dem ersf~n zuriiektreten. Diese Betraehtung liel3e sich 
nieht ohne Sehwierigkeit zu einem Beweis des Poissonsehen Satzes ergs indem 
man noeh zeigt, dab aueh die Summe der Glieder mi~ n = co gegen null geht. Abet die 
Allgemeinheit der in den w167 B--5 gegebeaen Beweise 1Ellt sieh auf diesem Wege nioht 
erreiehen, well die Entwiekelbarkeit willkiirlieher Funktionen naeh der Exponential- 
reihe an engere Voraussetzungen gekniipft ist (besehr~nkte Sehwankung und Ver- 

- 3  - ~-). schwinden im Unendliehen sti~rker als �9 e Vgl. R. v. Mises, Jahresber. d. 
deutseh. Matlz-Ver. 1912, S. 9. 

Mathematische Zeitschrift. IV. 5 
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Im Falle des Zaklenlottos ist nach der iiblichen 

Man finder zu (9) : 

Annahme jedes 

(9') ~=~ ,=o ..=o 

b . =  x ~ ( x ) ;  r~----Z ~ ( x ) - - a ;  , 
~:=1 x=O 

wodureh der Zusammenhang x = r .  u %-b,, zwisehen dem Argument u der 
Gau~s&en Funktion und tier 8umme x der Ziehangsergebnisse fest- 
gelegt is~. 

In unserem Beispiel des Zahlenlottos is~ a~ = 45,5, s~ =: ~ [1 * -ff 2 ~ 
+ . . . + 9 0  ~ ] - 4 5 , 5  ~ = 6 7 4 , 9 1 6 7 ;  daher b , ,~45 ,5n ,  rn==1349,83n. 
Mithin is~ die Wahrscheinlichkeit ro,~(u) in n Einzel-Ziehungen (vor denen 
jedesmal das zuletzt gezogene Los zuriickgelegt wird) die Sumrae x oder 

den Durchsehnitt x -- za ziehen, asympto~isch fiir groBe n:  7~ 

1 1 \ 7;~-V-;~; to. (~ ) - -  r o ' ( x ) ~  r a6,v4 v'; e 

und exgkt, wenn a flit den Zahlenwert 1349 ,83 . . .  geschrieben wird: 

~:. 8-  u'a. 

Die einzige Bedingung, der die ~ ( x )  allgemein un~erworfen werden 
miissen, damit Sa~z V gil~, is~ die, dal] fiir jedes z mindestens ein Paar 
aufeinanderfolgender Koeffizienten yon null verschieden sein muir. Denn 
die Beschr~nktheit der ersten drei Momente, die nach den Korollaren V~ und 
V e auBerdem noch allein zu fordern w~re, ist sicherges~ellt, wenn die Zahl m 
als endliehe GrS/~e unabMngig von z gegeben ist. Da man nun die gesuchte 
Wahrscheinlichkei~ m,,(u)fli t  das Treffen der Summe x== ~ r,,u-+-b,, in be- 
kannterWeisedurchMultiplikation der Polynome/~_-~D. (x) t ~ (z =:= 1, 2, 3,.. . ,  n) 

finder, kSn~en wir folgenden allgemeinen Satz uber die Koeffizienten eines 
Produ]f~es yon Potynomen aussprechen: 

Beaitzt ]edes Polynom P~. = ~ ~ ( x ) t* der unendlichen Folge P~ , 

P=, P~ . . . .  van Polynomen luichstens m-ter Ordnung lauter nicht-negative 
Koe/fizienten, die Koeffizientensumme 1 und mindestens ein Paar unmittel- 
bar au]einander/olgende r (auch im Limes) nicht versch~vindender ~ Koe/fi- 
zienten, so lie/ern die ~Koe/fizienten k , (x )  der Entwicklung des Produktes 
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PI P~ P s - ' - P ~  = Z k ~ , ( x )  t~, als Funktion des Index x, bei gehSriger 
x 

(yon n abh~ingiger) Wahl des Anfangspunkt~, des Abszissen- und Ordi- 
natenma[3stabes au/getragen, im Limes /4r n = oz die Gauflsche Linie 
l_: e ; es let 

V~ 

e u ~  ( l o )  Um r . k . ( r , ~ u + b ~ j =  ~ - 

mit den durch (9') bestimmten Werten yon r~ und b~. Der Grenziibergang 
ist so zu vollziehen, des u konstant gehalten wird oder zumindest flit n = co 
einem festen Weft zustrebt. 

Dieser, wie es scheint, neue Satz z~gt, dait die oben angefiihrte be- 
kannte Eigenschaft der Binomialzahlen nicht etwa fiir diese kennzeichnend 
ist, sondern der Koeffizientenreihe eines ]eden Polynoms zukommt, des im 
wesentliehen als Produkt sehr vieler Polynome mit positiven Koe]fizienten 
entsteht. 

Da~ das u eines Paares aufeinandeffolgender Koeffizienten 
nieht nut hinreiehend, sondern (wenigstens ffir ,,fast alle" Polynome)auch 
notwendig ist, sieht man leicht ein. Denn wenn z. B. die Koeffizienten 
aller ungeraden Indizes ganz ausfielen, kSnnten gar keine ungeraden Summen 
entstehen; wenn nun die ungeraden Indizes zwar vork~men, abet nur in 
wenigen Faktoren, so mfiSten in der Entwicklung des Produktes die un- 
geraden Glieder verh~ltuismi~$ig viel kleinere Koeffizienten haben als die 
benachbarten geraden, was oiienbar dem Resultat (10) widerspricht. 

]:n unserem Satz u yon w 3 ist nichts enthalten, was eine Besehr~nkung 
auf Polynome yon endiicher Ordnung notwendig maehen wiirde, wenn nur 
alle Voraussetzungen des w 3 erfiillt sind. Machen wit yon den Korollaren 
V1 und Ve in w 6 Gebraueh, so kSnnen wit sagen: 

Die in Gleichung (10) zum Ausdruck kommende Eigenscha]t der 
Koeffizienten besteht auch [i~r das Produkt yon Potenzreihen, die nach 
positiven und eventuell auch negativen Potenzen /ortschreiten, s~ald noch 
[olgende Bedingungen er/i~llt sind: es muff 

I I (10') [_:~x,~(x)l<A,' .~x"o~(x)i<.B, ~]x~,~.(x) <C, 

d. h. die Folge der ersten, zweiten und dritten Momente der gegebenen 
Koelfizienten beschrdnkt sein. 

Die beiden vorstehenden S~tze sind nut eine andere Form der 
Gleichung (V) unter Beriicksicht~gung der Korollare V 1 und V,~. Es 
erfibrigt sich, Gleiehung (III), die naturgem~] in analogerWeise als Satz 
fiber die Koeffizienten einer Potenzreihe gedeutet werden kann, noeh be- 

sonders auszusprechen. 5* 
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5. l~Iehrctimensionaler  Fall .  Die bisher abgeleiteten Siitze, nament- 
lich die beiden let.zten allgemeinen Behauptungen, ]assen sich vermSge 

unseres Korollars V~ in w 6 auch auf Fglle mehrdimensionaler Verteilungen 
ausdehnen. Um diese Anwendung zu erklgren und zugleich den in w 6, 4 
angedeuteten Rectmungsgang zu erliiu~ern, wollen wir ein konkretes Bei- 
spiel aus dem Rahmen der klassischen Aufgaben der Wahrscheinlichkeits- 
redmung voranstellen. 

Beim ,,gewShnli&en Zahlenlotto" werden aus einer Urne, die zu 
Anfang ]ede der Zahlen 1 his 90 einmal enthglt, hintereinander 5 Zahlen 
gezogen. Dabei wird angenommen, dab die Wahrscheinlichkeit eine be- 
s~immte Zahl zu ziehen, fiir alle in der Urne enthaltenen Zahlen gleieh 
grol] ist. Die Wahrseheinlichkeit, bei einer Ziehung eine bestimmte Folge 
yon 5 Zahlen xa), x(~l . . . . .  x (sl zu erhalten, wird dutch eine 5-dimensionale 
Verteilung dargestellt, wobei 

( 1 1 )  I j . (x(*l ,  x("), "" ", x ( 5 / ) - -  9ol s91 ssl sT~ ~ = :P 

fiir x(*)+ x {-~ =~.. .  z~ x~5); x(*), xe-), . . - ,  x<~)= 1, 2, 3, . . . ,  90, 

w~hrend alle iibrigen D~ null sin& Diese, yon z unabh~ngige, Verteilung 
geniigt allen Voraussetzungen der Behauptung V. Man erhglt flit den 
5-dimensionalen Vektor des Mittelwertes g~ und die 5-climensionale Matrix 
der Streuu~g ~. :  

= ~ o [ 1 + 2  + . . .  + 9 0 ] - -  45,5, ~ =  1, 2, . . . ,  5; 

<, ,~ 1 e ~- 89-91 
s;,' = ~ [ 1  q - 2 ~ - . . . q - 9 0 ~ ] - - 4 5 , 5  ~ --1-2 = a ,  t : ~ i ,  2 , . . . , 5 ;  

s ~ " ~ - - - - - - - 1 - [ 1 " 2 q - 1 - 3 q - . . - ~ l . 9 0 - k 2 ' . l ~ - 2 . 3 q - . . - ~ 2 . 9 0 - ~ . . . ] - - 4 5 , 5  ~ 90.89 " �9 . 

91 1, ,2, = - ~ - ~ = / ~  t , , ~  . . . . .  , 5 ,  ~ 4= ,t. 

Da die a(2 ) und s~ '';') ff~r alle ~ gleich sind, stimmen die letzteren mit den 
in (7") des w 6 deilnierten h~ '~) iiberein, w~hrend die ersteren bn (') ..... 45,5n 
ergeben. Die aus den h(~ ''~ gebildete quadratische Form 

2 2 2 (11") ~(z~ +z.~ + . . .  +z~)+2fl(z~z~ +z~z~ + . . .  +z~zs) 

hat zvx einen Hauptaehse mit dem Wurzelwer~ ,~ =: a - ~  4 fl die Gerade 
z~ ~ ~ . . . .  = z~; die anderen 4 Hauptaehsen entsprechen dem Wurzel- 
welt 2 ~ = a  fl, kSnnen also in der Ebene z ~ - ~ z ~ - ~ - . . . ~ z ~ = : 0  be- 
liebig (orthogonal aueinander) angenommen werden. Die quadratische 
Form mit derselben Orientierung und reziproken Wurzelwerten ist 

~'(~ + ~ + . . .  + ig) + ~ . p ' ( ~  + ~,~ + . . .  + ~, ~), 

mita'----- ~ + 3 ~  2.86 f l , = _  fl 
(ac--fl) ( ~ - 4 ~  = 15.85.91' (~--fl) (~z+-4fl)= 15-85.91" 
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Setzt man, wie in w 6, 4 ~ ~ ~/~ d~ ~, so ergibt die Anwendung yon 
Satz V 4 flit die Wahrsoheinlichkeit ~v~(z(1), z(~ z(~)), in n Ziehungen 
durch die an erster Stelle gezogenen Lose die Summe x (1) = ~/nz (1) + 45,5 n 

(bzw. den Durehschnitt ~ ) ,  dutch die an zweiter Stelle gezogenen die 

Summe x (~-)--- 1/nz (2) + 45 ,5n  usw. zu erhalten: 

(12) lim Vn  "~ m, (z (11, z (~1 . . . .  , z I~)) 

Es ist iibersichtlicher, hiez an Stelle yon ~ als neue Variable ~ ~---~: V~-~ 
einzuiiihren, so dab dann X ~ V2 n ~ ~ -~- b~ wird, well man dadurch einen 
bequemen Vergleich mit dem oben w 7, 4 betrachteten eindimensionalen 
Fall gewinnt. Setzen wit teilweise gleieh die Zahlenwerte ein, so wird: 

(12 ')  lira ~/2--na ~ m~ (u (1), u(~-), . . . ,  u (5)) 

1 ,0006  - 1,ooo52(u(1)~ + - . .  + u (5)~) - o,o2s~ (u(X)u(~) + .. + u ~)u(~))  

Man sieht, dal~ clef Koeffizient der Quadratsumme im Exponenten sich 
wenig yon 1, tier der iibrigen Glieder wenig yon null, der ganze Ausdrack 
nur unbedeutencl yon der fiinften Potenz des oben go,undo'hen (9")unter-  
scheidet. Der Unte~sehied riihrt ja nut yon dem Nicht-Zuriicklegen der 
Lose innerhalb einer Ziehung von 5 Nummern her. 

Der allgemeine Satz, der hier dem im vorigen Abschnitt fib Polynome 
einer Variablen angegebenen entspricht, lautet: 

Besitzt lodes clef Polynome in k Variableu 

der unendlichen Folge van Polynomen P~, P,., 1)8, . . ,  yon hSehstens m-tern 
Grad in ]eder Variablen lauSer niche-negative Koe/fiz~en~en, die Koe~fizien~en- 
summe i und hinsichtlieh ]eder Variablen mindestens ein Paar unmittelbar 
au/einander/olgender ( auch im Limes) nicht v~rschwindender Koe]fizienten, 
so haben die Koe/fizienten IQ ( x~ , x~, . . . ,  ~ )  der Entwieldung des Produktes 

�9 ~ . . .  x~, bei gehSriger, yon n abh~ngiger Wahl des KoordinatensysSems 
(Anfangspunkt und Achsenrichtungen) sowie der Ma f l s t~e  /i~r ~ede Achse 
und /i~r die k,, selbst, die Form eines Broduk~es yon k Oauflschen 

1 ~ 
e -  u~ - u~ - . . -  ~ Die Aufsuchung der genannten Elemente, Funkt ionen ~]~ 

also der linea~en Beziehungen zwischen den x, und u,, f~illt, wie in w 6, 4 
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beschrieben, wesentlich mit der Aufgabe der _~eduktion einer Fl(iche zweiten 
Grades au] Mittelpunkt und Hauptachsen zusammen. 

Die Ausdehnung auf Potenzreihen, die Ubertragung auf die Integrale W,, 
�9 usw. bedarf keiner besonderen Erkii~rung. Der exakte Ausdruck fiir die 
Forderung hinsichtlich aufeinanderfolgender nicht versehwindender Koeffi- 
zienten lautet: Es gibt fiir jedes ~ eine Gruppe yon k Zahlen - (~) '116~ allS d e r  

Reihe 0, 1, 2 , . . . ,  m -- 1 (t = 1, 2, . . . ,  k), so da~ gleiehzei~ig 

, . ( x ; ,  x' ' (') ~ , . . . ,  x , - 1 ,  m~. , x : + l , . . . ,  x~) > , ,  

,~ ( x;', " . , ~ : '  ~ ('~ " . .  z~') > v x,,, . .  -1,  ~. @l ,x~+~, .  , 

fiir zwei Wertverbindungen x~.. .  x~ und x~'.., x]~' bei einem'von e unab- 
t~ngigen positiven Weft yon l~. 

w  

Der erste Fundamentalsatz. 

1. Die Vertei lungen.  Den Gegenstand der Wahrscheinlichkeits- 
rechnung bildet die Untersuchung unendlicher Folgen yon Elementen, die 
dutch unterscheidende Merkmale gekennzeichnet sind (Wiiffe mit einer 
Miinze, Ziehungen aus einer Urne usw.), als ~erkmal betrachten wit 
immer einen dem Element zugeordneten Punkt im/c-dimensionalen ,, Merk- 
malraum" ( k ~  1), oder seine Koordinaten x(1), x(~), . . . ,  x(~). Beispiele 
soIeher unendlieh gedachter FoIgen sind die Ziehtmgen aus einer Urne, 
die etwa beim gewStmlichen Lotto zu einem 5-dimensionMen Merkmal- 
raum fiihren (Koordinaten sind die 5 Nummern einer Ziehung) oder die 
Molekiile eines Gases mit dem 3-dimensionalen Merkmalraum ihrer Ge- 
schwindigkeiten (Koordinaten sind die 3 Geschwindigkeitskomponenten). 
Irgendeinem Raumteil R des /c-dimensionalen ~r mSgen die 
Merkmale yon _~  unter den ersten N Elementen der Folge angehSren; 
dann fordern wit die Existenz des Grenzwertes 

(I) lira ~ = F ~ ,  

der nat-Srlieh eine nicht-negative ZahI, hSchstens gleich 1, sein mul~. Wi~ 
nennen Va die Wahrscheinlichkeit /i~r das Au/treten des ,,Merkmales R" 
innerhalb tier betrachteten Folge oder kurz die Wahrscheinlichkeit yon R. 
Eine Etementenfolge, flit welche der Grenzwert ( l )  hinsiehtlich eines jeden 
Raumbeiles existiert (mud gewisse weitere Axiome, yon denen bier nicht 
die Retie sein soll, effiillt sind) -- nur solche Folgen werden in der Wahr- 
seheinliehkeitsrechnuag in Betracht gezogen -- nennen wir im Anschlui] 
an einea bekannten Ausdruek ein Kollektiv. Der • ,,Wahrsehein- 
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lichkeit eines ~erkmales R "  hat demnach nur innerhalb eines wohl- 
definierten Kollektivs einen Sinn. 

Der in der Regel an die Spitze aller Betrachtungen gestellte Alternativ- 
fall, ob ein ,,Ereignis eintrifft" oder ,,nicht eintrifft", ordnet sich unserer 
Auffassung in der Weise unter, dal~ bier ein 1-dimensionaler ~Ierkmalraum 

;r 
vorliegt, in dem T'n null ist fiir jedes Gebiet R, das nicht einen yon zwei 
Iesten Punkten ( z. B. x == 0 und x - -  1 ) enth~il~, und yon null verschieden 
.flit jedes /~, dem einer der beiden Punkte angehSrt. Ein einfaches Bei- 
spiel bildet der Ausgangspunkt des Bernoul l ischen Problems (w 7, 2), 
wo man das Ziehen der weil~en Kugel als ,,Eintreffen", das der schwarzen 
als ,,Nichteintreffen des Ereignisses" deuten kann, w~ihrend wit es vor- 
gezogen haben, dem einen Fall die Zahl null, dem anderen die Zahl eins 
zuzuardnen. Diese Bemerkung zeigt, dalil auch yon der ,,Wahrscheinlichkeit 
Iiir das Eintreffen eines Ereignisses" nut dann gesprochen werden kann, 
wenn ein wohldefiniertes Kollektiv.vorliegt. 

Die Gesamtheit der V~ flit aIle Teiie des M:erkmalraumes bildet die 
Verteilung des Kollektivs. Bezeichnet R and R'  zwei Raurnteile ohne 
gemeinsame Punkte, so folgt aus der Definition (1) unmittelbar der Satz "~~ 

in Worten" Die Wahrscheinlichkeit fii2 das Auftreten des YIerkmales /~ 
oder ~ '  innerhalb des betrachteten Kollektivs ist die Summe aus der Wahr- 

* R f .  scheinlichkeit fiir das Auftreten yon R und jener fiir das Auftreten yon 
Man pflegt diesen Satz den von der ,,Additio~ der Wahrscheinlichkeiten" 
zu nennen und ibm einen zweiten iiber die Ylultiplikation zur Seite zu 
stellen. Bei der !Vlultiplikation handelt es sich abet um etwas ganz 
anderes, ni~mlich um eine an zwei Kollektivs ~vorgenommene Operation 
dutch die ein drittes Kollektiv gebildet wird. (Vgl. unter Abschn. 2.). 

Die Beziehung'(2) gestattet, die Verteihng eines beliebigen Kollektivs 
dutch eine einzige Funktion yon. k Variablen x (11 . . .  x r darzustellen, 
die hinsichtlich jeder Variablen monoton, nicht abnehmend ist, flit 
x(l~-_= - x lel . . . . .  x/~l ~ --oo den Weft null und fiir x(1):  x r . . . . .  ~c (k)--oo 
den Weft eins annimmt. Eine solche Fanktion ist nichts anderes als das, 
was wit allgemein in w 6, 4 und flit den 1-dimensionalen Fall schon in 
w 3, 1 "unter dem Namen ,,Verteilung" eingefiil~t haben. Der Zusammen- 
hang zwischen der friiheren Bezeichnung V(~) und der jetzigen ~ wird 
dadurch hergestellt, dab V(5)-----];~ fiir jenen Raumteil R, dessen Koor- 

dinaten ~(')den Bedingungen ~')<: x (') (wo x (') die Komponenten yon ~) 
geniigen. Durch die Aufnahme des Gleichheitszeichens in die Beziehung 
zwischen ~(') und x (~) wird festgeleg~, dal~ die Funktion V(Z) mi~ ihrer 
oberen Limes-Funktion zusammenfallen mu~. Es bedeutet daher V(Z)d ie  
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Wahrscheinlichkeit dafiir, dal~ die erste ~r h6chstens 
gleich x (1~, die zweite h6chstens gleich x (~') wird, usf. Die untere Limes- 
Funktion yon V(5) wiirde die Wahrseheinliehkeit dafiir liefern, dal3 die 
erste-Komponente kleiner als x ~ ist usw. 

Under allen mSglichen Ver~eilungen heben wir zwei praktisch wichtigere 
Typen hervor; die wit im Ansehlu$ an iibliche Ausdriieke als ,,arithmetische" 
und ,,geometrische" Verteilungen bezeichnen wollen. 

Eine Verteilung sell arithmetisch heil3en, wenn ~ null ist flit alle R,' 
die nieht mindestens einen Gitterpunkt eines durch k Einheiten e~, e, . . . .  , % 
bestimmten Gitters im 5Ierkmalraum enthalten. Die Verteilung ist in 
diesem Fall vollst~ratig bestimmt dutch die Angabe der endlich oder ab- 
~hlbar unendlieh vielen yon null verschiedenen Werte yon V~ fiir alIe 
solohe R, die nur je einen Gitterpunkt umfassen. Wit nennen diese 1;~ 
die EinzeL oder Pun~wahrscheinliehkeiten der betreffenden Gitterpunkte 
und sehreiben daffir b(i~) oder ~(x ~1, x ~ . . . .  , x(~)), we die ~(,I die Kom- 
ponenten yon ~ und Koordinaten des Gitterpunktes bezeichnen. Die t~ (5) 
sind nicht-negative Zahlen, deren Summe 1 ist. Der obenerwi~hnte Fall 
der  Alternative, ,,oh eia Ereignis eintritt oder nioht", ist ein Beispiel fiir 
eine l-dimensionale, arithmetisehe, zweiwertige Verteilung. 

Eine Verteilung heiSe geometrisch, wenn an jeder Stelle 5 des Merk- 
malraumes der Grenzwert 

existiert, endlieh and beschr~nkt ist. Dabei bedeutet ;R I das Volumen 
des Raumteiles R uncl der Grenzfibergang werde so vollzogen, daft unter 
Festhalhn~g yon 5 die k Betr~ge ix (~ -- ~(')i gegen null gehen, wean ~(') die 
Koordinaten eines Punktes yon R sind. Die Verteilung ist in diesem Fatle 
dutch • der Funktion v(Z) vollst~ndig bes~immt, die Wit als die 
Wahrscheinlichkeitsdichte im Punkte Z bezeichnen. Die v(~2) sind nicht 
nega~iv und verschwinclen derart im Unendlichen, dad das Raumintegral, 
erst-reekt fiber den ganzen unendIichen ~erkmalraum, gleich 1 wird. 

Im allgemeinen Fall yon Kollektivs mit beliebigen yerteilungen gibt 
es weder E'mzelwahrseheinliehkeiten noch Wahrscheinlichkeitsdiehte. 

2. Die Grundopera t ionen .  Die Aufgaben der Wahrscheinlidhkeits- 
rechnung bestehen ausschlie~lieh darin, aus den gegebenen Verteilungen 
gegebener Kollekt-ivs die Ver~eilungen anderer Kollektivs zu berechnen, 
die aus den ersteren dutch bes~immte Operationen abgeleitet werden. So 
sind z.B. beim Poissonschen Problem die gegebenen t~ollektivs die Folgen 
der einfachen Zfige aus je einer Urne mit den dutch p~, q~ bestimmten, 
1-dimensionalen, arithmetischen Verteilungen V~. (w 6, 3). Das abgeleitete 
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Kollektiv hat zum Element eine Ziehung aus sgmtlichen n Urnen und als 
Merkmal die' Summe der gezogenen wefl~en Kugeln; die gesuehte Ver- 
teilung W~ ist wieder 1-dimensional und arithmetiseh. 

Der systematische Aufbau der Wahrscheinliehkeitsrechnung effordert 
das Aufsuchen aller jener Grundoperationen, auf die die Ableitung neuer 
Kollektivs aus gegebenen zur[iekgefiihrt werden kann. Ohne bier die 
Frage der Vollst~ndigkeit zu berfihren, betraehten wit die folgenden drei 
Grundoperationen, welche zur Formulierung der Fundamentalss not- 
wendig sind: die Mischung, die Teilung und die Verbindung. 

Unter Mischung verstehen wit die Ver~nderung eines Kollektivs, die 
dadureh bewirkt wird, dag jedem Punkt 5 des t~rspriinglichen Merkmal- 
raumes ein Punl~ 5'  eines neuen ~erkmalraumes zugeordnet wird. Die 
Vergnderung ist nut dann wesentlich, wenn die Zuordnung'nicht uml~eh~'bar 
eindeutig ist, z. B. wenn der neue ~Ierkmalraum geringere Dimension hat 

'und die Zuordnung etwa'in der Streiehung der iibersehfissigen Koordinaten 
besteht, oder wenn die urspriingliehe Verteilung geometriseh, die neue 
arithmetiseh ist. B e ispie le :  Beim sog. ,,Nadelproblem" besteht das gegebene 
Kollektiv ans den Wiiffen einer Nadel auf ein yon ~quidistanten Paralle]en 
gebildetes Strichgitter; Merkmal eines Elementes ist die dutch drei Para- 
meter bestimmte Lage der geworfenen Nadel (3-dimensionale, geometrische 
Verteilung). Ein neues "Kollektiv entsteht, wenn wir die Elements nut 
darnach unterseheiden, ob die Nadel einen Gitterstrieh kreuzt oder nieht 
(1- dimensionale, arithmetisehe, zweiwertige Verteilung). Nur wenn die 
erste Verteilung gegeben ist, kann es ALffgabe der Wahrseheinlichkeits- 
rechnung sein, die zweite zu berechnen -- womit sich das sog. B ertrandsche 
Paradoxon erledigt. Ein anderer Fall: Dis Ziehungen des Zahlenlottos 
(vgl. w 7,.5) bilden die Elemente eines Kollektivs mit 5-dimensionaler, 
arithmetischer 90-89.88-87- 86wertiger Verteilung. Sieht man abet als 
Merkmal einer Ziehung nur die 5 gezogenen Zahlen ohne Riicksieht auf 
ihre Reihen~olge oder gar nut ihre Summe bzw. (was auf dasselbe hinaus- 
kommt) das arithmetische ~ittel  an, so erhs man neue Kollektivs; ~las 
er~te Mal ist die Verteilung wieder 5-dimensional, arithmetisch, abet nnr 

9~ das zweite Mal wird sie 1-dimensional, arith- 
5.4.3-2.1 

metisch und [ 5 - 9 0 -  4 ) =  446wertig. In beiden F~llen ist also eine 
eindeutige Umkehrung der Zuordnung nicht mSglich. 

Wie im Falle einer ~Iisehung dis neue Verteilung l 7' gefunden wird, 

~) Und zwar is( jedem Ziehungsergebnis ~, ~ , . . . ,  z~ jener Punkt des Be- 
reiches ~t ~ ~ ... ~ ~ 0 im Merkmalraum zugeordnet, der entweder mit ~ identisch 
ist oder dutch Spiegelungen an einer oder mehreren der Ebenen -~1 = ~e' " ' "  ~ = ~ 
in ~ tibergeht. 
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ist aus der Definition der Mischung auf Grund der Axiome, die das Kollektiv 
im allgemeinen bestimmen, abzuIeiten. Wit setzen, wie es in der Wahr- 
scheinIichkeitsrechnung bisher immer iiblieh war, das Resultat einfach bin: 
Bezeichn~t R' die Punktmenge, in die R dutch die Transformation fiber- 
g e h t -  und wir wollen, da dies flit die vorliegenden Zwecke ausreieht, R' 
wieder ais einen Raumteil ansehen le) -- so is~ 

(4) V~, = ~ = fdV(~) .  
(tt) 

Insbesondere erhfilt man V'(2~), indem man das St ie l t jessehe Integral 
von d V fiber alle jene Raumteile erstreckt, deren Pu'nkte nach der Trans- 
formation in Punkte ~(,/~ xr iibergehen. 

Die zweite Grundoperation, Teilung oder Aussonderung, besteht 
darin, dal] der l~erkmalraum eines Kollektivs in zwei Rs R 1 und R, 
zerlegt wird und dann alle Elemente, deren ~/erkmale R., angeh6ren, 
ausgesondert werden. Es bleibt eine Fotge yon Elementen iibrig, deren 
5Ierkmale alle in RI liegen und die neue Verteilung V' aufweisen, ftir die 

= v ;  = 0 ,  
R~ 

wenn A ganz in _R~ enthalten ist und B keinen Punkt mit 2~ gemein 
hat. Dal3 (5) tatss besteht, ist wieder aus den Axiomen usw. zu 
sehliel~en. Beispiele: Beim obenerwghnten Nadelproblem kann znan nach 
der Wahrseheinliehkeit dafiir fragen, dal3 eine Nadel einen Gitterstrieh 
senkreeht kreuzt; dies ws nut eine andere als die oben angegebene 
5Iischung der urspriingliehen Verteilung. Eine ganz andere Frage aber ist 
es, mit welcher Wahrseheinlichkeit eine Nadel, yon der man schon weiI~, 
dull sie senkreeht zum Gitterstrieh fgllt, das Gitter trifft. Hier liegt eine 
TeiIung vor, indem alle ]ene Nadelwiirfe aus der Betraehtung ausgeschlossen 
werden, bei denen die Nadel sehief auff~llt. -- Ein anderer Fall: Man 
stelle sieh eine unendliche Folge yon Urnen mit sehwarzen und weil~en 
Kugeln vor, jede gekennzeichnet dureh eine zwischen null and eins liegende 
Zahl x ~, gleich der Wahrscheinlichkeit eines wei/~en Zuges aus der betietten- 
den Urne. Das Element des Kollektivs sei nun ein dreimaliger Zug aus 
irgendeiner der Urnen; sein Merkmal zweidimensional, und zwar erstens 
die Zahl x ct~, die der betreffenden Urne zukommt, zweitens die zwisehen 0 
und 3 inkt. liegende Anzahl x("-~ der gezogenen weil~en Kugeln. Als gegeben 
vorauszusetzen ist die Verteilung V(x (11, xl~ gefragt wird nach der 
Wahrscheinlichkeit V'(xal) daftir, dal3 bei gegebenem x (~"), also bei be- 
kanntem Ziehungsergebnis, der Zug aus einer Urne mit irgendeine.m 

~e) Bei exakter Darcb.f/ihrung der Grandlagen wird man start yon ,,Raumteilen" 
allgemein yon PLtnkt,~engen spreehen. 
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x I~-Wert erfolgt. Auf cliese Fragestellung, die zurn zweiten Fundamentalsatz 
fiihrt, kommen wir in den n~chsten Paragraphen zurfick. 

Endlich erkl~ren wir als die Verbindung zweier (unabh~ingiger) Kollek- 
tivs die folgende Art, aus zwei Kollektivs mit den Elementen e' bzw. e" 
und den Vertefluagen V' (5') und V"(~") ein neues Kollektiv mit den 
Elementen e und der Verteilung V (5) abzuleiten. Es sollen die Elemente 
e 1, e.,., e,~,.. .  Kombinationen aus je einem Element e' und einem Element e" 

' uncl " dann e., aus el und el' besteh~ sein, uncl zwar so, dab e~ aus e~ e~, . 
usf. Das iVIerkmal eines solchen Elementes e sei die Zusammenfassung 
der Merkmale 5' und 5", d. h. wenn diese k'  bzw. k"-dimensiona] sind, so 
sei ~ der k = (k'  -~- k")-dimensionale Vektor, dessen erste k Komponenten 
mit denen yon ~', die restlichen mit denen yon ~" fibereinstimmen. Ist 
ein Raumteil R'  des ersten und ein Raumtefl R "  des zweiten ~erkmaI- 
raumes gegeben, so ist d~durch ein Raumteil R des neuen, k-dimeasionalen 
Raumes bestimmt. Zwischen den drei Verteilungen V', V" und V besteht 
dann die Beziehung: 

deren Bestehen ebenialls aus den Forderungen, denen ein KolleL:tiv ge- 
niigen mul~, zu begriinden ist. Beispiele ffir diesen Fall sind leicht an- 
zugeben: Besteht ]edes der gegebenen Kollektivs aus den Wiiffen mit 
einem Wiiffel, cleren Merkmal die Zahl der obenliegenden Augen ist, so 
hat. das abgeleitete Kollektiv zum Element einen Wurf mit beiden Wiiffeln, 
dessen Merkmal yon den beiden Augenzahlen gebfldet wird. Man fragt 
naeh der W.ahrseheinlichkeit, mit dem ersten Wiirfel eine gewisse Augen- 
zahl x', mit dem zweiten die Augenzah] x" zu werfen. Alle drei Ver- 
teilungen sind arithmetisch, die beiden gegebenen 1-dimensional und 6-wertig, 
die der ,,Verbindung" 2-dimensional unct 36-wertig. 

Diese Ancleutungen iiber die Grundoperationen miissen bier geniigen. 
Auf die versehiecIenen sieh aufdr~ngenden Fragen, namentlich auf die der 
Berechtigung der /knwendung dieter Begrif[skonstruktionen auf Vorgiinge 
tier Wirklichkeit, kann in diesem Zusammenhange nicht eingegangen ,werden. 

3. Z u s a m m e n g e s e t z t e  Opera t ionen ,  Fa l tung .  Aus cler in mannig- 
facher Weise mSgIichen Zusammensetzung yon Grundoperationen efitstehen 
alle jene Ableitungen neuer Kollektivs aus gegebenen, deren Untersuchung 
den gesamten Inha]t der Wahrscheinlichkeitsrechnm~g bildet. So wie die 
ratione]le Mechanik nicht etwa die Antwort auf die Frage gibt, welche Be- 
wegung ein bestimmter KSrper zu einer bestimmten Zeit besitzt, sondern 
auf die, wie man aus gegebener Anfangsgeschwindigkeit und gegebenem 
Kr~fteverlauf die Bewegung zu irgendeinem Zeitpunkt bereehnet, so liegt es 
aueh bier: Aus den bekannten Verteilungen der gegebenen Kollektivs werclen 
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die Verteilungea der abgeleiteten berechnet. Alle scheinbaren Paradoxien 
und Unbestimmtheiten verschwinden mit Annahme dieser Formulierung aus 
der Wuhrscheinlichkeitsrechnung. Natiirtich bleiben -- ebenso wie in der 

�9 Mechanik und allen anderen exakten Naturwissenschaften-- gewisse Schwierig- 
keiten iibrig, die in dem Ubergang zwischen der Theorie und der Wirklichkeit 
liegea. Sie sind bier im wesentlichen doppelter Natur: Man bedaff einmal 
gewisser (experimenteller) Methoden, um die jedem Problem zugrunde- 
liegenden ,,Awsgangs-Wahrscheinlichkeiten" zu ermitteln (in der ~echanik 
die Anfangsgeschwindigkeiten' usw.), und man mu/] zweitens in jedem ein- 
zelnen Fall den ,,Ansatz" finden, d.h. das Problem auf die Grundopera- 
tionen zuriiekfiihren (in der lV[echanik die kinematischen und dynamischen 
EigenscJaaften des Systems feststellen). 

Die beiden Fundamentals~tze, die wit in der vorliegenden Arbeit 
entwickeln, beziehen sich auf zwei ganz bestimmte zusammengesetzte 
Operationen, die wit als die .Faltung und die Kreuzung yon n Kollektivs 
beseichnen. Die zweite der eben genarmten Schwierigkeiten wird also 
dadurch amsgeschaltet, dab wit yon vorrtherein bestimmte Konstrulctionen 
betrachten, dutch welche das neue Kollektiv aus den gegebenen hervor- 
geht. Die erste entf~llt yon selbst, weft es gerade den wesentlichsten 
Inhalt der Fundamentals~tze ausmaeht, dal] sie etwas fiber die Verteilung 
des abgeIeiteten Kollektivs bei in weiten Grenzen willkiZrlicher Wahl tier 
urspr~nglic~n V erteilungen anssagen. 

Wir verstehen unter der Fattung yon n (nnabh/~ngigen) Kollelctivs 
mit k-dimensionalen Merkmalen die Zusammensetzung aus einer n-]achen 
Verbindung (dutch die sin Koltektiv mit ]cn-dimensionalem Merkmal ent- 
steht) und einer darau]folgenden Mischung, die das Merkmal wieder 
zu einem k-dimensionalen maeht~ Sei e 1 das Element des ersten gegebenen 
Kollektivs, xl sein YIerkmaI, ebenso es, ~ Element und Merkmal des 
zweiten usf., so besteht ein Element E,, der n-ten Verbindung aus einer 
Kombination, tilt die wir symbolisch el e: es. . .  e~ sehreiben wollen. Das 
5~erkmal des Elementes E,, setzt sich aus den /~n Komponenten der Vek- 
toren 5~; 5~, . . . ,  ~ zusammen. Die Misehung sei definiert dutch eine 
k- wer$ige Gleiehung: 

(7) ~ = X.  (~,, ~o, . . . ,  ~ ) ,  

wobei der /o-dimensionale Vektor ~ das Merkmal des Elementes E ,  der 
FaItung bezeicJanet. 

Sind V~ (5~), ~ (5~), ~.. die n Verteilungen der gegebenen Kollektivs, 
so erh~lt man die Ver~eilung W,,(5) der n-ten Faltung in der Form: 

(3) d W ~ ( ~ ) = f f  . . . f d~ (~ )d~(~ . , . ) . . . dV , , (~ , ) ,  
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wobei die /c ( n -- 1)-fache Integration rechts fiber alle Wertverbinclungen 
der 51, ~,,  . . . ,  5,, zu erstrecken ist, welche bei festem ~ der Gleichung (7) 
genfigen. 

Ha t  die Gleiehung (7) die Form einer linearen Beziehung 

(7 ' )  : = t~: (:1 --  ~:) + h~(:~ -- ~ )  + . . .  + a ,  (~,, --  ~,), 

worin die h~. uncl ~, gegebene Konstante sind, so spreehen wit yon einer 
linearen ~Valtung. Sind alle h~ = 1, so nermen wir die Faltung eine 

Summenbildung aus n KoUektivs, sind alle h~.-----1, so nemlen wit sie 

Durchschnittsbildung 13). 
In jedem Fall der linearen Faltung kann man (8) formal nach 

integrieren und erhglt, wenn h, ~= 0 vorausgesetzt wird: 

- -  2 J  �9 1 . . . . .  ' . < 

Man sieht hierans, dab das in w 3, 1 eingefiihrte Integralprodukt von 
1 

n Verteihngen, im 1-dimensionalen Fall und ffir h~ = h~ . . . .  - -  h, - -  r , '  

c~ + % q - . . .  + c, = b,,  gerade die Verteilung der n- ten  linearen Falttmg 
liefert. Die Ausdehnung auf andere h~. und auf mehrere Dimensionen ist 
in w 6, 3 bzw. w 6, 4 erfolgt. 

4. De r  e r s t e  F u n d a m e n t a l s a t z .  Der erste Fundamentalsatz der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung enthiilt eine allgemeine Aussage fiber die Ver- 
teilung W~, zu der im Limes fiir n = co die fortgesetzte lineare Faltung 
yon n gegebenen Kollektivs ffihrt. Um den Satz in Kiirze aussprechen 
zu k6nnen, fiihren wir den Begrit~ der , ,fir die Faltung normalen Ver- 
teilungen" und einer ,,gleichm~tBigen Folge" solcher Verteihmgen ein. 

Eine Verteihmg soll als ]i~r die Faltung normal bezeichnet werden 
in folgenden Fgllen: 

a) Eine arithmetische Verteilung, wenn 1. nach jeder der k Koordi- 
natenrichtungen wenig~tens ein Paar benaehbarter Gitterpunkte existiert, 
in denen die Eiazelwahrscheinliehkeit nieht-verschwindet; 2. das erste, 
zweite und dritte Moment der Verteilung (in jeder Komponente) endlich ist. 

b) Eine geometrische Verteilung, wenn 1. die Wahrseheinlichkeitsdichte 
nach jeder Dimension yon besehrgr, kter Sehwanktmg ist; 2. das erste, 
zweite und dritte Moment der Verteilung (in jeder Komponente) endlich ist. 

c) Eine allgemeine Verteilung, weim 1. ihre Streuung (die Deter- 
minaalte der Streuungsmatrix) nieht versohwindet; 2. iedes Moment m-ter  
Ord_aung (m ~ 1, 2 . . . .  ) endlich ist. 

l~) An Stelle der skalaren GrSl3enh kSnnten auch dyadische (M2.trizen) treten, 
ohne dab sich im folgenden etwas wesentlich indern wfirde. 
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Eine unendliche Folge derartiger Verteilungen sell gleichmSflig hei/~en, 
wean fotgende Bedingungen efffillt sind: In den F~llen a), b )und  c) sollen 
die unter 2. als endlieh vorausgesetzten Momente beschr~nkte Folgen 
bilden; ferner sell im Falle 

a) die Einzelwahrscheinlichkei~ fiir ie ein Paar benachbarter Gitter- 
punk~e nach ieder Koordinatenrichtung eine yon null verschieclene untere 
8chranke .haben (das 'Gitter ist fiir alle Verteilungen als gleich voraus- 
geset~t ); 

b) die Gesamtschwankung der Wahrscheinlichkeitsdichte nac, h jecler 
Dimension eine obere Schranke besitzen; 

c) die Summe der Streuungen (die Determinante der Summe der 
Streuungsmatrizes) starker als mit der ~/:~ Potenz yon n ins Unendliche 
wachsen. 

Unter Verwenclung dieser Bezeichnungen sprechen wir den ersten, 
t " u n d a m e n t a l s a t z  der W a h r s c h e i n l i c h k e i t s r e c h n u n g  wie folgt aus: 

Die /ortgesetzte lineare Faltung unendlieh vieler lc-dimensionaler 
Kollektivs, deren Verteilungen eine gleichm(iflige Folge /iir die Faltung 
normaler Verteilungen bilden, bei konstanten oder wenigstens in end- 
lichen Grenzen liegenden Koef]izienten ~. und Verh~iltnissen h~ : h, : t% . . .  
in Gleichung (7') /i~hrt au/ das Gauflsche Gesetz: Es  ldflt sich stets 
eine yon n abMingige Koordinatentrans/ormation im k-dimensionalen, 
Raum yon ~ an/ ~ (Verschiebung des Anfangspunktes, Drehung der 
Achsen und Verhnderung der Mal~sti~be) angeben, so daft 

a) bei arithmetischen Verteilungen die Einzelwahrscheinlichkeit 
m ~ ( ~ ) der n.- ten 2' altung im Limes/i~r n -- cc proportional e- ~ ~- '~''; ..... - u~ 
wird; 

b) bei geometrischen Verteilungen die Wahrscheinlichkeitsdichte w~, ( 2 ) 
der n-ten -~altung im Limes /iir n = oc proportional e-~,,!-~.2-...-u2; 

c) im allgemeinen Falle, also auch ]iir a) und b), die Verteilu. ngs- 
/unktion W,,(5) im Limes /i~r n---=oc gleich dem Produkt r  

1 u 
�9 (u,.)... r we r  Gauflsche Funktion ~,-~ j e -x '  dx  bezeichnet. 

Der Beweis dieses Satzes ist fiir den Fall k == 1 und h~ : h~ .... ....-:=~ h,~ 
<]arch die Beweise der Behauptungen III  bis V des w 3 gedeckt. Dabei 
ist hinsichtlich der in der Festlegung der ,,normalen" Verteilungen und 
ihrer ,,gleiehm~13igen" Folgen eingeschlossenen Voraussetzungen yon den 
Korollaren w .6, 1 and 2 Gebrauch gemacht. Die husdehnang auf k Dimen- 
sionen and von 1 verschiedene Verh~ltnisse h ~ : h 2 : h 3 . . ,  wird dutch die 
Koroltaxe w 6, 4 uncl w 6, 3 gereehtfertigt. 
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5. Summerrbi ldung.  E r s t e r  Satz der Feh l e r t heo r i e .  Es be- 
deutet keine Einschr/inkung des Inhaltes des Fundamentalsatzes, wean 
wir von vornherein die Koeffizienten h~ der G1. (7') als untereinander 
gleich voraussetzen; denn in der Koordinatentransformation, die der Satz 
verlangt, ist eine Ver~nderang der MaBst~be ausdriieklich eingesehlossen. 
Sprechen wit also yon Summenbildung start allgemein yon ,,linearer 
Faltung", so umfaBt, auf arithmetische Vertei]ungen angewendet, der erste 
Fundamentalsatz gerade die Aussagen des Bernoull ischen und Poisson-  
schen Gesetzes, einschlieBlich der weitgehenden Verallgemeinerungen, die 
im vorangehenden Paragraph behandelt wurden. In der iibliehen Aus- 
drueksweise wiirde die allgemeine Aussage etwa lanten: 

Die Wahrscheinlichlceit, in n unabhg~ngigen Ziehungen eine Summe 
zu ziehen, wird liar hinreichend gro/3e n proportional dem Ausdruelc 
e-~[-~2 . . . . .  ~: (wo die u linear aus den Komponenten yon 5 zu berechnen 
sind), gleichgi~ltig, welche Wahrscheinlichlceiten /i~r die einzelnen Ziehungs- 
ergebnisse bestehen, wo]ern nut  die sehr weiten, allgemeinen Voraussetzungen 
des Fundamentatsatzes (der ,,normalen" Verteilung und der ,,gleiehm~igen" 
Folge) er/i~llt "sind. 

'In dieser Form nnd insbesondere auch dann, wenn man die einzelnen 
Verteilungen als ,,geometrisch" voraussetzt, d. h. annimmt, dal~ iiberall 
eine endliehe Wahrscheinliehkeitsdichte besteht, bietet der erste Funda- 
mentalsatz die allgemeine und prdzise Formulierung des Gauflschen 
Fehlergesetzes im Sinne der Theorie der Elementar]ehler. Denn man 
kann unseren Sa~z b) wie folgt ausspreehen: 

Zgfit sich ein Beobachtungs]ehler al8 Summe yon n unabM~ngigen 
Einzel]ehlern au//assen, so wird die Wahrscheinlichkeitsdichte ]i~r eine 
gegebene FehlergrSfie ~ bei hinreichend groflem n proportional dem Aus- 
druclc e -u~-u2 . . . . .  ~ (wo die u linear aus den Komponenten yon 5 zu . 
berechnen sind), gleichg4Itig, welchen Pehlergesetzen die einzelnen Ele- 
mentar]ehler geni~gen, wofern nut  die sehr weiten, aUgemeinen Bedingungen 
des Fundamentalsatzes (BeschrE~lktheit der GesamtsehwarLkung und der 
ersten drei Momente) er/i~llt sind. 

Die bekannten Ahleitungen des Fehlergesetzes aus der Kombination 
yon Elementarfehlern gehen yon viel engeren Voraussetzungen aus. In 
der Regel wird (mit 7c .... 1) als Gesetz des Elementarfehlers angenommen, 
dal3 seine Wahrscheinlichkeitsdichte v~.(x) fiir einen endlichen Teil der 
x-Achse gleich einer konstanten, yon null verschiedenen GrSl]e, im iibrigen 
null seiXt). In diesem speziellen Falle sind natiirlich unsere Voraus- 

14) Vgl. z. B. E. Czuber, Wahrscheinlichkeitsrechnung, Bd. I, 3. Aufl., Leipzig 
1914, S. 173ff. 
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setzungen fiber die v~. (x) reichlich erffillt. Die korrelKte Ableitung des 
Ergebnisses wird aber kaum einfacher als die allgemeine in w 3, 6 ge- 
gebene Betrachtung. 

Wit nennen den eben ausgespr0chenen Satz, wonach der als Summe 
sehr vieler EIementarfehler erscheinende Fehler dem Gau~schen Gesetz 
geniigt, den ersten Satz der Fehlertheorie, well ihm ein zweiter ebenso 
wichtiger -- als Folgerung aus dem zweiten Fundamentalsatz -- zur 
Seite tritt (w 10, 4 ). 

6. D u r c h s c h n i t t s b i l d u n g .  E r s t e s  Gesetz der  grolBen Zahl. 

Setzt man in (7 ' )a l le  Koeffizienten h ~ ~ und die ~ = 0 so bedeutet 

die durch (8') definierte GrSISe W~ (5) die Wahrscheinlichkeit darer, da~ 
das arithmetische Mittel oder der Durchschnitt der Merkmale yon n un- 
abh~ngigen Kollektivs ,,hSchstens gleich ~" wird (d. h. jede Komponente 
des Schwerpunktve~ors der n Merkmalpunkte kleiner oder hSchstens gleich 
der be~reSenden Komponente yon 5). Fassen wit, um uns konkreter 
ausdriicken zu kSnnen, den Fall einer eindimensionalen, arithmetischen 
Verteilung ins Auge, so haben wit in lye(x) die Wahrscheinlichkeit dafiir, 
dais das arithmetische Mittel yon n unabh~ngigen Ziehungsergebnissen 
gerade x betr~gt. Nun ist ffir den allgemeinen eindimensionalen Fall, 
w 7, 4, der Zusammenhang zwischen dem Argument u der Gau~schen 
Funktion und der Summe x der Ziehungsergebnisse mit x ~ r~ u ~ b~ im 
AnscMuiS an G1. (9), w 7 festgelegt women. Bezeichnen ~ wit jetzt start 
der Summe das arithmetische Mittel mit x, so miissen wit in die vor- 
stehende Beziehung nx  start ~ einfi~hren, erhalten also fiir grolBe n" 

oder nach einfacher Umformung 

Da r~, die doppelte Streuungssumme der einzelnen Verteilungen, nicht 
st/irker als mit n waehsen l~arm, weil die Strettungen in allen von uns 
bet~ehteten Fiillen eine beschriinkte Folge bilden, so erkennt man, dal3 
der Fakt~r yon x im Exponenten yon (9') mit ~ unbesehriinkt w~iehst. 
D. h. die Wahrschei~lichkeit daJi~r, daft das arithmeti~che Mittel der 

b, Z i e t ~ s e r g e ~ i s s e  um einen [e~ten Betreg x yon - abweicht geht mit 
~ ~ . 

w ~ e r ~ e m  n gegen null. 

Man sieht lei~ht ein, dal3 dieser Satz Nr ]ede D~ehsehnittsbildung 
bei den yon uns betraehteten Vertei]ungen gilt, aber auch, dais zu seiner 
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Ableitung keineswegs alle die Uberlegungen notwendig sind, die zu dem 
Fundamentalsatz gefiihrt haben. Es geniigt, davon auszugehen, dait, wie 
in G1. (10), w 3 festgestellt wurde, die Streuung des Integralproduktgs 
konstant gleich ~ ist. , Denn die Bildung des Integralproduktes entspricht 

der Annahme h~ = h.,-~ = ! die Dnrchsehnittsbildnng der Annahme 

h ~ - - h o - - . . .  ~ 1. Daher ist im letzteren Fall die Streuung ~, real so 

grol3, also g]eich 
S" 

C9") ~ . ~ . -  ~ ____ 

wenn die obere Sehranke der Streuungen bezeichnet. Man erh~ilt so 
den allgemeinen Satz, der in der Regel a]s das ,,Gesetz der grol~en Zahl" 
bezeichnet wird und fiir uns als eine spezielle Folgerung aus dem ersten 
Fundamentalsatz ,,erstes" Gesetz der grofien Zahl heiBen soll: 

Die ~ortgssetzte Durchschnittsbildu~g yon Kollel~tivs mit Verleilunyen, 
deren Streuungen eine beschrSnkte 2'olge bilden, /i~hrt zu Verteilungen mit 
unbeschrdn/ct abnehmender Streuung. 

Auf diesen einfachen Gedankengang haben erstmals T s c h e b y s c h e f  
and M a r k o f f  die Ableitung des Gesetzes der grol3en Zahl zuriickgefiihr~'~J. 
Geht die Streuung s~-~ f ( x - - a ) ~ v ( x ) d x  gegen null, so mul3 auch das 
Integral yon v (x) fiir jedes Intervall, das den Punkt x ~ a nicht enth~lt, 
gegen null, ffir ]edes andere gegen eins gehen. In engerem AnschluB an 
die iibliche Ausdrucksweise der Wahrscheinlichkeitsrechnung w~re dah er der 
Satz etwa so auszusprechen: 

Die Wahrscheinlichkeit da/~r, daft der Durchschnitt yon n unab- 
hdngigen Ziehungsergebnissen hgehstens u m s  yon seinem Mittelwert ab- 
weicht, geht bei /estem, beliebig ]cleinem e, abet unbeschrdnkt wachsendem 
n, gegen 1. 

Mit fast unver~nder Wortlaut gilt der Satz aueh fiir mehr- 

dimensionale Verteilungen. 

w 9. 

Das Bayessche Problem und seine Verallgemeinerung. 

1. B a y e s s e h e s  P r o b l e m .  In ~hnlicher Beziehung wie die yon 
L a p l a c e  gegebene LSsung des Bernoul l i schen  Problems zum ersten 
Fundamentalsatz, steht die ebenfalls yon L a p l a c e  angegebene Form des 

1~) Vgl. A. A. Markoff, Wahrscheinliehkeitsrechnung, dtsch, yon H. Lieb- 
mann, Leipzig 1912, S. 58. - Es sei noch bemerkt, dab mitunter der ganze InhMt 
des Laplaceschen Resuitats, einschiiel~lioh der Konvergenz yon ]A~, gegen die 
GauBsche Funktion als ,,Geset.z der groBen Zahl" bezeichnet ~drd. 

Mathematische Zeitschrift. IV. 6 
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Bayesschen Theorems, die oft auch als eine ,, Umkehrung des B e r n o u l l i -  
schen Satzes" bezeiehnet wird, zum ,,zweiten Yundamentalsatz" der 
Wahrseheinliehkeitsrechnung. Wir geben zungchst eine Darstellung der 
A~gabe und ihrer LSstmg im AnsehluB an die fibliche Ausdrucksweise; 
die Einordnung in das duroh ,,Grundoperationen" und ihre Zusammen- 
setzung, naoh w 8, festgelegte System der Wahrscheinliehkeitsrechnung sell 
i m w  10 erfolgen. 

Ffir eine Urne, die schwarze und weiBe (oder mit null und eins be- 
zeichnete) Kugeln enthiilt, betrage die Wahrscheinliehkeit eines weiBen 
Zuges x (0 < x < 1). In n Ziigen (vor denen jedesmal die vorher ge- 
zogene Kugel zttrfiekgelegt wurde), seien an real ( 0 < a <  1) weiBe 
Kugeln gezogen women. Die Wahrscheinliohkeit dieser Verbindung ist 

Die Fragestelhmg yon Bayes  geht nun dahin: Wenn a bekannt ist, 
welche Wahrscheinlichkeit besteht daffir, dab die n Ziige aus einer Urne 
erfolgten, der gerade die Wahrseheinlichkeit x eines weiBen Zuges ent- 
'spricht? Lap lace  nimmt an, dab die ,,a priori-Wahrscheinlichkeit" eines 
jeden Wer~es yon x dieselbe ist, und setzt die gesuehte Wahrscheinlich* 
keitsdichte w,,(x) an der Stelle x: 

(2) , ~  (x) = c~ [a~(1 - z)~-~ ~, o < ~ _< 1, 
wo C~ so zu bestimmen ist, dab 

1 

(2') f %(x)dx= 1 
o 

wiN. 

Um den a.symptotischen Weft yon (2) fiir sehr groBe ~ zu erhalten, 
ziehen wir unsere S~tze I und II fiber den Grenzwert eines Produktes 
yon Funk~ionen heran. Setzt man 

�9 I'x~ ,-~(1 x~ ~-~ (a) t ; ( ~ )  = t ; (x )  

= 0 ,, x ~ l ,  x < O .  

so geniigen diese f (x )  sgmtlichen Voraussetzungen des w 1, sobald nur 
0 < a < 1. Insbesondere erreicht f ( x )  an der Stelle x == a sein Maximum 
in dem Weft 1 und man hat: 

1 (8') f ( ~ ) - -  1, f ' ( a ) - -  0, f"(a) - - -  ~(1--a)'  
somit naeh (a l)  ~ d  (4) in w ~: 

,, 1 ,) 
(3") sf =s.~ . . . .  - - 2 a ( 1 - - a ) '  rg---~2a(l_a)"  

Da sich w.(x)  nach (2) nut um einen konstanten Faktor yon dem 
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Produkt p , ~ -  fl" ~ fs -.- f,~ unterscheidet und dieser Faktor gemiiB (2') 
zu wghlen ist, so fiihrt unser Satz I zu der Aussage: 

(4a)  w(u)= l imw~  a + u  2a( a) ~_V / n e_~,, / n 

und Sara II zu 

4b)W(u)=limW,~ a + u u  lira w,,(x)dx=7=le- ax=r 

Als N~iherungs/ormeln liir gro[3e n geschrieben, lauten (4 a) und (4b):  

~ (v' l _ol), 

w o ( . ) ~  o, 

Dies ist die sog. Umkehrung des Barnou l l i s chen  Theorems, die in 
der iiblichen Ausdrueksweise besagt: 

Die aus einer sehr gro]3en Anzahl yon Ziehu~wen aus einer Urns 
mit  zweierlei Kugeln er~chlossene Wahmcheinlichke~t da/iir, daft die 
Wahrscheinlichkeit eine8 Einzelzuges x betrSgt, /olgt dem Gau/3schen 
Gesetz. 

Die von L a p l a c e  herriihrende und heute allgemein vorherrschende 
Ableitung dieses -Satzes besteht darin, dab fiir die spezielle, in (3) ge- 
gebene Form der Funktionen /~ die Uberlegungen durchgeftihrt werden 
die uns in w 1 zu dem allgemeinen Satz I gefiihrt habenlr die Geltung 
yon (4b)  wird darm aus (4a)  in meist unzulgssiger Weise erschiossen. 

2. E i n f l uB  u n g l e i c h e r  ,,a p r i o r i - W a h r s c h e i n t i c h k e i t " .  Bayes  
hat  auch den Fall betraehtet, dal~ die Wahrscheinlichkeit der versehie- 
denen Werte yon x yon vornherein nicht dieselbe ist. Nehmen wit an, 
es sei eine beliebige stetige Funktion W(x) gegeben, welche die ,,a priori"- 
Wahrscheinlichkeitsdichte an der Stelle x angibt, dann tr i t t  an 8telle yon (2): 

(~) w,~ (z )=  c~ v, (~,) [~o ( 1 -  ~)~-o] '~, 

wo C,~ wieder aus der Bedingung (2') zu bestimmen ist. Nach dem in 
w 2, 2 abgeleiteten Korollar folgt aber, dab lim w,, sich nut um den 
k o n s t a n t e n  Faktor ya(a) yon dem friiheren Wer~ unterscheiden kann. 
Da dieser Faktor, den wit von null verschieden voraussetzen, bei Bestim- 
mung yon C,~ naeh (2') wieder herausfallen muB: so sieht man: 

is) Ffir -den Beweisansatz yon H. Bruns, a. a. O. S. 232, gilt wieder d~s Lu Fu~- 
note so) Gesagte. 

6* 
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Die Ergebnisse (4 a), (4 b) uncl ( 4 ' a ), (4%) gelten unver~indert, wenn 
eine beliebige stetige, an der Stelle x - - a  nicht verschwindende a priori- 
Wahrscheinlichkeit ]4jr x vorausgesetzt wird. 

E. Czuber  hat unter speziellen Annahmen flit ya erkannt, dal~ der 
Einflt~ yon ya(x) auf w~ bei groJ~em n zuriicktritt17). Der entseheidende, 
allgemeine Wert des Laplaceschen Resultates (4) liegt offenbar erst in 
seiner hier bewiesenen Unabhgngigkeit yon der Annahme fiber die ,,a priori- 
Wahrseheinlichkeit". 

Wenn ya(x) an der Stelle x ~ a eine Unstetigkeit erster Art hat, 
also einen reehten und einen linke~ Grenzwert ya(a-}- 0) = YJ1 und 
~t,(a -- O) = V'~, so ist 

(5')  limw~ a + u }  . . . .  ~ ~] 2~tq ~'/2-a ( 1 e -~" ffir u > 0 

e ffir u <: 0. 

Hieraus folgt der Wert yon W, durch Integration; an der Stelle x ~ a 
gibt es keine bestimmte Wahrsehein]iehkeitsdiohte w (0). 

Wird die a priori-Wahrscheinlichkeit dutch eine arithmetische Ver- 
teilung dargestellt, so kann man wohl fiir endliches n 

7~ 
= - x , > - q  

ansetzen, wobei die Summe fiber alle x, ~ x zu erstrecken und C,, wieder 
aus (2') zu bestimmen ist. Aber man kann daraus nur sehlid~en, dab 
die Einzelwahrseheinlichkeit jenes Wertes x,, der a zun~ehst liegt, mit 
zunehmendem n alle anderen iiberwiegt und unbesehrgnkt nahe an 1 
heranriickk 

3. M e h r d i m e n s i o n a l e r  Fal l .  Wenn die Urnea, aus denen gezogen 
wird, nicht nur sehwarze und weiBe (oder mit Null und Eins bezeichnete) 
~ondern 1, 2 , . . . ,  k wertige Kugeln oder Lose enthalten, so fiihrt die 
Bayessche Fragestellung atff den durch die Korollare I~ trod I I  4 in 
w 2 gedeekten Fall eines Produktes yon Ftmktionen mehrerer Variabler. 
Das ist nicht analog den Verhgltnissen bei der Bernoul l i schen  Problem- 
gruppe, we das Vorhandensein mehrwertiger Lose noeh nieht zum mehr- 
dimensionaten Fail fiihrte (w 7, 4), sondern erst die Betraehtung yon 
Ziehungsserien ats Elementen (w 7, 5). 

Es: seien, x~, x ~ , . . . ,  % die Wahrscheinlichkeiten eines Einzelzuges, 
der ,,eros" bzw. , ,zwei" .  . . . .  k"  ergibt, und es seien tatsgchlich in n Ziigen 

1~) E. Czuber, Wahrscheinlichkeitsrechnung, Bd. I, 3. Aufl., Leipzig 1914, S. 218. 
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n a ~ ,  n %  . . . .  , n a  k mit 1, 2, . . . ,  k bezeichaete Kugeln gezogen worden, 
so dal3 

(~) x ~ + x ~ + . . . + x  k = l ,  a ~ + a . + . . . + a  k = l .  

Die Wahrscheinlichkeit dieses Resultates bei gegebengn x~, x,, . . . ,  x k w~re 
proportional 

" a l  ~2 a (~ ' )  [ ~  x o . . .  ~_~~ ( ~ -  ~ -  ~,, - . . .  - ~ _ ~ )  ~3 

Sind dutch F~ (x~), y~ ( % ) , . . . ,  W~_~ (%_~) die ,,a prlori-Wahrschein- 
lichkeiten" der einzelnen x-Werte gegeben, so hat man als Beantwortung der 
B a yes  schen Frage nach der Wahrsoheinlichkeitsdichte w~ (x~, x, ,  . . . ,  x~_~ ) 
dafiir, dab unter Annahme des durch n a z ,  n a e  . . . .  , n a ~  bestimmten 
Ziehungsresultates die Wahrseheinlichkeiten der einzelnen Kugelarten bei 
x~,  x , ,  . . . ,  x k - ~ ,  % liegen: 

(~")  ~,~(~,  ~ ,  . . . ,  ~_~)  --  c ~  (z~) ~o ( ~ ) . . .  ~_~  (~_~) • 

�9 x%-~(1 - -x l - -x~  xk_1) ~] , [ ~ : , ~ - .  . ~_~ - . . . -  

wobei C~, durch die Bedingung 

(t)'") J'f ... f w,(x~x~...zk_~)d~;~clx~...dx~_~= 1 
zu eliminieren ist. 

Um den asymptotischen Ausdruek fiir (6") zu finden, setzen wir im 
Sinne yon w 2, 4: 

\ a : }  \ % _ ~ /  _ 

fiir 0 < x , < l ,  
= 0 ,  fiir x~=<0, x , ~ l .  

Die Funktion f (x~ . . ,  x~_~) erreicht im Punk~e x~ = ax, x.,. = % . . .  x~_~ 
.... a~_~ ihr Maximum mit dem Weft 1. Man findet 

(7 ' )  f ( ~ ,  ~o, , ~ - ~ )  = ~ ~f . . . .  , o - 7 ( ~ . . . ~ _ , ) =  o,  

o ~ , ( ~ 1 " " a ' - 1 ) = -  ~ + ~  , ~ ( ~ 1 . . . a ~ - 1 ) = - ~  C ' + ~ - )  

und daraus fiir die mit ( 5 " )  in w 2 eingefiihrten GrSgen h: 

1 (t=t=~.) ' / t , , , = ~  ~ + ~ - s  . (7") h,,~, -- 2au 

Setzt man 

( 7 " )  
1 1 
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so besagt unser Korollar I4: 

Z 1 Z,, (8 a) lira % a 1 -~ -7=, a,, ~- - ~ ,  . . 
Z k -  i~ 

�9 , ak-~ + ~ - ~ /  

und analog II~:' 

(8b) 

~ ( 2 ~ )  ;~-i aia~. . .a  k 
- Q  (z~,zu . . . . .  z~_  i)  

e 

limW,~ (ai + 5A_L .. z~-l~ ~=~ v~, . ,  ak-~ + -~-j 

Zl Zk--1 

- gl Z2 Zk__ 1 

Der Faktor vor dem Integralzeichen rechts in (8 b) is~ die Quadrat- 
wurzel aus der Determinante der quadratischen Form Q. Wir haben 
somit als Verallgemeinerung des Laplace-Bayesschen Theorems in der 
iiblichen Darstellungsform den Satz: 

Die  aus  einer sehr gro[3en Zahl  yon Z iehungen  aus einer Urne  m i t  
k verschiedenen Kugelarten erschlossene WahrscheinlicMceit  da/i~r, daft  die 
Wahrscheinl ichkei t  e~nes Einzelzuges  ]eder Kugelar t  bei x 1 bzw. x~ , .  . ., x k 
liegt, /olgt e inem ( I c - - 1 ) - d l m e n s i o n a l e n  G a u f l s c h e n  Gesetz, gleichgi~Itig, 
welche a pr ior i -Wahrsche in l ichke i ten  /i2r die x l ,  x ~ , . . . ,  xj~ a n g e n o m m e n  
~z urden. 

Wit wercteI~ diesen Satz mi~; gewissen Veraltgemeinerungen, im Rahmen 
der in w 8 angedeategen rationellen Begriffsbildung der Wahrscheinlich- 
keitsrechnung, weiter ungen als den ,,zweiten Fundamengalsatz der Wahr- 
scheinlichkeigsreehnung" aussprechen. Hier soll noch eine Folgerung dar- 
gelegt werden, die einem yon Lap lace  formulierten, yon B i e n a y m 6  im 
wesentlichen bewiesenen, speziellen Resultat entspricht. 

4. Lap l ace -B ienaym6sche r  Satz. Laplace  hat als allgemeine 
Umkehrung des Bernoullischen Problems folgende Frage behandelt. Aus 
einer Urne, die k verschiedene, etwa mit 1, 2, 3 , . . . ,  k bezeiehnete Lose 
enthiilt, werden (wie oben) in n Ziigen a i n  Lose der ersten, a ~ n  der 
zweiten . . . . .  , akn  der letzten Art gezogen; die unbekannte Wa]irschein- 
lichkeit eines Zuges der ersten Art sei wieder xl, die eines Zuges zweiter 
Art x~ . . . .  usf~ bis xk, so dal~ wieder die beidea G1. (6) gelten. Setz~ 
m a n  n u l l  
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(9)  z=Z z , 

wobei A der , , scheinbare",  X der ,,wahre" Mittelwert der in der Urne 
enthaltenen Werte heiBt, so wird nach der Wahrseheinl ichl<eitsdichte v,~ ( x )  
dafiir gefragt, da$ die Abweichung X -  A bei x liegt. Der ,,wahre" 
Mittelwer~ X ist niehts anderes als die GrSl~e, die nach der Definition des 
Wahrsoheinliehkeitsbegriffes als arithmetisehes Mittel einer ins Unendliche 
!ortgesetzten Ziehungsserie sich ergeben miiSte. Fiir groSe n folgt v , , ( x )  
nach Lap lace  dem Gaul3schen Gesetz. 

Wit erkennen unschwer in dieser Fragestellung eine spezielle, in dem 
allgemeinen mehrclimensionalen Bayesschen Problem e nthaltene Frage, 
deren Beantwortung mit Hilfe yon (8a) leicht mSglich ist. Integriert 
man n~mlieh w~ (x i, x~ . . . . .  x;~ _ ~) fiber alle Wertverbindungen xi, xe, . . . ,  xk - 1 
bei konstantem X, so gewinnt man die Wahrscheinlichkeitsdiehte fiir das 
Zutreffen des ,,wahren" Mittelwertes X. Die Vertauschung clef Reihen- 
folge des Grenziiberganges zu n ~ oc und der Integration ist zul~sig, 
weft die f in Abschn. 3 auoh alle Voraussetzungen des Satzes II, also 
aueh des Korollars IIe erfiillen. Schreiben wit 

U 
z~ X = A  + - : = ,  

also "~ ~ Z ~ z~, 

so erhalten wit  unter Verwendung yon (Sa):  

) l i r a  v,, ---- 
n ~ v r  

e-~  (z,, �9 ...... ~- ~) dz l  d z , .  . . d z k -  .,_, 

wobei in der dutch (7"') definierten quadratischen Form Q die Variable 
zk- i  dutch die dritte Gleichung (9'). zu eliminieren ist, unter Beachtrmg 
yon G1. (6), die jetzt 

k 

(9'") 

ergibt. 
Ersetzt man die Variab!en z l . . .  z,_1 dutch (neue) x l . . .  xk-~ mit 

Hflfe yon 

( i 0 )  - = x,,,, 
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so en~steht aus ( 9 " )  und (6): 

(lO') xl + x.~-t- . . .  § x k - l = u ,  

und die quadratische Form (7" ' )  geht fiber in 

Q= Z Z , . (~_~)(~._k)x~x~.-= . 

womi~ die neuen Koeffizienten c.~. zufolge (7")  definiert sind dureh: 

(lo"; ' L ..... [ _ L _  ~ j ) c, ,~=~a~(~_~)(~_k ) fiir r  c " ~ - 2 ( " - ~ )  ~" L a~ ~ a, " 

Um des Integral (9") zu berechnen, muB man in den Ausdruck (10"} 
yon Q fiir xk-  ~ den Weft u -- xl --  . . .  --  xk- ~. einfiihren. Dadurch entsteht 
eine Funktion iv (x~, x .~ , . . . ,  x k -  ~) zweiten Grades in den x~ . . .  xk-  ~, die 
man dutch ,,Transformation. auf 1VIittelpunkt" zerlegen kann in eine qua- 
dratisehe Form Q' in den k -- 2 Variablen x~ -- (~ (we die c~, bestimmte 
Konstante) trod ein yon den Variablen ~ 1 - . - x ~ - 2  freies Glied Qn gleieh 
i v  (~'~, ~,'.. . . . . .  c~k- ~) : 

(11) Q :  iv(xz ,  x : , . . . , x ~ - , , . ) = Q ' ( x ~ , x ~ , . . . , x k _ ~ ) + Q o .  

Die Konstaa~te Qo ist geometrisch dadurch definiert, dab die Fl~che 
zweiten Grades Q ~ Qo yon der Ebene (10') beriihrt werden muB. Hieraus 
ergibt sich leieht fiir Q o der Weft  

D 
(11') Qo D ~ § 2 4 7 2 4 7  

we D die De~erminante ic,~.]der quadra~isehen Form Q, D,, diejenige 
Determinante bedeutet, die aus i c, ~ I hervorgeht, wenn darin die m - t e  
Spalte durch lau~er l e t  ersetzt wird. Fiir die dureh ( 1 0 " ) g e g e b e n e n  
Werte yon c~ finder man: 

Dm 
(11") -D -- -- " ak' D - - 2 a , .  -- 

mid daraus 

( 1 1  " u ~- - -  "~ _____ _ _  

Da des Integral in (9") bis auf einen konstanten (yon u unabh/ingigen) 
Faktor gleich e-Q0 ist, hat man 

12 ") lira v~ = e -  ~-~ rait r = 

23-r  ( m -  A)ea,~ 
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Dies ist im wesentliehen das yon L a p l a c e  angegebene Resultat, fiir 
das I. J. B i e n a y m ~  einen allgemeinen Beweisansatz gegeben hat~S). Wir 
kommen aui die Bedeutung dieses Satzes und seiner Verallgemeinerung in 
w 10, 4 zuriick. Olme weiteres erkennt man, dal3, wenn die/c verschiedenen 
Kugelarten statt  n i t  1, 2 , . . . ,  k, n i t  irgendwelchen Zahlen b~, b~ . . . . .  b k 
bewertet wiirden, nut in der Definition yon A ,  X und r,~, GI. (9) and 
(12) b,, an Stelle yon m zu setzen wire. 

w 10. 

Der zweite Fundamentalsatz.  

1. A b h i n g i g e  K o l l e k t i v s :  Zwei Kollektivs kSrmen in verschiedener 
Weise so miteinander verkniipft sein, dal~ die Verteilung des einen eine 
Funktion auch des zweiten ~e?kmales ist. In diesem Falle sagen wit, 
die Kollektivs seien voneinander ,,abhiingig". Bei der Definition der 
, ,Verbindung" in w 8, 2 wurde ausdriicklieh bemerkt, dal~ es sich um 
unabhiingige Kollektivs handelte; wit wollen jedoch die Definition jetzt 
auch auf abhingige ausdehnen. Ein einfaches Beispiel  is~ folgendes: In 
einer Urne mSgen sieh a weil3e and b schwarze Kugeln befinden und es 
sei die iibliehe Annahme berechtigt, dal~ die Wahrscheinlichkeit eines weiJ3en 
Zuges a: (a - j -b)  sei. Das erste Kollektiv, das wir bier betrachten, be- 
steht aus den einzelnen Ziigen aus der Urne, so dal3 seine Verteilung dutch 
I) 1 (0) : a: (a -j- b); ~1 ( l )  = b: (a -j- b) gegeben ist. Das zweite Kollektiv 
bestehe aus einer Reihe yon Einzelziigen, die derart erfolgen, dal3 vor 
jedem Zug iedesmal eine Kugel, dutch einen Zug als Element des ersten 
Kollektivs, aus der Urne entfernt wire  Gilt i n n e r  noch die Annahme, 
dal3 die Wahrscheinlichkeit tier Anzahl der betreffenden Kugeln in der 
Urne proportional ist, so haben wit 

t ~ , 2 ( O ) = ( a - - 1 ) : l a - - ~ - b - 1  ) oder a : ( a - J - b - - 1 ) ,  
(i) 

l ) e ( 1 ) = b : ( a - j - - b - - 1  ) oder ( b - - 1 ) : ( a Q - b - - 1 ) .  

Die ersten Werte gelten, welm beim ersten Zug eine weil3e, die 
zweiten, wenn beim ersten Zug eine sehwarze Kugel gezogen wurde. Nennen 
wit x 1 das Merkmal des ersten Kollektivs (x 1 -- 0 weil3, x 1 = 1 schwarz), 
x., das des zweiten, so ist die Verteilung V~ Funktion yon xl and x..,: 

~ = 0  (x~ < 0) 

(I') I~=l (i s x~) 

V _= a + b _ i n - 1  b e i x ~ = 0 ,  ~ - -  a + b _ beix~---1,  (0__<x.,.-<l). 

~) M@m. d. savants ~trangers, Paris, t. V, 1838, S. 513 uad t. XV, 1858, S. 615. 
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Allgemein betrachten wir jetzt Verteilungen, die yon einem ]c-dimen- 
sionalen Parameter ~ abhdingen, wobei der Querstrich wieder bedeuten 
soll, dal~ ~ fiir eine Reihe yon /c skalaren Variablen als Symbol gesetzt 
ist. Unter V(5; .y) wollen wit also eine Funktion verstehen, die fiir gewisse 
gegebene Werte (oder Wertsysteme) yon j ,  hinsichtlieh 5 die Bedingungen 
des w (~, 4 erfiillt: n~imlieh in bezug auf jede Komponente yon 5 monoton 
ansteigt, fiir 5---- - - ~  den Weft null, fiir ~ = cc den Wert 1 annimmt 
und iiberatl gleieh ihrem oberen Grenzwert ist. Ist der Parameter ~ einer 
Verteilung Y"(5"; / / )  gegebene Funktion des Merkmales 5 '  eines andern 
Kollektivs, so sagen wir das erstgenannte Kollektiv sei yon dem zweiten 
abh~ngig. Andrerseits sprechen wir yon einer Schar yon Kollektivs, indem 
wir alle Kollektivs, deren Verteilungen V"(5" ;  ~) dureh die versohiedenen 
mSglichen Werte yon ~ festgelegt werden, ins Auge fassen. 

Die Verbindung eines Kollektivs mit einem yon ihm abh(ingigen, 
bzw. mit einer Schar yon Kollektivs, erkl~ren wir analog der Definition 
in w 7, 2 wie folgt. Es seien e~, e l , . . ,  die Elemente, .~' das Merkmal, 
V ' [~ ' )  die'Verteilung des ersten Kollektivs. gedem Wert yon 5 '  ist ein- 
deutig ein Wert des Parameters ~ zugeordnet, der in der Verteilung 
V"(~"; ~) einer Schar yon Kollektivs auftritt. Diese Sehar babe die 

, !  2 ,  Elemente e~, ee . . . .  , deren Merkmale die Werte yon 5" sind. 5edes 
Element e, der Verbindung sei eine Kombination eines ej mit einem e'~, 
wobei das letztere aus jener Elementfolge (der Sehar yon Elementfolgen) 
entnommen ist, deren ~]-Wert dem ~,'-Wert des betreffenden e'  entspricht; 
~Ierkmal yon e sei die Zusammenfassung von 5 '  und 5". Die Verteilung 
V(5), wo 5 die Zusammenfassung von Z' und 5" bezeieImet, ist dann 

2) r(5) = f r"(5"; d 

wenn ~' der dem ~' zugeordnete Weft yon ] i s t .  Aus (2) folgt im Falle 
der Unabh~ingigkeit, d.h. wenn V" die zweit'e Variable nieht enth~lt, der 
speziellere .4msatz (6) yon w 7. Sind die gegebenen Verteilungen ,,geo- 
metrisch" und die Wahrscheinlichkeitsdichten v ' (5 ' )  und /)"(~; ~), so 
folgt aus (2): 

(2') ,"(5"; 
Sind die V' trod V" arithmetisch, so hat man analog: 

(')") = , " ( z " ;  

Beide ~[ale bezeichnet ~' den dem 5' zugehSrigen Wert yon ~]. In 
der iiblichen Ausdrueksweise lautet (2"), wie bel~an~t, so: Die Wahr- 
scheinlichkeit emes aus der Verbindung zweier abh~ngiger Ereigaisse be- 
stehenden Ereignisses ist das Produ~ aus tier Wahrscheinlichl~eit des 
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ers~en real der des zweiten, wobei diese unter der Annal/me, dal~ das 
erste eingetroffen sei, berechne~ werden mul~) .  

Auf die n~here ErSrterung dieser Definitionen und Behauptu~gen, 
namen~lich auf ihre Anwendbarkeit bei empirischen Beobaehtungsreihen, 
gehen wir hier nicht ein. 

2. K r e u z u n g  yon Ko'l lektivs.  Unter der Kreuzung yon n Kol- 
lelctivs mit /~, ]~e,...,/r ~[erkmal, die alle yon einem ein- 
zigen k-dimensionalen Kollel~tiv abh~ngen, mit diesem verstehen wit die 
Zusammensetzung aus de,r Verbindung der n ~ 1 Kolle]~tivs (dutch welehe 
ein /~ d- k~ ~-/c~ 4- . . .  -~-/~,~ dimensionales entsteht ) und einer darau] ]olgen- 
den Te~lung, die nut das/r Merkmal fibrig l~l]t. Nehmen wir, 
urn uns einfacher ausdriicken zu kSnnen, zun~ehst an, s~im~liche Ve :teilungen 
seien arithmetisch und dutch die Einzelwahrscheinliehkeiten t~ (~), t~ ( ~  ; ~ ), 
t~_ (~.~ ; ~e), . . . ,  ~, (5~ ; ~ )  gegeben, so t~edeutet die Einzelwahrscheinlichkeit 
lye, (5) der Kreuzung, wo die ~ gegebene Funktionen yon 5 sind: 

folgendes: Die Wahrscheinlichkeiten D1, 92 . . . .  ,9,, daffir, bei n verschiedenen 
Ziehungen die Ergebnisse xl, bzw. ~-~ . . .  ~ zu erhalten, h~ngen yon einer 
einzigen Variablen ~", oder yon einer ,,Ursache" 5 ab, fiir welche eine 
,,a priori-Wahrschein]ichkeit" ~(5) gegeben ist. Man fragt nach der 
,,a posteriori-Wahrscheinlichkeit" m~, (5) tter Ursache ~, gesti~tzt au] 
bestimmte Ziehungsergebnisse, die in einem gegebenen Wertsystem der 5~, 
~ , , .  : . ,  ~. zum Ausdruck kommen. Es wird nach (2") mit Rficksicht auf 
(5) in w s: 

wobei man ffir x~, x~ . . . .  , ~, die gegebenen Werte einzusetzen und die 
konst, aus der Bedingung zu bestimmen hat, dal~ die fiber alle mSglichen 
5-Werte erstreckte Summe der lv,~(~) gleich 1 wird. 

Im allgemeinen Fall beliebiger Verteilungen V(5) ,  I~ ( ~ ;  ~ ) ,  
I~ (5~; ~ ) ,  . . . ,  I:(5,~; ~,) mu~ ffir jeden der n YlerkmalrSume der Ver- 
teilungen ~] bis ~ eia Raumteil R~, _Re,..., _R~ vorgegeben sein, ffir den 
die ,,Teilung" oder ,,Aussonderung" zu bilden ist. Setzen wit das fiber 
_R. erstreckte Integral yon d V :  

('~") f d v ( ~ ;  ~ . ) -  t:(~),  (~ =- 1, 2 , . . . ,  n), 
(~,, ) 

~) Vgl. z. B. A. ~Iarkoff, Wahrseheinlichkeitsrechnung, Dtsch. v. H. Lieb mann, 
Leipzig 1912; S. 12. 
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wo bei der Integration ~]~. festzuhalten ist, so wird die gesuchte Verteilung: 

(4) = ko  t. / 

die Integration erstreckt fiber alle ~, ffir welche 8 (~) ~ x  ('). Dabei be- 
deutet ~ den nach (3) zu 5 =  ~ geh5rige Wert yon ~ .  In dem oben 
exwghnten Fall arithmetiseher Verf~ilungen war angenommen, cla$ jedes 
R~ nut einen Gitterpunkt des betreffenden Merkmalraumes einschliel3t. 

In dieser Festlegung der ,Kreuztmg" als einer speziellen, zusammen- 
gesetzten Operation, dutch die ein neues Kollektiv aus gegebenen abgeleitet 
wird, liegt ein wesentlicher Unterschied zwisehen unserer Grundlegung der 
WahrseheinIichkeitsreehnung und der sonst fiblichen Auffassung, in der die 
Wahrsdaeinliehkeit ,,der Ursachen" od_ dgl. ein ganz besonderes, auf andere 
Er/ahrttngs- und Erkenntnis~ellen zuriiekgehendes Kapitel der Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung bildet. Doeh sell h.ier auch darauf nicht welter 
eingegangen werden. 

Weml die dureh (3) dargestellten Abh~ngigkeiten durchaus linear sind: 

nennen wit die Kreuzung eine ,,lineare". Aueh hier kSnnte man an Stelle 
der skata~en GrS$e h~ eine Matrix gesetzt denken. 

3. Der  zwei te  F u n d a m e n t a l s a t z .  Dez zweite Fundamentalsatz 
der W ~ e i n f i c h k e i t s r e c h n u n g  enth~lt eine allgemeine Aussage fiber die 
Verteilung W~(5) , za der im Limes fiir n ~  co die fortgesetzte lineare 
Kre~zung yon n Kollektivs mit einem, yon dem sie alle abh~ngen, fiihrt, 
vorausgese~zts cl~ alle Abh~ngigkeiten an derselben Stelle ihre Extrem- 
wert~ erreichen. Um den Sa~z kaarz aussprechen zu kSnnen, fiihren wir 
den Begriff der ,,ffir die Kreuzung normalen Verteilungen" und einer 
,,gleiehm~iBigen Fotge" sotcher Verteilungen eilu 

Eine yon einem Parameter ~ abh~ngige Verteflung V~(~; ~) sell als 
]fir die Kreuzung normal bezeichnet werden, wenn ffir einen Raumtefl 
B~ im 5-Raum, fiir den 

(5) f d~(~; y) = f~(y) 

nieh~ +ersehwindet, diese Funktion folgende EigensehMten aufweist: 

�9 1. An einer im Endliehen gelegenen Stelle ~--= ~ besitzt f~. ein 
endliehes Maximum veto Betrage A~ und encUiehe Abteilungen der drei 
ea~en Ordnunge~ (under deaea die der ersten Ordnung verschwinden, die 
der zweibea eine ni,~.~ positive ctmulratisehe Form mit den Koeffizienten 

o sr bestimmen). 
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2. Aui]erhalb der Stelle ~ ~ ~. bleibt f~ unterhalb A~. (d. h. fiir 
I Y -- ~. ~L > e ist A~ -- f~. > ~., wo ~. > 0 nur yon e abh~ngt) und im Un- 
endlichen verschwindet f~ mit einer positiven Potenz ~ yon I Y [" 

Eine unendliche Folge derartiger Verteilungen dersetb6n Dimension 
soll gteichmdflig bellmen, wenn folgendes zutrifft: 

1. Die Folge der Komponenten yon 5~., der A~ sowie aller Ab- 
leitungen der f~. an der Stelle ~ ~ g~ his zur dritten Ordnung einschlie~lich, 
ist beschr~nkt; die Folge der aus den negativ genommenen zweiten Ab- 

leitungen gebildeten quaclra~ischen Formen ~ s(~,~-) y(')y(;.) hat eine yon 
k = l  

null verschiedene untere Schranke fiir jedes :~ =~ 0. 

2. Unter den positiven Zahlen 5, und r~.~. gibt es je einen yon null 
verschiedenen Kleinstwert ~ bzw. a. 

Unter Verwendung dieser Bezeichnungen t~l~t sich der z w e i t e  
F u n d a m e n t a l s a t z  der  W a h r s c h e i n l i c h i e i b s r e c h n u n g  wie folg4 
aussprechen: 

Die ]ortgesetzte lineare Kreuzung unendlich vieler Kollelctivs, deren 
Verteilungen eine gleichmdflige Folge /i~r die Kreuzung normaler Ver- 
teilungen bilden, mit einem beliebigen k-dimensionaten Kollektiv yon 
stetiger Verteilungsdichte, bei konstanten, oder wenigstens in endlivhen 
Grenzen liegenden Verhdltnissen h~ : h~ : h a : . . .  in Gleichung (4 ' )  und 
einem fi~r alle z gleichen Wef t  der Di~erenz ~ -- ~ ,  /i~hrt au/ das 
G a u fl sche Gesetz : F,s lg flt 8ich stets eine yon n a~hdngige K oordinaten- 
trans/ormation im k-dimensionalen Raum yon ~ in ~ (Verschiebung des 
Anfangspunktes um ~ . -  ~ ,  Drehung der Achsen und Ver~nderung der 
Maltst~be) angeben, so daft die Wahrscheinlichkeitsdichte w ,  ( ~ ) der n - ten 

2 
Kreuzung ira Limes/i~r n ~ oo proportional e - ~  -u~- ...-u~ vztcl die Ver- 
teilung selbst gleich dem Produkte r ( u~ ) . r . . .  q~(u~) wird, wo r ( u ) 

~t 

die Gauflsche Funkt ion  1 (e_~,dx" 

Der Beweis dieses Satzes fiir den Fall / r  1 und die Annahme 
h 1 = h e . . . . .  h,, wird unmittelbar dutch die in w 1 gegebenen Beweise 
ftir die Behauptungen I und I I  gedeckt. Die Voraussetzungen, die in der 
FestIegung der ,,fiir die Krettzung normalen" Verteilungen trod ihrer 
,,gleichm~l~igen" Folgen eingeschlossen sind, s~immen im wesentlichen mit 
den in w 1, 2 gegebenen iiberein: Dal~ das Maximum yon f,  nicht eins, 
sondern gleich A,  angenommen wurde, ~ndert nichts, da bei der ,,Teilung" 
der Koltektivs der Faktor heraus~ltt. Start der Voraussetzung (~2) bzw. 
(b2)  yon ~w 1 haben wir jetzt der Einfach_heit halber die Existenz bzw. 
Beschr~nl~heit der dritten Ableitungen gefordert, was nur etWas strenger ist. 
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Die Ausdehnung auf meErdimensionale F/ille ist in w 2, 4 behandelt, die 
naheliegende Erweiterung dutch Einfiihrung der untereinander verschiedene~x 
Mttltiplikatoren h~ in w ,6, 5 erw~hnt worden. Die ~ in Gleichung' (4') 
fallen aus tier Rechnung vSllig heraus, wenn man von vornherein statt ~ 
die Variable :y~ -4- c~ -- 5,~ einfiiErt. 

4. Anwendungen.  Zwei t e r  Satz der Feh l e r t heo r i e .  A]s An- 
wendu~gen des zweiten Fundamentalsatzes kSanen vor allem die im voran- 
gegangenen Paragraphen behandelten Probleme gelten. Der eindimensionale 
Bayessehe Fall ist in der Weise aufzufassen, dal~ kleine Gruppen, etwa yon 
n' Ziehungen, das Element eines Kollektivs bilden; das zugehSrige Merkmal 
ist die~ tt~ufigkeit a~ der gezogenen wei~en Kugeln, Parameter die Wahr- 
seheinlichkeit x eines weii3en Einzelzuges. Die Fanktionen fl, fz . . . .  sin.d 
alie antereinander gleich and im Bereiehe 0 < x < 1 durch [x~ (I --x),--l< 
definiert. Die ganze weitere Reohnung zeigt nur eine unbedeutende ~nde- 
rang gegen die in w 9, I durchgefiiErte. Fiir die Saehe selbst ist es wesent- 
lieh, da~ bei den attfeifianderfolgenden Grupt3en yon Ziehungen die relative 
t~ufigkei~ a~ konsfiant bleibt. Dagegen ist der Fundamentalsatz ohne 
wei~eres anwendbar und fiihrt zu dem gleiehen Ergebnis, wenn der Umfang 
der Gmppen beliebig in endlichen Grenzen wechselt, da man ja immer 
Funk~onen ~ f bekommt, die den Vorauss_etzungen geniigen und an derselben 
Stelle x = a ,  ihr Maximum haben. Die Erweiterang bzw. Pr~zisierung 
des Bayes-Laplaeeschen Theorems, zu der unsere Untersuchungen uns 
i n s ~  setzen, erstreekt sich somit naeh folgenden drei Riehtungen: Aus- 
detmung atff m ~ e  Di?nensionen und damit Zurficldiihrung des Laplace-  
Bienaym6~chen Sat~s auf ein "allgemeineres Theorem, Zul~issigkeit be- 
lie~ger a ~ - W a h r s c h e i n l i c ~ k e i t ,  endlieh Festlegung des einzig wesent- 
lichen Kriteriums, da$ n~mlich im Verlaufe der unbesehr~nkt fortgesetzten 
Zidnungen immer wieder Gruppen mit des gegebenen oder angenommenen 
Hdufigkeitsverteilu~g a~, a2, . . .  auftreten. 

Wie der erste Fundamenta]satz zu dem flit die Gau/3sche Fehler- 
t ~ i e  grundleganden Satz fiiErte, da$ die WaErseheinlichkeit ~eines als 
Summe seer vieler Elementaffehler sich bildenden Fehlers dem Exponential- 
gesetz geaiig$, so liefer~ der zweite ein Resultat, das flit die Anwendung 
tier Fehler~heorie unentbeErlich ist, und yon' dem man stets -- allerdings 
meisr anf~r u162 auf jede Beweisfiihrung.- Gebrauch macht. Die 
Frage llegt w~e foIgt, t~Ian hat ei~e Gruppe yon n'  Beobachtungen fiir 
eme unbek~am!te GrS~e durchgefii~t; a~n' ergaben den Wert b~, a~n' 
den Weft b~ . . . ,  a~n' ,den Wer~ b~; ge/ragt wircl hash der Wahrschein~ 
ticld~eit dafiir/ daft dsr ,wahre '~ Weft dex~ Unbekannten bei x liegt. Wie 
immer das Fehlergesetz aagenommen wird, es gib~ gewisse Wahrscheintich- 
keiten xx, $~ . . . .  , x k 'lift das Auftreten tier einzelnen Beobachtungsresultate 
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b~, b e , . . . ,  b~, und wenn wir den ,,wahren" Wert x mit dem Mittelwer~ 
k 

...j~x~b~ der dutch die x~ bestimmten (arithmetischen) Verteilung iden- 
m----1 

tifizieren, haben wir fast genau die in w 9, 4 behandelte Aufgabe. Setzen wir 

k k . 
(6) 

so wird die Wahrscheinlichkeitsdichte dafiir, da~ der wahre Wert bei x 
liegt, falls die Gruppe yon n'  Versuchen hinreichend oft wiederholt wird, 
asymptotisch gleich 

(~ -A)'- p 1 ( 6 )  . 

Denn dies ist nichts anderes als Gleichung. (12) vonw 9, mit der Be- 
zeichnung (6) und der am Schlul~ yon w 9, 4 erw~hnten Erggnzung, in 
Gestalt einer N~iherungsformel geschrieben. Ebenso w ie im einfachen 
Bayesschen Fall kann man yon diesem Ergebnis immer da~m Gebrauch 
machen, wenn eine gro~e Zahl n yon Einzelbeobachtungen vorliegt. Wie 
man sich diese in Gruppen yon n '  Beobachtungen geteilt denkt, ist gleich- 
giiltig, wenn man nut annimmt, clal~ in jeder Gruppe die gleichen tIiiufig- 
keiten a~, a~., . . . ,  a~ auftreten. 

In der Regel sucht man in der Fehlertheorie das Restfltat (6') da- 
dutch zu gewinnen, da~ man schon yon demFehlergesetz e -h'*'* ausgeht. 
Auf diese Weise erhglt man wohl durch eine ganz einfache Uberlegung 
fiir ~ den Ausdruck ' 

h - h "~ (~ - A) ~ , 

abet da]3 und wie hier das ,,Pr~zisionsma~" h dutch die aus den Beob- 
achtungen abgeleitete StreuungsgrSl~e s ~ zu bestimmen ist, bleibt eine 
ganz willki~rliche Annahme. Erst die Aawendtmg des zweiten Fundamental- 
satzes fiihrt zu dem zweiten, entscheidenden Satz der l~ehlertheorie: 

Die a us einer groflen Zahl yon Beobachtungen zu folgernde Wahr- 
scheinlichkeit des ,,wahren" Wertes x wird durc, h das Gau fl sche Gesetz (6') 
dargestellt, wobei A den Mittelwert und s ~ die Streuung der Beobachtungs- 
ergebnisse bedeutet. 

5. Das zwei te  Gesetz  der  groBen Zahl. Wie in w 6 als ein 
Teilergebnis der Untersuchungen, die zum .ersten Fandamentalsatz fiihrten, 
das bekannte Gesetz der grol~en Zahl gewonnen wurde, so kSnnen wit 
jetzt -- ebenfalls unter Beschrgnkung auf ganz einfache Ober legungen-  
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ein vollkommen analoges Gesetz i~ber die [ortgesetzte lineare Kreuzung 
yon Kollek~ivs aussprechen. 

Gehen wit etwa yon der asymptotisch richtigen N~herungsformel (4') 
in w 9 aus und fiihren wir dabei den Wert r,~ aus (3"), w 9 teilweise 
wieder ein, so haben wir als Au~sage des Lap lace-Bayesschen  Satzes: 

. r~ e-r~(x-a)" ==-~-er~ 2 a ( 1 - a )  

Hier ist charakteristisch, da~ der Faktor yon ( x - - a )  ~" im Exponenten 
mit n ins Unendliche w~chst, ganz so wie ia Gleichung (9) oder (9')  von 
w 8 bei der Durchschnit~sbildung. Es folg4 aus (7), da~ das yon a -  e 
bis a d-e erstreckte Integral y o n  w,,(x) bei beliebigem festem s mit 
wachsendem n gegen 1 gehen muff, cL h. aber nichts anderes, als dait die 
S~reuung de~ dutch w,(x)dargestellten Verteilung unter jeden Betrag 
sinkt (w 8~ 6). Nun ist leicht zu sehen, da~ dies ganz allgemein flit jede 
Kreuzung v on sehr vielen Verteilungen (mit gleicher Scheitelstelle) gelten real3 
wean man wesentlich nur voraussetzt, dalt die Summe der zweiten Ableitungen 
in den Scheite]punkten mit n ins (negativ) Unendliche geht. Denn der 
zweite Fundamentalsatz beruht auf den im I. Tell dieser Arbe~t bewiesenen, 
Behauptungen I und II. Es ist abet in w 1, 6 ausdriicklich gezeigt, da~ 
alas Integral des Produktes p,(u) yon n Funktionen flit feste, endliche 

Grenzen voa u gebildet, mi~ wachsendem n gegen V~ geht, w~hrend der 
Beitrag gum Integral, den die aul~erhalb liegenden u-Werte ~ liefern, unter 
jeden Bering. sinkt. Da nun die Variable u sich wesentlich dutch den 
FakCor r,~ gleich der Quadratwurzel aus der halbert negativen Summe der 
zweiten Ableitungen, yon x -  a unterscheidet, erkennt man, daI~ in allen 
F~llen, in denen die Behauptung II anwendbar ist, w,(x) die behauptete 
Eigenscha~t besitzt. Wit haben so den folgenden, als zweites Gesetz der 
groffen Zahl zu bezeichnenden Satz: 

Die ]ortgesetzte linsare Kreuzung yon n abhdngigen Kollektivs mit 
gte~.er Scheitelstelle, ]i2r welche die Su~nme der zweiten Ableitungen nach 
dam Parameter an der Scheitdstelle ins Unendliche geht, ~i~hrt zu Ver- 
teilungen rnit unbeschrdnkt abnehmender Streuung. 

Wotlte man sich vSllig clem Gedankengang yon w 8, 6 anschlie]]en, so 
miil]te man davon ausgehen, dal] (w 1, 3) die zweite Ableitang yon Pn(Ul 
an der Scheitel~etle konstant - - 2  ist, dal] daher die yon w~,(x), da sie 
sich ~ den Fakt~r r~ unt~rscheidet, negativ unendlich wird. Dann kann 
~ a  wr schIie~en, da~ auch di:e Wene yon w~(x) in endlicher Um- 
gebung des Scheitels -- hSehstens bis auf Punkte, die eine Nullm~nge 
bilden -- gegen null gehen usf. In der iibtichen Au~sdrucksweise der Wahr- 
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scheinlichkeitsrechnung w~re das zweite Gesetz der grofen Zahl e~wa so 
auszusp~echen: 

Die aus einer groflen Zahl n yon Beobachtunge~ erschtossene Wahr- 
scheinlichkeit da/i~r, daft eine beobach~ete Gr6fe um hSchstens e yon ihrem 
wahrscheinllch~ten Weft abweicht, geht bei ]estem, beliebig kleinem e, 
"abe~ unbeschrdn~ waehsendem n,  gegen 1. 

Dieser Sa~z, wenn er auch nicht ausdriicklich formuliert, geschweige 
denn bewiesen wurde, ist seinem wesentlichen Inhalt nach der heutigen 
Wahrscheinlichkeitsrechnung doch nich~ ganz ~remd. Es gilt, wie man 
leicht sieht, mit fast unver~ndertem Ausdruck fiir den Fall mehrdimen- 
sionaler Verteilungen. 

(Einge~ngen am 31. August 1918.) 
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