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I. E i n l e i t u n g .  

In diesen Annalen, Bd. 58, 59 und 62 hat Herr Schoenf [ i e s  wichtige 
Beitr~ige zur Kl~rung der Analysis Situs der Ebene geliefer~, welche er 
sparer im vierten und fiinften Kapitel des zweiten Teiles seines mengen- 
theoretischen Berichtes zusammeugefaB~ hat. Unter seinen Resul~aten sind 
besonders die Pr~zisiernng und Umkehrung des Jordanschen Kurvensatzes 
a|s ~ul~ers~ wertvoll zu bezeictmen. Sie erSffnen die MSglichkeit zu 
allgemeinerer und strengerer Begriindung yon versehiedenen Gebieten der 
Mathematik. 

Wenn nun abet die Schoenfliessche Theorie der einfachen geschlossenen 
Kurven, sowie der yon solchen begrenzten Gebiete einwandfrei ist, yon 
seinen Ergebnissen, insoweit sie geschlossene Kurven und Gebiete aUgemeiner 
Art betreffen, l~Bt sich dasselbe nicht behaupten. Hier sind mehrere 
seiner Resultate falsch, andere zwar richtig, aber ungeniigend begriindet. 
Ich glaube dies am deutlichsten zu beleuchten, indem ich zuniiehst einige 
Punktmengen konstruiere, welehe Eigenschaften besitzeh, die nach der 
Schoenfliessehen Theorie unmiiglich sein wiirden, und nachher diese Theorie 
systematiseh kri~isiere; dabei schlieBe ich reich haupts~ichlich dem Be- 
richte an, wo tier S~off natiirlicher geordnet und vollstiindiger dargestellt 
erscheint, und verweise auf die beziiglichen Stellen der Annalen nur 
gelegentlich.*) 

*) Ich hebe ausdrfickMch hervor, d~B diese Arbeit den hohen Weft tier Schoen- 
ttiesschen Untersuchungen keineswegs zu beeintr~chtlgen sucht. Nut ihre g~oi~e Tr~g- 
weite ha~ reich zu dieser Kritik veranlai~t, welche fibrigens den umfangreiehsten Teil, 
n~.mHch die Theor/e der einfachen Kurven, nicht wesentlich ~rifft. 
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II. 
iiuBere Randkurve .  

Ein Beispiel eines solchen Gebietes liefert das Gebiet J 
in Fig. 1. Es wird erhalten, indem man einen einfachen 
Kurvenbogen nach beiden Seiten fortsetzt und beide Fort- 
setzungen, ohne dab sie einander treffen, spiralsrtig um 
einen und denselben Kreis herumwindet. 

Einfach zusammenht tngende  Gebiete  ohne  geschlossene 

III. Gesehlossene Kurven, welehe sich in zwei uneigentliche 
Kurvenbogen*) zerlegen lassen. 

Ffir die in Fig. 2 (Tafel I) schematisch gezeichnete geschlossene Kurve 
wird das ~uflere Gebiet gebildet yon demjenigen Tell der Ebene, welcher 
auBerhalb des Hauptrechteckes liegt, sowie yon den schwarz schraffierten 
Teilgebieten des Hauptrechteckes; das inhere Gebiet ist alas rot schraffierte 
Teilgebiet des Hauptrechteckes. Diese schraffierten Gebiete werden in 
folgender Weise erhalten. 

Das erste schwarze @ebiet ist ein in der Mitre der Grundlinie 
des Hauptrechteckes in der Weise aufgerichtetes Teilrechteck, dab der 
zweimal umgebogene weil]e Streifen, wetcher iibrig bleibt, in seinen drei 
Teflen dieselbe Breite besitzt. 

1 
Das Verh~il~nis seiner (~rundlinie z~ der des Hauptrechteckes sei gaq- i  ; 

daun hat der weiBe Streifen eine Breite ~ a~ wenn a die L~nge der 

Grundlinie des Hauptrechteckes ist. 
Jetzt zeictmen wit  den zwischen den Querschaitten P1/ ) I '  und 

Q, Q~' enthaltenen Teil des roten Gebietes. Er  besteht aus einem Streifen 
1 

yon der Breite 2~-~-~. ~ - _ ~  a, und seine Grenze verl~uft fiberal] im Ab- 

*) Ffir ,,Kurvenbogen" mSchte ich einen weiteren Begriff, als den yon Schoenfiies 
im Bericht II S. 128 eingeffihrten, vorschlagen: ich m~chte n~mlich einen Kurven- 
bogen definieren dutch zwei Schni~te in einem zyklischen, abz'~hlbaren, iibera]] dichten 
Ordnungstypus yon ffir das innere (bezw. ~u~ere) Gebiet erreichbaren Punkten. Der 
Schoenfliessche Begriff lhBt sodann unter diesen Schnitten nut durch erreichbare 
Punkte gebildete zu. Eine v6lllg verschiedene Definition gibt Sohoenflies in den 
GSt~. Iqachr. 1904 S. 516 und in den Math. Annalen Bd. 59, S. 147. Diese scheint mir 
aber durchaus zu verwerfen, well sich nach ihr jede nirgends dichte perfek~e 
zusammenh~ngende Menge mi~ einer~ einzigen Komplement&rgebiete als Kurven- 
bogen auffassen l~l~t, 

Unter einem uneigentlichen Kurvenboge~ m~ehte ich einen solchen dutch zwei 
Schnitte definie.rten Kurvenbogen verstehen, welche die ganze gesehlossene Kurve 
enth~lt, und im entgegengesetzten Falle sprechen yon einem dgentliche~ Ku~'venbogen. 
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stande ~ a parallel der Grenze des ebengenannten weiBen Streifens, 

in dora er enthalten ist. 

Das zweite schwarze Gebiet wird jetzt in der Weise um den bisher 
gezeichneten Tell des roten Gebietes auBen herumgelegt, dab links auf 
der Grundlinie des Hauptrechteckes angefangen, und rechts auf der 
HShe yon Q1 QI' aufgehSrt wird. Dieser Streifen hat wieder eine Breite 

gleich 1 d ~ - i  yon der dee weiBen Streifens, in die Mitre dessert er 

hineinge]egt wird. 
Die beiden jetzt existierenden schwarzen Gebiete lassen im Haupt- 

rechteck einen seehs Mal umgebogenen Streifen fret, und das rote 
Gebiet wird jetzt in der Weise fortgesetzt, dab es auch die bisher yon 
ibm freien Teile durchzieht, und zwar diese in ihrer Mitre und unter 

1 ton Teiles ihrer Breite. Das rote Gebiet wird Hinwegnahme des ~---~ 

also fortgesetzt veto Querschnitt Q1 QI' his zuin Querschnitt Q~ Q~', 
welcher denselben Abstand yon der Grundlinie des Hauptrechteckes besitzt, 
wie die vertikale Grenze in Q2 veto zweiten gestreift scbraffierten Oebiet. 

In dieser Weise wird fortgegangen. Abwechselnd wird ein neues 
schwarzes Gebiet um den schon erhaltenen Tell des roten Gebietes 
aut3en herumgelegr wobei ganz links auf der Grundlinie des Haupt- 
rechteckes angefangen, und auf derselben Hiihe mit dem bisher fertigen 
Teile dee roten Gebietes aufgehiirt wird, und sodann das rote Gebiet in der 
Weise fortgese~t, dab es in alle Teilkan~ile des yon den schwarzen Fliiehen 
freigelassenen Streifens eindringt. Diese Verl~ngerungen des roten Gebietes 
geschehen abwechselnd auf beiden Seiten: nach ether Fortsetzung yon Qn Q" 
his Q,+I Q~+I folgt eine Fortsetzung yon P ,  P :  bis JP~+I P:,+I. Von 
jedem weil~en Streifen, weleher neu durchzogen wird, es set yon ,,rot" 

1 ~ Teil der Breite in &nsprneh oder yon ,,schwarz", wird der 2 a + 

genommen. 
Jedem Punkte der Grenze eines schwarzen Oebietes kommt nach 

genfigender Fortse~zung des Verfahrens das rote Gebiet beliebig nahe, 
und jedem Punkte der Grenze des roten Gebietes kommen schlieBlich 
die schwarzen Gebiete beliebig nahe, w~ihrend durch die volle Grenze K 
des roten Gebietes ,,rot" und ,,schwarz" viillig voneinander ge~rennt 
werden. 

Die Komp!ementiirmenge yon K enthiilt nut zwei Gebiete, n~imlieh 
das rote, und das aus den schwarzen und dem ~ui~eren Gebiete des 
Hauptrechteckes zusammengesetzte Gebiet; K ist gemeinsame (~renze 
dieser beiden (~ebiete, also eine geschlossene Kurve. 
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Wghlt man nun abet QI und ~i' a~s Sehnitte der f[ir das inhere 
Gebiet erreiehbaren Punkt% so werde~ dadurch zwei uneigentliche Kurven- 
bogen bestimmt. 

IV Eigentliche Kurvenbogen, welche sich in zwei mit dem ganzen 
identische Kurvenbogen zerlegen lassen. 

Das im vorigen Paragraphen geschilderLe Verhalten kann auch bei 
eigentliehen Kurvenbogen auf~reten. Um dies zu erliiutarn, betrachte~ 
wit die shore H~ilfte yon Fig. 3 (Tafel II), deren Erkl~ung wir, da in 
raancher Hinsieht yells Analogie mit Fig. 2 vorliegt, kurz fassen k~Jnnen. 

Wit gehen wieder aus yon einem HaupLrechteck*) und kons~ruieren 
ein ers~es sehwarzes Goblet, wie in Fig. 2. 

Der arste Tell des roten Gebietes unterscheidet sich nun abar yon 
dem der Fig. 2 dadurch, dab er links auf der Grundlinie des Hauptreehb- 
eekes anf~ng~; rechts endet er wie in Fig. 2 bei Q, QI". 

Das zweite sehwarze Gebiet ist wie in Fig. 2; ebenso der zweite 
Toil des roten Gebietes, welcher zwischen Q1 Qt' und Q~ Q~' eat- 
ha]ten ist. 

Das drifts sehwarze Gebiet wird zwar wieder an dora bisher erhaltenen 
Toil des roten Gebiotes entlang gelegt, abet es fgngt jeLzt auf der Grund- 
linie zwischen dem ro~en (]ebiete und dem ersten schwarzen Goblets an, 
was ermSglieht, dab nachher die Fortsetzungen des ro~en Gebletes in einer 
einzigen Reihe azleinander sehlieBen. 

Im allgemeinen wird f~Ir das ~ schwarze Gebiet auf der Orundlinie 
zwischen dem roten und dem ( n -  2) ~~ sehwarzen (~ebiete angefangen~ 
und wird es in derselben Weise wie in Fig. 2 an dora schon fertigen 
Tefle des roten Gobietes entlang gslegt, wghrend das rote Gebiet auch 
Mar stets in der Weise for~gesetzt wird, daft es jedesmal in aUe Teil- 
kaniile des vorliegenden yon ,schwarz" freien Streifens eindringt. 

Die yon den Grenzen aller roten und schwarzen Gebiete**) nebst; 
ihren (}renzpunkten gebildete Monge K l l~i~t sieh durch den Toil der 
Grundlini% fiber dem das rote Gebiet anfiingt, zu einer geschlossenen 
Kurve erg~nzen; sis I ~ t  sich also Ms eia eigentlicher Kurvenbogen jener 
gesehlossenen Kurve betraehten. Als solcher kunn sis aber sowohl aus 
dem inneren wie aus dem guBeren Oebiete in zwei Kurvenbogen zerlegt~ 
werden~ welche ihr selbst gleich sind. 

") Die Verzerrung des Rechteckes auf der Hnken Selte ist mit RQcksicht auf 
die epRtere gus~mmensetzung mit der unteren Hl~lfte vorgenommen; sic sol] ~er auBer 
Acht bleiben. 

**) In der Gzundlinie begrenzen wir d/ess Gebiete nicht; dadurch h~ngen sie mib 
"dem ~uB~ren Oebiete des Hsuptrechteckes zusammen. 
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u (~eschlossene Kurven, welche sich nicht in zwei eigentliche 
Kurvenbogen zerlegen lassen.*) 

~[s Beispiel einer solchen kana wieder Fig. 2 dienen. Ich hebe 
indessen hervor, dab die Eigensehaft dieser Figur, welche in III be- 
leuchte~ wurde, nicht notwendig die jetzt in Betracht gezogene nach sich 
zieh~. Es gibt niimlich auch geschlossene Kurven, welche sich sowohl 
~n zwei eigentliche, wie in zwei uneigentliche Kurvenbogen zerlegen lassen. 

Dies zeigt die volle Fig. 3, welche keiner n~iheren Erkl~rung bedaff, 
da die untere H~ilfte die gleiche Struktur ha~, wie die obere. Die volle 
Grenze des roten Gebie~es ist eine geschlossene Kurve. Trennen wit 
<lie aus ,,rot" erreichbaren Punkte in diejenigen, welche auf der rechten, 
und diejenigen, welche auf der linken Grenzlinie des roten Streifens liegen, 
so zerlegen wit die Kurve in zwei uneigent]iche Kurvenbogen. Trennen 
wit  ihre erreichbaren Punkte abet iu die in der oberen und die in der 
~nteren H~lf~e der Figur enthaltenen, so zerlegen wit sie in zwei eigent- 
l i the Kurvenbogen. 

Anderersei~s gib~ es aueh geschlossene Kurven, welche sich weder in 
~wei eigentliehe, noch in zwei uneigentliche Kurvenbogen zerlegen lassen.**) 

Um eine solehe zu kons~ruieren, reduziert man in der oberen H~lfte 
�9 Fig. 3 die Breite des roten Streifens auf Null (so daft beim Auf- 
baue tier Figur nut eia in einem Punkte H der Grundlinie anfangeuder 
toter Streckeazug immer wieder verl~ingert wird), wiihrend die schwarzen 
Gebiete in derselben Weise, wie zuvor, hineingelegt werden. So* 
~lann wird das Rechteck in der Weise gebogen, dab der rechte End- 
punlr~ der Grundlinie mit H zusammenf'dllt, sons~ aber die Figur ein- 
eindeutiges ste~iges Bild ihrer ursprfinglichen Lage bleibt. Dabei kommt 
eine Teilung der Ebene in zwei Gebiete zustande, we]che getrennt werden 
~turch eine gesehlossene Kurve, welche die geforderte Eigenschaft besRz~. 

*) Auch gibt es Kurvenbogen, wolche sich nicht in zwei Teilkurvenbogen zer- 
legen lassen. Dies zeigt wieder die obere H~lfte der Fig. 3. Diese Kurven bezw. 
Kurvenbogen geben zugleich Beispiele ab yon solchen zusammenh~ngenden Mengen, 
welche nach Hinwegnahme einer willk(irllehen zusammenh'~ngenclen Teilmenge stets 
eine Restmenge iibrig lassen, welche dieselbe Ableitung besitzt, wie die urspr~ngliehe 
Menge; cliese l~l~t sieh also nieht dutch eine encUiche Zahl yon zusammeuh~ngenden 
perfekten Teilmengen ersch6pfen. 

**) Eine kurze ]~bezlegung zeig~ welter, dab in dieser Hinsieht gerade f~nf 
Arten yon gesehlossenen Kurven existieren. Fftr die erste Art ist yon den dutch zwei 
Schnitte bestimmten Kurvenbogen entweder der eine eigentlieh und der andere un- 
eigentlich, oder beide eigentlieh, oder beide uneigentlieh~ flit die zweite entweder 
tier eine eigentlich und der andere uneigentlich, oder beide uneigentlieh; f~ir die 
dritte stets der eine eigentlich und der andere uneigentlich; ffir die vierte stets beide 
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VI. Nirgends diehte zusammenhi ingende Mengen,  welche die Ebene 
in m e h r  als zwei Gebiete zerlegen, deren gemeinsehaftliche Grenze 

sie sind. 

Seien in der oberen tt~ilfte yon Fig. 3 K und L die Endpunkte der 
Grundlinie des ttauptrechieekes; F u n d  E die Endpunkte jenes Segmentes 
tier Orundlinie, fiber dem das ro~e Gebiet anf~ngr so kann man die 
Figur so biegen, da$ ~ mi~ / (  und E rail L zusammenfKllt, und dab sie 
iibrigens ein*eindeutiges Bild ihrer ursprfinglichen Lags bleibt Die Ebene 
ist dann in drei Teilgebie~e zerleg~, welchs ihre Grenze gemeinsam haben. 

Durch passende Abiinderungen des Verfahrens kann mau analogs Zer- 
legangen in beliebig viele, und sogar in unendlich viele Teilgebiete mit 
gemeinsamer Grenze hersSellen. 

VII. Bemerkungen fiber das vierte Kapitel des Schoenfliesschen 
Beriehtes .  

Zu w 11. Im Beweise des Sa~zes XIII findot sieh S. 123 die un- 
riehtige Behauptung, dab ~ ~ @' -b ~ + ~,  -4- ~:g/, ein zusammenh~ngendes 
Gebiet ist. DaB diese Behauptung sieh ebensowe~ig wie der Satz XIII 
selbst aufrecht erhalten li~l~t, zeig~ die oben in II angefiihrte Fig. 1. Mit 
Satz XIII fallen zugleich die Sa~ze XIV und XV, wie auch die Be- 
~raehtungen fiber Gebietsteilung in Ann. Bd. 59, besoaders S. 154, 155 
u. 159. Der Beweis des Satzes XIV versag$ sogar auch dana noch, wenn 
die ~iuliere Randkurve existier~. Denn es ist kein Grund, weshalb (~ nicht 
in dem zwischen ~ und ~ enthal~eneff Ringgebie~ liegen kSnn~e. Dies l~Bt 
sieh z. B. verwirkliehen ffir ein dureh den Querschni~t Q1 Ql' bes~immtes 
Teilgebiet des roten Gebietes der Fig. 2. Dieses Gebie~ ist denn auch, 
obwohl eine gu/3ere t~andkurve existiert, durch seine Grenze nicht eindeutig 
bestimmt. 

Zu w 12. S. 127 wird behauptet, dab man die in den en*eichbaren 
Punkten mfindenden Wege immer so wKhlen kann, dab sie jedes approxi- 
mierende Polygon nut einmal kreuzen. Der Beweis wiihlt zuniichst einen 
beliebigen Weg und beabsichtigt, daraus durch sukzessive Abiinderungen 
den geforderten Weg herzustellen. Jede Ab~nderung f~ir sich ist zwar 
einwandfrei, aber sowohl bier, wie, in Math. Ann. Bd. 62, S. 294 kommt es 
darauf an, dab die GrS$e dieser Ab~indertmg fiir hinreiehend grebes v beliebig 

eigenflich; ffir die f~infte en~wedsr der eine eigentlich und der andere uneigentHeh, 
oder beide eigentlieh. Nach der Schoenfliesschen Theorie wiirden nut die beiden 
letzten A~ten mSglich sein. 
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klein werde; dies wiirde jedenfalls erhebliche weRere Ausfiihrungen erfordern, 
wird aber wader erw~hnt, noch bewiesen. Ich erlanbe mir nun bier eine Ab- 
~nderungsme~hode anzugeben, welche diese notwendige Eigenschaft besitzt. 

Sei 1 der beliebig gezeichnete aus m zu t fiihrende Weg. Sei ~v  
ein approximierendes Polygon, seien 1L, und ~L~ zwei seiner Kreuzungs- 
punkte mit l, p~ ein zwisehen 1L~ und ~L, enthaltener Streekenzug 
yon ~ ,  und l~ der zwischen 1L, und ~L~ enthaltene Streckenzug yon 1. 
Dann besteht p,., insoweit er nicht in l, fs aus zwischen je zwei Punkten 
A~ und A~+ I yon l, verlaufenden und l~ sonst nicht treffenden Strecken- 
z~igen ~p,. Jeder Streckenzug ~p~ weist sodann dem zwischen A~ lind A~,+I 
enthaltenen Teilstreckenzug ,,l~ yon l~ entweder die Innenseite oder die 
Aul]enseite yon ~ ,  za. Im zweiten Falle kann er sieh nach w 3 nicbt  

3 
welter als -~ ~ yon ~l, entfernen. Im ersten Falle aber ~enzt  an seine 

Innenseite ein yon ~l, und p~ bestimmtes Gebie~, dessen Grenze, insoweit 
3 

sie nicht zu ~pv gehSrt, sich nicht weRer als y ~ yon ~l, entfernen kann. 

Wit  kSnnen also zwisehen IL~ und 2L~, dam Verlaufe yon p, folgend, einen 
Sh'eckenzug ~t, zeichnen, welcher sich nicht weiter als 2~, yon l~ ent- 
fernt, fiberall in beliebiger N~he entweder yon l~ oder yon p~ ist, und  
ganz innerhalb ~ verl~uft. Wir w~ihlen nun auf ~ stets fiir ~L~ den 
ersten auf ~L~_~ folgenden Kreuzungspunkt mit ~ ,  und fiir 2L, den 
letzten Kreuzungspunkt mR ~,. Sodann ersetzen wir jedes l~ dutch 
das bez~igliche ~,, und erhalten einen wirklichen Wag, welcher jades ~ ,  
nur in dam bezfiglichen Pankte 2L~ kreuzt. Aul3erdem beriihr~ er ~,. 
noah in dam Punkte 1L~, aber mit v zu Null konvergierende Ab- 
�9 ~nderungen heben auch diese Berfihrungspunkte auf, womit der geforderte 
Wag fertig ist. 

Dureh diese Methode ist imw 13 des Kap.V und ira w 3 des Kap.u (vgl. 
dazu die w167 11 u. 13 in Annalen 62) auch sogleich ersichtlich, dab man aus m 
nach allen Punkten c~ Wage legen kann, welche alle approximierenden Poly- 
gone nur einmal, und einander nicht kreuzen, w~hrend der naeh c~ ffihrende 
Wag alle Punkte p~, p~',p/" usw. enth~.lt, und sich zwischen ~ , -1  und ~ 
nicht waiter als 2~, yon der Strecke p~(~-~)p~(~) zu entfernen brauchk 

SeRe 128 wird aus dam falschen Satze XIV das unrichtige Resultat er- 
halten, dal3 die Kurvenbogen, in welche eine gesehlossene Kurve durch zwei er- 
reichbare Punkte zerlegt wird, nicht beide mi~ der Kurve selbst identisch sein 
kSnneu. DaB dies sehr gut m~glich ist, lmben wir oben in HI gezeigt. 

Zu w 13. Der Beweis des Satzes XVII wird wieder auf w 11 ge- 
st~i~zt. Seine UnrichtigkeR l~l~t sich also erwarten, und leuchtet aus fast 
allen oben in II--VI angeffihrten Beispielen ein. 
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Zu w 14. Der Satz, dab das Abspaltungsverfahren nach eiaer abz~ihl- 
baren Reihe yon Schrit~en zu Ende fiihr~, ist richtGig, der Beweis abet 
l~Bt sich nicht aufrech~ erhalten. Die S. 134 bewiesene MSglichkei~, naeh 
einer Fundamentalreihe yon vorangehenden Bestandteilen S,. ein S~ passend 
zu w~hlen, l~iBt sich n~mlich schon nicht erweitem zu einer MSglichkeit, 
nach einem Ordnungstypus co ~ yon vorangehenden Bestand~eilen S eia 
S,2 passend zu w~hlen. Es kSnute ja bier der Fall auftreten, dal~ jeder 
gew~ihlte Teilordnungstypus ~o ~ alle isolierbaren Bestandteile yon ~ ent- 
hielte. Dann wfirde mit der wohlgeordneten Menge der S, keine wohl- 
geordnete Menge yon aul~erhalb voneinander liegendea Gebieten ~ parallel 
laufen, and der Beweis also versagen. 

Ein zwingender Beweis kann wie folg~ geffihr~ werdea: Die isolier- 
baren Bes~andteile bilden in der Rangordnung, in der sie abgespaltel~ 
werden, eine wohlgeordnete Menge, und jeder isolierbare Bestandteil S~, 
dessen Index a zur ersten oder zweiten Zahlenklasse geh~rt, hat, wenn 
er abgespalten wird, einen endlichen Abstand ~'~ yon der dann noch 
iibrigen Restmenge; er l~il~t sich also mit einem endlichen Oebiete $~ 
umgeben, aul~erhalb dessen die Res~menge liegt, in welches also nut 
eine abz~hlbare Menge yon Bes~audteilen S~ eindringt. Wit fassea nun 
diejenigen Bestandteile 1S~ ins Auge, f~ir welche ~6~ ~ e~. Es l~Bt sich 
sodann unter den Gebieten l ~  eine endliche Teilmenge derar~ ausw~alen, 
da~ jeder ~S~ in wenigstens e~nes dieser Gebiete eindring~. Da nun 
aber in jedes Gebie~ dieser endlichen l~Ienge nur eine abz~hlbare Menge 
yon Bestandteilen ~S~ durchdringen kann, so is~ die Menge der ~S~ 
abz~ihlbar. Ebenso zeig~ man, da~ die Menge der ~S~ fiir welehe 
~ ~ ~ ' ~  e~, abz~ihlbar is~. L ~  man nun eine Reihe abnehmender 
Zahlen e~, e~, es, - - -  gegen Null konvergieren, so finder sich die Menge 
tier S~ in eiae Fundamentalreihe yon abz~hlbaren Mengen zerlegt.*) 

Zu w 15. Die bier gegebenen Andeutungen unterl[egen nat~irlieh 
einer analogen Kritik, wie die Paragraphen, deren Ausdehnung auf den 
Raum sie beabsich~igen. 

VIII. Bemerkungen  fiber das fiinfte Kapitel des Sehoenf l iesschen 
Berichtes .  

Zu w 3. Der Gedankengang dieses Paragraphen en~h~l~ mehrere Fehl- 
sohl~isse; er l~l~t sich aber durch passende ~odifizierung und Erg~nzung 
umformen zu einem Beweise des folgenden Satzes: 

*) Diese ]Kethode entsprlcht dem Lind el 5 fschen Beweisverfahren ffir d~s Ca ntorscho 
Haupttheorem. Der Beweis kann aber auch so geffihrt werden, dab er dem Ab- 
spaltungsprozesse selber folgt. Darauf gehe ich jedoch an dieser Stelle nicht welter ein. 
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,,Wenn eine geschlossene Kurve C sich in zwei eigentliche Kurvem 
bogen C 1 und C~ zerlegen 1~1]~, welche mi~einander zusammenh~ingen in 
zwei getrennten Mengen c 1 und c~*), so bestimmt ihr eineindeutiges stetiges 
Bfld C" mehr als ein Gebiet." 

Approximieren wir n~mlich C 1' und C( dureh ~ut~ere Randpolygone 
~,PI und ~P~. Diese kSnnen sich nur in mit den e gegen Null konver- 
gierender N~he yon q" und c~" durebkreuzen. W~hlen wit einen solchen 

t Kreuzungspunkt in der Niihe yon c~' und einen zweiten in tier N~ihe yon v~, 
so werden diese beideu Punkte auf ~P1 verbunden dutch zwei Streeken- 
ztige, auf welchen beiden je ein Punkt gew~hlt werden kann, welcher 
aul~erhalb yon ~_P liegt. Im Polygone ~P1 sind also wenigstens zwei 
St.reckenzilge enthalten, welehe auf ~/~ in mit den ~ gegen Null kon- 
vergierender Niihe yon c 1' anfangen, ganz auBerhalb ~P~ verlaufen, und 
wieder auf ~P~ in mit den e gegen Null konvergierender Niihe yon c~' 
enden. Unter diesen gibt es wieder wenigstens ~wei, deren jeder ein fitr 
o~/~1 und ~/~ gemeinsames ~ul~eres Gebiet bestimmt, welches begrenz~ 
wird veto genannten Streekenzuge yon ~P1, einem Streckenzuge yon ,,Pg. 
mi~ tier reziproken Eigenschaft (diese beiden Streckenz/ige nennen wit  
Hauptstreckenz/ige), und welter nur solchen S~reekenziigen, welche ihren 
Anfangspunkt und Endpunkt beide in der N~he yon c 1' oder beide in der 
N~he yon c 2' haben. Diese so bestimmten ~tuBeren Gebiete nennen wit 
die zu ~xP 1 und ,P~ gehSrigen Hauptgebiete. Lassen wit nun ztm~iehst 
~/~ unge~ndert, ersetzen aber , / ~  durch ein n~chstfolgendes approximieren- 
des Polygon ~,/9, und betrachten ein zu , / 9  und ~,/9 geh~Sriges Haupt- 
gebie~ g .  Sein Hauptstreckenzug auf ,,/~t kann nur fiir gewisse Teile in 
der Niihe yon q'  und c~' innerhalb ~zP~ fallen. Es f~lhrt also innerhalb 
/~r ein Streekenzug yon ~P~ aus der Niihe yon c( in die yon c~'; H ent- 
hiilt also als Teilgebiet ein zu ,P~ und ~/9 gehSriges Hauptgebiet. Wir 
~ahren nun fort, indem wir jetzt o;P~ ungeiinder~ lassen, , / ~  ersetzen 
dutch eiu n~ichstfolgendes approximierendes Polygon ,,P~ und die zu ,,P~ 
und ,2./9 gehSrigen Hauptgebiete betrachten. Jedes yon ihnen en~hMt als 
Teilgebiet ein zu ~xP~ und ~,P~ gehSriges, also auch ein zu ~P~ und ~Ps 
geh~Jriges Haup~gebiet. Wenn wir nun wei~er immer wieder abweehselnd 
~,~P~ dureh ~y+~,P~ und ~[,~/~ dureh ~ , , P ~  erse~zen, so mfissen immer 

wieder wenigstens zwei Hauptgebiete existieren. Unter den zu ~P~ und 
,l~ gehSrigen Hauptgebieten gib~ es also wenigstens zwei, welche im 
wei~eren zwar for~Khrend wachsen~ abet ste~s voneinander geh'ennt ble~ben. 

*) Auf diese Yorausse~zungen, yon denen msn iibrigens zeigen kann, dab die 
zweite eine Folge der ersten is~, stfi~z~ sich im Grunde auch Herr 8ehoenflies, obgleich 
e r  n u t  die Voraussetzung, da~ C tund  C~ nicht identisch sind~ ausdrficklich erw~hnt. 
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Die Grenzgebilde der approximierenden Polygone, we]che in C 1" und 
C~', also in C' enthalten sind~ bes~immen also mindestens zwei getrenn~e 
Gebiete, womit der Sa~z bewiesen ist. 

I)ieser Sa~z sag~ nur eine Eigensehaf~ gesehlossener Kurven beson- 
derer Art aus; dab seine Voraussetzungen ffir dis allgemeine geschlossene 
Kurve nicht notwendig erfiill~ stied, haben wir in V erkann~. Abet sogar 
ffir diese besondere Kurvenart I~B~ sich aus ihm nicht auf die Invarianz 
schlieBen. Der SchluB benutzt n~mlich die ~ul~ere Randkurve der Bild- 
menge, welche naeh I5 nieht zu existieren braucht. 

Zu w 4. Das Resul~a~ dieses Paragraphen kann der Hauptsache nach 
an dieser Stelle gefolger~ werden, die daselbst gegebene Herleitung ist; 
aber nicht einwaudfrei~ zun~chst weil w $ benutzt wird, was wir als 
unerlaubt erkannt haben, und sodann, weil S. 161 oben ohne Grund still- 
schweigend vorausgesetzt wird, dat~, wenn /~' sich unbeschr~nkt der 
Kurve ~' niihert, ein willktirlicher innerer Punkt yon ~" ~chliel3Iich 
durch P '  yon ~' getrennt wird. 

Dem ersten Mangel kann abgeholfen werden, indem wit start ge- 
sehlossener Kurven Polygone P betrachten, und uns auf den Jordanschen 
Kurvensatz, welcher unabh~ngig bewiesen werden kann, st/itzen. 

Der zweite Mangel l~il~t sich beseitigen, indem wir den Beweis wie 
folgt f~ihren: 

Wir kons~ruieren ein Polygon ~, welches P in zwei Punk~en kreuz~. 
So werden vier S~reckenziige 2~i, P~, Q1 und Q~ bestimm~, und ebens(> 
vier Gebiete Gal , GI~ , ~ ,  G~. Nehmen wit nun an, dal~ in dem Bilde 
~ '  und ~ '  beide innerhalb P '  ]iegen. ~ (P') wird sodann durch Qx' in 
zwei Gebiete zerleg~*); und eines dieser beiden CTebiete wieder dutch Q(. 
So werden drei Teilgebiete yon ~ (P') bes~immt, deren eines nur Punkte 
yon @' und ~ '  auf seiner Grenze besitzt, also yon keinem der Gebiete G 
das Bild enthal~en kann. Von den beiden ~brigen Teilgebieten enth~l~ 
abet jedes in seiner Grenze das Bild der ~renze nut sines der vier Gebiete G, 
kann also auch das Bild nur eines der vier Gebie~e in sich enthalten. Es 
blieben also wenigstens zwei der Gebie~e G iibrig, deren Bilder wir nich~ 
unterzubringen wii~ten, und die Annahme hat sich als unmSglich heraus- 
gestellt. 

Der Satz VI I~Bt sich also hier beweisen, wenn wit das Wor~ 
,,Kurven" dutch ,Polygone" erse~zen. 

*) l~mlich das yon P~' und Qt" bestimmte Innengebiet, welches ffir jeden Punk{; 
yon P~' alle in einer gewiBsen Umgebung dieses Punk~es en~haltenen Punkte yon 
~(.P') en~hal~en mut~, und d~s yon P~' und Q~' bestimmte Innengebie~. Ein dri~tes 
Teilgebiet wfixde n~imlieh auf seiner Grenze nut Punk~e yon Q~' besi~zen kSnnen, 
und dies is~ unmbglich. 
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Die S. 162 oben genannte MSgliehkei~ kSnn~e gleich ausgeschlossen 
werden; wenn sie n~imlieh ffir zwei beliebige Polygone ein~reten w[irde, 
~o g~ibe es auch ein Paar yon Polygonen mit derselben Eigenschaf~ in 
t~eliebiger N~he voneinander; sodann w~irden aber yon einer der Bild- 
kurven zwei Gebie~e bes~imm~ werden, deren eines sich nur beliebig wenig 
yon ihr entfernen kSnnte, was unm5glich ist. 

Zu w 5. Der Satz, dal~ eine gesehlossene Kurv% welche innerhalb 
~ines Gebietes, das eineindeu~ig und stetig abgebildet wird, liegt, dabei 
wieder in eine geschlossene Kurve fibergeht, und eventuell ihre Fl~ehe in 
die der Bildkurve, ist riehtig; der Beweis aber bedarf der Erg~inzung. 

Zun~chs~ sollten die Polygone P~ (z. B. nach Kap. VI, S. 210) genauer 
festgelegt werden. 

Unrich~ig [st dann aber, aus den Relat[onen (S. 162): 
t t �9 < e(pv+,, < 

2u l%lgern, dab die geschlossenen Kurven _P~' schliel31ich fiberall dicht 
tiegen. Als Beispiel des Gegenteiles betrachte man in Fig. i in J und 
in A je ein in hinreiehender N~ihe approximierendes Polygon. Sie geniigen 
den obenstehenden Relationon; dennoch lassen sie zwischen sieh ein end- 
liches Gebie~ frei. 

In unserem Falle abet kann man bemerken, daB, wenn in ~(~')  ein 
freies Gebiet~ tibrig bliebe, man auf seiner Grenze einen erreichbaren Punkt 
Q' w~hlen kSnnte; sei Q' das Bild yon Q, so kSnnte man um Q einen 
ggntlgend kleinen Kreis legen derart, dal~ die ihm entsprechende ge- 
schlossene Kurve um Q' tei[weise auf]erhalb yon allen Kurven P '  vet- 
here, w~hrend alle Punkte des Kreises den Polygonen P angeh5rten, was 
unm5glich ist. 

Der fehlende Nachweis, da{~ ~' wieder eine geschlossene Kurve is~, 
]~ann nun in analoger Weise geliefert werden, indem man zeigt, dab 
zwischen den Bildkurven der Polygone, welche ~ yon au~en uad yon 
innen approximieren, kein freies (~ebiet enthal~en sein kann, sodal~ ~' 
gerado zwei Gebiete bestimmt, welche beide alle Punkte yon ~' als Grenz- 
l~unkte besitzen. 

Satz VIII is~ richtig, abet for Satz VII fehlen gen[igende Grtinde. 
Aus dem u I~B~ sich n~imlich nur dieses folgern: ,,Das um- 
kehrbar eindeu~ige und s~etige Abbild einer Kurvenfl~che ist ein einfach 
zusammenh~ingendes (]ebiet mi~ seiner Grenze, und ~lle Punkte dieser 
i]renze sind zugleich Grenzpunkte der Restgebiete." 

Zu w 8. Auch bier in dem Beweise des Jordanschen Kurvensatzes 
wird die geschlossene Kurve gefolgert aus tier Eigensehaft, dal~ jeder 
Punkt  der yon augen und yon innen approximierenden Polygono schliel~- 
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lich yon der Kurve, und jeder Punkt der Kurve schlieBhch yon  den beiden 
Polygonen einen beliebig kleinen Abstand erh~lt. Es is~ wieder eine 
(~ibrigens leicht zu gebende) Erg~inzung efforderhch, um zu zeigen, dab 
zwischen den yon auBen und den yon innen approximierenden Polygonen 
kein endliches Gebiet eingeschlossen bleiben kann.*) 

Zu w 15. Die Behauptuag, dab die Invarianz der Erreichbarkeit  
auch in dem Sinne stattfindet, dal3 sle nicht blol3 f~ir stetige Transforma- 
tionen der ganzen Ebene, sondern auch ftir stetige Abbildungen yon bloBen 
Kurven oder sonstigen linienhaften Mengen aufeinander stat~ hat, wird 
yon Herin Schoenflies, wie der Satz XVII zeigt, in dem Sinne gemeint, 
dab unter ,,ErreichbarkeW' die Erreichbarlreit aUer Punk te  der Kurve 
zusammen verstanden werden soll. Ich erlaube mir bier die Bemerkung~ 
daB~ wenn man die Erreichbarkeit eines einzelnen Punktes ins Auge laBS, 
die Invarianz nicht bestehen bleibt, wie folgendes Beispiel zeigt: 

In Fig. 4a konvergiert eine l~herungskurve nur gegen  eine Seite 
eines einfachen Kurvenbogens; in Fig. 4b im eineindeutigen und stetigen 

F i g .  4a.  

i 

:Fig. 4b .  

Abbilde gegen beide Seiten. In der Weise kommen Punkte heraus, welohe 
vor der Abbildung erreichbar, nachher unerreichbar sind. 

Der Beweis des Satzes XVII bedarf einer wesentlichen Ergiinzung*-*) 
die Mengen I,', deren unbegrenz~e Abnahme bier bewiesen wird, sind 
n~imlich nieht die NIengen T~, aus deren unbegrenzter Abnahme  im w 10 
die Erreichbarkeit des Grenzpunktes gefolgert wird. Man stell t  die Sache 
richtig***)~ indem man bemerkt, dab T,  zwar aul]er T~' noch  mit T,' zu- 
sammenh~ngende Bestandteile ~ enthalten kann, dab aber  je zwei 

*) Herrn Schoenfiies' Einwendungen gegen den Jordanschen BeweiR scheinen mir 
unbegrfindet. 

**) Der in Annalen Bd. 62 w 12 enthaltene Beweis des engeren Satzes ist in an- 
deren Punl~en unzutreffend. 

***) Wie Herr Schoenflies mir brieflich bemerkt, kann die notwendige Erg~nzu~g 
auch durch die ~berlegungen des w 5 yon Kap. VI geliefert werden. 

MathematiBoh8 Annalen .  LXY:HI .  2 8  
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solchen Bes~andteilen zwei verschiedene Bogenmengen des Kreises ent- 
sprechen. Mit den entsprechenden Bogonmengen konvergieren nun auch 
die zu einem selben v gehSrigen Bestandteile ,S, zu Null, also auch die 
Mengen T~. 

Zu w 16. Zum Beweise des Sa~zes XV[H is~ zu bemerken~ dab zwar 
yon w 3 Gebraueh gemaeh~ wird, jedoch nur yon demjenigen Bestandteil 
seines Resultates, den wir oben als richtig herausgehoben haben. 

Wesentlich uuerlaubt ist aber wieder die Voraussetzung der Existenz 
der ~iul~eren Randkurve eines endliehen Gebietes. 

Man kann indes den Satz XVIII unmittelbar folgern aus dem unab- 
hiingig bewiesenen Jordansehen Satze, in Zusammenhang mit w 12 uud w 15. 

Zu w 17. Hier wird als ein nach dem Vorhergehenden evidenter Satz 
ausgesprochen, dal~ jede perfekte nirgends diehte Menge eineindeutiges 
stetiges Bfld einer aus Strreeken aufgebauten Menge ist. Dazu m~ichte ich 
bemerken, dat~ der Satz zwar in einem gewissen Sinne richtig ist, aber eines 
ausfiihrlichen Beweises bedarf, wie ich an anderer Stelle ausfiihren werde. 

Z u s a m m e n f a s s u n g .  Von den Sehoenfliesschen (entweder hergeleiteten 
oder als selbstverstiindlich angewendeten) S~tzen sind folgende unriehtig: 
daft jede geschlossene Kurve sich in zwei eigentliche Kurvenbogen zer- 

legen l~iflt, 
daft bei der Zerlegung eine r geschlossenen Kurve in zwei K.~rvenbogen 

wenigstens einer yon ihnen eigentlich ist, 
daft jedes geschr~inIcte, einfach zusammenhiingende Gebiet eine gesehlossene 

gu[3ere _Randkurve aufweist, 
daft jedes gesehrgnkte, einfach zusammenh(ingende Gebiet dutch seine Grenze 

eindeutig bestimmt ist, 
daft jede geschr~in~e, abgescMossene Menge, welche gemeinsame Grenze yon 

zwei Gebieten ohne gemeinschaflliche _Pankte ist~ eine geschlossene 
Kurve ist ; 

wiihrend folgende zuniichst unsicher bleiben: 
dal~ das eineindeutige stetige .Bild einer geschlossenen Kurve wieder elsie 

sold~e ist, 
daft das eineindeutige stetige Bild einer Kurvenfldche wieder eine Kurven- 

fl~che ist. 

A m s t e r d a m ,  14. Mai 1909. 


