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5. Das Verhalten von Lichtwellen
in der Ndhe eines Brennpunktes oder einer
Brennlinie;
von P. Debye,

Das von Gouy entdeckte eigenartige Verhalten von Kugel-
und Zylinderwellen in der Nihe von Brennpunkten und Brenn-
linien, insbesondere das Auftreten des sogenannten Phasen-
sprunges, wurde kiirzlich von Hrn. F. Reiche?) einer erneuten
Betrachtung unterzogen. In Anlehnung an frithere, dort ge-
nannte Autoren wird zunéichst auf Grund der optischen Diffe-
rentialgleichungen der ,,Phasensprung in einem Brennpunkt
abgeleitet fiir vollstindige Kugelwellen; die Erscheinungen auf
der Achse eines Strahlenbiindels endlicher Offnung, welche,
wie Sagnac zuerst bemerkte, wesentlich von denen bei einer
vollstandigen Kugelwelle verschieden sind, werden dann be-
rechnet unter Benutzung des Huygensschen Prinzips. Ich
mochte nun im folgenden zeigen, wie eine geeignete Speziali-
sierung des Problems (Verlegung des das Lichtbiindel be-
grenzenden Schirmes in unendliche Entfernung), welche die
Beschreibung der zu beobachtenden Erscheinungen nicht wesent-
lich #ndert, sowohl fir Kugel- wie fiir Zylinderwellen zu
einem #uBerst einfachen Ausdruck fiir den Lichtvektor fiihrt,
der dann fiiberall, nicht allein auf der Achse des Biindels,
Giltigkeit hat. Derselbe gestattet eine geometrische Inter-
pretation, welche die Verh#ltnisse, besonders im Falle von
Zylinderwellen, ohne Mihe iiberblicken liBt.

Neben der soeben erwihnten Behandlung auf Grund des
Huygensschen Prinzips ist noch ein zweiter Weg moglich,
der direkt von der optischen Differentialgleichung ausgeht,
und fiir Strahlenbiindel endlicher Offnung zu einer Darstellung
des Lichtvektors in Reihenform fithrt, welche dann eine voll-
stindig strenge Losung des Problems bildet. Es ist nun be-
merkenswert, dal bei unserer Formulierung des Problems
letztere Darstellung vollig mit der unter Benutzung des

1) F. Reiche, Ann. d. Phys. 29. p. 65 und p. 401, 1909.
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Huygensschen Prinzips gewonnenen iibereinstimmt, was seinen
Grund darin hat, daB im vorliegenden Falle, wo sich die
Randbedingungen lediglich auf die unendlich ferne Kugelfiiche
beziehen, die dort geltenden Oberflichenwerte in Strenge richtig
von vornherein angegeben werden konnen.

§ 1. Das konvergierende Strahlenbiindel endlicher Offnung
nach dem Huygensschen Prinzip.

Wir behandeln zun#chst den Fall eines rdumlichen Biindels
und bemerken dazu, daB die Feldkomponenten sich ableiten
lassen aus einem einzigen Vektor P, dem ,,Hertzschen Vektor«,
dessen rechtwinkelige Komponenten die optische Differential-
gleichung

1 o2
1) ap— L 2 g0
erfiilllen miissen. Beschrinken wir uns von vornherein auf
periodische Zustinde mit der Schwingungszahl » in 2 & sec und

substituieren deshalb in iiblicher Weise fiir B die GroBe Bei?
und entsprechend fiir die Feldkomponenten, so gilt statt (1)

(1) AP+ 2P = 0; (m=7)

Ist ein Ausdruck fir  bekannt, so folgen daraus zwei mog-
liche, voneinander verschiedene Felder; das erste wird aus P
abgeleitet mittels der Gleichungen:

) { € = grad divP + A2,

9 = ikrotP,
fiir das zweite gilt:
o { E=—1ikrotP,
®) O = grad div® 4+ A2,
wobei die reellen Teile von Gei*!, bzw. ei” elektrische,
bzw. magnetische Feldstirke bedeuten.

Ist nun irgend eine Komponente von P, z B. P sowie
0%,/0n, auf einer geschlossenen Fliche mit der Normalen =
bekannt, so kann man in irgend einem Punkte innerhalb dieser
Fliche P, durch Integration finden, #hnlich wie es Kirch-
hoff beim Huygensschen Prinzip tut.

Die betreffende Formel folgt sofort aus dem Greenschen
Satz, wenn man fiir die eine der in demselben auftretenden
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Funktionen die Ldsung e~ %%/ R von (1') und fiir die andere _
substituiert, in der Form:

g o—ikE e~ PR aq
O L R L L1
wobei R den Abstand des Integrationspuunktes vom Aufpunkte
bedeutet und die Integration iiber die Fliche zu erstrecken
ist, auf der P, und OP,/0n gegeben sind.
Wir definieren nun um den geo-
metrischen Brennpunkt des zu unter- '
suchenden riumlichen Biindels Kugel-

koordinaten r, ¢, @ in der in Fig, 1
angegebenen Art, so da ¢ =0 und

& = mit der Achse des Biindels
gpsammenfallen.. Hat dasselbe den ‘
Offnungswinkel 2, so werden wir

ein mogliches Biindel dadurch charak- |

terisieren konnen, daB wir in sehr Fig. 1.

grofer Entfernung vom Nullpunkt,

innerhalb des Winkels 0 <& <« fir B, z. B, den Ansatz
gelten lassen:

—ikr

@) Ro=t

o
wihrend wir weiter voraussetzen, daB auBerhalb dieses Winkels
die Erregung entweder Null ist, d. h. von héherer Ordnung
wie 1/r verschwindet, oder aus vom Nullpunkte wegeilenden
Wellen besteht.?)

Die Integration in (3) braucht dann iiber die zu letzteren
Wellen gehorigen Gebiete nicht erstreckt zu werden, da sich
dort die beiden Glieder des Integranden gegeneinander auf-
heben, im Gegensatz zu dem, von den einfallenden Wellen
erfilllten Gebiet, wo die beiden Glieder dasselbe Zeichen
haben, wie die folgenden Andeutungen noch niher beleuchten.
Nennen wir noch die Koordinaten eines Punktes auf der un-
endlich groflen Kugel, iiber die die Integration (3) in unserem
Falle erstreckt werden soll, r,, &, w; wihrend die Koordinaten
des Aufpunktes r, %, w sind, so gilt in erster Niherung
(5) R=r,—rcosy,

[

1) Der Beweis letzterer Behauptung verlduft ebenso wie die folgende
Rechnung auf p. 758.
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wo y den Winkel zwischen den Richtungen r und r, bedeutet.
Man kann noch y in &, &,, w, o, ausdriicken, mittels der
bekannten Formel:

(6) cosy = cos & cos ¢, + sin & sin ¢, cos (@ — ay).
In derselben Niherung wie oben ist auf der Integrationskugel:

ik ik
et bo) R A
B, = und 2% o i )

7o on 7o

wiahrend mit Riicksicht auf (5) folgt

- ik R — ik
€ . £ ikrcosy
= e ,
R o
—ikR —ikry
j——i——=—~lk € eikrcosy
on R To ’

Aus (8) folgt also fir $_ die im ganzen Raume geltende Dar-
stellung

(7) 27:5,]3:‘3____ ri_iifeikrcosydo-’
0

oder unter Finfithrung des riumlichen Winkelelementes 422,
so daB do =r,2d9Q:

(1) 2n P, =ik [eirreord 2,

wo jetzt die Integration auf der Kinheitskugel iiber ein Segment
mit der Offnung 2« zu erstrecken ist. Durch Substitution
von {6) und

dQ = sin &, d¥,dw,
kanr man (7) noch umformen in:

Ho=a w;=2x

(1") 20, = ikf fe i [o0s cos .+ sind sindy cos w=w0)] gin I, d P, d o,
Bo=0 wy=0

Ebenso wie fiir ein riumliches Biindel folgt ein Ausdruck
fiir die Feldstirken in einem ebenen Biindel, das geometrisch
gesprochen in einer Brennlinie konvergiert. Auch hier ist es
von Vorteil, die Hertzsche Funktion  zu benutzen. Denken
wir an Wellen, die in der z,y-Ebene fortschreiten (fiir deren
Feldstarken 0/0z = 0 isf), so werden wir von P annehmen
miissen, dab P, =P =0 und nur P, von Null verschieden
ist. Durch Anwendung von (2) bzw. (2) folgen dann zwei ver-
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schiedene moglichen Zustéinde, die Wellen entsprechen, welche
in bzw. senkrecht zur =z, y-Ebene polarisiert sind und aus
denen sich alle mdglichen Zustinde kombinieren lassen. Dieses
ist sofort klar, wenn man (2) und (2') fir den Fall B, =%, =0
spezialisiert; man erhilt dann, wenn man noch um den Null-
punkt der z,y-Ebene Polarkoordinaten g, ¢ einfiihrt, entweder

13K:

@Q=07 *@g: '%W%zy
8

®) G, =0,  D,=—ik-%,
@z=kzs‘¥3,) @zzo’

oder

ik 3

Ce==Zag ¥ B =0,

, . 8

(8) C,= ity %, 9,=0,
€ =0, 9, =%,.

Im ebenen Falle lautet der Greensche Satz:
. 0 o,
9) 4z$z=—f(qszﬁﬂz(kp)_Hz(kp)%)ds,

wenn P der Abstand des Aufpunktes vom Integrationspunkt
bedeutet und H,(k P) die sogenannte zweite Hankelsche
Funktion ist?), welche fiir kleine Werte von % P mit

(10) L log £2
und fir groBe Werte von £ P mit

5 —i{kp--
(11) e ( 7)

zusammenfallt; die Integration ist iber eine den Aufpunkt
umschlingende Linie s mit der #uBeren Normalen » zu er-
strecken. Charakterisieren wir nun das ebene Biindel vom
fonungswinkel 2 ¢ dadurch, daf fir —« < ¢ < & in sehr
groBer Entfernung vom Nullpunkte

B, = (ko) = 1/ e e )

nkog

1) Vgl. fiir die im folgenden angefithrten Niherungsformeln
N. Nielsen, Handbuch der Theorie der Zylinderfunktion. Leipzig 1904,
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und fiir alle anderen Richtungen die Erregung verschwindet
oder zu Wellen gehédrt, welche von einem im Endlichen ge-
legenen Punkt aus divergieren, so ergibt (9) analog wie im
riumlichen Falle mit Riicksicht auf die asymptotische Dar-
stellung (11) fir B, die Formel:

+a
(12) nq_tz-_-fefrcecos(rp—wo)d%,

Dieselbe ist, wie man sieht, ganz analog mit (7') gebaut und
iibrigens noch einfacher wie diese. Die Diskussion der Er-
scheinungen wird in § 3 und 4 direkt an (7), baw. (12) an-
gekniipft werden. Zuvor wollen wir noch im néichsten Paragraphen
zeigen, wie auch die direkte Integration der Differential-
gleichung (1) aunf Reihen fiihrt, welche mit (7) bzw. (12)
identisch sind.

§ 2. Reihenentwickelungen fiir den zum konvergierenden
Lichtbiindel gehérigen Hertzachen Vektor.

Wir wollen wieder zuerst das raumliche Strahlenbiindel be-
handeln in der am Ende des vorigen Paragraphen angedeuteten
Weise. Dazu bemerken wir zunfichst, daB spezielle Losungen
von (1") gebildet werden durch die beiden Ausdriicke?)

w (K Lu (ke
(13) &N P (cos 9), baw. =EDP (cos ).

Fiir sehr groBe Werte von Ar ist:

@ I
—i T+ Ty .
2 e 2 e—tk‘r’

(14) g kr)=c¢ ik und £ (kr)=e

die erste Losung stelit demnach Wellen dar, die auf den Null-
punkt zu-, die zweite solche, die vom Nullpunkt wegeilen. Ent-
wickeln wir andererseits eine Kunktion f(), welche fiir
o< 9 < e den Wert 1 hat und fir ¢ < & < # verschwindet
in eine Kugelfunktionenreihe von der Form

(15) £19) = Sa, P, (cos ),

1) Fiir die Definition und die Reihenentwickelungen der hier be-
nutzten Funktionen vgl. man P. Debye, Lichtdruck usw. Diss. Miinchen
§ 2, sowie die dort angegebene Literatur, oder auch Ann. d. Phys. 30.
p. 57. 1909,
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80 wird: a
a, = 2"2+1an(cos &) sin G, dF,
(16) o
2n+1. . d
= — m Slna‘(ﬁpn(cos a).
Setzen wir nun z. B. an:
(mn B, =u = Zaneiz_(wl)l"—(rﬁr—)l’ﬂ(cos&),
0

so wird dieses eine Losung von (1) sein, die zwar nach (14)
tkr

und (15) fir 0 < & < & den Wert -*— annimmt, die aber

T
noch nicht als Liosung der Aufgabe angesehen werden kann,

da fiir kleine Werte von %&r

1.3...8n—1)

k) ’
so daB der Ausdruck (17) im Nullpunkt nicht endlich bleibt.
Um diese Singularitit zu vermeiden, fiigen wir zu u, noch
die Funktion?) o

(17) uy= Dae' T EED P cos )
0

na(kr) =— i

hinzu, so daB wir im ganzen fir P, erhalten:
(18) B=w +u= a7 TIREDLLED D o5,
0

oder auch mit Riicksicht auf Formel (14) der zitierten Ab-
handlung:

(18) B=2 Dae s VLD P oos ).
0

Dieser Ausdruck bleibt im Nullpunkte endlich, da fir kleine

Werte von %r: ‘ Gt

Y k7) =55 @ar D
und stellt demnach die gesuchte Losung dar.

1) Ersetzt man in (17) die Variabele & durch x—&, so ergibt der
Vergleich mit (17) ohne weiteres (unter Benutzung der asymptotischen
Formel (14) fiir £,), daB die durch «, dargestellte Erregung fiir » =
auf das Gebiet # — o < & < = beschriinkt ist.

Annalen der Physik, IV, Folge. 30, 50
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Es eriibrigt jetzt noch zu zeigen, daB der Ausdruck (18)
mit dem im vorigen Paragraphen erhaltenen (7”), wie schon in
der Einleitung hervorgehoben, identisch ist. Dazu substituieren
wir zunéichst fiir ¢, den unausgerechneten Wert aus (16), so
daB wir statt (18") erhalten:

B, = fsin &, d,

(18”) Om

Slen 1) TV D p (eos 5,) P, (cos ).
0

Nun gilt andererseits nach dem Additionstheorem der Kugel-
funktionen die Liegendresche Formel:})
2

1
5 f P (cosy)dm, = P, (cos ) P, (cos ),
4]

wenn y, o, &, w,, 7, dieselbe Bedeutung wie in § 1, Gleichung(6)
haben; statt (18") konnen wir demnach auch schreiben

o0 wo=2 7
1 .
S,Bm = -2—nfSID19'0dt9'ofdm0
8,=0 wo=0

[~2]

Slent1)e T TVLEDP (osy).

0

SchlieBlich ist aber die hier auftretende Summe bis auf den
Faktor ¢4 identisch mit der bekannten Entwickelung:

pikrCOSy - 2(2 n+ l)e1"—2—’%‘—"'1—;—?—72 P, (cosy),
0

so daB wir in Ubereinstimmung mit (7*) fiir %, den Ausdruck
erhalten

Pe=a =27
1k . .
_— k rcos
B, = 2nfsm{}0dz‘}0fe* rdw,.
F=0 @y=0

1) Vgl. z. B. E. Heine, Theorie der Kugelfunktionen 1. p. 313.
Berlin 1878.
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Ebenso wie der riumliche Fall soeben behandelt wurde,
148t sich der ebene erledigen. Als Losung ergibt sich

(19) P, ___%2’ smn"“ e 2 J (ko)cosng,

0
wenn J, (k) die gewohnliche Besselsche Funktion a%r Ord-
nung ist und der Strich am Summenzeichen bedeutet, daB,
wie bei allen cos-Reihen, das erste Glied halb zu nehmen ist.
Auch hier kann man den Ausdruck (19) entstanden denken
dorch Summation der beiden Reihen:

oo (14
1 2’ sinne in
—_ 2 1
ul—; T——e H" (k@)cosn(p,
(4]

00 T
1 "sinpo  ing oo g
Uy = — E rat H2(ko)cosnep,
0

von denen fiir groBe Werte von %¢ die erste u, eine auf den
Winkel —e < ¢ < « beschriinkte Zylinderwelle darstellt, welche
nach dem Nullpunkt hin fortschreitet, wihrend », eine Zylinder-
welle darstellt, welche vom Nullpunkt wegeilt und auf das
Intervall # — & < @ < + « beschriinkt ist. DaB (19) mit (12)
identisch ist, folgt sofort, wenn man zunichst sinne/n er-
getzt durch:

a

fcosn% de,,

§
so daB man statt (19) schreiben kann:

[ 0 -
1 P An o
%= 2 [ap, e T rggmnn +g)
0 0

1 > y ‘;ni
+ 7 fd‘PoZe 2 J (ko)eosn(p — @),
0 0
was dann mif Riicksicht auf die bekannte Entwickelungsformel

o0 y g
X e
ik = Z’ 2
eikecosy — e J, (kolcosny,
0

50*
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ohne weiteres in (12) ibergeht. DaB (7) und (12) strenge
Lisungen unserer Aufgabe sind, sieht man iibrigens auch
direkt ein, wenn man bedenkt, daB erstens die Integranden
dieser beiden Ausdriicke Gleichung (1°) ohne Vernachlissigungen
geniigen und sich zweitens im Unendlichen in der verlangten
Art verhalten, wie noch mnidher in den beiden folgenden
Paragraphen gezeigt wird.

§ 8. Diskussion der Verhiiltnisse in einem ebenen Biindel.

Da uns hauptsiichlich die Lichterregung in der Nihe der
Brennlinie interessiert, werden wir die Formel (12) fiir
spezialisieren konnen fiir nicht zu grofe Werte von

ko =2n % (i = Wellenlinge).

Wir beschrinken uns vorderhand auf die Diskussion von P,
in Punkten der Achse des Biindels (¢ =0 oder ¢ =) und
erhalten dann vor der Brennlinie (p =0), indem wir cos g,
durch 1 — ¢,%/2 ersetzen, den Ausdruck:

+a o

gike —ike . ogike —i ke e
20) B, = f P g, =2 [T Mg,

Za 0
Das folgende Glied in der KEntwickelung von cos ¢, ist ¢ %/24,
so daB die vorstehende Formel nur so lange Giiltigkeit hat,
als der Ausdruck

4 4
ey hosr ="t 1
nicht zm groB, beispielsweise klein gegen m ist. Diese Be-
schrinkung ist praktisch belanglos, denn denken wir z. B. an
eine Zylinderlingse mit einer Offnung gleich dem zehnten Teil
der Brennweite, 8o ist « = 1/,,, so daB der Ausdruck (21) erst
gleich » wird, wenn

12
% = — = 1,92.10¢,

d. h. in beinahe 2.10% Wellenl#ngen oder ungefihr 1 m Ent-
fernung von der Brennlinie,
In (20) fithren wir noch die neue Variabele

22) u=1/2t g,
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ein, wodurch diese Formel tibergeht in

(28) B, = i—"eike%fe_iTuz du,
0
wenn noch zur Abkiirzung
\ _1/ke, /2
(24) s = ‘/ 2 ¢=VT ¢

gesetzt wird. Nach Formel (23) kann man nun unter Be-
nutzung der Cornuschen Spirale das Verhalten von P, geo-
metrisch sofort iiberblicken. Zeichnet man nimlich die Spirale
in einer komplexen Ebene mit horizontaler reeller und verti-
kaler imagindrer Achse (Fig. 2), so sind bekanntlich reeller
bzw. imagindrer Teil des Integrals

8

—ilu’
fe 2 du

0

die beiden rechtwinkeligen Koordinaten eines Punktes auf der
Spirale, der um die auf derselben gemessenen Bogenlinge s
vom Nullpunkt entfernt isj.

Will man also in einem J[ J /
Punkte, der im Abstande p L s [ %
vor der Brenulinie liegt, Am- g ™4~/ \&
plitude und Phase kennen, \

50 berechne man zunichst ™S !
die zugehdrige Grofe s nach N
(24), die als Bogenlinge \(
der Spirale z. B. zum Punkte
P gehdren moge. Formel T \ )
(23) zeigt dann, daB die

Amplitude von 9, abgesehen Fig. 2.

vom Faktor 2¢/n dem Quo-

tienten O P/OP gleichkommt, wenn OP die geradlinige und
OP die auf der Spirale gemessene Entfernung der Punkte O
und P bedeutet, wihrend die aromale Phaseninderung ge-
messen wird durch den Winkel, den die Gerade O P mit der
Geraden OS§ bildet, die O mit dem unteren Windungspunkt &
der Spirale verbindet, Man sieht, wie Amplitude und Phase
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regelmifige Schwankungen ausfihren, welche bei Ann&herung
an die Brennlinie in Intensitdt zunehmen. In der Brennlinie
selbst erreicht die Amplitude ihren Maximalwert, welcher bei
dem hier gewihlten Ansatz (23) 2 «¢/n betrigt; die Phase hat
sich bis dorthin im ganzen um =/4 in anomaler Weise ge-
indert. Hinter der Brennlinie ist ¢, =, so daB dort fir B,
die Formel:

s

(287 B.= ﬂe”‘é’—;—fei?m du

T
0

gilt. Fiir die Punkte auf der Achse hinter der Brennlinie
gilt also dieselbe Konstruktion wie oben, aber jetzt ausgefiihrt
an dem oberen Zweig der Spirale in Fig. 2. Die beiden von
O aus nach den Windungspunkten 8 und 8§’ gezogenen Ge-
raden bilden den Winkel #/2 miteinander, welcher die totale
anomale Phaseniinderung, den sogenannten Phasensprung beim
Durchgang durch eine Brennlinie darstellt. Gegen unsere
letzte Behauptung kann man den Einwand erheben, daB die
zugrunde gelegte Darstellung ihrer Ableitung nach keine Giiltig-
keit mehr beanspruchen kann fiir Bunkte in groBer Entfernung
vor oder hinter der Brennlinie. Man kann sich indessen leicht
iiberzeugen, daf auch die Ausrechnung der strengen Formel (12)
fiir groBes ¢ wieder auf (20) bzw. (23) zuriickfithrt. (Vgl. die
analoge Rechnung in § 4.)

Auch die Werte von 98, auBerhalb der Achse kann man
aus Fig. 2 entnehmen. Ersetzt man nidmlich, jetzt bei be-
liebigem ¢ die GroBe cos(¢p—¢,) durch ihre Entwickelung

g €OB @

(25) cos(p—qg,) = cosp + @, sinp — > —+= + ...,

so erhilt man zunfchst

+a
e:kg cos g

_ ke A=2 g
(26) %, = —fe 5 008 @ (o’ = 2 tgq))d(ro,

T

oder nach Multiplikation und Division mit

i~k—0cosq>tg"qg
e 2
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die Formel:
+a

26’ . 1 ikoeos g (1+Yatg?g) _i—l;icosq-’((?o_tg'?)’d
(26" ‘,Bz-;e et | e Po -
—a

Fiibrt man hier noch die neue Variable v ein durch den Ansatz:

k
v=1/—"—‘:’9~9(%—tgtp),

g0 kommt statt (26")
(27) SB,= %eikecosw(l+ll,tg’¢);!j_—%fe—iEvg dv’

wo
28) 5=]/2022 —tgg) und 5, =— /2L (uttg ).

Setzt man jetzt die Spirale fort, wie in Fig, 2 durch die ge-
strichelte Kurve angedeutet und rechnet die Bogenlingen stets
vom Nullpunkt ausgehend positiv auf dem ausgezogenen und
negativ auf dem gestrichelten Teil der Spirale, so werden den
obigen zu irgend einem Werte von ¢ gehdrigen Bogenlingen
s, und s, zwei Punkte z. B. @, und @, entsprechen. Abge-
sehen vom Faktor

2a eikocosp (141, tg? @)
T

ist dann ‘P, dargestellt durch §, @, /@, @, (in derselben Be-
zeichnungsweise, wie oben angewandt wurde), wihrend die ano-
male Phasenéinderung wieder gemessen wird durch den Winkel,
den die Gerade @, ¢, mit der Verbindungslinie 0§ von Null-
punkt und Windungspunkt macht. Besonders einfach wird
noch dag Verhalten von B, in der Ebene, die durch die Brenn-
linie senkrecht zur Achse des Biindels geht. Hier ist p=mn/2
oder 3(w/2), so daB man in (25) statt cos(p — @)

n .
cos (? - ‘Po) =811, = @
oder

€08 (312'-—q>0)=—sinq)0=—%
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substituieren kann, Fiir ¢ = a/2 erhélt man dann:

(29) ——fe"‘wadzpo —7 smkga

und fir ¢ =3n/2 denselben Wert, da hier

+a
1 .
S;BZ= —;—fe '7‘9%d¢0=
~a

2 .
e sinkge.

Die Diskussion von (12) “fir groBfe Werte von %p erfolgt in
der tiblichen Weise!) und ergibt dann, daB innerhalb der geo-
metrischen Begrenzung des Biindels 9, unendlich klein wird wie
(ko)~'h, wahrend auBerhalb dieser Begrenzung B, sich verhilt
wie (Ag)~1. Im Unendlichen ist also tatsiichlich die Erregung
auf die vorgeschriebenen Bereiche beschriinkt. SchlieBlich er-
tibrigt es noch von B, aus den Ubergang zu den Feldstiirken
selbst zu machen; dieses geschieht sofort auf Grund der For-
meln (8) und (8). Betrachten wir z. B. Wellen polarisiert in
der Einfallsebene (9, = 0), so ist nach (8) &, bis auf den
Faktor %2 identisch mit %, die besprochene Konstruktion
liefert also zugleich mit %, auch &, Weiterhin erhdlt man
fir §, die strenge Formel:

+a

feik.gcoa(fp ~ ol gin (p — ) dep,,

-—a

SIES

tk 0
80) o=t lop—
oder ausgewertet
’ 2k
(30) 9, =

——.gikecosacosy gip (k g sin o 8in @),
e

Fir @, endlich folgt zundchst strenge:

+a
Bl) 9, =— ik—%‘Bﬁ —]f,if"""“°““”“”°) cos (g — o) dep,

1) Vgl. fiir die Methode den niichsten §4 oder auch P. Debye,
Verbandl. d. Deutsch. Phys, Ges. 10. p. 745. 1908, sowie Physik. Zeitschr.
9. p. 777. 1905.
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was aber fir nicht zu groBe Offnung des Biindels (e klein)
ersetzt werden kann durch

+a

(311) l@‘p____I:Tgcosqueikgcos(¢‘¢o)d¢o,

so daB demnach §  bis auf den Faktor cosg mit €, iden-
tisch ist.

Definieren wir noch die Infensitit an einer beliebigen
Stelle durch den zeitlichen Mittelwert des Quadrates der elek-
trischen Amplitude, so konnen wir die Intensititsverteilung in
der Einfallsebene durch Anwendung der oben besprochenen
Konstruktion finden. In dieser Weise wurden die Kurven 1,2, 3
der nebenstehenden Fig. 3 gezeichnet!), welche in einem be-

(1)

Jntensitdt

2

=
g

2 00 200 00 100 S0 600 700 800 200 1000
-
Fig. 3.

liebig gewiahlten MaBstab die Intensititen auf den zu ¢ =0,
@ =o und @ =n/2 gehdrigen Radien darstellen fiir ein Biindel
mit der Offnung 2« = 0,1. Mit Hilfe derselben kann man
gich nun leicht ein Bild von dem Aussehen des ,,Lichtgebirges®
in der Umgebung der Brennlinie machen.

Der zweite Fall von senkrecht zur Einfallsebene polari-
sierten Wellen braucht keine weitere Diskussion, da nach (8)
die zur Verwendung kommenden Formeln dieselben bleiben
wie in eben besprochenem Fall. Auch kann man sich iber-
zeugen, daB wenigstens fiir kleine Werte von & die durch |€|?
definierte Intensititsverteilung in beiden Fillen dieselbe ist.

1) Fiir die Cornusche Spirale wurde die Zeichnung benutzt aus
R. W. Wood, Physical Optics, New-York 1905.
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§ 4. Das rdumliche Biindel.

Wir betrachten zunichst wieder irgend eine Komponente
des Vektors B, z. B. P,, welche dann durch (7°) dargestellt
wird und wollen zunichst diese Formel diskutieren fiir groBe
Werte von kr = 2mr/A. Wir fihren dazu um die Richtung
&, o, welche zum gerade betrachteten Aufpunkt gehort, neue
Polarkoordinaten ;, w, ein und kdnnen dann, wenn der Auf-
punkt zuniichst innerhalb der geometrischen Begrenzung des
Biindels gedacht wird, die Integration (7°) in zwei Teile zer-
legen, so daB

(32) B= 2k 0+ ).

Hierbei bedeutet J, das Integral feikrcosrqdQ erstreckt iiber
ein Segment Offnungswinkel 2( — ),
dessen Mittellinie die Richtung &, o
hat. (In Fig. 4 ist der Einfach-
heit halber @ = #/2 angenommen
worden), wahrend J, iiber den Rest
des nach der geometrischen Optik
mit Licht erfillten Kugelsegments
zu erstrecken ist. Das erste Inte-
gral J, ist sofort ausgewertet, man
erhilt:

a— %

2n
ihyr

(83) J = 2 [eitresisin 9, 4, =
0

(eikr — eikr cos(a—#))‘

Das zweite Integral erfordert etwas mehr Uberlegung; zunichst
kann man schreiben:

H=a+d @,=+ow
(33) L=[  [erresising, d9 do,,

Hh=a—9% oy=—w,’

wobei wir @, von der Zeichenebene der Figur aus rechnen
und w,° eine Funktion von &, ist, die den Wert o, angibt,
gehorend zum Schnittpunkt der beiden Kreise & =« und
¥, = const. Bedenkt man noch, daB das Endresultat ganz von o
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unabhéngig ist, so kann man zur Berechnung von ®,° auch
direkt den Fall der Fig. 4 zugrunde legen. Fiir den Kreis & =«
gilt dann im neuen Koordinatensystem nach (6) die Formel:

o8 @ = €08 I, cos (@ — ) + sin I, sin (¢ — ) cos w, ,

80 daB wir das Azimut »,° des eben erwihnten Schnittpunktes
finden aus der Formel:

— 3, cos (o — )
3 4 0 —_ Ccos o €08 .
(34) COo8 &y sin 9, sinfe — 9)

Statt (33) erhalten wir jetzt:

H=a+d
(35) =g=2fwhmmmpwgmnmd&,

By=a -

und hiervon wird die erste Naherung durch partielle Inte-
gration gefunden in der Form

(36) J, = — 2 [COIO(&.I)eikr cow,]

—1kr

H=a+ P
Hh=a—9?

Nun ist, wie aus (34) folgt, oder auch sofort aus der Figur
ersichtlich ist @,°(¢ — #) =7 und o,°(@ + 4) =0, so daB

(36') JZ _ 2n gikrcos (a— )

13

tkr

und wir nach (32) fiir B, erhalten

ikr

(37) B, =2 fir 0< &< e,

r

wie es sein soll,

Liegt der Aufpunkt auBerhalb der geometrischen Be-
grenzung des Biindels, so tritt in (32) nur das Integral J, auf.
In diesem Falle ist indessen, wie aus der Fig. 4 ersichtlich,
@,° =0, so daB man fir J, in derselben Niherung wie in
Formel (36) den Wert Null erhilt. In groBer Entfernung ist
also die Erregung auf den vorgeschriebenen Bereich beschrinkt.
In scheinbarem Widerspruch mit (87) steht das aus (7) fur
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den Spezialfall 3 = 0 direkt fiir beliebige Werte von » folgende
Resultat
ikr e ikrcosa

8) B -

r

Fiithrt man indessen die Berechnung von J, um ein Glied
weiter, wie in(36), so tritt in diesem Glied die GriBe dw,°/d9,
auf, welche um so gréBer wird (vgl. Fig. 4) je niher die nach
dem Avufpunkt hingezogene Richtung mit der Achse 3 =20
zusammenfillt. Fiir einen bestimmten Wert von £r kann also
(87) nicht mehr als Niherung betrachtet werden in einem
kleinen die Achse des Biindels umgebenden Winkelraum,
dessen Gﬁnung iibrigens um so kleiner wird, je grober % ist.
Fir unendlich groBe Werte von %7 ist also dennoch im Innern
des Biindels iiberall (37) giiltig, bis auf die eine singulére
Stelle ©+ = 0. Befindet man sich hinter dem Brennpunkt auf
der Achse, 50 ist < = 7 und man erhilt da hier y = 7 — &
nach (77):

(38) %, = —

Fiir sehr groBe Werte von k7 gilt analog und im selben
Sinne wie (37)

e-—zkr e—zkrcosa
r r

—-ikr

(87 P=—"—— fir 1—a<&<m.

Das auftretende Minuszeichen reprisentiert den ,,Phasen-
sprung® m.

Wir wollen jetzt noch einige Formeln angeben, die das
Verhalten ven P, in der Umgebung des Brennpunktes charak-
terisieren. Dazu gehen wir von (7”) aus und integrieren zu-
nichst nach o,. Bekanntlich gilt die Formel:

Fis

1 iz cosuy
J(x)::;fe csu gy,
wenn J(z) die gewdhnliche Besselsche Funktion nullter Ord-
nung bedeutet; statt (7”) konnen wir demnach auch schreiben:
P=a
(39) P, = ik f eikr con # cos By J(k  sin & sin ) sin &, dF, .
Py =0
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Ein erster Weg zur Ausrechnung ergibt sich durch Reihen-
entwicklung der Besselschen Funktion; es ist namlich

2
J@=1—-2- ..,

durch Einsetzen dieser Reihe in (89) erhilt man ohne weiteres
die Naherungsformel

@) P = o (0,0~ ETIT g 91,

7 cos 9 4

wobei @, (§) und @,(5) Abkiirzungen sind fiir die Funktionen

(Dl (19.) —_ eikrcos# — ezkrcosacosﬂ’

1) { P (9) = — e“‘”c'w( 24 2 )

krecosd ket cost 9

+eikrcosacosd( 24 2 )_

kr cos o cos & k* r? cos? a cos? &

Ein zweiter Weg geht von der Entwickelung der Exponential-
funktion aus und liefert das Resultat:

. tkrcos B k 9
42) B, =ik g (B -2 g o)1,
wobei
Y (3 = kresind J, (kresin )
und
#3) 1 o T . ons . :
5 (3) = m[{(kru sin3)® — 4kre sind}J(kresinF)

+ 2(kr wsin 3 J(kr esin 9

wenigstens dann, wenn man in (39) mit Riicksicht auf die
Kleinheit von e die GroBen cos#, bzw. sin &, durch 1—3,2/2
bzw. &, ersetzt. Die bei der Berechnung von ¥, und ¥,
auftretenden Integrale mit Besselschen Funktionen lassen sich
unter Benutzung der dieselben definierende Differentialgleichung
leicht mittels partieller Integration bestimmen.

Die beiden Formeln (40) und (42) erginzen sich gegen-
seitig, die erste ist empfehlenswert fiir Punkte, bei denen die
GroBe k2r?gin? ¢ = A%(2? + y? nicht zu groB ist, die zweite
gilt fiir Punkte in der Umgebung der ,,Brennebene* fiir die
kr cosd = kz klein ist.
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Es eriihrigt jetzt noch den Ubergang zu den Feldstirken
zu machen; dieses geschieht auf Grund von (2) und (2°) und
zwar wird die Ausrechnung wohl am einfachsten, wenn man
in z, y, z Koordinaten rechnet und bedenkt, daB der Exponent
der Exponentialfunktion in (7°) eine lineare Funktion dieser
drei Koordinaten ist. Die Formeln (40) und (42) ergeben dann
z. B. auf der Achse Erscheinungen analog zu denen auf der
Achse des ebenen Biindels und in der Brennebene Beugungs-
ringe, deren Intensititsminima von der Intensitit Null durch
die Wurzeln der Besselschen Funktion definiert werden (vgl.
(48)). Der Fall des natiirlichen unpolarisierten Lichtes ergibt
sich, wenn man den Vektor P8 Bewegungen nach allen Rich-
tungen des Raumes beschreiben 1aBt, wobei diese Bewegungen
langsam in bezug auf die Zeit einer Lichtschwingung und
schnell in bezug auf die kleinsten méglichen Beobachtungs-
zeiten erfolgen miissen.

§ 5. Verallgemeinerung fiir Biindel, welche nicht in einem
einzelnen Punkt (bzw. einer einzelnen Linie) konvergieren.

Der z. B. bei nicht vollig korrigierten Linsen verwirk-
lichte Fall solcher Biindel, welche geometrisch gesprochen in
Brennflichen statt in einem Punkte konvergieren, kann auch
durch Ausdriicke beschrieben werden, welche ganz analog wie
(7) gebildet sind. Zur Erlduterung des Verfahrens moge noch
der Wert von 8 =%, angegeben werden fiir ein ebenes Biindel,
das in einer Brennlinie konvergiert, wobei der leichteren Uber-
sicht wegen noch angenommen wird, daB letztere in bezug auf
die Achse des Biindels symmetrisch ist. Die Form der Brenn-
linie wird aber sonst ganz beliebig gelassen. Fiir B gilt dann
in groBerer Entfernung vor der Brennlinie

E
. 2 —iz ik (o’+ 8)
(44) S

mnerhalb des mit Licht erfiillten Winkelraumes. Hier be-
deutet ¢’ den Abstand des gerade betrachteten Punktes vom
zugehorigen, d. h. durch einen Lichtstrahl mit ihm verbundenen
Punkte der Brennlinie, s ist die Bogenlinge der letzteren von
ibrer auf der Achse gelegenen Spitze aus gemessen. Die Form
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des Phasenfaktors?) ei*@+ wird dadurch bedingt, daB die
Linien ¢" + s = const. als Evolventen der Brennlinie die Linien
konstanter Phase, d. b. im zweidimensionalen Fall die Wellen-
fliche bilden — alles natiirlich vom Standpunkte der geo-
metrischen Optik aus, den wir fiir unendlich entfernte Auf-
punkte unbedenklich einnehmen diirfen.

In gleicher Weise wie in § 1 folgt jetzt fiir B die in der
ganzen Ebene geltende Darstellung

+a

(45) 7 B =fe”‘e’ €08 (@'~ @g) piks de, .

haad * 4

Die GroBe ¢, bedeutet hier den Winkel, den die Tangente
in einem beliebigen Punkte der Brennlinie mit der Achse
macht, wihrend ¢’ und ¢’ Polarkoordinaten um diesen Punkt
sind, wobei ¢'=0 die Parallele zur Achse des Biindels dar-
stellt. Wegen des willkiirlichen Zusammenhanges von s und ¢,
enthilt unsere Formel noch eine vollig willkiirliche Funktion,
die einer beliebigen Form entweder der Brennlinie oder der
Wellenfliche in unendlicher Entfernung angepaBt werden kann.
DaB iiberdies (45) eine strenge Losung unserer Grundgleichung (1)
darstellt, sieht man sofort, wenn man o’ und ¢’ durch Cartesi-
sche Koordinaten um den jeweiligen Nullpunkt ersetzt, so daB

0" cos (@' — ) = (z — &) cos @ + (y — 77) sin g, .

Die GroBen £ und # sind ebenso wie s Funktionen der
Integrationsvariablen ¢, 2 und bedeuten die rechtwinkeligen
Koordinaten eines Punktes der Brennlinie in einem festen
Cartesischen Koordinatensystem z, y, dessen Nullpunkt mit
der Spitze der Brennlinie zusammenfallen mag. Die so statt (45)
erhaltene Darstellung fir P ist fiir die Diskussion am be-

R i

1) Der Faktor ‘/%e * wurde nur hinzugefiigt, um die Ana-

logie mit den Formeln des § 1 ganz zu wahren; der Amplitudenfaktor
o~ ist der fiir Zylinderwellen charakteristische.
2) Man kann £ und 7 definieren durch die Formela
8 &
& =fcosq>0ds und g = fsin%ds.
0 0
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quemsten; sie gestattet wieder eine geometrische Interpretation
mittels der Cornuschen Spirale, wenn noch die GriéBen &(gp,),
n{¢p,) und s(¢,) durch die ersten Glieder ihrer Entwickelungen
nach ¢, ersetzt werden.

Fiur riumliche Biindel erhélt man eine zu (45) analoge
Formel, welche indessen zwei beliebige Funktionen enthilt
and dementsprechend die Anpassung an vorgegebenen Brenn-
flichen gestattet. Weiteres zu den in diesem Paragraphen
behandelten Fragen wird von anderer Seite niher ausgefithrt
werden.

Minchen, Institut fir theor. Physik.

(Eingegangen 9. Oktober 1909.)



