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UNA QUESTIONE SUI NUMERI TRANSFINITI .  

biota di O. B u r a I i-F o r t i, in Torino. 

Adunanza dcl 28 matzo t897. 

Scopo prin=ipale di questa Nota ~ di dimostrare, the effettiva- 
mente esistono dei numeri transfiniti (*) (o tipi d'ordine) a, b tall 
che, a non ~ eguale, non ~ minore e non 6 maggiore di b. 

Basandoci su resultati gi~t noti, potremmo in poche parole di- 
mostrare quanto ora abbiamo affermato; ma per togliere al lettore 
ogni dubbio sulla validit~ della nostra dimostrazione, abbiamo cre- 
duto necessario stabilire esattamente (nei ~ 1-8) il significato dei 
termini dei quali facciamo uso (**), ripetendo--sebbene sotto forma 
alquanto diversa--alcune r gi~t esposte in questi Rendiconti (***). 

(*) G. C a n t o r . -  Beitrige zur Begrfindung der transfiniten Mengenlehre 

(Math. Ann., B. 47)- - -  Traduzione italiana nella Rivista eli Matematica, a. t895. 
Per  i lavori precedenti del sig. G. C a n t o  r sullo stesso argomento, si consulti 

la Lista bibllografica del sig. V i v a n t i, unita alla parte VI del Formularlo pub- 
blicato dalla Rivlsta di Ma~ema~ica. 

(**) Per il significato dei termini, classe, r dasse finita . . . .  ri- 
mandiamo il lettore a ' la nostra Nota:  ~ Le classi finite ~ pubblicata negli Atti  

dell 'Accademia di Torino, a. 1896. 

(***) Tomo V I I I . -  ~ Sulle glassi ~ e i humeri tralasfiniti~. 



UNA O.U~TiO~E SU~ ~UM~Rt TRA~SFtNITt. ~5~ 

x. Ordin~ degll ettmenti di una dasse. - - S i a  u una classe. 
Diciamo che b $ un �9 or~ine degli u , ,  quando (*) :  

(a)  b ~ una corrispondenza fra gli elementi di u e r for- 
mate con elementi di u. 

(b) La corrispondenza b ~ transiliva; cio~ se x, Y, ~ sono ele- 
menti di u, se x ~ un elemcnto della c|asse by e s e y  ~ un b<, 
allora x ~ un h~. 

(r Se x, y sono elementi dl u, non pu6, ad un tempo, essere x 
un by e essere y un bx.  

(d) Se x, y sono elementi qualunque di u, sempre si ha t he :  
o x 6 identir a y ,  o x 6 un by, o y  ~ un h x. 

In slmboli, scrivendo Ord u al posto di �9 Qrdlne degli u , ,  ab- 
biamo 

, .  u , K . ~ . O r d u - - ( K u ) f u - . ~ x , y , z , u . x , b y ,  y,b~.~,, , .~.  
x ~ h z . ' . x , y ~ u  .x~.hy. y , b x .  = ~ o ^  .-. z ,y~u .  ~,.I : x = y .  ~ .  x , h y .  

v .  y ~ b x} (Def). 
Se, essendo x un elemento di u, r �9 seguenti di x in 

u rispetto all 'ordine h ,  gli elementi della classe hx, scorgiamo fa- 
r the  le propriet~ (a)--(d) attribuite ad h, sono quette the  
ordinariamente si annettono all 'idea di ord~ne. 

Invert iamo la relazione y , h x  (,y ~ uno dei seguenti di x) scri- 
vendo x ,b !y ,  e quindi h~), pu6 stare ai posto di �9 precedenti di y 
in u r ispet to alI'ordine h , .  Chiamiamo �9 primo degli u, rid.pet}o al- 
l*ordine b ,  l 'elemento x di u the  non ha preeedenti  ~ x - - - A ) ,  e 
r , ultimo degli u rispetto all 'ordine b ,  l 'elemento y di u 
the  non ha seguenti (by --. A). S e x  6 un elemento di m, r 
�9 immediatamente seguente di x �9 l 'e lemento y di u che ~ ub6 dei 
seguenti x ed ~ tale, che non esistono degU u r sono, ad un tempo, 
seguenti di x e precedenti d i y  ( y , b x .  u . - .hx~ .b[y=A) .  I1 p~mo 
o ].'ultimo degli u, o ].'immediatamente seguente di un elemento 
qualunque di u, pub non esistere; ma se esiste ~ univocamente de- 
terminato [ci6 rlsulta facilmente dalle condizioni ( a ) - - ( d ) ] .  

(~ Per maggiari sqhiafimeaati sul|e r  ccmtenut~ nei 5S s-8 si cfinsuTti: 
C. B u r a I i-F o r t i.--Sulle clas~i ordinate e i ~,utn4ri ~r162 log. r 
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2. Classe ordinata (*) . - -Sieno u, v classi qualunque; sin b 
up ordine degli u, e k un ordine dei v. Scriviamo (u, h) aI posto 
di , classe u i cui elementi sono disposti nel!'ordine h , ,  o al posto 
di �9 classe u ordinata col criterio h , .  

Non sembra attualmente possibile definite (u, h) ponendo (u, h) 

eguale (identico) a up complesso di segni avepte signifieato noto. 
Noi definiamo (u, b) come ente astratto, stabilepdo in qual easo due 
classi ordinate debbano ritenersi ideptiche. Poniamo 

2. u, v ~ K . h ~ O r d u . k ~ O r d v . ~ . ' . ( u , b ) - - ( v , k ) . - - ' : u - - v .  
h - -  k (Def) 
cio~ ammettiamo the (u, h) ~ identica a (v, k) quando, u ~ iden- 
tica a v e la corrispondenza b 6 identica alla corrispondenza k. 

Se u ~ una classe contenente un solo elemento x, (ueUn),  
allora ogni ordine h degli u ~ tale che h x--"  A. Possiamo quindi 
convenire di indicare col segno A ogni ordine di u, e in r 
(u, .~) rappresenterk la classe u ordinata. 

Scrivendo Ko al posto di �9 r ordinata,  poniamo 

3- Ko ---(u,  ~ )~{u~K.b~Ordu}  (Def) 
cio~ diciamo r (u, h) ~ una r ordinata quando u ~ una classe 
e h ~ un ordine degli u. 

S 3. Classe perfettamente ordinata.--Sia u una r non nulla 
(contenente effettivamente degli elementi) e sin h u n  ordine degli u. 

Diciamo the (u, h) ~ una , dasse perfettamente ordinata , ,  
quando : 

(a) Esiste up elemento di u the,  rispetto a11'ordine h, oceupa il 
primo posto. 

(b) Ogni elemento di u r ha dei seguenti, ha l'immediata- 
mente seguente. 

(*) G. C a n t o r, Ioc. tit  ~c Chiamiamo semp~icemente ordinato un insieme 

34, quando ira i suoi elementi sussiste un determinato ordine di posto (Rangndung) 

per cui considerando due eIementi qualunque m z , m2 l'uno prende il posto in fg-  

r iore  e l 'altro prcnde il posto sup t r iore  e ci6 in tal guisa che, se di tre elementi 

m l ,  m a e  m 3 6, per il posto, m z inferiore ad m2 ed ma inferiore ad m 3,  anche 

m z 6, per il posto, inferiore ad m~ ,~. 
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(c) Qualunque sia l'elemento x di u si ha che:  o x non ha 
l'immediatamente precedente; o esiste un precedente y di x, non 
avente l'immediatamente precedente, tale the gli u che sono, ad 
un tempo, seguenti di y e precedcnti di x, formano una dassefinita.  

In simboli, scrivendo Kpo al posto di �9 classe perfettamente 

ordinata , ,  si ha 

4- K p o - - - K o , - . ( u , b ) ~ l u - : a : . : x ~ u . b l x : A - : = a : ' :  
x , u . b x - - -  a . a . : y e b x ,  u - , b x . - . b l y - - - A . - - - ~ A : . : x ~ u . ~ , : :  
y ~ b l x . u . - . h y . - . h l x - - A . - - 7 . x  . ' . . . . . ' . y~h lx : ,n ' -h l y .u . ' . hm, - ,b l y  - -  a. 

- -m A : (u .'. hy .-. blx)e Kiln : - - - ,  a} (*) (Def). 
I1 sig. G. C a n t o r  chiama , classe ben ordinata , ,  quella classe 

ordinata che sodisfa alle condizioni (a), (b). Avvi notevole differenza 
tra la classe ben ordinata e la classe perfettamente ordinata: sieno, 
p. es., a , ,  a , ,  a3, . . .  b , ,  b=, b 3 , . . . ,  gli elementi di due classi 
numerabili; se consideriamo la classe ordinata 

a , ,  a , ,  a 3 ,  . . .  b 3 ,  b , ,  b x 

si vede facilmente che essa ~ classe ben ordinata ma non perfetta- 
mente ordinata, mentre 

a ,~  aa~ a3 ,  . . .  bz~ ha ,  b3,  . . .  

6 classe perfettamente ordinata e, in conseguenza, anche bene or- 
dinata. 

S 4. Relaz~ioni tra dassi  ordinate . - -S ieno (u, h), (v, k) r 
ordinate. Scriviamo (v, k)f(u,  h) al posto di , r ordi- 
nata tra gli u e i v ordinati con i criteri h, k , .  Didamo c h e f  6 
una di tall r quando: f 6 una corrispondenza univoca 

(*) La definizione the ora abbiamo data, si presenta sotto una forma sim- 
bolica alquanto complicata perch6 non abbiamo voluto introdurre dei segni per 
indicare, immediatamcnte prectdente o seguente di x, primo o ultimo degli u, ecc. 
Tall segni sar/t conveniente introdurre volendo trattare completamente la teoria 

dr r ordinate. 
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e reciproca tra gli u e i v; ed ~ tale the se x, y sono elemeati di 

u e x ~ uno dei seguenti rispetto ad h di y, ailora a n c h e f x  ~ uno 

dei seguenti rispetto a k di f y .  l'n simboli si h a :  

5. (u, h), (v, ,~)~ Ko. :,. (v, k) f(u, h) --(vfu)rcp.-.~tx, y~u. 
x ~ h y . ~.,  . f x , k ( f  y)}. (Oef). 

Diciamo che (u, h) ~ equivalente (*) a (v, k) e scriviamo 

(u, h ) ~ ( v ,  k) quando tra (u, b) e (v, k) si pub stabilire una cor- 

rispondenza ordinata. Diciamo the (u, b) ~ minore di (v, k), e scri- 
�9 alamo (u, b ) . ~  (v, k), quando esiste una ctasse w contenuta in v 

e tale the (u, h )~ (w ,  k) (**). In simboli abbiamo: 
6. (u, b), (v, k)eKo.9:(u ,  h)~(v ,  k).---.(v, k)f(~, h ) - - - A .  (De[) 

7 . . . . . .  a.' .(u,b)<(v,k).-":w, Kv.(u,h) w(w,k).----~a (Oef). 

Dalle prop. 6, 7 si deducono faeilmente le seguend 

(u, h), (v, k), (w, 1)~Ko.  o . ' .  

8. (~,/ ,)  ~ ( , ,  h) 
9. (,,, ~) ~ O,,k). - - .  0,, k) ~ (u, b) 
~o. (~, h)~O,, 0 . %  k)~(~o, 0 . ~ . ( ~ ,  ~)~(~o, 0 

i. (u, 10 ~ (v, k). o. (u, 1~) < (v, k) 
~2. (u, ~)~(v, k). (v, k ) <  (~, O. o. (u, I , )< (~, 0 

3. (u, h) < (v, k). (v, k) < (w, O. ~. 0', h) < (w, 0 
I4. (u, b)~(v, k) .~.  u ~  

5. (~, b) < (v, 0 .  ~.  u < v (***). 

5. Operazione S. - -  Sieno (u, h), (v, k) classi ordinate tali 
the  u, v non abbiano elementi a r Col simbolo (u, h) S (v, k), 
the  leggeremo �9 classe ardinata (u, k) segulta dalla dazse ordinata 

(v, k ) ,  ind~cheremo 10. classe u ,-. v (somma logica di u con v) 

C) I! sig. C a n t o r chiama sirMli (,ihn'ich) le due cIassl. Noi r 
ii termine equivalenti, poich~ essendo questo stato definito per due classi 
(Cfr: ,~ Classi finite~,, 7. r ~ attualmente privo di significato per due classi or- 
dinate. Lo stesso dicasi per iI segno .< da noi introdotte sulle �9 Ctassl finite,,. 

(**) Si osservi the ogni ordine dei ~ ~ pure un ordine di ogni classe con.,_ 
tenuta in v, (S ~); quindi, sew ~ uua parte di .v si ha r (v 4 k) ~ pure u n a  

classe ordi~ata. 
(***) Cir. ~c Classi finite ~, I. r 
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ordinata con un criterio I tale che, essendo x, y elementi d i u  ~ v, 
l'affermazione x e l y  equivalga a dire che:  o x, y sono elementi di 
u e x ~ h y ,  o x, y sono elementi di v e x z k y ,  o x ~ un v e y 
un u. In simboli si ha 

i6 .  (u, h), (v, k ) ~ K o ,  u .-. v = A .  ~ .  (u, h )S  (v, /0-" 
?[ (u , . . v ,  O c { t e O r d ( u . - . v ) : . : x ,  y e (u , . , v ) .~ , . : , :  : x ~ l y . - - ' . ' ,  x,  y z u .  

x c h y  : ~ : x,  y ~ v . x ~ k y  : ..., : x ~ v .  ycu}]  (De o .  
Si dimostra assai facilmente che (u, b)S(v,  k) ~ una classe 

ordinata univocamente determinata. Analogamente si ha che 
x7. (u, h), (v, / )~Kpo.  u--- v - -  A. 3 .  (u, h)S(v,  k)eKpo. 

6. Tipo d'ordine.--Se (u, h) 6 una classe ordinata, scriviamo 
T ' (u ,  h) al posto di �9 tipo d'ordine degli u ordinati col criterio, h , .  
Consideriamo il T ' (u,  h) come un ente astratto funzione di (u, h), 
che (u, h) ha a comune con tutte le classi ordinate ad essa equi- 
valenti; vale a dire poniamo 

~8. (u, h), (v, k)~Ko.~:T'(,, h)=T,(v, k).=.(u, h) ~(v,~) (D~0. 
Scrivendo T al posto di �9 tipo d'ordine , ,  poniamo : 

xg. T - -  x-~{(u, h)~Ko . x  - -  T ' ( u ,  h). - ~---(~,b) A} (Def). 
Dalle proposizioni 8, 9, xo risulta subito che per i tipl d'or- 

dine, l'eguaglianza definita dalla prop. 18, gode delle proprietY, rifles- 
siva, simmetrica e transitiva; che cio@, se a, b sono tipi d'ordine 
qualunque, si ha 

a ~ a ;  a ~ b . ~ . b ~ a ;  a ~ b . b ~ c . 3 . a ~ c .  

w 7. Maggiori e m in o r i . - - S i eno  (u, h), (v, k) r ordinate. 
Diciamo the il T ' ( u ,  h) 6 minore del T ' ( v ,  k), o che il T '  (v, k) 

maggiore del T ' (u ,  h), e scriviamo 

T ' ( u ,  h ) < T , ( v ,  k), o, T ' ( v ,  k ) ~ > T ' ( u ,  h) 

quando : esiste una parte v, di v tale che (u, h) ~ ( v , ,  k); ma non 
esiste una p a r t e u  x d i u  tale the (u, ,  h) ~o (v, k). In virt~ della 
prop. 7 si ha the 
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20. (u, h), (v, 
T' (~, I,) : = : (. ,  h) < (v, k). (v, k) - < (., h). 

Si hanno le prop. seguenti : 
a,  b, c ~ T . ~ :  

2r. a - - - b . a < ~ b . - - . A  
22. a < b . a >  b . - - . A  
03 . a - - b . b < c . ~ . a < c  
:4. a ,~ b .b  < c . ~ . a  < c. 
Le prop. 2I, 2,- esprimono che dei tre casi a--b ,  a ~ b ,  a ~ b  

non possono vcrificarsene due ad un tempo; esse sono immediate 
conseguenze delle prop. del ~ 4- Delle stesse prop. ~ pure imme- 
diata conseguenza la prop. 23. Dimostriamo ora la prop. 24.--Sieno 
(u, b), (v, k), (w, I) classi ordinate. Dalla prop. I3 abbiamo the 

(,, h) < 0 ' ,  k).0,, k) <(~o, 0.(~, t) < ( , ,  h).~ :0,, ~) < (~ ,  h)..~. 
(~o, 0 < 0', k) (*); 
trasportando nell'ipotesi i due termini della tesi e trasportando nella 
tesi il terzo fattore dell'ipotesi si ha, 

(u, h) < ( v ,  k). (~,, k)-  <(u ,  h). 0', k) < ( ~ ,  t). (~,, 0 -  < ( v ,  k). 
3. (w, l ) -  < (., h); 
unendo alla tesi il fattore (u, h ) ~  (w, /), che ~ conseguenza del- 

l'ipotesi, e ricordando la prop. 20, si ha la prop. 24. 
Non ci ~ perb possibile dimostrare che:  
./1. a , b ~ T . 3 : a = b . , - ~ . a ~ b . . - . . a ~ b ,  

che cio~, per due tipi d'ordine qualunque debba sempre verificarsi 
uno dei tre casi a - - b ,  a ~ b ,  a ~ b .  Operando come nella nostra 
Nota �9 Sopra un teorema del sig. G. C a n t o r ,  (**), riduciamo la 
prop. A al prodotto !ogico delle due seguenti : 

I. (,, h), (v, k).. Ko. ~: (,, h) < f~,, k).._.. (~,, ~) < (,,, h) 
I~. (~, h), (v, k)~.r~o (., h) <(~,, k)(v, k) < (u ,  h).~.(., h) ~(v,  k). 
Se per un momento ammettiamo vera la prop. A, o almeno 

la I[, dalla prop. 2o si deduce dopo semplici trasformazioni logiche 
che : 

k)~Ko.o.'. T'(u, h) < T'(v, k ) : - - :  T'(v,k) > 
(DeO 

(*) Perch~ se a, b, e sono proposizioni si ha che b . ~ . b  v r e quindi, 

(**) Atti Acc. Scienze. Torino, a. 1896. 



UNA O.UESTIONE SUI NUMERI TRANSFINITI. 

B. (u, h), (v, k) ~ Ko.  ~. ' .  T'(u, b) < T'(v,  k). --- :(u, h) < ( v ,  k). 

(u, h ) - ~  (v,/0; 
cio~ the : il T '(u,  h) ~ minore del T'(u, h), quando questi non sono 
eguali ed esiste una parte v, di v tale che (u, h ) ~ ( v , ,  k). ~ sotto 
questa forma che il sig. C a n t o r  (*) dk la definizione della rela- 
zione contenente il segno < .  La nostra prop. 2o e la B sono equi- 
valenti quando sussista la A, o almeno la II. Assumendo la B per 
definizione non sapremmo, senza ammettere la II, come dimostrare 

la prop. 24. 
Dalla prop. 20 e dalla B si deduce assai facilmente the 

C. (u, h), (v, k) ~ Ko. (u, h) < (v, k). ~.  T'(u, h) ~ T'(v, k). 

8. Numeri ordinali e somma.mDiciamo �9 numero ordinale, (**), 
e scriviamo No, al posto di �9 tipo d'ordine di classe perfettamente 
ordinata , ;  

25. No ~ T '  Kpo. (De 0 
Poniamo 

26. I -- ~-T' ]Ko -- (u, h)~ (u~ Un)} (De 0 
cio~ dlchmo uno il tlpo d'ordine delle r ordinate (u, h) tali 
che u contiene un solo elemento. Risulta subito che 

27. ~ ~No. 
Definiamo la somma di due tipi d'ordine, e quindi anche di due 

numeri ordinali, ponendo 
28. (u, h), (v, k ) ~ K o . u ~ . v - - A . : ~ . T ' ( u ,  h) + T ' (v ,  k ) =  

T'  {(., h) s (De0 
Osservando the due cla~si ordinate equivalenti seguite da una 

stessa classe, sono pure equivalent], risulta c h e l a  somma ora deft- 
nha ~ indipendente da u, v, h, k; di pifi dalla prop. I7 risulta 

( ')  Mitteilungen ~ur Lehre yore Transfiniten. Zeitschr.  f,~r Phi!.,  t. 9 r, 9 2. 

(**) I1 sig. C a n t o r dice ve ramente  numero ordinale al posto di c~ tipo d 'o r -  

dine di una classe ben ordinata ,,. La propriet~ dei nos t r i  numer i  ordinali  ci semo 

bra concordlno per6 con quelle dei humer i  ordinali  del sig. C a n t o  r. Del res to  

cib ha  nessuna  influenza sulle nos t re  conc!usioni, per  le quail  basra sia provato 

t h e  i nost r i  T sono precis~mente i tipl d 'ord lue  d~l sig. C a n t o r. 

R~nd. Circ. Matem., t. X[,  par te x L - - S t a m p a t o  il 7 maggio  1897. 2I 
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29. a, b ~ N o . o . u - - } -  b ~ N o  
e la stessa prop. sussiste s e a l  posto di No poniamo T (*). 

~w 9. Cons~egue~( e delld .prbposiz, ione , 4 . -  Ammettiamo ora vera 
la prop, -A e vedi:imo quail proposhionl si dedbcono logicamente 

da essa. 
3o~ a ~ N o .  ~. a + x > a. (A) 
Dim. Sia (u,b) ufia dasse perfettamente ordinata avente a petr 

numero ordinale e s i a v  una classe contenente un solo elemento. Se 

poniamo 

si ha che P < Q. La prop. Jo sar~t dimostrata quandoi in virtfi 

della prop. B, rlusciremo a dimostrare the  P -  r~ Q. Se P non ha un 

ultimo elemento, allora P = ~  Q perch6 Q ha un uhimo elemento 

che ~ -(-v. Se P ha un ultimo elemento x, allorit eslste (~ 3) uu ele- 
mento y di u che non ha l ' immediatamente precedente �9 tale the,  
gli (u .-. by)..-, ty formano una classe finlta d i n  elementi; allora, se 
P ~ Qs sono anche equivalenti le classi P , ,  Q, che si ottengono da 
P,  Q sopprimendo gli ultimi n elementi; ma cib ~ assurdo perch~ 
P,  non ha ultimo elemento e Q, ha y per ultimo elemento (**). 
Dunque P - ~  Q e, in conseguenza, sussiste la prop. 3 o. Si osservi 

c h e l a  prop. 3 ~ non ~ vera in generale se, secondo il fig. C a n t o r ,  
si chiama numero ordinale, il tipo d 'ordine di una classe ben ordi- 
nata, come si deduce subito dali 'esempio portato alia fine del w 3. 

31 . a ~ N o . 3 : x , N o . a  < x . x  < a + I . - - - , A  (A)  
Questa proposizione--che esprime non esistere un numero ordi- 

nale compreso fra a e a + I - -  6 facile conseguenza della prop. C. 

S e a  /~ un numero ordinale, possiamo indicare c o n - ~  a i nu- 
meri ordinali maggiori di a, perch~ la relazione x ~ a  equivale alla 

('5 Si intende the bisogna sia ammessa l'esistenza di aTmeno ima classe 
infini(a. (Cf~, Classi finite, 1. c.). Del resto se non esistono r infinite aIlora 
i tipi d'ordine sono i nume?i interi. 

(**) Si intende the qui far162 uso del principio di induzione eompleta, da 
~oi dimostrato ~e!'a ~ostr~ Nota d Le r finite ~. 
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relazione x~(-~>)a.  In conseguenza, se ~ >  ~ un criterio d'ordine 

per i humeri ordinali, allora ('No, " ~ > )  indica ta classe dei numeri 
ordinali ordinati in senso crescente. 

Noi vogliamo ora dimostrare the 

32. (No, >)  Kpo (A). 
Dim. Intanto (No: ~ )  ~ class e ordinata perch~ le condizioni 

(b), (c) del ~ t sussisto,ao in virt~ delle prop. 24, 2I e 22; ta con- 
dizione (d) equivale alia prop. A. - -Le  prop. 27, 3 o, 3 t dimostrano 
che le condizioni.(a), (b) del w 3 sono verificate per la classe ordi- 

nata (No; s ~ ) .  Sia ora (u, h) una classe perfettamente ordinata il 
cui numero ordinale ~ a; sodisfacendo (u, h) alla condizione (c) del 

3 si ha che: o a non ha l ' immediatamente precedente (si in- 

tende nel criterio ~ ) ,  o esiste un numero ordinale x rain.ore d i ~, 
non avente l 'immediatamente precede.nte, e tale, che ripetendo s u x 
un numero rialto di volte l'operazione + t s i t rova a. Dun q.ue 

(No, ~ )  soclisfa anche alla condizione (c) del ~ 3. 

Essendo (No, ~ ' ~ )  classe perfettamente ordinata, possiamo porre 

e si 
33. f~ - -  T '  (No, "~ ~ )  (Def) 
ha the 

34. a ,  No. (A) 
Si pub ora dimostrare che 

35. a ~ N o . ~ . a ~  (A). 

Dim. Sia (u, h) una classe perfettamente ordinata avente a per 
numero ordinale. Sia (v, k) la classe ordinata ottenuta con le leggi 
seguenti : qualunque sia l 'elemento x di u, la classe u . - . -  hx sia un 
elemento di v, e v non abbia che di tali elementi (v risult~ dunque, 
classe di classi); se x, y sono elementi di u e x ~ h y  si abbia che 
(u ,-, - hx )~k(u  . " . -  by). 

Risulta subito the (u, h ) ~ ( v ,  k) e quindi (v, k) ~ classe perfet- 
tamente ordinata il r numero or dinale ~ a. S i ha pure facilmente, 
datie proposizioni precedenil, the l a classe dei numeri ordinali degli 
elementi di v, ordinata coi criterio k, ~ una r di humeri ordi,- 
nali minori di a, perfettamente ordina,a in senso r ed avente 

a l?er numero 0rdinale; ma tale classe ~ mino.~e "d i - iNo ,  ~ )  r 
quindi dalla prop. C risulta la prop. 35. 



x64 ~. BURALI-F O R T i .  

tO. Condusione.--Se nella prop. 3o poniamo n a l  posto di a 

e nella prop. 35 poniamo ~. + I al posto di a, abbiamo, in virt~ 

delle prop. 34, 26, 29, 

~ + x > ~ ;  ~ + x < ~  

che, per le prop. 2 t ,  22, risultano contradittorie. 

Ammettendo dunque la prop. ~,/, siamo giunti ad un assurdo, 

e quindi risulta rigorosamente dimostrato, the  esistono almeno due 

tipi d 'ordine a, 3 (e ne esistono certamente tra i humeri ordinali) 

tall che a non ~ eguale, non 6 maggiore e non ~ minore di b. 

Risulta dunque impossibile ordinare i tipi d 'ord ine  in generale,  

e in particolare anche i humeri ordinali, in senso crescente:  vale 

a dire; i tipi d 'ordine non possono fornire per le classi ordinate 

una classe campione, come per le classi finite e numerabili la for- 

nisce la classe dei humeri interi ordinata in senso crescente (*). Ci 

sembra the  cosl uno dei pi~ importanti scopi dei tipi d 'ordine venga 

necessariamente a mancare. 

Torino, febbrajo x897. 

C. Bu R ALt-FoRTt .  

(*) Nemmeno la classe dei tipi d'ordine the non sono numeriordinali, pu6 
fornire la c!asse ordlnata campione per le classi ordinate non perfettamente or- 
dinate. Si pub infatti dimostrare assai facilmente che per i T--No,  o non ~ vera 
la prop. A, o non ~ vera Ia proposizione seg'uente: c~ Data una Ko--Kpo esistono 
due T - .No  x, y tail, che i tipi d'ordine non minori di x e non maggiori di y 
ordinati in senso crescente, formano una c!asse ordinata equivalente a quella 
data ,~. Si capisce the questa prop. ~ necessario sia verificata insieme alia ,4, 
affinch~ la classe dei T , -No  possa essere una classe campione per le Ko--Kpo. 


