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Die Bahnbewegungen in einem Svsteme von zwei Korpern in dem Falle, dass die
Massen Verdnderungen unterworfen sind.
Von Huga Gyldéin.

Die von Herrn v. Qppolzer in Nr. 2573 der A. N, mit-
getheilte, jedenfalls sehr beachtenswerthe Ansicht, dass ein
Theil der Sicularinderung der Mondlidnge durch die allmilige
Vergrisserung der Erdmasse ihre Erklirung finden konne,
hat mich zu der in der Ueberschrift ndher bezeichneten
Untersuchung veranlasst. Die Frage, ob das Niederstromen
von Materie aus dem Weltraume wirklich als Erkldrungs-
grund gelten kann, werde ich hier gar nicht beriihren; die
folgenden Zeilen sollen nur die theoretische Untersuchung der
allgemeinen Aufgabe wiedergeben.

Da die Kraft stets in der Richtung der gegenseitigen
Entfernung wirkt, so bleiben die beiden Kdérper immer in
derselben Ebene; wir brauchen daher nur zwei Differential-
gleichungen anzusetzen, ndmlich:

dtxy u+F
A =—= ©o
ds? 2
dy  uy+F
d;“+ s )= 0

wo g, den zu einer bestimmten Zeitepoche constanten
Werth der Summe beider Massen bezeichnet und /£ eine
als bekannt angenommene Function der Zeit, beide multi-
plicirt mit einer Constanten, ndmlich dem Werthe der An-
ziehungskraft der Masseneinheit in der Zeiteinheit und in
der Einheit der Entfernung.

Statt #, y und r fiihre ich drei neue Grossen §, %
und ¢ ein, indem ich setze:
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es ist also:
e =Vi+y

Die Function 1 ist vorliufig noch unbestimmt.
Ferner fithre ich statt ¢ die reducirte Zeit z ein, in-
dem ich die Relation
d
dt = ——"
- (1+p)?
feststelle. Die obigen Differentialgleichungen gehen nun in
die folgenden fiiber:
Bd. 109.

und wenn nun ¥ so bestimmt wird, dass
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oder
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so erhalten wir:
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Es geht hieraus sogleich hervor, dass der Punkt &y
eine Kepler'sche Ellipse beschreibt, in welcher die wahre
Anomalie mit der reducirten Zeit berechnet werden muss.
Aus dieser intermediiren Bahn findet sich die wahre dadurch,
dass man die Dimensionen ersterer im Verhiltnisse von
1 zu 1-+1 verkleinert.

Unsere Aufgabe ist nun darauf zurtickgefiihrt, die
Function @ zu bestimmen; denn, nachdem dieses geschehen
ist, ergiebt sich die Relation zwischen 7 und 7 unmittelbar
durch eine Quadratur.

Die obigen Differentialgleichungen geben uns:

_ déy a%g gF
Sz — Vi = 3
dz dr 0
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Tggi Yo = pe

Hieraus finden sich, indem %, und /%, zwei Integrations-
constanten bezeichnen,
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und nun ergiebt sich:
I I/ K ) ( kN
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v Jdy  dg \.7I(kl+'j o} t) s l'+./ y".)J
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In der Folge sollen die beiden Integrationsconstanten
gleich Null gesetzt werden, da dieses, ohne die Allgemeinheit
der Resultate wesentlich zu beeintrichtigen, geschehen kann.

Wire nun ~ eine bekannte Function von 7, so lige
die vollig strenge Losung unserer Aufgabe vor; wir kennen
aber nur # als Function von ¢ und die Vertauschung dieser
Verdnderlichen gegen 7 kann nur durch successive An-
ndherungen bewerkstelligt werden. Unter gewissen Bedingun-
gen lassen sich diese Anniherungen indessen ziemlich leicht
ausfithren. Zunichst, wenn die Function F innerhalb der
Integrationsgrenzen in Bezug auf ¢ sehr klein bleibt, ergiebt
sich ein geniherter Werth von , wenn man einfach ¢ mut
7 verwechselt. Man findet in solcher Weise z B. leicht, dass,
wenn die Zunahme von / der Zeit proportional ist, auch
1 nahezu einer dhnlichen Veridnderung unterworfen bleibt.
Fiir die Berechnung des Einflusses von / auf die Sicular-
inderung der Mondlinge wiirde man die hinreichend genaue
Formel in solcher Weise leicht erhalten konnen.

Die Bedingung, dass / immer klein bleibe, ist jedoch
nicht nothig, um unsere Aufgabe durch convergente An-
niherungen losen zu koénnen, sondern es geniigt, dass die

o VO .
Aenderung von / oder das Differential gy ‘mmer sehr klein

bleibt, vorausgesetzt, dass /& immer positive Werthe hat.
Da diese Bedingung wohl in der Natur erfullt ist, und der
Fall selbst von Interesse in kosmologischer Hinsicht sein
diirfte, so werde ich ihn etwas niher auseinander setzen.

" Man bezeichne die halbe grosse Axe der intermediidren
Ellipse durch @, die Excentricitidt durch ¢, die wahre Anomalie
durch f; alsdann hat man:

. dy dg . o N
S dt__,. / dr = l/lll] tl(l——(’z) y

und, wenn man die Achse der § mit der Apsidenlinie zu-
sammenfallen lisst, gelten die Gleichungen:

= cosf, = gsinf
Ferner setze ich:
o
7= V.“l“_ h
C e . s 9 . .
Die Gréssen g, #, °,, ' sind nun durch trigono-
¢ 0

metrische Reihen darzustellen; wahlt man dabei nr als

bei den beiden letzteren die
wird sich hierauf um die

Argument, so fallen bekanntlich

constanten Glieder weg. -— Es

Entwicklung des Integrales
Jeossnr. Fdr

handeln, wo s eine ganze Zahl bedeutet. Man erhilt sogleich:
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Nun ist aber:

dz . I
dr = (1+y)?’
bezeichnet man also
dF
dr
= £,
(1-+p)? !

so erhdlt man:

J cossnt.lMdr
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-—sinsnpt.F— — ’smsnr.[v‘ldr
sn s

L3

und in derselben Weise findet sich:

/ sinsnzt.Fdr
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Untersuchen wir jetzt, auf Grund der angefiihrten Aus-
driicke, die Glieder in 1, welche von der Excentricitit un-

abhingig sind. Man hat, wenn nur diese Gheder beriick-
sichtigt werden,

3§ = acosnt ; Y = asinnt

s 1 i n 1

g = COSNT ; — = -.Sinnt

¢ at PE a2

Hiermit ergiebt sich, wenn die Relation zwischen #
und 2 beriicksichtigt wird,

L [sinzz(sinzt.F— fsinnt./F dr)

p

i
+cosnt(cosnt.F— fcosnt. /] dr)]

Wir setzen, in Analogie mit dem Friiheren,

dFy
d¢s .
(1+p)? ?
und erhalten somit:
F 1 . .
Y= -— ——[sinnt fcosnt.Fydr—cos nt [sinnt. Fydr]
Yy un
Diese Formel soll auf ein Beispiel angewendet
werden. Unter der Voraussetzung, dass y eine im Vergleich

mit u; sehr kleine Grosse bezeichnet, nehme ich fiir # den
Ausdruck

F = yt
an. Die erste Anniherung giebt uns sogleich:
7
Y= -t
p P

und dieses Resnltat wird, wie wir sehen werden, durch die
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folgenden Anndherungen nicht wesentlich abgedndert.
finden nidmlich:

Wir

Das zweite Glied ist mithin immer eine kleine Grdsse
zweiter Ordnung und wird iiberdies mit wachsendem ¢
verkleinert.

Die von der ersten Potenz der Excentricitit abhiingigen
Glieder sollen nun auch untersucht werden. Man hat:

§ = a(—¥y,e~+ cosnt + e cos 2 nr)
7 = al(sinnt + yesin2nT)
§ 1
~3 = —(COSRT - 2¢COS27T)
0 a’
7 1. .
;= —(sinnT + 2esinznt)
PE P

Mittelst dieser Ausdriicke finden sich die mit ¢ multi-
plicirten Glieder, wie folgt:

ne . . : :
Pp=-— (Yo sinznt fcosnt.Fdr+z2sinnt fcosznv.Fdr
T
—+ 4y fsinnt.Fdr
— lYycosznzfsinnt. Fdr—2cosnt fsinznt. Fdr)

Wendet man auf diesen Ausdruck die obigen Formeln
der theilweisen Integration an, so heben sich zunichst alle
vom Integralzeichen befreiten Glieder, und es bleibt:

e . . . .
Y=—(—1,sinznzrfsinnt. Fidt —sinnt fsinznt.Fdr
1
+3/, fcosnT. FidT

-—l,coszntfcosnt. Fidt—cosnt fcos 2nt.Fidr)

und, nachdem man dieselbe Operation wiederholt hat, er-
giebt sich:
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Da nun 7/, neben F, als eine sehr kleine Grosse an-
zusehen ist, so bleibt der mit ¢ multiplicirte Theil von o
wesentlich auf das erste Glied beschriankt, und auch dieses
muss als verschwindend neben dem von ¢ unabhingigen
Theile angesehen werden; nicht sowohl wegen des geringen
Betrages von ¢, sondern weil 5, nicht wie F mit der Zeit
multiplicirt erscheint. — Die Glieder noch hoherer Ordnung
zu untersuchen, erscheint gegenwirtig kaum von Interesse;
ich schliesse daher diese Mittheilung, indem ich die ge-
wonnenen Resultate zusammenstelle.

Aus der Gleichung

findet sich, mit Hinweglassung kleinerer Glieder,

LI___i__ﬂ tpLope
71‘2(1 + 7 t) th
12

und mit diesem 7 sind die Coordinaten & und # nach der
fir die Kepler'sche Ellipse geltenden T'heorie zu berechnen.
Die wahren Coordinaten finden sich alsdann mittelst der
Formeln: ‘

Die gefundene Losung ist zwar auf dem Wege der
successiven Anniherungen erhalten worden, muss aber doch
als eine absolute Losung bezeichnet werden, weil sie den
Verlauf der Bewegung wihrend unbestimmt wachsender
Zeiten so nahe wiedergiebt, dass die Unterschiede von der
wirklichen Bewegung immer sehr kleine Grossen bleiben,
die man iiberdies beliebig verkleinern kann. — Bliebe die
Quantitit der aus dem Weltraume auf die Sonne und die
Planeten herunterstromenden Materie immer dieselbe, so
miissten die Planeten endlich in die Sonne stiirzen.

Hugo Gyldén.
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