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6.

~ La loi de réciprocité tireé des formules de Mr. Gauss,
sans avoir déterminé préalablement le signe du radical.
(Par Mr. G. Eisenstein a Berlin.)

Mr. Gauss a déduit la loi de réciprocité entre deux nombres premiers im-
pairs quelconques, des formules remarquables présentées dans son beau mémoire
ayant pour titre: ,Summatio quarundam serierum singularium.” Cette démon-
stration, qu'on trouve aussi dans un excellent mémoire- de Mr. Dirichlet *),
est maintenant bien connue, et l'on sait que les comsidérations de Mr. Gauss
exigent nécessairement la détermination du signe du radical qui entre dans
les formules citées. Mais la délermination de ce signe est un des problémes
les plus difficiles de la science des nombres, et les recherches préliminaires
qull y a a faire pour vaincre ceite difficulté paraissent diminuer beaucoup la
smphclte de celte démonstration. Nous ferons voir ici, comment on peut
déduire des formules de Mr. Gauss, la loi de réciprocité, sans avoir de-
terminé le signe du radical. -

Soient p et ¢ deux nombres premiers impairs, et supposons ¢ p;
soit de plus » une racine imaginaire de Iéquation 2" =1, et posons pour

abréger, . ks
é (k>r—— s 2 ——)r"" =S

-
k=1
Les formules de Mr. Gauss donnent les deux équations suivantes :

(4
@ 8 = (?)S,
(B) 8 = (—1)*p.

Si I'on éléve la seconde de ces deux équations a la puissance }(¢--1) et que
on en rentranche la premiere aprés l’avmr multipliée par S, on trouve

SoHL 8 S, — (— 1)ip=D KD pHITD (_) S2

Substituant la valeur du quarré S* fournie par Pequation (/3.), on aura
q P q )

#) ,,Sur Pusage des intégrales définies dans la sommation des séries finies ou infinies.
Tome XVIL. de ce journal.
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‘ 4 g- -n__ (9
) SE?—8) = (—1)¢"p ((—1)%0'—1) (9= pia— (p))
Pour abréger, nous désignerons 'expression a gauche par yx.

En développant la puissance 87, on voit aisément qu'elle renferme:
1) Les giémes puissances de tous les termes individuels de la série IS, c’est a dire

les termes de la forme (_k_)q qu;—_(E)qu_ La somme de ces termes sera =.>.
p r

» 2) Un nombre de termes dont les coéfficients sont divisibles par ¢.
On voit donc que I'expression S'(87—S)) peut prendre la forme
g A+Br+Cri+.... +KrP?),
ou 4, B, C, .... K sont des entiers réels. Donc on a
x = q(A4+Br}+Cri4.... 4 Krr™).
Comme rien n'empéche de remplacer dans tous ces résultats r par ses

autres valeurs .
r*, r, rt, ...

X = g¢A+Br{Cri{...),
1 =9qd+Brr4+Cr...),
x = p(A+Brr~'4 Criv-=4 ... ).
La somme de ces p— 1 équations est
(r—NOy=gq(p—1)4—B—-C—.... - K),

ce qui prouve que (p—1)y est divisible par ¢. De la, p(p—1) n’étant pas
divisible par ¢, on conclut

(— 1)ie=DiG-0 pie=D = (.;”-) (mod. ¢),

p*(q—l) = (— HHe=Di-D (7')’_.) (mod. ¢),

(%) — (— 1)}e-DiG-D (%)’

ce qu'il s’agissait de prouver.

on aura aussi

d’ou Pon tire

Nous démontrerons par une analyse semblable le théoréme rélatif au
nombre 2; c’est a dire la formule (—j—) = (— 1)*“’2"’.

En combinant les deux équations suivantes
C(— 1D =8, I(— 10D = (— 1N (— =Dy,
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ou £ désigne une racine primitive de I'équation x®=—1, et ol les sommations
doivent s’étendre aux quatre entiers y inférieurs et premiers a 8, on obtient
facilement -
(= (— I¥DEN [(S(— 1) -VE) — S (— 1)i0=D L]
= §(8D —(—1 )%(q?-n)). ‘
On tire de la par les mémes considérations comme ci-dessus, que le second
membre est divisible par ¢, ce qui donne la congruence

]I~ — (/__ 1= (mod. ¢),

()= @) = v,
Berlin, Mai 1844.
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