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(Jber die Starrhei~ konvexer Polyeder. 

Yon 

M. D~.~N in Breslau. 

- Cauchy hat auf  bewundernswerte Art den Satz bewiesen: 
Zwei .q~eichzusammengesetzte konvexe*) Polyeder mit entsl~rechend kon- 

gruenteh Seitenfl~hen sind selbst kongruent oder symmetrisch. 
" Im folgenden sell der sehr eng mit dem Cauchyschen Satz zusammen- 
h~ngende Satz bewiesen werden: 

Ein konvexes t)olyeder mit starren Seitenfl~ichen ist auch infinitesimal 
nut  wie .ein starter K6rl~er beweglich. 

Der analytische Ausdruck ftir diese Tatsache ist: sind a 1, b 1, c 1; 
as, b~, c~; as, bs, ca; xl, Yx, zl; . . . ;  x~, y,, z~ die Koordinaten der Ecken 
des Polyeders, 

f ~ ( a , , . . . , c s ;  x~ , . . . , ~ , )  - -  f ~ ( a , . . . , c s ;  x~ , . . . ,~ . )  = f~(a~ , . . . , c s ;  x l , . . . , ~ , )  = 0 
Bedingungen zwischen den Koordinaten, die die Starrheit der Seitenfliichen 
zur Folge haben (die drei ersten Ecken sollen auf einer Seitenfliiche und 
nichi in einer Oeraden liegen), dann ist in der Matrix: 

- -  o �9 �9 

M: 

mindestens eine 3n-reihige Determinante yon :Null verschieden. Anschau- 
licher und viillig gleichbedeutend mi~ dem obigen Satz ist die Aussage: 

Zu jedem an den Ecken eines konvexen Polyeders angreifenden, im 
Oleichgewicht befindlichen Kr~iftesystem gibt es ein an den Ecken an- 
greifendes und in den Seitenfl~ichen wirkendes Kr~iftesystem yon der Art, 

*) Liegen alle yon den Ecken einer Sei~enfl~che verschiedene Ecken eines Poly- 
eders auf einer Seite tier Ebene diese~ Seitenfl~ehe, dann heiB~ das Polyeder konvex. 
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dal~ 1. die Kr~fte des ersten Systems, die an einer Ecke angreifen mit 
den an derselben Ecke angreifenden Kriiften des zweiten Systems iiquivalent 
sind und 2. die in ether Seitenfliiche wirkenden Kr~fte des zweiten Systems 
fiir sich im Gleichgewicht sind. 

Ein noch kiirzerer Ausdruck hierfiir ist: 
Ein aus starren Seitenfliichen aufgebautes konvexes Polyeder ist stabil. 
Sowohl in dem Cauchyschen wie in dem yon uns zu beweisenden 

Satz enthalten, abet viel weniger als diese aussagend ist der folgende Satz: 
1)ie endlichen ~ewegungen eines konvexen Polyeders mit starren Seiten- 

fl~ichen sind die eines starren K5rpers. 
Unser Beweisgang ist yon dem entsprechenden Cauchyschen durch- 

aus verschieden. 

1. Es ist sehr leicht einzusehen, dab wir unsere Untersuchung auf Tri- 
gonalpolyeder, d. i. auf yon lauter Dreiecken begrenzte Polyeder beschriinken 
kGnnen. Denn ist ein Polyeder mit dem n-Eck F infinitesimal beweglich, 
so ist sicher auch das Polyeder infinitesimal beweglich, das aus dem ersten 
entsteht, wenn man 2'  durch die Seitenfliichen einer Pyramide mit der 
Grundfl~che 2 '  ersetzt. Denn dadurch kann die Beweglichkeil des Polyeders 
nicht verringert werden. Dasselbe ist auch leicht analytisch einzusehen: 
Wit ffigen zu der Matrix M die drei Reihen hinzu, die den drei Be- 
dingungen entsprechen, deren Erfiillung die Starrheit der s~mtlichen 
Seitenfl~chen der Pyramide zur Folge hat. Siimtliche 3n + 3-reihigen 
Determinanten der neuen Matrix werden verschwinden, wenn die s~mN 
lichen 3n-reihigen Determinanten yon M verschwinden. Also folg~ aus der 
infinitesimalen Beweglichkeit des urspriinglichen Polyeders dieselbe Eigen- 
schaft ffir das neue, selbst wenn wir fiir dieses letztere die Starrheit der 
Fl~iche/~' aufrecht erhalten. Ist das urspriingliche Polyeder konvex, s.o ist 
auch das neue konvex, falls wir die HGhe der hinzugeffigten Pyramide 

genfigend klein w~hlen. Aus der infinitesimalen Starrhei~ s~mtlicher kon- 
vexer Trigonalpolyeder folg~ also dieselbe Eigenschaft ffir s~mtliche kon- 
vexe Polyeder. Wit  beschr~nken uns deswegen vonjetzt an a~f Trigonab2olyeder. 

2. Wir bezeichnen eine Seitenfl~che, ihre drei Kanten.und ihre drei 
Ecken als Randelemente, alle iibrigen Elemen~e der polyedez als i nnere. 
Die Starrheit siimtlicher Seitenfliichen folgt bier aus der" Starrheit der 
Kanten. Halten wir also die drei Randecken fes~, so werden die der 
Voraussetzung entsprechenden, die Beweglichkeit'des Polyeders einschriinken- 
den Bedingungen ausgedriickt durch die S~'rheit  siimtlicher ~nnerer Kan- 

ten. Is~ @. die Anzaht der Kanten, so ist ? die Anzahl der Fl~chen und 
Q 

also nach der Eulerschen 'Formel die Anzahl der Ecken gleich-~--t-2. 
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Wir haben also O - - 3  ]~edingungen ffir die 3 ( ~ -  1) Koordinaten der 
inneren Ecken. Die Matrix M ist also quadratisch und die Bedingung 
fiir die infinitesimale Starrheit des Polyeders is~ das Nichtverschwinden 
der Determinante 

D =  0 0 0 . . .  x~--xk y~--y,  z,--z~, 0 0 0 . . .  x~,--x, Yk--Y~ z , - - z ,  0 0 0 . . .  

Hier entspricht jede Reihe einer Bedingung yon der Form: 
(x , - -x~)  ~ + (~ , - -~)~  + ( z , - -~)~  = s~ .  

3. Je drei Kolonnen der Matrix yon D entspreehen einer inneren 
Ecke des Polyeders. Jede dreireihige Determinante der aus solchen drei 
Kolonnen bestehenden Matrix ist, falls sie keine Nullenreihe besitz~, durch 
einen Ausdruck yon der Form 

x i -  x, k, y ~ -  y~,, ~ -  %,, 

T~ ; ~, ~-- x~- -  x~ v, y~-- Y~k" z~--  &k,' 

x~- -  xik,,, y~-- y~,,,, z~--  ~k,,, 

gegeben, dessen absoluter Wert gleich dem 6-fachen Inhalt des Tetraeders 
is~, das yon den drei Strecken/)~/~k',/)~/~k", /)~/)~v" gebildet wird. Die 

Determinante ist positiv oder negativ, je nachdem /)~P~k', -P~P~,,, p~/5 ,, 

denselben oder den umgekehrten Umlaufssinn bestimmen~ wie die positiven 
Halbstrahlen der x-, y-und ~-Achse. Entwickeln wir die Determinanie D 
nach solchen Unterdeterminanten, so erhalten wir s D den Ausdruclr 

k 

Jedes Glied H T ~ ; ~  dieser Summe entsteht auf folgende Weise: Wir 

1 Ecken ver~eilen die ~ ) -  3 inneren Kanten zu je dreien auf die 8 

und zwar ordnen wit der Ecke P~ die Kanten/~iP~k,, P~ Pi~,,, /~i Pi~,,, zu; 

dann bilden wit das Produkt der Inhaltszahlen siimtlieher Te~raeder 

jede mi~ ~-6 oder - - 6  entspreehend seinem UmIaufssinn multipliziert. 
Die Zahl v~ ist gleich der Anzahl der Yer~auschungen yon zw.ei Kan~en, 
die eine bestimmte solehe Zuordnung - -  wit wollen als solche etwa die 
mit dem Index k = 1 w~hlen - -  in die k ~* Zuo/,dnung tiberffihrt. Addieren 
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wir die s~m~lichen mSglichen Zuordnungen en~sprechenden, dergestal~ mit 
Vorzeichen versehenen Produkte, so erhalten wir • D. 

Wit werden nun Folgendes nachweisen: 1) ~s  existieren fiir jedes 
Eulersche Polyeder solche Anordnungen der inneren Kanten ~ Tripeln, daft 
auf den drei Kanten jedes Tripels sin und dieselbe innere JEcke liegt. 
Damit werden wit gezeigt haben, dab ftir kein Eulersches Polyeder die 
Determinants allein wegen der Verteilung der Nullen in ihrer Ms , ix  ver- 
schwindet, oder, was dasselbe ist, dab die hnzahl der Glieder in der D 
darstellenden Summe yon :Null verschieden isk Liegen bei dem Polyeder 
keine drei yon einer Ecke ausgehenden Kanten in einer Ebene, sine fitr 
konvexe Polyeder stets erffillte Bedingung, so werden die (~lieder in dieser 
Summe alle yon Null verschieden sein. - -  2) Die Zahl v k (d. i. die An- 
zahl der Kantenvertauschungen, die die erste Zuordnung in die k t~ tiber- 
fiihren) vermehrt um die Anzahl der Umlaufssinniinderungen, die die 
Tetraeder (_P~, t)~,, _P~,,, t)~,,,) dutch diese Kantenvertauschu~gen erleiden, 
ist bei konvexen Polyedern gerade. Daraus folgt, dal~ D dutch die 
Summe lauter yon l~ull verschiedener Grifl~en mit gleichem Vorzeichen 
dargestellt wird und deswegen yon :Null verschieden is~. Mit diesem Nach- 
weis werden wir also unaer Ziel erreieht haben. 

~. Wir ffihren den Beweis ffir die Existenz der ha vorigen Abschn/t~ 
erkliirten Zuordnungen (wir bezeichnen sis mi~ den Buchs~aben ~b) rein 
topologiseh. Wir setzen yon den zu betrachtenden Polyedern nur voraus, 
dal~ sis eiufachen Zusammenhang besitzen und dst~ zwei ihrer Ecken 
hSehstens durch eine Kante verbunden sind, Eigenschaf~en, die fiir kon- 
vexe ebenfl~chige Polyeder stets erf~illt sin& - -  

Exis~iert eine Zuordnung ~' ffir das Polyeder 17; so exis~ier~ such 
eine solche, r  fiir das Polyeder H, das aus H' entsteh~ durch zentrsle 
Zerlegung eines inneren Dreieeks in drei Dreiecke. Wir erhslten r aus r 
weun wir die drei neuen Kanten der neuen Eeke 
zuordnen. Wir kiinnen deswegen unsere Betrachtung D 
beschr~inken auf solche Polyeder, die keine innere 
dreistrahlige Ecke haben. 

Es m6ge nun U sine vierstrahlige innere Ecke 
21 mit den Kanten AJB, .AC, A D  und A ~  haben 
(s. Fig. 1). Nach unseren Voraussetzungen sind B und 
1), sowie C und E je voneinander verschieden und es 
kSnnen auf l~ nicht gleichzeitig sine Kante B D  und sine Kante EC liegen. 
Es miige etwa ~ C  nicht auf 17 liegen, dann bilden wir aus H ein neues 
Polyeder YI', indem wit die vier an A liegenden Dreiecke ersetzen dutch 
die beiden Dreiecke B~'C und / )~C.  

B C 
~ig. I. 
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Wir bestimmen ferner das Randdreieck fiir Y[' so, dab /iTC innere 
Kante yon l l '  wird. Das ist sicher miiglich, da auf YI' sicher noch andere 
Dreiecke als B E C  und DEC liegen. C~ibt es nun nach dieser Bestim- 
mung .eine Zuordnung q)' ftir ]-[' und ist durch sie E C  etwa dem Punkte C 
zugeordnet, dann erhalten wir �9 aus q)', indem wir die Zuordnung ftir 
die IT und IT' gemeinsamen Kauten bestehen lassen und AB,  A E und 
ADder  Ecke A zuordnen. 

Da ftir H' ebenfalls unsere beiden Voraussetzungen erftillt sind, so 
kSnnen wit dieselbe Reduktion auf eine etwa in H' vorhandene vierstrahlige 
Ecke anwenden und erhalten (b" aus der Zuordnung q)" ftir das reduzierte 
Polyeder genau so wie (~ aus q)'. Wit erkennen so, dab wit unsere Be- 

trachtungen besehriinken kSnnen auf solehe Poly- 
eder, die wedor dreistrahlige noch viers~rahlige 
innere Ecken bes i tzen . -  Wir erkennen auch leicht, 
dab unsere Voraussetzungen beide notwendig sin& 
Denn die Vorausse~zung des "einfaet~en Zusammen- 
hanges muB schon deswegen gemacht werden, dami~ 
die Anzahl der inneren Kanten dreimal so gro• 
ist, wie die Anzahl der inneren Ecken. Die Voraus- 

Fig. 2. 
setzung, dab zwei Ecken nur durch eine Kante ver- 

bunden sind, wurde bei der Reduktionskonstruktion benu~zt und das neben- 
stehende Beispiel (Fig. 2) zeigt, daB, wean die Voraussetzung nicht erftillt 
ist, aueh gar keine Zuordnung der gewfinsehten Art zu existieren braucht. 

Es m5ge nun Heine fiinfstrahlige inhere Ecke A mit den Kanten AB, 
AC, AD, A E  und A 2  besitzen. Dann sind nach unseren Vorausse~zungen 
~,  C, D, ~ ,  2'  alle voneinander verschieden und es gibt h~ichstens eine 
Kante yon H, die Diagonale des Ftinfecks .B C,D.E.F ist. Wir kSnnen 
also annehmen, da]3 auf ]'I keine Kanten 2 C  und 2 D  liegen. Bilden wit 
dann 1-[' aus II, indem wit die ftinf Dreiecke mit der Spitze A ersetzen 
dutch die drei Dreiecke mit der Spitze 2, und existiert dann eine Zuord- 
nung O' fiir YI', so kSnnen wir aus O' eine Zuordnung q) fiir IT ableiton 
auf drei verschiedene Weisen je nach der Art, wio dutch (P' die Kanten 2'G 
und 2 / )  den Ecken zugeordnet sin& Die drei verschiedenen F~ille sind in 
den folgenden Figuren 3, 4, 5 dargestellt, wobei die in Betracht kommen- 
den Kanten mi~ Pfeilen versehen sind, die yon derjenigen Ecke ausgehen~ 
der die Kante zugeordnet ist. 

Zur Erliiuterung des letzten Falles sei nooh bemerkt, daB durch (t)' 
nieh~ gleichzeitig die Kanten 2 C  und 2D,  sowie 2 B  und 2 E  der Ecke F 
zugeordne~ sein kiinnen. In Fig. 5 ist deswegen angenommen, daB durch 
O' die Kan~e 2 E  der Ecke ~ zugeordne~ ist. .... Da ftir H' ebenfalls 
unsere beiden Voraussetzungen erf'tillt sind, so kSnnen wit dieselbe Re~ 
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duktion auf eine etws in If' vorhandene f~infs~rahlige Ecke anwenden und 
erhal~en $ '  aus der Zuordnung r  ffir das reduzierte Polyeder genau nach 
demselben Veffahren~ wie �9 aus r 

D 
c ,, D C 

F F F F 
Pig. 8. ~ig. 4. 

C 

F 

// 
D I) 

r 

F 
~Pig. 5. 

Bei keinem Polyeder k~nnen die inneren Ecken aIle sechs- und mehr- 

strahlig sein. Denn dann w~irden yon den inneren ~ 1 Ecken mehr als 
3 

6__~ (_~__ 1 ) ~ p - - 3  Kant;en ausgehen (man beachte, dab bei der sechsfachen 

Z~hlung der inneren Ecken die nach den Randecken gehenden Kanten nicht 
doppel~ gez~hl~ werden). Es gibt abet nut 0 -  3 innere Kanten.-- Dutch 
die oben dargestellten Reduktionen fiir drei-~ vier- und fiinf-strahlige Ecken 
k~nnen wir also fiir jedes Polyeder siimtliche innere Ecken wegschaffen 
bis ein Polyeder Ho fibrig bleibt~ das aus zwei yon den Randkanten be- 
grenzten Dreiecken besteh~. Da T ~ aber keine innere Eoke und Kan~e 
besitz~, is~ fQr T ~ die Zuordnung ~o trivial. 

ttiermit haben wir die Existenz der Zuordnung ~ f~ir jedes Trigonal- 
polyeder H bewiesen~ das die beiden Voraussetzungen eff~ill~. Wie bemerk~ 
~reffen diese Vorausse~zungen sicher ein~ wenn das Polyeder konvex und 
ebenfl~chig ist. 

5. Wir-betrachten einen geschlossenen Polygonzug Z mit ~ Ecken 
auf dem Trigonalpolyeder H. l~ach Ausscheidung der Ecken und Kanten 

31" 
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yon Z zerfiillt 17 in zwei Teiie, yon denen der eine, Hi, nut  innere Ecken, 
Kanten und Fliichen enthiilt. Ihre Anzahlen seien E ~, K ~, 2 'i. Nach der 
Eulerschen Formel ist: 

K ' +  1 = E~-b F i, 

ferner well siimtliche Fliichen Dreiecke sind: 

K i  = 3 Ft  n 
2 2 

Aus diesen beiden Beziehungen folgt: 

/ ~ ' - -  3 ~ i +  n --  3. 

Daraus folgt aber" Von den Kanten yon ]'V sind bei jeder Zuordnung (~ 
den Ec]~.~ des Zuges Z n - - 8  ~ugeordnet. 

Wir betrachten nun einen ProzeB, durch den man yon einer Zuord- 
hung zu jeder beliebigen anderen kommen kann. Sei etwa bei r die 
Kante Pozol der Ecke zoo, die Kante ZOl/)~ der Ecke ZO~ zugeordnet, bei 
r dagegen ZOo P1 tier Ecke /)1, PaPs der Ecke P~, dann gibt es sicher 
eine Kante P~ZOs, die in r der Ecke P~, in (P~ der Ecke /)8 zugeordne~ 
ist. Berficksichtigen wir nun die Endlichkeit der Kantenanzahl, so ergibt 
diese Betrachtung einen geschlossenen Polygonzug P,~/~,,+1 " "" ZOrn+, ZO,~ 
yon der Art, dab bei r jede Kante Pm+~P,~+~+I der Ecke Pm+~, bei q)~ 
dagegen ZO~+~+I zugeordnet is~. Einen geschlossenen Polygonzug, dessen 
Kanten und Ecken bei einer Zuordnung q) einander paarweise zugeordnet 
sind, wollen wir einen Ring yon (1) nennen. Wir  erkennen aus dem Vorher- 
gehenden: con einer Zuordnung dp 1 kommt man zu einer be~iebigen anderen 
Zuordnung r indem man die Zuordnung ~1 durch Umkehrung der Zu- 
ordnung in einem oder mehreren Ringen transformiert. 

Wir wollen sagen, an einer Ringeeke besteh~ eine Kreuzung, wenn 
die beiden in der Eeke zusammenstol~enden Ringkanten getrennt werden 
yon den anderen beiden der Ecke zugeordneten Kanten. 

Es m~igen mm zu v Ringeeken je zwei zum H ~ des Ringes gehSrende 
Kanten zugeordnet sein, dann enthiilt der Ring nach dem oben Bewiesenen 
n -- 3 -- 2v Kreuzungen. 

Bei der Ringtransforma~ion werden die n Kan~en im Hinbliek auf 
ihre Zuordnung zu den Ringeeken zyldiseh ver~auseh~. Diese zyklisehe 
Yertausehung der n Kanten wird aber erzeugt dureh n -- 1 -}- 2~ (~ ganze 
Zahl ~0) Vertauschungen yon Kanten zu je zweien. Daraus ergibt sich: 
Die Anzah~ tier Kreu~ungen eines l~inges vermehrt um die Anzahl tier 
Kantenvertauschungen, die tier l~ingtransformation entsprechen, ist stets ge- 
fade (ngmlich gleich 2 r~-- 4 + 2 ~ --  2 ~). 

Werden die yon einer Ecke ausgehenden Kanten s 1 und sl' durch 
die yen derselben Ecke ausgehenden Kanten sj und sa ge~rennt, so hat  
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bei einer konvexen JEcke das Tetraeder (sl sass) den umgekehrten Umlaufs- 
sinn wie (sl's~ss) , denn bei einer konvexen Ecke liegen s Iund  s / a u f  ver- 
schiedenen Seiten der Ebene dutch sj und s 8. (Bei einer nich~ konvexen 
Ecke braucht das natfirlich nicht der Fall zu sein.) Liegt also an einer 
Ringecke dne Kreuzung vor, so wird dutch die l~ingtransformation bei 
einem konvexe~ Polyeder der Umlaufssinn des der Ecke zugeordneten Tetra-. 
eders verkehrt. Hiermit ist nach dem eben Bewiesenen auch der Beweis des 
zweiten Hiffssatzes erledigt, der aussag~, da~ die Anzahl der yon einer 
Zuordnung zur anderen fiihrenden KantenverSauschungen vermehr~ um die 
Anzahl der bei dieser Transformation auftretenden Upalaufssinnhnderungen 
der den Ecken zugeordneten Tetraeder eine gerade ist. 

Zum Schlul~ sei bemerkt, dal3 die yon uns angewandte Entwicklung 
auch fiir allgemeinere Stabverb~inde, sowohl ebene als r~umliche, mit Vor- 
~eil angewandt werden kann. 

Genval ,  25. September 1915. 


