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Einleitung. 
Allgemeines fiber den Inhaltsbegriff und Ziel der vorliegenden Arbeit. 

Bei der Be~rachtung des lnhaltes geometrischer Gebilde sind im All- 
gemeinen weder yore praktischen noch rein mathematischen Standpunkte 
Beg.rifle in~nitesimalar Natur auszuschliessen. Um so bemerkenswerther 
ist die bek~nnte Thatsache , dass man den Inhalt ebener gradllnlger Figuren 
ohne irgend eine Stetigkeitsbe~rachtung befriedigend behandeln kann*). 
Hierbai wird s Definition zu Grunde gelegt: 

Zwei P01~gone P '  und P"  sind inhaltsgleich, wenn aus ihnen dutch 
geeignetes Hin~:ufilgen respectiv congruenter Polygone zwei Polygone P-~ und 
~" en~s~ehen, die in resp. congruente Polygone zerlegt werden k~nnen., 

Die mi~els dieser Definition begriindete Lehre yore lnh~lte ist aber 
befriedigend zu nennen, weil es (iibrigens ohne Benutzung der Stetigkei~s- 
wxiome) nachzuweisen geling~: 

t) Siehe vor Allem, D. Hilbert, Crrundlagen d. Geom. 1899. 

M.~thematisohe Annalen. LY. ~0 
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Die Polygone P '  und P "  sind stets dann und nur dann naeh der 
obigen Definition inhaltsgleich, wenn das Inhaltsmass yon P '  gleieh dem 
Inhaltsmasse yon P "  ist, wobei das Inhaltsmass eines Polygones im 
wesentlichen folgende Eigenschaften hat: a) Das Tnhaltsmass ist f~ir jedes 
Polygon vonkommen bestimmt und bat die Eigenschaften einer messen- 
den GrSsse. b) Das Inhaltsmass des Complexes P zweier Polygone 
P' und P" is~ gleich der Summe der Inhaltsmasse yon P '  und P".  
(Das Inhaltsmass yon P entsprich~ dem, was man gew~hnlich Inhalt yon 
:P nennt.) 

Die analoge Definition flit Polyeder heisst: 
Zwei Polyeder I'V und ~"  sind inhaltsgleich, wenn aus ihnen dutch 

geeignetes l~ ,zu~gen resp. congruen~er Polyeder zwei Polyeder H' und H" 
i ~ "  orgehen~ die ihrerseits in resp. congruente Polyeder zerlegbar sin& 
Dasso  det]~irbe ,,inhal~sgleich" charal~risiren wir durch die Bezeichnung: 

Man kann ~a-n nachweisen: Zwei Polyeder sind nut dann inhalts- 
~ich~ wenn sie gleiches Tnhaltsmass hsben (dabei entsprich~ das Inhalts- 
ma~ yon l'I dem was man gewShnlich kurz Tnhalt yon H nennt). Abet 
esis~ bisher noch nich~ gelungen, zu zeigen, dass die Gleichheit des 
T-haRsmasses auch eine h i n r ~ e  Bedingung fiir die Endlichgleiehhei~ 
zweier Polyeder ist, wie es doch in der Ebene der Fall ist. Vielmehr 
sou in dar vorlfeger~n Arbeit bewiesen werden**): Die Gleichhei~ des 
Inhaltsmasses gentig~ niche, damit zwei Polyeder endliehgleieh sin& Man 
kaun noch audere nothwendige Bedingungen sufstellen, welche einen yon 
der ersteren Bedingung wesenffioh verschiedenen Charak~er besitzen und 
a~ k~nnen z. Bsp. eine Pyramide und ein Prisma mit derselben Grund- 
fl~che und ein DriVel der H~he durchaus nich~ immer in congruente 
Polyeder zerleg~ oder durch ]~in~.ufiigen congruenter Polyeder zu solchen 
Polyedern erg~nz~ werden~ fttr die ikrerseits eine Zerlegung in eongruente 
Polyeder m~gHch ist. 

~regen dieses Resul~a~s is~ (lie De~;tion yon ,inhaltsgleieh a dureh 
,en:~lichgleieh u zu verweffen und es erseheint eine .b~friedigende {~rund'- 
l e ~ n g  der Lehre veto Poly~er~rhal~e l~ei Vemeidung ~me~'d~lieher Pr0cesse 
al~ ausgesr was ~bei der anseheinend element~ren Natur dieses Be- 
g Mes zie   ch  berrasehead ist: 

~O J I 

*) Diese-Bezeichnung vardanke ict~ ether mfindlichen Mittheflung des Herrn 
Liebmaau. 

~) Da6 Problem, das dutch die vorliegende Arbeit erledig t wird, gehCr~ zu den 
25 Problemen, die yon D. Hilbert in'seinem Pariser Vor~rag (G~t~. Naehr. 1900, Hef~ 8) 
,~ufgestellt ~ind. 
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Ganz ~ihnliehe, charakteristisehe Unterschiede zwischen ebener und 
riiumlicher Geometrie bestehen auch in den Nicht-En~lldischen Geometrien~ 
wie in einem weiteren Artikel gezeigt werden soil. 

w  

Zer l egungsg l e t ehe  und ergl~nzungsgle lehe  Po lyeder .  - - D i e  aua logen  YerhRItnlsse 
in  der Ebene  Hefern  uns  den Ausgangspunkt  f l ir  den Bewelso 

Ein specieller Fall davon, class die Polyeder I"[' und l'I'" e n d l i c h g l e i c h  

sind, is~ der, dass sie selbs~ in resp. congruente Polyeder zerlegt werden 
k~nnen; in diesem Falle nennen wir H' und IT" zer~u~sg~eich*) andern- 
falls aber erg~nzu~sg~c,h*). Wit we]ion zun~iehst nut die Zerlegungs- 
gleichheit untersuchen. 

Um die Bedingungen filr die Zerlegungsgleichhei~ zu ~den,  betTachten 
wir die analogen Verhiiltnisse in der Ebene. Ein Polygon P sei in be- 
liebiger Weise in Polygone zerlegt. Die Will,  el der Theilpolygone 
erg'~zen sich nun, wie man sofort sieh~, zu 4R, 2~R odor zu einem 
Wilt:el des Polygons P selbs~. Bezeictmen wir also mit W die Summe 
der Winl~el der Theilpolygone, mit S die Summe der Winkel yon P, so ist: 

Haben wir nun zwei Polygone P '  und P ' ,  die in resp. congruente Poly- 
gone zer]egt werden k~nnen (also zer]egungsgleich sind), so muss in ent- 
spreehender Bezbichnungsweise: 

S ' +  
W' iden~s~h mit; W" 

o der: 
S'---- S" (rood. R) 

soin. Es is~ bemerkenswerth, dass wir diese Beziehung allein mit Hfllfo 
dot A~iome der ,Analysis situs" abge]eitet tmben. Die Formel ist otfenb~r 
trivial filr den Fall der gewShnliehen (~eometrie, liefert abet z. B. eine 
bek~nt~.Bedingung flit die Inhaltsgleichheit sphiiriseher Polygone. 

K~imeI/" Wlr eine ~l~l~ehe Betrachtung im Raume machen? Ein 
P01yeder 1"[sei ' in beliebiger W~ise in Polyeder zerlegt. Die FIrw~hem- 
wi~]rel der Theilpolyeder erg~inzen sich offenbar wieder zu 4~,  2E,  ode~; 
zu oinem~Fl~io~i~iizkel yon IT solbst. AbOr daz~ mt~ssen w~r sowohl die 

*) Auch diese Ausdr~cke verds~lre ieh Herin Liebmann. Start ,,zerle~un~ 

,,raumgleich" gewb.~lt, die der ~ d:er Ebene/iblichen Bezelchnung ,,tt~ehengle, c~. ~,m~ 
" :" " .- !" n~ "ts richt In dioser Note ist bereits dot Fall'tta~ ~ . -  

- - ' m tier vorH enaen Arvelu, o,-,-~-. leguns~gleichheit~ i n ~  snderer W~i~e W~O" ' eg 80' ' 



468 ~. D ~ .  

Fl~chenwinkel der Theflpolyeder als auch yon 11" mehrfach z~khlen, wie 
dutch die Figuren (1, 2, 3) erliiuter~ wird. Bezeichnen wir also die 
Fliichenwinkel yon H mit z~, z ~ . . .  die Fliichenwinkel der Theflpolyeder 

/ J z 

]fig. 1. Fig. 2, 

l0 

Fig. 8. 

mit v~, ~g~und mlt L(x~, x j , - . . ) ,  h(x~, xj, . . . )  lineare~ homogene~ ganz- 
zaklige Functionen der Argumente, so haben wir: 

L(,~, ,~, �9 �9 �9 2~) - -  h(~,  ~, , . . . ) .  

Sfiad nun rl' und 11" zerlegungsgleich, so haben wit in entsprechender 
Bezeictmungsweise: 

L' ( ~ ,  ~,', . . .  2R)---- A' (~,, ~ , . . . ) ,  
f T  f t  , 

,~ - " "  ~ , " ,  ~ , ,  �9 �9 �9 ~ n ) - - -  . A ( , , ,  ~,,. . ' . .).  

Aus dieSen Gleichungen ~an~ man ..d~rect die WinCe! .~ .ni'cht~ ellminiren 
und e~ae Beziehung zwischen den W'n.~keln ~ 'aufstellen.' Aber wit werden 
zeigea; dabs man h' und A" auf m a ~ m ~ h e  Weise :variiren und im 
specidlen so finden ka-n, dass~ 

L ' ( ~ ,  ~ , ,  . . .  ~ )  - -  ^ ' (~ , ,~ , ,  .... ), ^ . . .). z" ~-~:~,,,~," ",...2~), 
h'(v,, n , ' " )  identisch mit ^"(v~, n ,"  "') 

ist, worsus 

folg~, welches eine erste Form der gesue!~teh Bedingung (s. S. 474) ftir die 
Zerlegungsgleicbheit zweier Polyeder ist. 
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{}2. 
Abblldung der Zerlegung eines Polyeders auf die ,,Thellung~fl|ehe". 

Zum Beweise is~ es vor Allem n~tllig, eine ]dare Anschauung yon 
der Zer]egung eines Polyeders zu gewinnen: Sei das Polyeder TI in be- 
liebiger Weise in Polyeder zerlegt. Wit bezeichnen die Fl~chenwinkel 
yon U mit ~1, ~s , ' "  ", die entsprechenden Kanten mit Pl, ~vg,'" ", die 
Fl~henwinkel der Theilpolyeder mit ~ ,  ~s, '" ", die zugeh~rigen Kanten 
mit tl, ~ . . - .  Wit betrachten eine beliebige Kante t, und wollen ale 
nach beiden Richtungen, solange die beiden VerlJingerungen yon Kanten 
t~, ~ , . . .  liickenlos bedeckt werden, etwa bis zu den P~mlrten A und JB 
verl~ingern (s. Fig. 4). Dan- giebt es der Definition gemiiss keine gante t~, 

Fig, 4. 

die mit~ ~ B  mehr ale einen Punk~ gemeinsam hat und doch nicht ganz 
innerhalb A B  liegt. I)enn sonst~ k~-nte ich t~ noch tiber A oder 
hinaus verlii~gern, so class die Yer!~ugerung litckenlos yon Kauten 
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t~. t~,.., t., flberdeekt wttrdo. D/e Gesammtheit aller Kanten t,, t~, tz, die 
at,f der s / IB liegen, beze~nen wit kur~ als den ,,Kantenm~ A B " .  

Die Strecke AB wird in ihrem Verlaufe bald in Flgchen yon Theil- 
polyedem (Fig. 5) oder yon ]'[ selbst verlaufen, bald mit Ksnten yon TT 
zusammenfallen (Ohnennda~AB selbst Kaute yon r[ ist, kann das natilrlich 
nut vorkommen, w nicht ltberall convex ist), oder auch strecken- 
weise nut mit Kanten yon Theilpolyedern zueammenfaUen (Fig. 6); beriick- 

\ 
\ 

f 

siehtlgen wit dann, dm das ~-ere yon rl detinition~miks ltlckealos 
:Ton Theilpolyedern erfllllt ist, so ist ersichtlieh, dam die F]gchenwinke], 
die zu den Kanten dee Kantenzuges A J~ gehStmb sieh an jeder Stelle yon 

A ~  zu 2~a:~ oder 4 ~  erggn- 
'7 zen, je naehdem einer der. oben 

' s ~ d ~  Fglh vorliogt. 
-- j I~ V~ta~isse woll~ 

wir m m f ~ u  veto 
_ tmmimulldmm iWir bexlelmen 

�9 iu smek a e r ~  ~ d~reh 
eine Stn~ke ~P~ ~ d  zwei 
( H a n , ~ - & r  Ebene, d/e 

~"  " in P und Q mif P q senlaeeht 
und nseh derselben Seite yon P Q geriehtet sind, ~ w h . d , , a l s  einen 
yon PQ ausgehendeu Halbetreifen. Jedsn zu eiaer Kanie t s dee ]~nten- 
zugee A B gehSrigen Flgehenwinkel ~ ~ ~ dutch zwei ton ~, 
ausgehende Halbstreifen (Fig. 7). Sodann be~hmibeB ,w4~ m A B  ale 
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Axe einen geraden K~iseylinder mit dem Radius 1. Infolge des Sehnlttes 
der Halbs~reifen mi~ dieser Cylinderfl~che wird eine Kante und der zuo 
gehSrige Fl~chenwinkel stets repr~sent~ dutch ein Sttick der Cylinder- 
fl~che, das wir eine rechtwinklige C y / i n d ~  nennen wollen. Ein eolches 
Fl~chenstfick wird begrenzt durch zwei Erzeugende und zwei BreitA~creise 
des Cylinders, seine H~he ist gleich der L~ge  der Kante, seine Breite 
g]eich dem Fl~ichenwinkel, welche die Platte gleict~eitig repr~ent~. 
Alle diese ,Platten" setzen einfach und litckenlos einen Theft der Cylinder- 
fl/i~he zusammen, der die Cylinderfl~iche vollst~ndig fiberdeckt, solange auf 
A ~  nur Kanten yon Theilpolyedern liegen (Fig. 6), der abet recht-winklige 
Ausschn/t~e yon der Breite 2/~ resp. 4 ~ - - ~ ,  besitzt, jenachdem AB in 
Fl~ichen yon Theftpolyedern (Fig. 5) und yon l~ selbst f~llt oder Kanten 
yon ~l in sich aufnimmt. Die H6he des Auseclmit~es yon der Breit~ 
4/~ ~ ~, ist ofenbar gleich der zu ~, geh6rigen Kan~e p~ yon IT. 

Aehn]iche Fl~ichen gewinnen wir, indem wit andere, nicht zum 
Kantenzuge AB geh~rige Kanten herausgreifen, die respeetiven Kanten- 
ztige bilden und dieselben auf Einheitscy]inder abbilden. Alle diese Fl~chen 
woden wit irgendwie der L~inge nach auf einander setzen und so zu einer 
Fl~che T vereinigen~ die uns ein einfaches, unseren Anforderungen voll- 
kommen geniigendes Bild der Theilung yon l~ lieferk Und um noeh 
einmal zu recapituliren: 

PwIrr&entiren wit jedes ~tsantmengeh6rige Paar Kante t, trod Flddu~ 
winkd ~, dutch eine rechtwink~e Cylinde~lat~, die mu einem Cylinder mit 
dem _?~dics 1 geh6r~, deren H~he g~,ich der Kante t o deren ~reite gk~h 
dem Winkd z, ist, so k6nnen wit ~ der Oe~mmt)~i~ dieser Platt~ 
einfa  und l~ckenZos eine Fl~che T aufbauen. ~ ~ T ist ein ~tiir 
do" Oberfliiche des Einheitscylinders, das rechtwink~e Ausschnitte yon dot 
.Breite 2 ~ und 4R ~ x ,  besitst. Die H'dhe des Ausschnittes yon der Breite 
41~ .--,~, ist gleich ~,. 

Zurtiekflihrung des Problems gel ein zweidlmenslenales. 

. . . . • = g • n o m m e n  nun, wit hiit~m zwei zerlegung~!eiche Polyedar IT' 
~Ud~,ie~.giibe also etue Zerlegung yon H' und H" m resp. congruente 
~olye~ier. Wit fi~ren dieee Zerlegung bei U' und rl" aus und operlren 
mit jedem der beiden Polyeder, wie oben mit dem Polyeder ]7. 

~us~den Cyli~de~pla~u ~1~ Repr~sen~nten der Pa~'e yon Kaa~ 
und Fl~henwinkel ente~hen zwei FlY.hen T' trod T". Aber naclL Vo~ 
setzung sind die T' und T" zusammensetsenden platten paarweise congruent1 
de-die Theill~olyeder .paarweise congruen~ Aind. Und so hsben wit. 5 ~  
"&.eidimensionslee :P~blem euf dse. zweicl~m.ensionsle zurtickgefRhrt: 
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Zwei Ei~tsoflinderfl~hen T" und T ' ,  mit rechtwinkligen Ausschnitten, 
sind aus rechtwinkligen Cylinderp~atten aufgebaut. Wdche Bedingung besteht 
fiir die Breiten der Ausschnitte, damit die beiden Fltichen T" und T'" aus 
demselben Material yon Platten aufgeSaut werden ld~nnen. 

{}4. 
Fl~chentnhalt der Theflungsfliiche. 

Wit betraehten die Theilungsfl~iche T eines beliebig getheilten Poly- 
eders g. Bezeichnen wir die HShe der Ausschnitte yon der Breite 2R 
mit h i , /~ , . . . ,  die HShe des Cylinders selbst, dessen Theil T is�9 mit h, 
so  isb offenbar die Snmme der 0berfl~cheni~halte der Platten und Aus- 
schnitte gleich .dora Oberfliicheninhalt des Cylinders. Also: 

(1) ~,tl + ~,~ + - . - +  (4i~ ~l)p~ + (4R--~,)p, + . .  

. .  + (~, + h~ + . . . ) ~ R - -  4•.h. 
W.it.:~emk~n uns/nun unter Festhaltung der Breite der Platten und Aus- 
seh~j~, die HShe derselben, sowie die HShe des Cylinders ein wenig 
geiindert. E s  is~ klar, dass wit diese Aenderung so zweckmiissig ein- 
rle.~e~= kSnnen, dass auch die variirten Platten und Ausschnitte den 
variirten Cylinder einCaeh und lfiekenlos iiberdecken und also aueh fiir 
d~. abge.~,uderten H~hen die obige Gleiehung (1) gilt�9 Welehe Bedingungen 
!isl)en wit zu e~illen, damit die Aenderung diese Eigenschaft hat? 

Sei- 
[z~(t~, t~...p~,~ �9 �9 ~, ~... h) -- o, 

I 
das System der yon einander unabhRngigen, linearen. Und homogenen Glei- 
chungen mit rationalen Coefficienten zwischen den OrSssen 

ta, t , . . . , p ,  ~,  �9 �9 �9 h~, ~ . . .  h. 

W3r belmu~ten:. Aendert man diese GrSssen so ab, dass sie nieht auf- 
, ~  " . ' .  . . :  . ; , " ~ . .  , : ~  '. , �9 . . . . . . .  , .  ~ : . -  ~ ; ; : ~ . . . .  

horen pore�9 zu bleiben und~en 91e, zhungen (A) Oen~ge .za le~sten, so 
" ' " '  " , ' . ' :  . "  . .  �9 : : "  t k  . -  : "  " . . -  " , ~ ' " : -  , ' . "  '. " " ,  , " 

bedeel~n die'a.bgeanderten ,Plktten mad Aussehnitbe einfach mad l~ckenlos 
den abge~!, edei  CYlinder. 

Zun~Jlaht" leuehtet die E~iw eiaes solehen. C~rs~e~ystems ein. 
Denn man kann di~ Gleiehun~en (A) dutch Or6ssen 

befriedigen, die beliebig wenig yon den Gr6ssen 11,, is....:..abweiehen.und 
also wie diese l~b~itiv sindi. Die beabsichtigte Ver~axclertutg ,.des ~ Plat�9 
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gefiiges stellt man sich nun in folgender Weise anschaulich vor: Der 
son--ochre Abstand eines Pnn]~tes P auf einer Querkante einer Platte yon 
dem oberon Rande des Cylinders mSge vor der Aenderung gleich t~ + t~ + . . .  
sein d. i. gleich der Summe der HShen derjenigen Platten und Ausschnii~te~ 
die die Cylindererzeugende durch P zwischen P und dem oberon Cylinder- 
rande durchscbneidet. Wir bestimmen jetzt, dass P nach der Aenderung 
den Abstand ~-[-t~ + . . .  yore oberon Cylinderrande haben soU. Durch 
diese Bestimmung wird erreicht, dass Punkte, die vorher auf ein und 
demselben Breitenkreis gelegen haben~ auch nachher auf demselben Breiten- 
kreis liegen. Denn war vorher: 

t, + t~ + . . . = t~ + t, + . . ., 

so wird, wegen Erfttlhmg des Gleiehungssystems (A) nach der Aendertmg 

sein, was bedeutet, dass die entsprechenden Punkte denselben Abstand 
yore oberon Cylinderrande haben. Es entsteht also wieder ein Platten- 
gefiige mit Ausschnitten wie vorher. Die einzelnen Platten aber haben 
ersichtlich, wie verlang~, stat~ der HShen tl, t , . . .  die H~ihen t~, t ~ . . .  

erhalten, die Ausscbn~tte die HShen hi, h~ ... und der Cylinder die H~he ~ 
Also efftillen such die Or~ssen ~ . . . ~ - . .  h-~-. "h die Gleichung 
Wegen des geomo~ischen Nachweises 
positiv w~thJen. Analytisch folgt aber 
und (1) linear sind, sofort dor Satz: 

.AUe Systeme yon Gri~ssen (einerlei 

(1). 
mussten wir die GrSssen ~ etc. 
daxm~ weft die Gleichungen (k) 

ob diese aUe posRiv sind odor 
nieht) die alas System yon (A) befriedigen, erfiillen auch (1). (Die G/e/e~ng 
(1) fol, cd~ aus dem System (A)). 

Nun ist sber evident, dass irgond ein System yon linearen homogenea 
G!o.ichungen mit ganzen Coefficienten, worm tiberhaupt, sich jedonfalls 
~ a  durch ein System yon rationalen Zahlen efffillen liisst. Wit k~nnon 
,dsO::':~lie Oleichungen des Systems (A) befriedigen, indem wit start 
t l ,  ~,--. �9 $,, p , , . .  �9 h i ,  h , ,  �9 �9 �9 h r a t i o n a l e  Z a h l e n  e t w s  

se~eii. 
]~.'~t~t~': unseros eb~il;~i~wiosenon Satzes folg~ d~nn aus Gloichung'(.i~ 

r ~ , x : +  r , , ,  ~ + . . . .  + r~,(4B ~ )  + r~,(4R--~,) + . .  
. . + (r~ + rh, + . . .) 2 R --- rh 4 R  

r,, t + + . . . - -  + + . . .  + rt ; 
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aus dieser Gleichung erhalten wit dutch Multiplication beider Seiten mit 
einer passenden ganzen ZaM eine Gleichung mit ganzzahligen Coefficienten, 
deren Existenz wit schon auf Seite 468 behauptet haben. 

w  
Bedlngungen fill" die Zerlegungsgle ichheit  zweler Polyeder.  - -  B e i s p I e l :  Es 1st 
nieht  m~gHeh dureh Zerschneiden und Zusammensetzen ein regulates  Tetraeder 

in zwei  regul~re Tetraeder zu verwandeln.  

Jetzt betrachten wir wieder zwei zerlegungsgleiche Polyeder ]'I' und 
W' und die Theflungsfli~chen T' und T " ,  die aus .resp. gleichen Platten 
(Kan~en t~ und Fli~chenwinkel z~) aufgebaut sind. 
dem System (h) die beiden S#s~eme: 

Wir haben entsprechend 

l ! ? * t t 

,z~ (t~, t ,  . . . p ~ ,  p ,  . .  h , ,  h,  . . .  h ' )  = o ,  
f I r t t ~, ( t ,  t ,  . . . p ~ ,  p ,  . . .  h~ ,  h,  . . .  h')  = o ,  

(A,") 
[~"(t,, t,. �9 p, ,~: h, ,  h, �9 h") �9 " " - . .  " " . .  h " ) - - O ,  

[Z;'(t, " " " , ~ "" P I",  h i  , h~ - ' -  O ,  

�9 �9 �9 �9 o * �9 

Efftfllen wit beide Syst~me gleichzeitig dutch ein System yon rationalen 
Zahlen: 

{ r~, ,  ~ r r ;  , �9 �9 �9 r~,~, , r ~ ,  , �9 �9 �9 rh,  

r ~ , , ~  r i o t , ,  ~ �9 �9 �9 r h x " ~  r ~ 2 " ~  �9 �9 �9 r l , "  

so erhalten wit entzprechend der Gleichung (I) zwei Gloiehungen 

(13 ",,'~ + ",,,~ + " '  --- "~.' ~,' + ,',,,' ~ '  ~ . "  -I: ,"" ~ ,  

Hieraus ergiebt sich sofor~: 
t " f tt r~,, r~ + ~ . ,  ~ + �9 " . .  . . . . .  ( r~, , r~ + r~,,,,r~ + .) - -  r 1~. 

Multipliciren wit beide Seiten dieser Oleiehung mit oiner geeigneten g ~ e n  
Zahl, s(r erha!~en, wit die Congruenz, die wit anf Seite:468 .als aufzufinden 
bezeichnet haben. Ihre Wichtigkeit besteht darin, dass sic eine nothwendige 
Relation zwischen den Fliichenwin~eln zweier 'zerl%,ung~gleicher Polyeder 
darstellt. 

Wir wollen nun noch die rationalen Coeffieienten der obenstehe~vten 
Oleiehung bestimmen. Sei: 
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L ,  ( p , ,  p , '  �9 �9 �9 ~,,', ~ , " . . . )  = O, 
�9 # * # g  * L , @ ~ ,  ~ . . ,v~ ,  ~ ,"  �9 .) = O, 

das System der yon einander unabhiingigen in 1o1'... Pl"" "' linearen und 
homogenen Gleichungen mit rationalen Coeffieienten. Jedes ration~|e 
LSsungssystem der Gleichungen (B) wird Theil eines rationalen L~sungs- 
systems yon (A', A"), und umgekehrt wird jedes rationale LSsungssysf~m 
yon (A', A '~) die Oleiehungen (B) befriedigen. Zur Bestimmung der Gr~ssen 
r~ . . . .  rp, . . . . .  gen~ig~ also das Oleiehungssystem (B), in dem nut die als 
gegeben anzusehenden Lgngen der Kanten der beiden Polyeder 13" und 13" 
vorkommen. Die vorhin gewonnene Bedingung k~nnen wit demgemiiss 
so prgeisiren: 

Sind ~wei Polyeder H' und W'  ~erlegungsgleich (d. i. in resp. gld&e 
Polyeder zerlegbar), so erfiillt jedes System yon rationalen Zahlen r~,, .... r~ ..... , 
das die Gleichungen (B) befriedigt, auch die Gleichung: 

(11) ~,,,~" + r,,,~,' + . . . .  (~,,,,~," + ~,,,~," + . . . )  --- ri~. 
Dass diese Bedingung fiir zwei zerhgungsgleiehe Polyeder nieht aus der 
Gleiehheit flares Inhaltsmasses folgt, babe ich schon frtiher*) gezeigt. 
Z. B. wurde nachgewiesen~ dass ein regulgres Tetraeder mad ein Prisma 
die obige Bedingung nieht erfiillen, die in diesem speciellen Falle forder~, 
class der Fliichenwlnkel des regulgren Tetraeders in rationalem Yerlfiihfiss 
zum Vollwinkel steht. Dies ist~ wie an dem angeftthrten Orte gezeigt 
iSt~ nicht der Fall. Dies Ergebniss woUen wir in folgendem elnfaehen 
Beispiele verwerthen: 

Wir behaupten: .Es ist nicht m6glich dutch Zerschndd~ und Zasa~. 
~r ein regtd~es T e t r ~  in zwei regul~re Te~raeder zu verwanddn. 

Beweis: Wit nehmen an, wit hiitten ein reguliires Tetraeder mit 
der Kante a, das wir in zwei reguliire Tetraeder mit den Kanten b resp. c 
_ .~tLr0n-k~nnten;  Wit haben dann drei Fiille zu unterseheiden, je 
~ ~ : . d a s  System (B):der !inearen rationalen Beziehungen zwisehe/t 
hf b " ~ d  c aus zwoi Gleiohungen odor einer Gleichtmg besteht odor end, 
lioh ~]~orhaupt keine linearo rationale Beziehung zwischen a, b tmd.c 
ex i s  " ~ . ,  

~ ~  Vs~ UhsltSmsss. oinos Tetraeders mit der K~te  p ist gleieh 
~.]/f~ .~).a .n~m das lnhaltsmass zeilegungsglelcher Polyeder gloir ~'~g 

sO. m a s s  aS ___ b s q_  c s. 

seth. Aus d e~.. bekann~en Satz~ aus dot gahlentheorie folgt sofor~j da~s 
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der erste Fell, bei dem nach Vorauseetzung a, b u n d c  in rationalem Ver- 
hlltniNe stehen, unmSglich ist. Aber auch ohne Zuhiilfenahme dieses 
Sates 8elingt es einen Widerspruch zu construiren. Sei nihnlich 

b ---~ r l a ,  c ~  rsa , 

wo r x und r s mtionaJe Z~Men sind, so werden diese Gleichungen eff'dLlt, 
wenn wir q gleich 1, b gleieh r,, e gleich r, setzen~ Die Gleichung (H) 
hinter dA.nn~ wenn der Flichenwinkel des reged~ren Tetraeders ~ ist: 

e&r 
~ ( 1 - - r x - - r ~ )  =ffi rR;  

da abet ' ,  naeh dem oben angefilhrten Ergebniss gum Vollwinkel in keinem 
nttiontlen Verhitltniss eteht, so folgt sue dieser Gleichung: 

B e , . i ~ a b s r  

d s o m U m ~  

1 - -  rt + rj. 

b q.- e -  (r z + r,)a, 

a - - b + c  

" linesre rationale Beziehung, zwisohen den drei Kanten, in der such 
eine der ( ]~uen  r,, r, ,  r s gleich Null sein kan~ Beien s) r,, r, und r, 
yon Null versekieden, dan- ka--  ich die Gleiehung befriedigen, indem 
ieh a gleieh r, ,  b gleieh r, und c gleich Nnl! se~ .  Dann heisst die 
91eiehun8 (H): 

r , r  - -  rl~ == rR,  

dsnms fo l~  wiederem wie vorher r, gleieh r t. Setzen wit" ferner b gleich 
Null, a .gleieh r, ,  e gleieh rt, so folgt ebenso r s gleieh r t. Folglieh be- 
s t n d e  die Bedehung 

a - - b + c ,  
ate ems#eh it. 

8ei b) eine der drei GrSe,en r,, r,, r, gleieh Null o&r, ..I gleieh 
den dritten Fell zu e r l ~ ,  soion alle drei ( tdmen gleieh Nul l  Sei 
etws r 1 ghieh'Null ,  so b ~ ,  ieh alas Gleiehungssystem(B ) befrie~igen, 
wean ieh ~ b uad e Nnll~ far a 1 setze. Dram hinter die Gleiehung (H)~ 

1~ I =  fAT~ 

w ~  zdeht riehtig ist. Damit haben wit uasere Beh~p tm~  b ewiesem 

q a - -  r~b + rsc, 

rain, eiue Gleichung, die mit der Gleichung 
as _--- bz + 

in Wider~ruch steht. 
~ "  Fall: Sei 
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w 
Die Bedinlpnt~n f ~  die geHegunlp~ielekkeit pl ten auek far den Jdlgemelhtmt 
Fall der l~,dllekglelekkeit yon Polyedern. -- Gielekkett dee Inkaltammem sdebt 

ausreichend far die Endliekglelekkelt. 

Zwei Polyeder ]'[' und ~"  seien g~g~ben. F~l~m wit die beiden 
zerlegungsgleichen Polyeder 3" und Y" re 11' reep. IT' hiram, so m ~ e n  

zwei zerlegungsgleiche Polyeder TI-' und ~" entstehen. In dieeem Ftlle 
beseiehnen wit, wie schon oben bemerkt, W und IT' tie ergltnzung~leieh. 
Welehe Bedingungen sind zu erfllllen? 8eien 

~ )  

and 

~(~, s,'.., s f ,  8 , " . . . ) -  o, 
~,(~,, ~ ' . . .  s,', ~,"...) - o, 

I! I ## ## *~ ( . ~ ) I , P l  e " " "A~)I ,tll~l " " '&',te.*~l e ' ' ' ' q * e l  ' S I  oe . .  . )  mm Ot  

(PI,J~ "Pl ,P, "sl,s," " s," ' ' " " ' $ 1  ~ - - "  Op 

�9 �9 . * , �9 4 �9 

die dent Gleichung~ystem (]3) en~preehenden 8ysteme. Dann mum ~Im 
nd~iou~e l~mmf~jiR4~ r..., r.. .... r~-, r, . . . .  yon (Bl) die Oleiehung: 

(n=) ,,..,e,,' + ,...,f,' + . . . .  (,.,~., e," +, , . .~,f ,"  + �9 �9 .) - , . ,R 

bebiedigen, wo r, elne je nach dem ~ y ~ z m  venmlde&me rationale 
Zahl ist~ Ebenso befriedigt jedes rationale L~uugm~stem yon (Bt/) die 
(]leichung: 

# 

( n n )  r,,.=," + ,.,.,z.' + . . .  + r , .~,  + r,.~," + �9 �9 

.._ (rp.,~,,+ ~,.~s,, +... + r~. e~"+ r~,.es"...) --~/Z. 

Sm mm fer~er 

2.222 222 
dm dem System ('/3) entspreahende 8y~,em ~ 1"/' und FF: Far jed~ 
rationale ~ s t e m  yon (Bn)k~r~en wit" ein rationalu 

yon CBz) und ,,bo ~ c h  yon 0I.s) ende~ ,o &m die bei&n f~3stane 
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Ziehen wit aber die Gleichung (ll~) yon der Gleichung (H~) ab, so ergiebt 
sich die Gleichung 
(n~)  ,'~, ~,' -.!-- ,'~, ~ '  + . . . .  (~'~,,, ~,"--i- ~'~,, ~ "  + . . - )  --- ~' ~ .  
Fflr jedes rationale System also, das (Bu) befriedigt, ist auch (IIn) erfiillt, 
so class wir fiir ergiiazungsleiche Polyeder dieselbe Bedingung erhalten 
hsben wie fttr zerlegungsgleiche. Nun sind aber zwei endlichgleiche 
Polyeder entweder zerlegungsgleich oder erg~zungsgleich, so dass wir 
den Satz gewonnen haben: 

zwe~ P o ~ y ~  l'l' ur~d H" endlivhgleich, so erfiillt jed~ rationale 
~ s ~ m :  r~ . . . .  r~ . . . . .  , d ~  die Gleichwngen (B) befriedigt, au~  die 

(~) r~,~,' + ra,=,' + . . . .  (r~,, ~," + ~,, ,  ~ ," + �9 �9 .) - r R .  

Die augoflttn~n Beispiele fttr Polyeder mit dem gleichen Inhaltsmasse, 
r doch nicht zerlegungsgleich sind, sind also auch gleichzeitig~ Beispiole 
fltr Polyeder mit domselben Tnhaltsmasso, die nicht endlichgleich sind. 
Wit" habon also die im Eingange aufgestellto Behauptung orwiesen: D/e 
~ ~  des I ~ s e s  ist nicht hinreivhend fiir die E~7@hgleichheit 

PoSeUr. 
Zu den vorstehenden Auseinandersetzungen m~ehte ieh noeh einigo 

Bemerkungen machen: 
Sschl ich:  Die f~  die Endlichgleichheit zweier Polyeder aufgestellte Bedingung 

gilt in dora gauzen Machtbareiche dot A~ome der Analysis situs, also 
z. Bep. aueh in der Nichtouklidisohen Geometric; es lasson sich such ffir 
diese Beispiele yon inhaltsgleichen, abet nicht ondlichgleichen Polyedern 
allgoboll. 

Li t t e ra r i s ch :  Die E'Jde~m einer linearen, ganzzahligen Beziehung zwischen dem 
Vollwinkel und den Flg~ohenwinkeln zweiar zerlegungsgleicher Polyeder 
(die ioh in den G~t~. NactLr. 1900 nachgewiesen babe) ist yon Bricard 
(Nouv. Ann. 1896) bohauptet; und yon Sforza (Par. di Mat. 1897) fitr 
oinen eohr einfachon Fall bewiesen women. Bricard und Sforza fiihren 
such Beirpielo v0n i~hsltgleiahen Polyedern an,. bei 'denon diese Relation 
nicht a r f~ t  ist. 


