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rechnung der Schwingungszeiten zu, sondern sie gestattet auch einen tieferen Einblick 
in die Znsammenhilnge der einz~lnen Schwingnngsvorgilnge nnd in das Verhtiltnis der 
Schwingungsdauern zneinander. Die Anwendnng der vorstehenden Ueberle,gngen zur 
Bcrechnung der Schwingungsdauern von Maschinenwellen habe ich in einem Aufaatz, der 
demntichst in der .Schweizerischen Bauzeitungc erscheint, an einem praktischeii Zahlen- 
beispiel durchgefuhrt. 5 5  

Zur Synfhese der ebenen Mechanismen.') 
Von H. ALT in Dresden. 

ie Synthese der Meohanismen hat das Ziel, Mechanismen beziiglich ihrer Hauart 
nnd der Abmessungen ihrer Glieder derart aneznmitteln, da13 ste bestimmte vorge- D schriebene Bediogungen erfullen. Eine spstematische Behandlnng der Getriebe- 

synthese hat znnxchst die Aufgabe zu losen, diejenige zwanglgufige kinematische Kette 
zn finden, die einem gesuchten Mechanismus, entsprechend den jeweils gestellten Bedin- 
gnngen, zugrunde gelegt werden soll. Diese Grundaufgabe dor Getriebespnthese wird bei 
den ebenen Gclenkmechanismen in der Weise geliist, da8 man anf Qrnnd der von 
M. G r u b 1 e ra )  herruhrenden Zwanglilufigkeitsbedingnngen die slmtlichen uberhanpt miig- 
lichen zwangllnfigeu kinematischen Ketten fur eine beliebige Gliederzahl aufstellt und 
dann eine fur den vorliegenden Zweck geeignete Kette auswilhlt. 1st die kinematische 
Kette gewlhlt, die fiir den gesuchten Mechanismus benutzt werden soll, so sind noch die 
Abmessungen ihrer einzelnen Glieder zu ermitteln. Hierans folgt als weitere wesentliche 
Aufgabe der Getriebesynthese, zu nntersuchen, wie viele nnd welche Fordernngen sich bei 
der Konstmktion von Mechanismen erfullen lassen, und ferner, Methoden anzugeben, nach 
denen auf Grund der gestellten Forderungen die gesnchteu Abmessungen der Glieder er- 
mittelt werden konnen. Die Behandlung dieser Hauptaufgabe bildet den Inhalt der vor- 
liegenden Arbeit. 

Als Ausgangspunkt dienen Untersuchungen B u r m e s  t e r s  3), die dieser jedoch fiir 
einen anderen Zweck, ngmlich fur die Eehandlung der angenlherten Geradfuhrungen, 
angestellt hat. Diese Untersnchungen, deren Ergebnisse im e r s t  e n  Abschnitt in der Haupt- 
sache ohne Beweis vorgefuhrt werden, befassen sich mit den Beziehungen, die zwischen 
drei, vier und funf endlich verschiedenen Lagen einer komplan bewegl en Ebene bestehen, 
und insbesondere mit deujenigen Punkten, deren entsprechende Lagen auf einem Kreise 
liegen Bei d r e i  Lagen einer Ebene geht dirch entsprechende Punkte stets ein Kreis, 
bei v i e r  Lagen dagegen nur durch die Punkte, die auf bestimmten Knrven liegen, wah- 
rend man bei fiinf Lagen einer Ebene nur vier solcher Kreispunkte erhglt. Der z w e i t e  
Abschnitt bringt eine Untersuchung iiber diejenigen Punkte bei d r  e i Lagen einer Ebene, 
denen Kreise vom gleichen Radins entsprechen, wobei sich der geometrische Ort dieser 
Pnnkte als Koppelknrve ergibt. Im d r i t t e n  Abschnitt. der zwei dnrch eine dritte Ebene 
gelenkig verbnndene Ebenen behandelt, wird die Aufgabe eriirtert, bei einer Anzahl be- 
liebig gegebener Lagen zweier Ebenen in diesen die beiden Gelenkpnnkte so au bestim- 
men, da6 ihre Entfernung in den gegebenen Lagen beider Ebenen die gleiche Gr813e hat 
nnd sie daher durch eine dritte Ebene starr verbnnden werden konnen. Die Losung 
dieser Anfgabe ist fiir zwei oder drei Lagen zweier Ebenen bereits durch M. Gr i ib l e r4 )  
angegeben worden; sie wird hier auch fur vier uod fiinf Lagen entwickelt nnd zwar unter 
Benutzung des Gedankens der Relativbewegizng in der Weise, dai3 die Relativlagen der 
einen Ebene gegen die andere Ebene nntersucht nnd auf sie die Ergebnissn der beiden 
ersten Abschnitte angewendet werden. Hierbei wird gezeigt, wie man allgcmein eine 
Anzahl der wichtigsten bei der ,betriebesynthese auftretenden Forderungen erfullen kann. 
Als Sonderfllle werden im v i e r  t en  Abschnitt das allgemeine Qelenkviereck und daran an- 
schlieDend das Schnbkurbelgetriebe wegen ihrer praktischen Bedeutnng ausfiihrlich be- 
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handelt. Eine Untersuehnng uber die Fordernng bestimmter Geschwindigkeiten bildet den 
Inhalt des f u n f t e n  Abschnittes, der sich mit dem Fall befafit, daO bei zwei durch eine 
dritte Ebenc gelenkig verbundenen Ebenen die Winltelgeschwindigkeiteii beider Ebeneii 
in ein oder in zwei Lagen oin vorgeschriebenes Verhaltnis haben sollen, woboi die ent- 
sprechenden Momentanpole als gegeben anzunehmen sind. Die hier abgeleiteten allge- 
meinen Verfahren werden im s e c h s  t e n  Abschnitt verwertet, der die Forderung behandelt, 
dad ein oder zwei gegebenc Lagen der einen Ebene Totlagen sein sollen. Die in den 
erstcn sechs Abschnitten gewonnenen Ergebnisse, ails denen uberall zeichnerische Ver- 
fahren entwickelt werden, um die praktische Anwendnng zn erleichtcrn, werden iru 
si  e b  e n  t e n  nnd a ch ten Abschnitt bei der Unt,ersnchung der Dampfmaschinenumstenernng 
von H e u s i n g e r  iind bei der einer WIIzhebelsteuerung angewendet. Dabei wird der Hanpt- 
wert daraiif gelegt, an einer Reihe von typischcn Fragestellungen der praktischen Ge- 
triebesynthese die I-kanchbarkeit der vorgefiihrten Met,hoden, die Art ihrer Handhabung 
und ihre vielseitige Verwendbarkeit zn  zeigen. 

1. Die Kreise durch entsprechende Punkte bei drei, vier und fiinf Lagen 
einer Ebene. Sincl z w e i  Lagen PI umd Pa einer Ebene P gegeben, etwa durch je zwei 
entsprechende Pnnkte Al, B1 bezw. Az ,  B2, so kann man die Bewegnng, durch die P von 
P; nach Pa gelangt, dnrch die Drehnng nm einen bestimmten Punkt PI3 ersetzt denken, 
den man den P o l  der Ebenen Pl und Pa nennt nnd der als Schnittpnnkt der Rlittrllote 
von A1 Az nnd BI Bs gefunden wird. Dieser Pol ist zngleich selbstentsprechender Pnnkt 
der beiden Ebenen PI und Pa. 

Betrachtet man d r e i  Lagen 4, Pa, P3 einer Ebene P, so lassen sich diescn drtli 
verschiedene Pole PlZ, Pin, P33 zuordnen, deren Bedentung ails den beigefugten Marken er- 
sichtlich ist. Diese Pole bilden ein Dreieck, dessen Winkel halb so groi3 sind wie die 

entsprechenden Drehwinkel: z. B. ist der Poldreieck- 
winkel a,, bei PI2 (Abb. 1) gleich der Halrte des 
Drehwinkels der Ebenen Pl nnd Pg. Z u  einew be- 
liebig gegebenen Pnnkte Al  der Ebene PI findet, 
man die entspreehenden Punkte Ap nnd A ,  in den 
Ebenen P2 uod P3, indem man um P i ?  mit P l a A ,  
den Kreis mit dem Zentriwinkel '2 al l  bezw. urn P"' 
rnit PIa Al den Kreis init dem Zentriwinkel 2 a13 
schlagt. Die von A1 auf PI? PI3, von Aa anf P i z P i r 3 ,  

A3 von A3 anf Plir PZ3 gefiillten Lote schneiden sich in 
e i n e m  Punkle Aiaa, der der G r n n d p n n k t ~  des 
Pnnkl.es A bezuglich der drei Ebencn P l ,  P?, R 
genannt werdcn moge. Durch die drei homologen 
Punkte AI,  Aa, A3 last sich stets ein Breis legen, 
dessen Mittelpunkt A123 mit dem Qrundpunkt A123 in 
der Beziehnng sLeht, dad die Verbindnngslinien beider 
Punkte mit den drei Polen in jedem Pol gleiche 
Winkel mit den Seiten des Poldreiecks einschlieden. 
In  Abb. 1 ist in jedem Pol ein Paar gleicher Winkel 

durch Kreisbogen bezeichnet. Diese Eigenschaft liefert eine Konstrnlilion fur den Kreis- 
mittelpunkt A1$3, wenn z. E. der Pnnkt 81 bezw. sein Orundpunkt, A123 gegeben ist, oder 
umgekehrt fur den Pnnkt A1 bezw. Alas, wenn A 1 2 3  gegeben ist. Man findet, dab jedem 
Punkte Al eindentig ein Mittelpunkt A123 zngeordnet ist und umgekehrt. Zwischen den 
Punkten Al und A l ~ ,  besteht eine quadiatiscbe Verwandtschaft, bei der einer Qeraden im 
System der Punkte AI ein durch die drei Pole Pi*, P I 3 ,  Pa gehender Kegelschnitt im 
System der zngeordneten Mittelpunkte A l a s  entspricht. Eine besondere SI ellung nehmen 
hierbei die Pole selbst ein. Jedem der drei Pole, aufgefafit, als Pnnkte dcs Mittelpunkt- 
systems, entspricht nicht ein einzelner Pnnkt Al,  sondern es entsprechen ihm samtliche 
Pnnkte der gegenuberliegenden Polgeraden. 1:elrachtet man z. E. P3i als Qrundpunkt, 
so fgllt dieser mit den zngehoripen homologen Punkten der Ebenen Pa und P3 zusammen. 
Den dritten homologen Punkt Pi2': in der Ebene PI findet man, indem man von P 3  auf 
PIa P I a  das Lot fallt und dieses uber den FnDpnnkt hinans um sich selbst vorlangert. 
Entsprechend findet man zii den andern Polen Pl? nnd Pl') die Punkte Paxa bezw. P2l,'' 
in den Ebenen P3 bezw. Pa. 

Nimmt man zii den bisher bebandelten drei Ebenen P l ,  Py, Pa noch eine v i e r t e  
Pr hinzu, so ergeben sich insgesamt sechs Pole PI3, Pi', Pas, PIr, Pa*, P"', die jedoch nichl. 

Abb. 1 



mehr unabhlngig voneinander sind, sondern fiir die der folgende von Burmes l  e r  gefuntlenc 
Satz gilt: D i e  b e i d e n  d i i rch  e i n e n  P o l  g e h e n d e n  G e r a d e n p a a r e ,  d i e  s ich  auf  
j e  z w e i  Po le  s i i i t zen ,  d e r e n  Marken  g l e i c h e  Zi f fe rn  e n t h a l t e n ,  b i ld( tn  g l e i che  
Winke l  (Abb. 2) .  2. B. ist 4- P" PIz P2' = i$ P':: PIz Py:{. Tn Abb. 2 sind in jadem Pol zwei 
gleiche Winkel durch Kreisbiigen rnit Pfeilen 
angegeben, ferner fur einen beliebigen 
Punkt A seine homologen Punkte A1, A%, A3, 

A4 mit den zugehorigen Grundpnnkten Alas, 

nennt man je zwci, deren Marken keine % -  
gleichen Ziffern aufweisen, also P", P3' bezw. 
P, P24 bezw. Pa::,  Plr.  Gegenpo le .  
Nimint man zwei Paar Gegenpole, z. B. 
P I ? ,  p3L rind p 1 3  , Pz4, als gegeben an, so 
liegen die beiden andern Pole auf einer 
zirkularen Kurve dritten Grades, die 1: u r  - 
m e s t e r  die P o l l a g e n k u r v e  nennt und 
die sich wie folgt ermitteln IaSt. Durch die 
gegebenen zwei Paare von Gegenpolen ist 
cin Vierseit bestimmt, dessen zwei weitere 
Eckpunkte rnit IP4 bezw. na3 bezeichnet 
seien (Abb 3). Die drei Diagonalen PI2 

PZ4, n14 nz3 des Vierseits werden dnrch 

vier Dreiecke, die durch das Vierseit ge- 
bildet merden, sohneiden sich in einem Punkte l-, den man daher als Schnittpunkt 
zweier dieser vier Iireise finden kann. Zieht man durch r die Verbindungslinien mit 
zwei der sechs Ecken des Vierseits, etwa mit PIa und PI3, wobei sich auf der Geraden < 
die Schnittpnnkte M I 2  bezw. ergeben, und schllgt um Mla den Kreis durch PI? und 
um MI3 den Kreis durch PI3, so bestimmen diese beiden Kreise ein Kreisbiischel mit der 
Mittellinie 5. Zieht man 

Gerade g, die in M 
schneidet, und schliigt um 
M den Kreis, der dem 
eben definiert'en Eiischel 
angehort , so scbneidet 
dieser die Gerade $1 in 
zwei Punkten P' nnd PI' 

A131,  A334. Von den sechs Polen Ay _ _ _  - 

Pc,  

eine Gerade halbiert. Die Umkreise der .\bb. 2 

, nun durch z' eine beliebige , 

__----  

/ der Pollagenkurve , die I 

hiernach punktweise be- I 

stimmt werden kann. Dic 24. 
Gerade 5 nennt man die I 

M i t t e l l i n i e  und den 
Punkt r den H a u p t -  
b r e n n p u n k t  der Polla- 
genknrve. Wenn also zwei 
Paare von Gegenpolen ge- 
geben sind, so zeichnet 
man die Pollagenkurve, 
auf der man den fiinften 
Pol beliebig wlhlen kann, 
wlhrend der sechste Pol 
dann auf ihr znfolge der 
oben angegebenen Winkel- Abb. 3 
beziehungen eindeutig be- 
stimmt ist. 

Bei d r e i  Lagen einer Ebene liegen j e  drei homologe ,Punkte A 1 ,  A,  Aa stets auf 
einem Kreise, dessen Mittelpunkt A,,, eindeutig bestimmt ist. Umgekehrt kanu jedem 
Punkte Alas eine nnd nur eine Grnppe von drei homologen Punkten A , ,  A1, Aa zugeordnet 

\ 
\ 

P 
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werden. Bei v i e r  Lagen einer Ebene werden im allgemeinen vier homologe Punkte 
81, 81, Aa, A4 nicht mehr auf einem Kreise liegen, es wird aber Gruppen von j e  vier 
homologen Pnnkten geben, durch die sich ein Kreis legen Ittilt. Den geometrischen Ort 
der Mittelpnnkte dieser Kreise dnrch vier homologe Punkte nennt B n r m e s t e r  die Mi t te l -  
p n n k t k n r v e  und den geometrischen Ort der entsprechenden Pnnkte A1 in der Ebene PI 
die K r e i s p n n k t k n r v e .  Man erkennt, datl die Kreispnnktknrven in den Ebenen PI,  PP,  
Pa, P4, d. h. die geometrischen Oerter der Pnnkte Al.  AS, 8 3 ,  A&, kongrnent sind. Wie 
B n r m  8 s  t e r  gezeigt hat ist die Mittelpnnktknrve mit der oben definierten Pollagenkurve 
fur die Pole PIa, PI3) PZ3,  PI4, PZ1,  P34 und die Kreispnnktknrve der Ebene Pl mit der 
Pollagenkurve fur die Pole PI2, PI3, PIzd, PIa, PIz4, PIs4 identisch, wobei z. B. der 
zu P" bezuglich der Qeraden PI3 PI4 svmmetrisch liegende Pnnkt ist. Eutsprechend 
findet man die Kreispunktkurven in den Ebenen Pa, P3, P4 .  

Bei f i i n f  Lagen P I ,  4, Pa, Pi ,  P5 einer Ebene P ergeben sich die zehn Pole 
P", PI3, usf. Zeichnet man zwei Mittelpunktkurven, etwa fur die Ebenen PI, Pa, Pa, P4 
nnd PI, Pz, P3, P5, so haben die Schnittpnnkte beider Kurven die Eigenschaft, Mittel- 
pnnkte von Kreisen zii sein, die durch j e  fiinf entsprechende Punkte der vorgelegten 
Ebenen gehen. Was die Zahl der Schnittpnnkte anbeiangt, so ergibt sich folgendes. Als 
Kurven dritter Ordnung haben sie neun Punkte gemeinsam. Zn diesen gehoren im vor- 
liegenden Falle die drei Pole PIa, PI3, PZ3, die wegen ihrer oben erwilhnten Sonder- 
stellung als Mittelpunkte von Kreisen durch homologe Punkte hier nicht in Betraoht 
kommen, und ferner die beiden nnendlich fernen imaginaren Kreispunkte, dnrch die alle 
Mittelpunktkurven gehen. Von den neun Schnittpunkten sind also funf in Abzug zu 
bringen, so dail sicli derBurmestersche  Satz ergibt: Be i  fiinf L a g e n  e i n e r  E b e n e  
g i b t  e s  im a l l g e m e i n e n  v i e r  G r u p p e n  von  j e  funf h o m o l o g e n  P u n k t e n ,  d i e  
auf je  e i n e m  K r e i s e  l i egen .  Von d e n  v i e r  K r e i s m i t t e l p u n k t e n  k i jnnen  a l l e  
r e e l l ,  z w e i  r e e l l  u n d  zwe i  imag in t l r  o d e r  a l l e  i m a g i n a r  sein.  Durch diese 
vier Kreismittelpnnkte, die man die B u r m e s t e r s c h e n  P u n k t e  nennt und die als 
Schnittpnnkte der Mittelpunktknrven fur die Ebenen PI, Pa, P3, P, und €3, Pa, Pa, PS ge- 
funden wnrden, gehen auch die drei iibrigen Mittelpnnktkurven der funf gegebenen 
Ebenen, so dail man die vier Bnrmes tersche  Pnnkte als Schnittpnnkte zweier beliebiger 

. 
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der funf moglichen Mittelpunktkurven finden kann. In  Abb. 4 sind die sehn Pole fur 
fiinf Ebenen und zwei Mittelpnnktkurven mla34 und m1215 eingeaeichnet,. Man findet hier 
die vier reellen Bnrmes terschen  Punkte MA,MB,  Mc, Mo. Fiir M A  sind die zugeordneten 
funf homologen Pnnkte A, ,  As, Aa7 A$, As, die a u f  einem Kreise nm & liegen, ,an- 
gegeben. 

Wenn mehr als funf Lagen 
einer Ebene gegeben sind, so gibt es 
im allgemeinen keine Punkte dieser 
Ebene, deren homologe Lagen simt- 
lich ant einem Kreise liegen. 

2. Kreisbahnen von vorge- 
schriebenem Radius. Wenn drei 
Lagen PI, Pa, P3 einer Ebene I' vor- 
gelegt sind, so litat sich zu jedem 
Punkte A der Ebene P der Mittel- / 
punkt MA des Kreises durch die drei I 
Lagen A , ,  APl A ,  des Pnnktes A be- 1 
stimmen. Es soll nun untersucht 1 
werden, wo diejenigen Mittelpnnkte M A  

liegen, denen Kreise von festem Ra- \ 
dins entsprechen. 

Gegeben seien die drei Pole 
PI?, PI3, Pa3, ein beliebiger Pnnkt A1 
der Ebene PI und der zugeordnete 
Kreismittelpnnkt M A  (Abh. 5). Die 
Strecke A I M ~  ist dann der Radius t' c 

ferner 

------ 

/ 

\, 

des zu MA gehorigen Kreises. Es sei Abh. 5 

XnP" = ~ 1 2 ,  MAP'' = ('13, MAP'' = e Z 3 .  
Die Gerade P"MA moge den Umkreis des Poldreiecks in c' schneiden und es sei 

Bezeichnet man die Winkel des Poldreiecks entsprechend mit aia, ala7 a ~ ,  SO MAC = u. 
findet man 

als Peripheriewinkel uber der gleichen Sehne. 
Konstruktion des Punktes MA 

ist, so folgt 

4 piacp'3 = 4 p l a p 1 3 p 2 :  = F113 

Da ferner gemtl5 der oben angegebenen 

4 pl?p13Al = 4 P23p13MA 

a1.3. 
& MAP"AI = 4 p a a p i a p l : !  = 

Es laOt sich nun in einfacher Weise zeigen, daO vow Ponkte MA aus j e  zwei der 
vier Punkte Pa, PI3, Pas, A,  unter dem gleichen Winkel erscheinen. Hiernaoh ist im 
vorliegenden Falle 

& A1 MA PIn = 4 PZ3 M A  C = 1. 
Da somit die beiden Dreiecke MA A1 PI3 und MA P 3  C in zwei Winkeln uberein- 

stimmen und daher Lhnlich sind, so gilt die Beziehung 
T :  e13 = eg3 : u. 

Bezeichnet man mit pa = e12u die Potenz des Ponktes MA in bezug auf den Kreis 
durch die drei Pole PI?, PIa, Pz3, so findet man 

elae13epn = r p ? .  . . . . . . . . . . (1). 
Wenn T einen bestimmten gegebenon Wert besitzt, so stellt die Gleichung (1) den 

geometrischen Ort aller Ponkte MA dar, zu denen Kreise vom gegebenen Radius T ge- 
horen. Urn die Art dieses geometrischen Ortes zu untersucben, den wir die RM-Kurve 
nennen wollen, fiihren wir rechtwinklige Koordinaton ein mit als Ursprung und der 
Cferaden P 3 P I 3  als e-Achse (Abb. 5). Bezeichnet man die Seiten des Poldreiecks mit 
P12P13 = al, plaPs3 = aa, P13P23 = a3, so hat der Mittelpunkt &lo des Kreises durch PlZ, 
P I 3 ,  P2' die Koordinaten 

und der Pol PI2 
.TO = ' i s  a3, yo = ' l a  ~3 cotalz 

2 1 2  = U ~ C O S Q ~ ~ ,  yle = ass inan .  
25 
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Die Koordinaten der beiden anderen Pole sind , ( 'a3 = yZ3 = 0 bezw. 2 1 3  = a3, 
Wenn man die Koordinaten des beliebigen Punktes M A  mit 2, y bezeichnet, so y,3 = 0. 

l&Dt sich nunmehr die Gleichnng (1) i n  der  Form schreiben: 
(ea + yz) [(. - a)?  + y?] [(a: - a2 ~ o s c l a a ) ~  + (y - aa sin clz3)z] 

= r2[3? + f- U l n :  - cr.:ycotn,,l' (a ) .  
Man ersieht aus G1. (?)> dad die 71'm Kurve eine trizirkn- 

lare (d. h. dreimal dnrch die beiden zyklischen Punkte der 
L~ Ebene gehende) Knrve sechsten Grades ist, welche die drei 

Pole PI2, P I n ,  Ps3 als Doppelpunkte besitzt. D a  miter den 
trizirkularen Kurven sec,hsten Grades die Koppelkurven eben- 
falls drei Doppelpnnkte aufweisen, so liegt die Annahme nahe, 
da5 die Fh-Kurve zur  Gruppe der Koppelknrven gehort. Stellt 
man die Gleichung der Koppelkurve fur einen beliebigen 
Iioppe,lpuirkt A eines allgemeinen Gelenlivierecks mit den Be- 

',\bh. l i  zeichnungen der Abbildung 6 auf, so findet man, da5 die er- 
haltene Gleichnng mit der  Knrvengleichnng ( 2 )  identisch ist, 

DA \ \  

h \  

wennzman P2.: nnd PI:: als Festpunkte des Gelenkvie,recks w&hlt und 

h:= a3, 

1, = TI = lS = r 2  = r 'l 

1 ~ ?. --"S 
2 n? sin ~2~ 

P sin n?3' "n:,sion?~ 

P '2 setzt. Diese Strecken lassen sich, wie 
man sofort erkennt, sehr einfach .zeich- 
nerisch ermitteln, wenn das Poldreieok 
PI2 P I : :  pa:; und der Radius r gegeben 
sind (Abb. 7). Man zieht durch PI3 die 
Hohe des Poldreiecks, trilgt auf dieser 
die Strecke PIr 1) = lln:,r auf und zieht 
durch B zii PI3 P 3  die Parallele, die 
Pl?p?3 in E und PlSP1:;  in D schneidet. 
Dann ist P 1 ? E  = l1 = r l ,  Z'l2D = l a  = rg, 
DE = I Wir finden also das Ergebnis: 
D i e  Z b - K u r v e n  d r e i e r  L a g e n  e iner  
E b e n e  s i n d  s p e z i e l l e  K o y p e l k u r v e n .  
In  jedem Punkte der Koppelkurve geht 
die Kurvennormale dnrch 7' --I Schnitt- 
punkt der beiden Kurbe lgeraqn  des Oe- 

p,3 lenkvierecks , so da5 sich in allen 
I'ankten die Kurventangenten leicht an- 
geben lassen. Daher kann man die 
Knrve schon dnrch eine geringe Zahl von 
Pnnkten hinreichend genaic bestimmen. 

D a  sich nach dem Satze von R o b e r t s  ') jede Koppelkurve durch drei vorschiedene 
Gelenkvierecke erzeagen I&& und im vorliegenden Falle die drei Pnnkte PI', PI3, Pi 
dem Pnnkte M A  gleichartig zugeordnet sind, so folgt, dafl das obe. qebene Qelenk- 
viereck mit dem Steg P2:iP13 = a4 ersetzt werden kann durch ein solcht,, wit dem Steg 
piipia - -. a2 oder eins mit dem Steg P1?P1." = a,,  wobei die Bestimmungsstucke der Ge- 
lenkvierecke Ihnlich, wie oben angegeben ist, zu konstruieren sind. Hierbei ergibt sich, 
da6 in jedem der  drei Punkte Pl2, PI3, P?:' die beiden Kurbeln gleich lang sind und 
scmmetrisch zur  Verbindungslinie mit M A  liegen. In  Abb. 7 sind die drei Gelenkvier- 
ecke eingezeichnet, bei denen der gemeinsame Koppelpnnkt A f A  fur den gegebenen Wert 
von T die ebenfalls eingezeichnete R.lr-Kurve beschreibt. Das Gelenkviereck Pa:iP13Z<~ K I) ALl 
mit dem Steg P J 3  PI3 1st hierbei ausgezogen, wlhrend die beiden anderen Gelenkvierecke 
gestrichelt sind. 

Untersncht man die RM-Knrven fiir verschiedene Werte von r ,  so tritt die Frage 
auf, innerhalb welcher Grenzen die Grofie des Radius r gew&hlt werden darf. Es ist nn- 
mittelbar einzusehen, dafl es eine obere Grenze fiir I' nicht gibt, da  stets Pnnkte vor- 

Abb. 7 

' 1  R o b e  r tR ,  Three-bnr Motion i i i  the Plane Spare, Proceedings of the London Xlalhematirnl 
Society, V I I  1 8 7 5 ,  S. 14 
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handen sind, fur die r nnendlich groO wird, fur die also drei homologe Punkte anf einer 
Geraden liegen. Die Beantwortung der Frage, welohen k l  e i n  s t e n  Wert 1' annehmen 
kann, ergibt sich durch folgende Ueberlegnng. Wir hatten gefunden, dai3 die RwKurven 
Koppelkurven sind, die durch Cfelenkvierecke erzengt werden, deren Steg eine der Seiten 
des Dreieckes P 2 P 1 3 P Z 3  ist nnd deren ubrige Abmessnngen dem gegebenen Radius r 
proportional sind. Hieraus folgt, daO man den kloinsten moglichen Radius erhalt, wenn 
man ein Gelenkviereck von miiglichst kleinen Ab- 

Seite P i 3 P Z 3  = u3 als Steg des Gelenkvierecks, so er- 
geben sich fur dieses die kleinsten Abmessungen, wenn 
man mit den fruheren Bezeichnungen r1 + 1'2 + 1 = a3 
setzt. Da hier Il = r1 nnd la = r2 und das Roppel- 
dreieck K, MA Kz dem Poldreieck P2:IP2  PI3 Lhnlich ist, 

messnngen benutzt. Betrachtet man (Abb. 8) die P" 

so ist in diesem Falle, in dem das Gelenkviereck in I 

Rnhe bleibt und die Koppelknrve daher zu einem I Punkte zusammensobrumpft, dieser Punkt der Schnitt- / 

pnnkt der Winkelhalbierenden des I'oldreiecks. Zum 

eckseite P f Z P l 3  bezw. PZ3Pl2  als Steg betrachtet. Da- '. 

I 

\ 6 I 4  , '. I / 

I ,' 
gleichen Ergebnis gelangt man, wenn man die Drei- 

mit ist der Satz gefunden: Re i  d r e i  L a g e n  e i n e r  

k l e i n s t e n  K r e i s  d n r c h  d r e i  e n t s p r e c h e n d e  
P n n k t e .  D i e s e r  k l e i n s t e  K r e i s  h a t  a l s  Mi t t e lpunk t  d e n  M i t t e l p u n k t  d e s  In -  
k r e i s e s  des  P o l d r e i e c k e s  n n d  i s t  d o p p e l t  s o  groD w i e  d i e se r .  

Der geometrische Ort aller Pnnkte Al der Ebene P I ,  die mit ihren homologen 
Pnnkten Al nnd As auf Kreisen von gleichem Radius ?' liegen, soll &-Rurve genannt 
werden. Die entsprechenden geometrischen Oerter Ez, I& fur die Punkte A2 bezw. da 
sind der R,-Kurve kongment,. Um die Rl-Kurve zu ermitteln, soll zunachst gezeigt 
Lverden, daO diejenigen beiden Kreise gleichen Radius haben, die um einen beliebigen 
Punkt MA und den zugeordneten Grundpnnkt Al?3 geschlagen werden, wobei der Kreis 
um MA durch die von abgeleiteten homologen Punkte geht und umgekehrt. Vorge- 
legt seien die Pole Pa, P13, P X 3  nnd der dem letzteren in PI entsprechende Punkt PI'' 
(Abb. 9). Ferner sei ein beliebiger Punkt A1z3 und der zugeordnete Mittelpunkt MA ge- 
geben, und es seien Al ,  A1, A3 die von 8 1 2 3  

als Gr- :nkt und M I ,  M?, M3 die von MA 
als Omri lpunkt abgeleiteten homologen Punkte. 
Dann liegen A l ,  At, Aa auf einem Kreise um 
M A  nnd iM,, Ma, M3 auf einem Kreise um dlla. 

.-&-' 

E b e n e  g i b t  e s  i m m e r  e i n e n  u n d  n u r  einen"""'~"' ' Abli .  h 

Da die vier Punkte lKl ,  Al,  Alas, MA ein gleich- 
schenkliges Trapez bilden , so sind dessen 
Diagonalen A&Ai und A 1 2 3 M 1  einander gleich. 
Ebenso findet man MAAZ = AI~32)& und M A A ~  
= A1)*M3.  ?-Tit. ist der Beweis ,erbracht, 
daB die um 11.' L d! ss geschlagenen Kreise 

I 

durch j e  drei homologe Punkte gleichen Radius \, haben, und daW infolgedessen die RKKnrve \ 

dnrch einen Punkt &A immer durch den zu- ', . I // ,' 
\ '--4-f -. 

geordneten Punkt A123 geht. Da nun A133 \ $,/ 
bezuglieh der Geraden I"2 P1' symmetrisch ' '. -_ _ _  / / , P 3  
zu 81 liegt, so folgt, daii auch die R,-Knrve Abb. 9 
symmetrisch ZUP Urn-Kurve beziiglich Pla Pi" 
gelegen ist. Wir finden somit, daS die &-Kurve ebenfalls eine Kopplkurve ist, die sich 
von dem Dreieck P1zP1aP,a:l in derselben Weise ableitet mie die Rnr-Kurve vom Poldrei- 
eck PIzP1,iP23. 

Es tritt niin die Frage auf, ob man bei v i e r  Lagen einer Ehene Gruppen von 
vier homologen Punkten ermitteln Bann, die anf je einem Kreise von vorgeschriebenem 
Radins T liegen. Nimmt man die sechs Pole der vier Ebenen als gegeben an, so ladt 
sich fiir jedes der vier hierdurch bestimmten Poldreiecke zu dem gegebenen Werte von 
r die R ~ B u r v e  ermitteln. J e  zwei dieser Kurven, z. B. fiir die Ebenen PI, Pi, P3 bezw. 
P I ,  Pa, P,, schneiden sich in Punkten, welche die gewunschte Eigenschaft besitzen. 

Das Entsprechende gilt fur die R2- und die R3-Kurve. 

253 
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Hieraus folgt, da% alle vier Rx-Kurven, die sioh zu den sechs Polen fur das gegebene T 

zeichnen lassen, durch die gesuchtm Pnnkte gehen. AuBerdem haben je zwei RN-Kurven 
einen der sechs Pole als Doppelpunkt und frrner die beiden zyklischen Pankte der 
Ebene als dreifache Punkte gemeinsarn. Es ist unmittelbar einzusehen, dal3 die samt- 
lichen Punkte, welohe die vier BKKnrven gemeinsam haben, auf der Mittelpnnktkurve 
der vier Ebenen liegen miissen, die hiernach auch der geometrische Ort aller Schnitt- 
punkte von j e  vier Hx-Kurven fur alle Werte von 7 ist. Um bei vier Lagen einer Ebene 
die Mittelpunkte von Kreisen mit gleichem vorgeschriebenen Radius 1’ durch i e  vier 
homologe Punkte zu finden, zeichnet man am zweckmLl3igsten zunllchst die Mittelpunkt- 
knrve und dann fur drei der vier Lagen znm gegebenen Werte r die R d h r v e .  Beide 
Kurven schneiden sich in den gesuchten Punkten. Die Zahl der Schnittpunkte ergibt 
sich durch folgende Uebwlegung. Da die .Zi,w-Kurve eine trizirkulare Kurve sechsten 
Qrades nnd die Mittelpunktkurve eine zirknlare Kurve dritten Grades ist, so haben beide 
18 Punkte gemeinsam, von denen sechs in die beiden zyklischen Punkte der Ebene 
fallen. Da die Mittelpunktkurve ferner durch die allen Rnr- Kurven gemeinsamen drei 
Doppelpnnkte geht, so sind weitere sechs Punkte in Abzug zu bringen, so da8 man 

sechs Pnnkte der ver- 
langten Art erhfllt. Fiir 

I die Ebenen P I ,  A, pa, 
P4 ergeben sich die I 

I ’-\, / 

Abb. 1 0  

entsprgchenden Kon- 
struktionen, wenn man 
z. B. in der Ebene PL 
an Stelle der RwKurve 
die B,-Kurve und statt 
der Mittelpunktkurve 
die Kreispunktkurve be- 
nutzt. Damit ist der 
fur die Anwendungen 
wichtige Satz gefnn- 
den: Be i  v i e r  L a g e n  
e i n e r  E b e n e  g i b t  8 8  

im  a l l g e m e i n e n  
s e c h s  O r u p p e n  von 
j e  v i e r  h o m o l o g e n  
P u n k t e n ,  d i e  auf je  
e i n e m  K r e i s e  v o n  
v o r g e s c h r i e b  e n e m  

R a d i u s  1’ l i egen .  Von 
den sechs Schnittpnnk- 
ten konnen sechs reell, 
vier reell und zwei 

imaginflr, zwei reell und vier imaginar oder sechs imaginiir sein. Tn hbb. 10  sind fur 
einen bestimmten Wert von 1‘ die B ~ K u r v e n  fur das System der Ebenen PI, l’t, pa 
(gestrichelt) und fiir das der Ebenen I’,, Pd, P4 (ausgezogen) angegeben. Von den sechs 
in Betracht kommenden Schnittpunkten beider Kurven sind hier vier reell: MA, MB! Mc, MD. 

3. Die Ermiitlung der Gelenkpunkie bei zwei durch eine driiie Ebene 
gelenkit verbundenen Ebenen. Von drei Ebenen I :  Q nnd S, die sich komplan in 
derselben ruhenden Ebene bewegen, seien die Ebenen I’ und Q durch die Ebene S ge- 
lenkig verbnnden. Von jeder Ebene seien mehrere Lagen PI, P2, P3, . . . bezw. Q1, 0 3  (23, . . . 
bezw. SI, SZ? 53, . . . gegeben, die einander zugeordnet sind. Die Pole jeder Ebene 
werden entsprechend mit PLn,  P3, , . bezw. QI2, Q”, . . . bezw. fPJ, XL3, . . . bezeichnet. 

Betrachtet man zunzchst d r e i  einander zugeordnete Lagen der Ebenen I’ und Q, 
so ist bei Annahme eines beliebigen Punktes D als Gelenkpunkt der Ebenen I’ und S 
der zugeordnete (felenkpunkt I3 der Ebenen ($ nnd 8 eindentig bestimmt. Bei der Er- 
mittlung des Punktes E geht man dsvon ails, da5 die Lilnge DE sich nicht ilndert und 
daher die relativen Lagen des Punktes D gegen eine der drei Lagen QI, Q,, Q3 der 
Ebene Q, z. B. gegen QI, anf einem Kreise urn El liegen miissen’). In den Ebenen 

Hierilber vergl. M. G r f l b l e r ,  Qetriebelehre, 9. 107 u. f .  
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PI, IJ2, P3 seien drei beliebige homologe Punkte D1,  Da,  D3 gegeben (Abb. 11); die mit 
diesen Punkten zusammenfallenden Punkte der Ebenen Q, , Qz bezw. Q3 werden rnit D i .  Ds’, Da’ 
bezeichnet. In  der Ebene Q, lassen sich die den Punkten D2’ und 4’ der Ebenen Qr 
bezw. Q 3  entsprechenden 
Punkte Da‘ bezw. Da’ kon- 
struieren, wobei darauf zu 
achten ist, dai3 Up’ und Dsl  
auf ejnem Kreise um & I 2  

liegen nnd daO der Winkel \ 

Ds’Q12Dr1 doppelt so grol  ist I 
wie der Winkel Qa3Q12Q13 des \ 
Poldreiecks. Entsprechend \ 
liegen D3’ und Dal auf einem 
Kreise um & I 3 ,  und es ist Win- 
kel D3’ Q13D3 I = 2 Q2” Q’3 QIa. 

Durch diese Beziehungen sind , 
die Punkte 4’ nnd D3I in 
der Ebene Q1 bestimmt. Der 
Mittelpunkt El des Kreises 
dmch die drei Punkte D1’, 
D2‘, D31 ist der gesuchte Cfe- 
lenkpunkt der Ebene Q1 und 
der Radius des eben gefun- 
denen Kreises ist gleich dem 
Abstande D B  der Gelenk- 
punkte der Ebenen P und Q. 
Man konstruiert nun aus dem 
Poldreieck Q I a  Q I R  QZ3 zum 
Punkte El die homologen Punkto I& und E3 der Ebenen Qs bezw. Q3, und es mu% sich 
dann zeigen, daD ElD1 = E, Dr = E3 D3 ist. 

Durch die Punkte D und I;: ist die Ebene X bestimmt, deren Lagen SI, Ss, S3 
seien, und deren entsprechende Pole S”, S I 3 ,  SZ3 durch die Pnnktepaare D1 El, Da Eg, D3 E3 
bestimmt sind. Dem Punkte D, der den beiden Ebefien f’ und 8 angehort, sei als Mittel- 
punkt des Kreises durch die drei homologen Punkte D I ,  D2,  D3 der Punkt MD zuge- 
ordnet, ebenso dem gemeinsamen Punkte E der Ebenen Q und X ein Punkt M E  als 
Mittelpunkt des Kreises durch die drei homologen Punkte El ,  Ep,  E3. Da die Mittelsenk- 
rechte zu DID2 durch MD geht, die Punkte D1 und Da aber auch von den Polen PIa 
und ,S”12 je gleiche AbstLnde haben, so folgt, daD die Punkte MD, PIa und XIa in einer 
Geraden liegen. Das Entsprechende gilt auch fur die anderen Pole. Somit finden wir 
den Satz: D i e  V e r b i n d n n g s l i n i e n  je z w e i e r  e n t s p r e c h e n d e r  P o l e  d e r  E benen  
P u n d  S b i lden  e i n  S t r a h l e n b u s c h e l  d u r c h  d e n  M i t t e l p u n k t  MD d e s  K r e i s e s  
d u r c h  d i e  h o m o l o g e n  L a g e n  D I ,  Ds, D3 des  Q e l e n k p u n k t e s  b e i d e r  Ebenen .  
Ebenso bilden die Geraden durch je zwei entsprechende Pole der.Ebenen Q nnd fi’ ein 
Strahlenbuschel durch den Punkt ME. Hiernach findet man den Pol SIp als Schnitt- 
punkt der Geraden PI2AfD und & “ A ~ E  und entsprechend die Pole SL3 und SS2* als Schnitt- 
punkte der Geraden und Q‘”& bezw. Pd3& und QZ3M8. Da die Punkte D und 
E der Ebene $5‘ angehoren, so miisseo die von D 1 ,  D2, D3 bezw. El ,  E d ,  E3 auf die ent- 
sprechenden Seiten des Poldreiecks S1aA’L3SZ3 gefgllten Lote sich in je einem Piinkte 
(Dl23) bezw. (Elas) scbneiden, wobei (D1n)(E123) = D I G  = DaEa = DaE3 ist. 

Den Lagen PI ,  P a ,  €3 der Ebene P waren die Lagen 61, Q,, Qt der Ebene Q ein- 
deutig zugeordnet worden, so daO also Q sich in ddr LaQe QI befindet, wenn P die 
Lage PI einnimmt. Das Gleiche gilt fur die Lagen Pa und Q, sowie P3 und Q,. Denkt 
man sich nun Pa und Qa als ein starres Gebilde EO zuruckbewfgt, daO QJ rnit Q1 zu- 
sammenfallt, dann nimmt die mit Q2 voriibergehend als starr verbunden gedaohte Ebene 
Pa die Lage Pa1 ein. I n  der gleichen Weise bewegt m a n  das System der beiden starr 
verbunden gedachten einander zugeordneten Ebenen Q3 und Pa so, dab Q3 rnit Q, zu- 
sammenfPllt; die Lage, in die dann Pa gelangt, werde rnit P3’ bezeichnct. Ordnet man 
nun die Ebenen PI, Psl und Pa1 den Ebenen QI,  Qa, Q3 bezw. P I ,  Ps, P3 zu, 80 sind 
PI ,  Pzl ,  Pa1 die relativen Lagen der Ebme P gegen die Ebene QI.  Die zii ihnen ge- 
horigen Pole werden entsprechend mit Ria, RI3, Ra3 bekeichnet und in folgender Weise 

\ / 
\ / 
I / 

Abb. 11 
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gefunden (Abb. 12). Die im Pole P I a  zusammenfallenden homologen Punkte der Ebenen 
PI und Pa seien die Punkte €Il und Ha, deren homologer Punkt Ha in der Ebene Pa 
ermittelt wild, indem man von PIa auf PI3 Pa3 das Lot fallt nnd dieses uber den FuO- 
punkt hinrns um Rich selbst verlsngert. Entsprechend ergibt sich zu den im Pole PI3 
zusammenfellenden Punkten J, und J3 der homologe Piinkt .h und 211 den in Pa3  lie- 

ff,' _ _  -P- '04' 
< I  

Abh. 12  

genden Punkten G? und G3 der homologe Punkt G I .  Man bringt nun die Punkte 
G3, H3, Ja durch Drehung um den Pol QI3 urn einen Winkel, der doppelt so graa ist wie 
der Poldreieckwinkel Q"Ql3QIa, in die TJagen GS1, bezw. A'. Ferner ergeben eich 
entsprechend die Punkte Gal, HZ1, JJ1, indem man die Punkte G2, Ira,  J2 urn Q I a  dreht 
und zwar um einen Winkel, der doppelt so g o 8  ist wie der Winkel Q':'Q1*Qa3. Hierbei 
sind GI, HI, JI Punkte der Ebene P I ,  ferner G21, HZ1, J,' Punkte der Ebene Pz' und 
Gal, H31, JJ1 Punkte der Ebene Pa1. Durch j e  zwri der genannten Punkte in jeder 
Ebene sind dann die Pole R'?, RI3, als Schnitt,punkte von Mittelsenkrechten bestimmt. 

Ermitt'elt man umgekehrt die relativen Lagen Q I ,  Qal, Q3' der Ebene Q gegen die 
Ebene P,, so bleiben die beiden Ebenen PI und Q, ebenso wie im vorherigen I'alle in 
der gleichen gegenseitigen Lage. Hieraus folgt,, dafl die Pole (R") und (RL3) der rela- 
tiven Lagen der Ebene Q gegen PI mit den entsprechenden Polen €2" bezw. der 
Relativlagen der Ebene P gegen QI zusammenfallen. Aus den Eigenschaften der Relat'iv- 
bewegung ergibt sich nun, dalj die Winkel drs Poldreiecks RlaRI3Rz3 gleich der Differenz 
der entsprechenden Winkel der Poldreiecke P 1 2 P 3 P 3  und Q1?&13Q&'3 sind. Hierbei ist den 
Winkeln ein Richtungssinn beizulegen, der in den einzelnen Polen durch die Marken der 
beiden andern Pole des Dreiecks bestimmt wird. Daher sind die entsprechenden Winkel der 
beiden Dreiecke l P I 1 1 3  Ra3 und (El2) ( E l 3 )  (P) absolut genommen einmder gleich, aber 
entgegengesetzt gerichtet. Da beide Dreiecke die Seite R12h?1'i gemeinsam haben, so sind 
sie kongrusnt, und die beiden Pole B2" und liegen symmetrisch beziiglich der 
Oeraden RI2 RI3. 

I n  der Ebene P sei ein beliebiger Punkt A mit den homologen Lagen -41, A,, A3 
gegeben. Die Relativlagen Aa', A3l von A gegen die Ebene &I findet man dann als 
homologe Punkte zu A1 aus dem Poldreieck R12R1311Z23 (Abb. 12). Es sei BI der Mittel- 
punkt des Rreises durch A l ,  Aa', A 3  . Betrachtet man dann B, als Pnnkt der Ebene QI 

und ermittelt aas dem Poldreieck Q L 2 Q 1 3 Q ? 3  seine homoIogen Punkte 3 2  und 3 3  in den 
Ebenen Q2 bezw. Q3, so sind Bl,  B2, B3 die homologen Lagen desjenigen Panktes 3 der 
Ebene Q, der vom gegebenen Punkte A der Ebene P in den drei als einander zuge- 
ordnet gegebenen Lagen beider Ebenen die gleiche Enffernung besitzt. Diem Entfer- 
nung ist gleich dem Radius des um Bl gesohlagenen durch A l l  A z l ,  Aal gehenden Kreises. 
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Hiernach la0t sich die Aufgabe, zu einem Punkte  A der Ebene P denjenigen Punkt B 
der Ebene Q zu konstruieren, der wlhrend der drei betrachteten Lagen von A die gleiche 
Entfernung hat, unter der Benutzung der Pole Rid, Bil. E2’ noch einfacher losgn als in 
dem oben behandelten Falle, i n  dem die Eben’e S hinxugezogen wurde. 

Es  sol1 jetzt zu den bisher behandelten drei Lagen der  Icbenen P und Q noch 
eine v i e r t e  Lage P4 bezw. Q, hinzugenommen werden. Ermiftelt man hier die Relativ- 
lagen der Ebene P gegen die Ebene Q I ,  so findet man die sechs Pole 12‘2.1213,  RI4, Rar, Rs4. 
Die Aufgabe, in den Ebenen P bezw. Q die Gelenkpunkte A und B zu bestimmen, in  
denen die beiden Ebenen durch eine dritte Ebene S gelenkig verbunden werden kiinnen, 
ist nun auf die Frage nach den Kreispunkten im System der Relativlagen zuruckgetiihrt. 
Man zeichnet zu den l’olen RI2, . . . . Bd4 die Mittelpunktkurve, welche den geometrischen 
Ort aller Punlrte B1 der Ebene Q1 darstellt, die als Gelenkpunkte in QI gewahlt werden 
konnen. Die diesem l’unkte BI zugeordneten Qelenkpiinkte A l  der Ebene PI liegen auf 
der Kreispunktkurve, die durch die I’unkte 12‘*, B I ? ~ ,  R1’, RI‘a bestimmt ist. Man kann 
also bei je vier einander zugeordneten Lagen der Ehenen P und Q den einen der beiden 
Gelenkpunkte nicht mehr willkurlich annrhmen, sondern mu0 ihn auf einer bestimmten 
Kurve, der Mittellmnktkurve bezw. der Kreifipunktkurve, wahlen. Greift man einen be- 
liebigen Punkt A t  anf der Krebpunktkurve in  der  Relativebene K1 heraos und ermittelt 
seine homologen Punkte Azl, A3I, A41 in den Relativebenen RL, Ifd bezw. ZZ4, so liegen 
A1, Aal,  Aa’, A d ’  auf einem Kreise um einen P m k t  B1 der Ebene Q1, der auf der Mitttl- 
punktkurve der Relativebenen R,, R2, H a ,  R4 geleeen ist. Man verlabrt nun  weiter, wie 
es oben bei je drei Lagen der Ebenen P und Q angegeben wurde. Man betrachtet A, 
als Punkt der Ebene PI und konstruiert seine homologen Punkte A1, A I ,  Aa in  den 
Ebenen Pa, P3, P,, und ebenso bestimmt man zum Punkle B1 der Ebene &I die homo- 
logen Punkte &, 4 3 ,  B,  in  den Ebenen Q2, Q 3 ,  Qr. Dann let, wie eefordert wurde, 
A1 B1 = A2 Ba = A3 B3 = A4 BI,  so da% also die Ebenen P und Q in den Punkten A bezw. 
B durch eine starre dritte Ebene gelenkig verbunden werden konnen. D a  es unendlich 
v i d e  Paare  zugeordneter Gelenkpunkte A bezw. B in den Ebenen P hezw. Q gibt, so 
kann man noch eine weitere Annahme machen, durch die dann die Grlenkpunkte fest- 
gelegt sind. Fordert man z. B., daO die Entfernnng AB einen vorgescbiiebenen Wert 1 
hat, so zeichnet man fiir drei der vier Relativebenen Rl.  RJ. Ed,  R,, z. B. tiir Rl, &, R3, 
i n  R, die Rl Kurve fiir r = I ,  welche die Kreispunktkurve der Ebcne IS1 in den ge- 
suchten Punkten A 1  schneidet. Jeder  der  erhaltenen (im allgemeinen sechb) Schnitt- 
punkte kann i n  der Ebene PI als Gelenhpunkt verwendet werden. nnd zu jedem iEt ein- 
deutig ein Gelenkpunkt B1 in der Ebene QI bestimmt, wobei A l  BI = 1 ist. 

Sind t u n f  einander zugeordnete Lagen der Ebenen P und Q gegeben, 6 0  findet 
man in  den Relativlagen der Ebene P eegen die Ebene QI fiinf Relativehenen 
R 1 ,  €22, Rs, R4, I& mit den zehn Polen Rid, 1 Z i 3 ,  usw. Die Qelenkpunkte A bezw. B der 
beiden Ebenen P und Q ergeben sich dann auf Qrund der friiheren Untersuchungen wie 
folgt. Zu den funf Relarivebenen zeiohnet man zwei Mittelpunktkurvm, z. B fiir 
I&, Rz, R3, Rd und Rl, RL, € 2 3 ,  I& mid erhalt in den (im allgemeinen-vier) Scbnittpunkten 
beider Kurven Punkte El, von denen jeder als GI lenkpurikt der Ebene Q1 verwendet 
werden kann. Die homologen I’unkte Hs, B3, B, B5 sowie der zugeordnete Gslenkpunkt 
A der  Ebene P mit seinen homcrlogrn Lagen  Al ,  A s ,  A?, A,, As ereeben sieh dann in 
derselben Weise, wie es oben bei je vier Lagen der Ebenen P nnd Q angegeben wurde. 
Bei je Fecbs und mehr zugeordneten Lagen zweier Ebenen P uud Q lissen sich im all- 
gemeinen nicht mehr  C:elenkpuukte A bezw B ermitteln, deren Abstande in den seohs 
Lagen die gleiche GroDe haben. 

4. Die Ermiftlung der Koppelgelenkpunkte beim Gelenkviereck und beim 
Schubkurbelgetriebe. Die beiden Kurbrln des Qelenkvierecks seien durch die Ebenen 
P bezw. Q und die Koppel durch die Ebene S dargestellt (Abb. 13). Hier handelt es  sich 
um die Aufgabe, in  den Kurbelebenen P bezw Q die Gelenk- 
pnnkte A bezw. B, in  denen die Koppel d mit den Kurbeln 
verbunden ist, so zu ermitteln, daS einer Anzahl beliebig ge- 
gebener Lagen der Knrbel P eino gleiche Zahl gegebener 
Stellungen der Kurbel Q zugeordnet ist. Sind d r e i  Lagen der 
Kurbelebenen als einander zugeordnet vorgelegt, so darf man 
den einen Gelenkpnnkt beliebig wlhlen; der andere ist dann /‘i 
eindeutig bestimmt. Bei v i e r  Lagen beider Ebenen darf man /A 
einen der beiden Gelenkpunkte auf einer bestimmten Kurve Abb. 1 3  
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willkiirlich annehmen, wilhrend bei fiinf zngeordneten Lagen der Knrbelebenen die Ge- 
lenkpunkte sich als Schnittpunkte zweier Knrven ergeben, wobei also keine willkiirliche 
Annahme mehr gemacht werden darf. 

Der Fall des Gelenkvierecks ergibt sich, weiin die simtlichen Pole ztller Lagen 
der Kurbelebene P in einem Punlrte Po und ebenso alle Pole der Lagen der Kurbel- 
ebene Q in einem Punkte Qo zusammenfallen. Die Entfernnng n der Punkte Po 
und Qo, der Steg des Gelenkvierecks, sei gegeben. Es eollen zunilchst je d r e i  Lagen 
der Ebenen P nnd Q betrachtet werden, die durch drei entslwechende Punkte El ,  El, E3 

bezw. R, E?,, Fa bestimmt seien (Abb. 14) Die Drehwinkel der Ebene P.  d. h. die 

Abb. 14 

Winkel, iun die 'ihre Lagen 
gegeneinander gedreht sind, 
werden entsprechend rnit all, 
a13 ,  a13 bezeichnet, die Dreh- 
winliel der Ebene Q rnit &a, 
1313, @la. Durch diese Winkel 
nnd den Abstand a der Pole 
Po nnd Qo sind die Lagen 
der beiden Kurbelebenen de- 
finiert. Urn nun die Pole 
der Relativlagen der Ebene P 
gegen die Ebene Q1 zu finden, 
verfahren wir wie im allge- 
meinen Falle. Beim Gelenk- 
viereck entarten die Poldrei- 
ecke der Ebenen P und Q Z U ~ R  
einem Punkte PO bezw. Qo, 
und man hat an Stelle der 
Winkel der beiden Poldreiecke 
die Hglfte der entsprechenden 
Drehwinkel der Ebenen zn 
setzen. Man ermittelt nuneinen 
Punkt A', der anf dem urn 
Qo init QO Po geschlagenen 
Kreise und ferner auf einem 
Strahle dnrch Qo liegt, der 

gegen die Gerade POQo um den Winkel $la im Richtnngssinn FPF1 gedreht ist. Ebenso 
findet man einen Punkt PaL itls Schnitfpnnkt des Kreises um Qo rnit dem Radius PuQo und 
der Geraden durch Qo, die rnit Po Qo den Winkel F3 QJFl  = b13 einschlie0t. Ferner kon- 
struiert man in ahnlicher Weise einen Piinkt El1,  indem man urn Qo rnit QoEl den Kreis 
schlagt und diesen niit der Geraden durch Qo zum Schnitt bringt, die mit Q 0 m  den 
Winkel @la im Richtungssinn F2Fl bildet, und weiter einen Punkt E3I als Schnittpunkt 
des Kreises nm Qa mit dem Radius QoEJ und der Geraden dnrch Qo, die gegen QEa 
nnter dem Winkel F 3 Q o R  = Pl3  geneigt ist. Die Mittelsenkrechtsn zii PoPl' und El&' 
schneiden sich' im  Pole R1', die Mittelsenkrechtgn zu P O P S 1  und El Eal in R13 und die- 
jenigen zu Pa1P31 und EllEal i n  R'3, wobei Ria, El3, R23 die Pole der relativen Lagen 
der Ebene P gegen die Ebene Q1 sind. Bierbei schlieDt die Gerade Q0Rl2, die Mittel- 
senkrechte zu mit PoQo den Winkel l / 2 P l 2  ein, da der Winkel P , Q O A 1 = & ~  
durch QoR" halbiert wird. Ebenso findet man, dai3 die Gerade Q0RI3 rnit QOPo den 
Winkel ' / a  P13 bildet. 

Wie allgemein gezeigt wurde, gelten die Pole HI2 und RI3 sowohl fur die Relativ- 
lagen der Ebene P gegen die Ebene QI, wie auch nmgekehrt fur die relativen Lagen 
der Ebene Q gegen die Ebene PI. Hieraus folgt, dab Ria und R13 aiioh auf Geraden 
dnrch PO liegen, die mit PoQo d e Winkel '/aali bezw. ' / 1 a , 3  bilden. Was die Lage des 
Poles Ra3 anbelangt, so hat der Winkel, den die Gerade QI, Ra3 mit PO Qo einschlie%t, die Cfro5e 
- (4 Po Qo Ps + 4- ' Is Pa I Qi Pa ') = - (PI a +- ' / a  8 2 3 )  

$13 - $12 = -(el$ + ---) = - ' / a  f 1 h  + $18). 
2 

Hierduroh ist die nnter diesem Winkel gegen Po Q(, geneigte Gerade durch Qo als 
Da ferner allgeinein die Winkel yia, ein geometrischer Ort fur den Pol R23 gefunden. 
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y 1 3 ,  ]'la des Poldreiecks R1LH1%Ii?3 gleich der Diflerenz der entsprechenden Winkel in 
den Poldreiecken der Ebenen PI, Pa, P3 bezw. Ql ,  Q z ,  Q3 sind, so folgt nnter Beachtnng 
des Richtnngssinnes der Winkel (Abb. 1 4 )  

Y I ~  = '/z(@i2--aia), )'a3 = ' / a ( / j 2 3 -  W), 713 = 180°-1/a(~i%-~0113). 
Dnrch diese Winkel ist der Pol B2d vollstandig bestimmt. Da bei dieser Art der 

Ermittlung des Poles Ra3 jedoch leicht Fehler unterlanfen konnen, wenn man den Rich- 
tungasinn der Winkel nicht genan beachtet, sol1 noch eine weitere Konstruktion ange- 
geben werden. Wie allpemein nachgewiesen 
wnrde, lie@ der Pol k23 fur die-Rdativ- $0 

lagen der hbane P gegen die Ebene Q1 be- 

zum Pole (RZ3)  der Relativlanen der Ebene Q \ ! /  

\ I 

/ f / zuglich der Polgeraden HI2 RI3 symmetrisch \ +fir2 547.3 /GI. 
\ -a,I.+a, 

2 

- /  ' /  / 
/ 

gegen die Ebene Pl. Weniet man die fur 

trachtnngen fiir die umgekehrte Relativ- 
bewegung an, so findet man, daO der Pol 
(Ra3) auf einer Qeraden durch P,, liegen mub, 

die erste Relativbewegung angestellten Be- , '\ V' / 

\ \  %/4TJ 
N,k '6"? 

1 75J' 
die rnit PO QO den Winkel - ' I S  (ula + 0113) 

bildet. Nnn lassen sich R2; und (Rd3)  in fol- A, 
-#-- - - - - -  

gender Weise konstrnieren (Abb. 15). Man Abb. 15 
zieht durch &O und Po je eine Oerade nnter 
dem Winkel - ' / a ( $ l a  + 1313) bezw. - ' / a ( ( Y i a  + r i l l )  gegen QoPo, welche die Oerade 
R 1 x R ' 3  in N bezw. M unter den Winkeln v bezw p schneiden, Durch M und N legt 
man je eine Gerade, die zn P0iM bezw. Q , N  in bezng auf RtaR13 symmetrisch liegen. 
Dann wird Q o N  von der Geraden durch 111 in Rz3 und P0J1 von der Oernden durcb N 
in (Ra3) geschnitten. 

Wenn beim Oelenkviereck v i e r  Lagen der Knrbelebenen P nnd Q dnrch die 
weiteren Winkel a I P  bezw. vorgelegt sind, so hat man auber den Poleu Rl?, Rq3 
noch die Pole R", Ra4,  R3' zu ermitteln. Man verfilbrt hierbei ganz entsprechend wie 
bei drei Lagen. Der Pol R14 ergibt sich als Schnittpnnkt der beiden Geraden dnrah PO 
bezw. Q0, die rnit POQo die Winkel - 1/qtz14 beaw. - " 2 / 3 1 4  bilden. R24 wird dann 
ebenso gefunden wie ZP, indem man an Sfelle von R1zR13  die Oerade RI3RL' benutzt. 
Hieraus folgt unmittelbar die GesetzmilCigkeit, nach der die Pole der Relativlagen auch 
bei mehr a h  je vier Lagen der Kurbelebenen P nnd Q gefnnden werden kijnnen 

Wenn auber dem Steg PoQo eines Gelenkviereckes fdnf bdliebige Lagen der 
Kurbelebenen P und Q als einander zugeordnet gegeben sind, so IaCt sich nunmehr die 
Koppel B B  so bestimmen, da8 bei der Beweping des Qelenkviereckes die geforderte 
gegenseitige Zuordnnng drr fiinf Lagen der Kurbelebenen tatsxchlich erfiillt wird. Um 
die Gelenkpunkte A nnd B, in denen die Ihppel rnit den Knrbelehenen verbunden ist, 
zu finden, zeichnet man in der mit PI zusammenfalknden Relativebene R1 zwei Kreis- 
pnnktkurven, a. B. fur die beiden Systeme RI R, R3lL and R1 RL& Rs, die sich im allge- 
meinen in vier Punkten schneidrn. Zu diesrn ermittelt man in den Ebenen ML, it3, Ra, 
R5, wie anch in den Ebeoen Pa, P3, P4, P5 die entsprechenden Ornppen von vier homo- 
logen Punkten All, A3l, Brl, As1 b-zw. A,, 83, &, A,. Die Punkte A , ,  Ad1, 8 3 l ,  All ,  AS' 
liegen auf einern Kreise nm den Mittelpunkt B1,  der als Punkt der Ebene Q1 anzusehen 
ist nnd zn drm man die homologen Punkte B J ,  B3, Bd, B .  i n  den Ebenen Qd, Q a ,  Q4,  Q 3  
konstruiert. Dann ist AlRl = Aa Bp = A3 B3 = A ,  B, = AsB5 und die Piinkte A und B 
sind die geeuchten Koppelgelenkpunkte. Wenn nur v i e r  gegebene Lagen der Knrbel- 
ebenen P und 62 einander zugeordnet werden sollen, so lE0t sich noch eine Forderung 
erfullen, wobei insbesondere zwei Moglichkeiten erwilhnt seien ; entweder ist die LLnge 
k der Koppel oder die Lilnge einer der beiden Kurbeln vorgeschrieben. Im ersteren 
Falle zeichnet man in der Ebene Rl fur das System MI RJ R3 R4 die Kreispunktkurve und 
z. B fiir das System I& BZ RS die R1 Kurve fiir den Wert r = k. Beide Kurven schneiden 
sich im allgemeinen in sechs Punkten A, ,  die der Ebene PI angehoren. Dann ermittelt 
man, wie oben angegeben ist, die homologen Punkte Aa, As,  A4 in den Ebenen Pa, P3, P, 
und die zugeordneten homologen Punkte B I ,  B1, B3, BI der Ebenen Q1, Qs, Qj,  Q4, wobei 
die Forderung 8, Bl = A2 B, = A3 B3 = A p  B, = k erfullt ist. Wird im zweiten Falle die 
Lilnge der Kurbel PoA = rl gegeben, so zeichnet man wieder fur das System R1&Rg lt4 
in der Ebene Rl die Kreispnnktkurve und ermittelt deren Schnittpunkte A1 rnit dem um 
Po mit dem Radius TI gesohlagenen Kreise. Im allgenieinen gibt e8 vier solcher Schnitt- 
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punkte A1,  zu denen man in  den Ebenen P2, Pj, PA die homologen Punkte A , ,  8 3 ,  A,, 
die von Po die pleiche Entfernungrl  besitzen, und in  den Ebenen I&, 133,  h’k die homo- 
logen Pnnkte AZ1, A31, A,’ konstruiert, die mit A1 auf einem Kreise um einen Punkt Bl 
der Ebene 0 1  liegen. Bestimmt man zu B, in  den Ebenen Qz, Q 3 ,  QI die homologen 
Punkte  Ba, B?, B4,  so ist AIBl  = Aa BJ = A3B3 = AlBq, so daS wir in A und B die ge- 
siichten Koppelgelenkpnnkte gefunden haben. 

Von den Sonderfallen des Gelenkvier- 
eckes sol1 der wichtigste, das Schubkurbel- 
getriebe, besonders behandelt werden(Abb. 16). 
Hier sei der Knrbelmittelpunkt L’o und die 
Schubrichtung der Krenzkopfebene gegeben 

B und es  seien zunllchst wieder drei einander 
zugeordnete Lagen der Kurbelebene P und 
der Krenzkopfebene Q vorgelegt. Die Pole 

Abb. 16 Elat R13, BZ1 bezw. (Rd3) der Relativlagen 
yon P gegen Q, ergeben sich, menn man 

bei der fur das Gelenkviereck angegebenen Konstruktion den Punkt QO als den nnend- 
Iich fernen Punkt  einer Senkrechten zur Schubrichtung betrachtet. 

bezw. a I 3 .  Die Lagen Q2 und Qa der Krenzkopfebene Q gegen die Lage Q1 seien dureh 
die  Strecken bla bezw. bI3 pegeben. Man zieht dnrch PO eine Parallele zur Schub- 

4 -[ 
Die Drehwinkel der Ehenen Pa und P3 gegen die Ebene PI seien wieder 

~ c v  

richtung’, (Abb. 17) und bestimmt auf dieser 

Abb. 17 

det. Ehenso ereibt sich RI3 als SchnittDunkt 

die Pnnkte E12, E13, B23, indem man die 
Strecken PO Eia = - ’11 bla , PO El3 

- - I  - /a  bi3. PoSa = - ‘ / a  t h y  + bi3) 

auftragt. Ferner zieht man dnrch Po 
‘? eine Senkrechte POPI zur Schubrich- 

tung, tragt a n  diese in PO die gege- 
benen Winkel a19 und UIS an und er- 
halt dadarch die Strahlen Pop3 nnd 
POP3.  Hierbei nirnmt man PI a u f  der 
Senkrechten zur Schnbrichtung von PO 
au8 i n  derjenigen Ricbtung a n ,  von 
d r r  aus  gesehcn die Lagen 81, Qr, Q3 
in dem gleichen Sinne anfrinander 
folgen, wie der Drebsinn der zugeord- 
neten Winkel a12 und uI3  um PO an- 

’ pibt. An P o A  tragt man in Po den 
Winkel - ’ / a  (ria an, dessen freier 
Schenkel die Senkrechte zur Schub- 
rivhtung dnrch E12 im Pole schnei- 

der Senkrechten ziir SI hubricbtuog dnrch 

- 

EI3  mit dern f rgen  S,,henkel des in PO ’an POPl angetragenrn Winkels - ’/a (XI, I n  PO 
tragt man nun a n  p,,pI den Winkel - ((II? + a j 3 )  an, dewen freier Schenkel die Ge- 
rade B12B13 in M ficbneidet. Weiter findet man einen Punkt  N als Schmttpunkt der 
Oeraden Rl2RI3 mit der Senkrechten zur  Schubrichtnng durch E z ~  Durch und N 
zieht man j e  eine Gerade, die zu &‘Po hezw. NE%, i n  bezug auf R1”l3 svmmetrisch ist, 
und findet auf NEa3 bezw. MPo als Schnittpunkte die Pole 12’’ bezw. ( H ” ) .  

Sind nicht nur  d r e i ,  sondern v i e r  oder f i inf  eintlnder zngeiidnete Lagen der 
Ebenen P und Q gegeben,  so findet man die entsprechenden Pole der Relativlagen, 
indem man die drei Lagen P19 Pa, Pd bezw. QI, Q,, Qr behandelt, wobei dann Ra* und 
(R1*) symmetrisch bezuglich der aeraden  RlaRl4 liegen. I n  gleicher Weise ergeben sich 
die iibrigen Pole. 

Beim Schubkurbelgetriebe kijnnen wieder mehrere verschiedene Fragertellungen 
auftreten. Wenn gefordert wird, daS f i i n f  Lagon der Kurbelebene P und der  K ~ e u z -  
kopfebene Q einander zugeordnet sein 6olIen, so findet man, wie die allpemeinen Unter- 
suchnngen gezeigt haben, fur die Lage des Kurbel und des Kreuzkopfzapfens im allge- 
meinen je vier Losungen. Wird verlangt, daO n u r  v i e r  Lagen der Kurbelebene P und 
der  Kreuzkopfebene Q einander zugeordnet sein sollen, so kann man wieder eine weitere 
Forderung erfiillen. Man kann entweder die Lange der Kurbel oder die der Pleuelstange 
vorschreiben oder verlangen, daO das Kurbelgetriebe zentrisoh sein 8011. Die beiden 
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ersten Fragestellungen sind im allgemeinen Falle des Qelenkviereckcs bereits behandelt 
worden. Wenn ein z e n t r i s c hcs  Sohubkurbelgetriebe gefordert wird, so zeichnet man 
im System Rl RJ R3 Ra die Mittelpnnktkurve, welche die gegebene Kreuzkopfbahngerade 
im allgemeinen in drei Punkten B1 scbneidet, von denen jeder als Oelenkpunkt der Kreuz- 
kopfpbene verwendet werden kann. Man betrachtet B1 als Punkt der Ebene Qll ermittelt 
die bomologen Punkte Ba, Ba, B1 in den Ebenen Q 3 ,  Q3, Qr und erhalt damit die Lagen 
des Kreuzkopfes. Der Gelenkpunkt A der Kurbelebene wird dann ebenso, wie es beim 
Qelenkviereck gezeigt wurde, gefunden. Entsprechend verfahrt man, wenn das Kurbel- 
getriebe nicht zentrisch sein, wenn aber der Abstand des Kurbelmittelpunktes Po von der 
Kreuzkopfbahn einen gegebenen Wert haben 6011. 

Wenn die Llngen von Pleuelstange und Kurbel gegeben sind, oder wenn das 
Kurbelgetriebe zentrisch sein soll und auderdem die Lange dr r  Kurbel oder der Pleuel- 
stange vorgeschrieben ist, so kiinnen nur noch j e  d r e i  Lagen der Kurbelebene P und 
der Kreuzkopfebene Q willkurlich einander zugeordnet werden. Sind die Lilngen rl bezw. k 
von Kurbel bezw. Pleiielstange vorgeschrieben und sind drei einander zngeordnete Lagen 
Pl,  P a ,  P2 bezw. Q1, QL, Q3 von Kurbel- bezw. Kreuzkopfebene gegeben, so ermittelt man 
ninlchst wieder die Pole R12, R13, R J 3  der Relativlagen von P gegen Ql nnd zeichnet 
z u  ihnen in der Ebene R1 fur den Wert r = k die R1-Kiirve, die den nm PO mit dem 
Radius r1 geschlagenen Kreis in den gesuchten Punkten A1 der Ebene PI schneidet, von 
denen jeder als Gelenkpnnkt der Iiurbelebene verwendet werden kann. Konstruiert man 
zii einem der gefiindenen Punkte A1, aufgefaat als Punkt der Ebene Rl ,  die entsprechenden 
Punkte A2' und As1 der Ebenen B2 bezw. Rat so gibt der Mittelpunkt Bl des Kreises 
dnrch A1, As', Aal, der den gegebenen Radius k hat, die Lage des Kreuzkopfzapfens in 
der Ebene Q1 an. 

Sind wieder d r e i  zngeordnete Lagen der Ebenen P und Q vorgelegt nnd ferner 
die Bahngerade des Kreuzkopfgelenkpnnktes nnd die Kurbellilnge r1 gegeben, so kon- 
strniert man im Poldreieck R'2R'3H23 zu einer Anzahl von Piinkten (Al) des nm Po 
mit r1 geschlagenen Kreises diejenigen Pnnkte (BI ) ,  welche Mittelpunkte der Kreise dmch 
drei entsprechende Pnnkte (AI), ( & I ) ,  ( & I )  der Ebenen €?I, Ra, R3 sind. Die so gefun- 
denen Pnnkte (B1) bilden eine Kurve vierten Grades, welche die gegebene Bahngerade 
des Kreuzkopfgelenkpunktes in den gesuchten Punkten B1 schneidet. Diesen Punkten B1 
lassen sich dann in bekannter Weise ebensoviele Pnnkte A1 zuordnen, welche die Lage 
des Knrbelzapfens in der Ebene 4 angeben. Wenn statt der Knrbelllnge T~ die L#nge k 
der Pleuelstange gegeben ist, zeichnet man fur die Pole RI2, R13, (R2-') in der Ebene R1 
die H1-Eiirve fur den Wert r = k und erhllt in deren Schnittpunkten B1 mit der gegebenen 
Bahngeraden die gesuchten Lagen des Kreuzkopfgelenkpunktes in der Ebene Q1. Im Pol- 
dreieck R 1 2 R ' J ( R 2 J )  konstrniert man zum Piinkte B,  der Ebene Rl die entsprechenden 
Punkte B2' bezw. R3' der Ebenen R3 bezw. 1i3. Der Mittelpunkt Al des Kreises durch 
B , ,  Bzl, Bdl gibt dann die Lage des Knrbelzapfens in der Ebene PI an. 

5. Die Forderung besfimmfer Geschwindigkeiten. Bei der Synthese der 
Mechanismen tritt mitunter die Forderung auf, da8 eine bewegte Ebene neben anderen 
Bedingnngen noch solche erfullen soll, die iliren G e s c h w i n d i g k e i  t s z u s t a n d  betreffen I). 

Da zur Bestimmnng des Geschwindigkeitszustandes einer Ebene die Lage des M omen-  
t a n p o l e s  bekannt sein mn8, so mussen wir anfier den bisher betrachteten Polen, die sich 
auf je zwei end l i ch  verschiedene Lagen einer Ebene beziehen, noch den Momentanpol 
hinzunehmen. 

Bei den weiteren Untersuchnngen soll nun folgende allgemeine Anfgabe behandelt 
werden. Es seien mehrere Lagen P I ,  P2, . . . bezw. 01, Q2, . . . zweier Ebenen Ybezw. Q 
als einander zugeordnet gegeben, und es sollen beide Ebenen durch eine dritte Ebene S 
in den Punkten A bezw. B gelenkig verbunden werden. In einer der Lagen, z B. PI 
bezw. Q1, in der die beiden Momentanpole  PI bezw. ~ Q I  gegeben seien, sollen die 
Winkelgeschwindigkeiten beider Ebenen ein vorgeschriebenes Verhlltnis 1, = : upl be- 
sitzen. Auf Grund dieser sowie anderer gegebener Bedingnngen sind dann die Cielenk- 
pnnkte A bezw. H zn ermitteln 

Nimmt man zunlchst die Pnnkte A und 19 als bekannt an, so schneiden sich die 
Geraden np1 A1 und 1 7 ~ 1  BI im Momentanpol ~ A I  (Abb. 18) der Ebene S,, und die Ge- 
schwindigkeiten VA1 bezw. V B I  der Punkte A1 bezw. B1 sind den Entfernnngen al bezw. 
bl von L ~ s ,  proportional; es ist also VRI : vA1 = b~ : a{. 

Hlerilber vergl. M. Q r U b l e r ,  Qetriebelehre, H. 113 u. f .  
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Ferner ist 
VBi  = I’BI mgi und 811 = r.41 W p l ,  

rB1 = nQi B1 1md 
wobei 

ist. Wenn Z ’ A ~  gegeben ist, so tritgt man anf 81  PI 
die Strecke dl VA1 -h-vdl auf nnd zieht durch VAI zu 
A1 B1 die Parallele, die B1 J7Ql in VBI schneidet Dann 
stellt R, VB, die Oeschwindigkeit VBI  des Punktes BI 
dar. Wlhlt man hierbei den ZeichnungsmaDstab SO, 

daB vdl 3 y A l  und daher * 1 ist, so liegt VBI auf 
der durch n p ,  zu A1 B1 gezogenen Parallelen (Abb 18). 
Wenn nun andrerseits die Winkelgeschwindigkeit ~ J Q I  

der Ebene Q1 einen vorgeschriebenen Wert O ~ Q I  = I  &’PI 

besitzen soll, so mu5 der Punkt BI eine Oeschwindig- 
keit 

=  PI dl 

Abb. 18 

VBl’ = rBl I WP1 

haben. Entsprechend ergibt sich alif B1 nQl ein Punkt VB,’, wobei nnter der obigen 
Annahme (cup1 “1) 

ist. Man findet also den Punkt VBl’, indem man, z. B. mit Hilfe eines auf das Verhllltnis I 
eingestellten Rednktionszirkels, auf B1 nQ, von B1 die Strecke I rBl anftrllgt. Der gefor- 
derte Geschwindigkeitsznstand der Ebene Q wird nun erreicht, wenn die beiden Punkte 
F‘BI und V B ~ ’  zusammenfallen. 

Wir hatten gefunden, daii die Qelenkpunkte A nnd B bestimmt sind, wenn man j e  
funf  Lagen der Ebenen P und Q einander zuordnet, nnd da% in diesem Falle daher 
weitere Bedingnngen nicht erfullt werden kijnnen. Wenn dagegen eine Zuordnung von 
nur v i e r  Lagen gefordert wird, so kann man in einer der vier Lagen noch einen be- 
stimmten Qeschwindigkeitszustand der Ebene Q vorschreiben. In dem Falle schlieSlich, 
in dem Ynnr d r e i  Lagen der Ebenen P und Q als einander zugeordnet gegeben sind, 
kann man in z w e i  dieser drei Lagm einen bestimmten Oeschwindigkeitsznstand verlangen. 

In dem ersteren Falle, in dem v i e r  Lagen der Ebenen P und Q vorgelegt sind 
und in der Lage 1 das Verhlltnis I gegeben ist, findet man fur die Pnnkte AI nnd B1 

j e  eine Kurve als geometrischen Ort. Um dime beiden Knrven zu finden, konstrnieren 
wir die fruher definierten Pole Ria, R” 
RI4, R23, RZ4, R34 sowie (Ra3),  (R2*) ,  (I?‘‘; 
der Relativlagen von P gegen Q1 und 
umgekehrt derjenigen von Q gegen A 
und zeichnen fur die Pole R12. Rla RI4 
R’3. RZ4. R3‘ bezw. Ria, RI3, R14, [ R 2 8 ) :  
(R2*), ( R3*)  die Mittelpunktkmve m bezw. 
(m). Dann ist nz der geometrische Ort 

BI VBI’ = I rBi 

m 

~ ,+\ \ y‘ 
(rn).YFY, ~ ,’ , 8, -1 ..hi \ aller Punkte Pnnkte A,. Auf B1 und den (7.) beiden derjenige Kurven der er- 

mltteln wir eine Anzahl einander paar- 
weise entsprechender Piinkte A1 bezw. B1 

und konstrnieren mit Hilfe der Momentan- * pole nnd n4, unter der Annahme 
mp1 LY 1 die entsprechenden Punkte V B ~ ,  

Abh 19 die eine Kurve # bilden (Abb 19). Fer- 
ner ermitteln wir in der oben angegebenen 

Weise die entsprechenden Piinkte V B ~ ’ ,  indem wir anf B1 UQ, die Strecke B1 VBI’ = 7. &’ ~ Q I  

auftragen, und erhalten fur die Punkte V B ~ ’  eine Kurve 6’. Die Sqhnittpunkte der Kirven $ 
und 8’ sind diejenigen Pnnkte VB~O, welche die gesuchten Gelenkpnnkte A bezw. B be- 
stimmen. Die Oerade L’QI VB,O schneidet die Kurve m in dem Oelenkpunkt BlO, dem 
auf (m) ein Punkt A I 0  entspricht. 

Wenn nur d r e i  gegebene Lagen P I ,  P a ,  P3 bezw. Q1, (&, Q3 der Ebenen P nnd Q 
einander zugeordnet werden sollen nnd die Verhltltnisse der WinkeIgeschwindigkeiten 

= WQI : W P I  in der Lage 1 und A, = WQS : mp2 in der Lage 2 mit den Momentanpolen 
HP,, u p s  bezw. ~ Q I ,  nQ2 gegeben sind, so erhlllt man die Oelenkpunkte A und B aizf Qrnnd 

\ 
/ _ *  A- \ 

I /‘ 

8 7  \‘.,I. \ 
ff’ 

\ \:..:, 5 
\ 
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der folgenden Ueberlegung. Wie wir fruher gefunden hatten, ltllt sich bei drei einander 
zugeordneten Lagen der Ebenen P und Q zu jedem Punkte A der Ebene P eindeutig 
ein Punkt B der Ebene Q bestimmen. Allen Punkten A,, die auf einer Qeraden g1 liegen, 
entspricht als geometrischer 01% der Punkte BI ein Kegelschnitt kl, der durch die drei 
Relativpole Ria, R13, R2a geht‘) und daher bestimmt ist, wenn wir zii zwei beliebigen 
Punkten A, der Geraden g1 die zwei entsprechenden Punkte B1 aufgesucht haben, da sich 
ans fiinf gegebenen Punkten der Kegelschnitt konstruieren l l l t .  

Wir ermitteln nun znnachst den geometrischen Ort ul der Pnnkte Al, fur die in 
der Lage 1 der Ebenen 1’ nnd Q der geforderte Geschwindigkeitszustand erzielt wird, 
nnd suchen dann auf der Kiirve ul die Punkte dl so zii bestimmen, d a l  anch in der 
Lage 2 die bezuglich der Geschwindigkeit gestellte Forderung erfiillt wird. Wir ziehen 
in der Ebene P1 eine beliebige Qerade g1 durch den Momentanpol UP, iind ermitteln den 
dieser Geraden zngeordneten Kegelschnitt k~ in der Ebene Q1, indem wir zum Pnnkte 
IZp,  nnd zu einom beliebigen zwriten Punkte BI der Oeraden 9, die entsprechenden zwei 
Punkte 0 1  bezw. HI der Ebene Q1 anfsuchen und durch diese sowie die Pole Ria, R13, RZ:$ 
den Kpgelschnitt legen (Abb. 20) .  Dann wghlen wir anf g1 eine Reihe von Pnnkten A1, 
bestimmen auf k.1 die entsprechen- 
den Punkte B1 nnd ermitteln mit 
Hilfe der Qrole II auf den Strahlen 
~ Q I  B, in der oben angegebenen 
Weise die Pnnkte VBI nnd VB’I, 
die je eine Kurve p bezw. p’ bilden, 
welche sich in dem gesnchten 
Punkte VB~O schneiden. Die Gerade 
~ Q I  VB, O schneidet den Kegelschnitt 
kl in dam Pnnkte RIo, zu dem 
man auf y1 den entspreehenden 
Punkt Al0 findet, indem man durch 
B1° zu VBIO TIPI die Parallele zieht. 
Wendet man dieses Verfahren wie- 
dcrholt an, so erh3llt man in der 
Ebene Pl auf jeder durch I7pI ge- 
legten Geraden einen Punkt AlO. 
Hierbei ist zn beachten, dai3 die 
slmtlichen Kegelschnitte, die in der 
EbeneQ~ dem Geradenbuschel durch 
f l p l  der Ebene PI entsprechen, 
dnrch vier Pnnkte gehen und zwar 
dnrch Ria, RL3,  RZ3  und denjenigen 
Punkt G1 der Ebene Q1, der dem 
Punkte np, der Ebene PI entspricht. 
Die gefundenen Punkte d10 bilden 
eine der Ebene Q1 angehiirende 
Kurve, die den oben defioierten 
Ort a1 darstellt. Zu  a1 zeichnen 

I 

,\bb. 2 0  

wir die homologe (kongrnente) Kurve ad in der Ebene Pz und snchen zu einer 
Raihe von Punkten A2 der Rurve uz dia zugeordneten Piinkte Ba der Ebene Qa 
auf. In der gleichen Weise, wie es oben angegeben wurde, ermitteln wir nnter 
Benutzung der Momentanpole UP, nnd sowie des gegebenen Winkelgeschwindigkeits- 
verhilltnisses 1, zu jedem Punktpaare Aa, BZ je einen Punkt VB2 und einen Puukt VB2’ 
nnd erhalten hierbei wieder zwei Kurvrn /3 und @’, die sich in demjenigen Pnnkte VBpO 
schnriden, durch den d a m  die gpsuchten Cielenkpunkte Aa und Ba bestimmt sind. Wenn 
man die Ebenen P nnd Q in diesen Punkten durch eine dritte Ebene S gelenkig mit- 
eirl ander verbindet, so werden hierbei die gestellten Forderungen erfullt, indem die drei 
Lagen PI, Pa, P a  der Ebene P den Lagen Q I ,  Q,, Q3 drr  Ebene Q zugeordnet sind und 
das Verhlltnis der Winkelgeschwindigkelten beioer Ebenen in den Lagen 1 und 2 die 
vorgeschriebenen Werte II bezw. I, besitzt. 

I)  HierUber vergl. L. B n r m e e t e r ,  Lehrbuch dar Kineinatik, S. 605. 
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6. Die Forderung von Totlagen. Sind zwei Ebenen P und Q durch eine 
dritte Ebene S in den Punkten A bezw. B gelenkig verbunden, so nennen wir die- 
jenigen Lagen der Ebene Q, in denen sie sich wahrend der Bewegong der Ebene P in 
Ruhe brfindet, ihre To t l agen .  Weun mehrere zugeordnete Lagen der Ebenen P und 
Q gpgeben sind, wobei die Ebene Q in ein oder zwei dieser Lagen sich in Totlagen 
befiuden 8011, so erkennt man unmittelbar, daD die Konstruktion der gesuchten Qelenk- 
punkte A nnd B dieselbe bleibt wie im vmigen Abschnitte, wenn man dort das Ver- 
hLltnis der Winkelgeschwindigkeiten 1 = O J Q ~  : m p l  gleich Null setzt. 

Wenn v i e r  Lagen der Ebenen P niid Q einander zugeordnet werden sollen und 
die Lage Q1 eine Totlage sein 8011, so zeichnet man zunllchst wieder die beiden Mittel- 
punktkurven nz bezw. (m) in den Ebenen LJ, bezw. PI und bestimmt dann die Kurve fi  
der Puukte VS,.  Der Pnnkt, in dem diese Kurve $ die Mittelpunktkurve m schneidet, 
ist der gesnchte Oelenkpnnkt BI der Ebene & I .  Sind nur d r e i  Lagen der Ebenea P 
und Q vorgelegt, wobei die Ebene Q in den Lagen Q1 und Qa Totlagen haben 8011, so 
zeichnen wir in der Ebene PI das Geradenbuschel durch den Momentanpol Up, und das zuge- 

ordnete Kegelschoittbiischel 
in der Ebene Q1. Zu jedem 
der Kegelschnitte zeichnen 
wir die Knrve der Punkte 
Vsl, die den ersteren in 
einem Punkte BI0 schneidet, 
und finden hierdurch fur die 
Punkte BI0  eine Knrve blO. 
Zu dieser zeichnen wir in 
der Ebene Qg die homologe 
(kongraente) Kurve bio. Wir 
ermitteln dann zu einer Reihe 
von Puokten Bso der Knrve 
b2O die entsprechenden Punkte 
As0 der Ebene Pa und kon- 
struieren die zugeborige 
Kurve /3 der Ptinkte VBZ. 
Diese Kurve 6 scbneidet die 
Knrve bgo in d e a  gesnchten Abb. 21 
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Gelenkpnnkte Ba der Ebene Q1, durch den dann der Gelenkpunkt A2 der Ebene 1'9 und 
damit die Ebene S bestimmt ist. 

Eine andre Konstruktion der Totlagen fnlgt daraus, daD, wenn Q1 eine Totlage sein 
8011, die Pankte U1, A1 und der Momentanpol I7,, in einer Chraden liegen mussen. Wenn 
die geometrischen Oerter der Pookte A% nnd B , ,  die Knrven a, bezw. b l ,  ermittelt sind, 
so legt man durch je zwei zusammengehoripe Punkte A1 nnd UI eine (ierade und fallt 
auf dime v o m  Momentanpol npl der Ebene PI das Lot npl F = f (Abb. 21). Dnnn trlgt 
man auf der Geraden A I B ,  die Strecke A I C = f  aul und erhllt als geometrischen Ort 
der I'unkte C unter Beriicksichtigiing des Richtnngsaiones der Lote eine Kurve c, welche 
die Rurve al in dem gesuchten Celenkpunkte A," schneidet. Den andern Qelenkpunkt 
BI' findet man d a m  als Schnittpunkt der Cieraden Ifp1 AT0 mit der Kurve bl. 

2. Untersuchungen an der Heusingersteuerung. Um zii zeigen, in welcher 
Weise sich die Ergebniase der vorliegenden Betrachlungan in praktischen Fallen an- 
wenden Ias~en, sollen zunachst einige Untersuchungen an der Dampfinaschinenumsteue- 
rnng von H e u s i n g e r  von W a l d e g g  durchgefiihrt werden. Es ist jedoch nicht beab- 
sichtigt, hier auf die Steuerung als solche n$her einzugehen, sondern es sollen an dem 
Beispiele der Heusingersteuerung einige Fragestellungen erortert werden, die von allge- 
meiner Bedeutung fur die Konstruktion von Mechanismen bezw. Getrirben sind. 

Den Untersuchungen ist die in Abb. 2 8  schematisch dargestellte Steuerung ZU- 
grunde gelegt, bei der 
fur alle Stangen winkel 
rechte Mittellage ange- 2; 

~ . . . . . .- .--- 

-.. - .. . nommen und eine als 9 . .  .. 

normal gegebene Ful- 4 
lung von 35 vH einge- 
stellt ist. Es wurden 
die vier Lagen .Vor -  
e i n s t r o m e n ,  E x p a n -  
s i o n ,  V o r a n s s t r o -  
m e n  und K o m p r e s -  
s i o n  durch ein Miiller- 

sches Schieberdia- 
gramm ermittelt und 
entsprechend durch die 
Marken 1, 2, 3 bezw 4 
kenntlich gemacht. Die 
Bahnen der Gelenk- 
punkte sind i n  Abb. 2 2  
eingezeichnet, urn die 

deutlicher hervortreten '--, 

zu lassen. 
a) D e r  A n t r i e b  

\ 

Bawegnngsvorgange \ 

\ , 
der  K u l i s s e  Die / \ \  

Kulisse, die sioh um '\ '\\ 
den festen Punkt E 1 \ \ 
dreht, wird durch die 1 
urn A (die Kurbelwelle) \ 

drehbare Exzenterkur- 
be1 A B  mittels der li>x- 
zenter~tange Iln ange- 
trieben. Damit, wie 
verlangt wird, den bei- 
den vertikalen Stellnn- 
gen A BIII und A(BJII) 
der Exzenterhurbel die 
gleiche Stellnng der 
Kulisse ent-pricht, muS 
die zugeordriete Lage b 

D ~ I I  des I'unktes D der 

! 

4 _.' 
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Kulisse auf der Geraden a liegen, die der Kreuzkopfmittelpunkt M beschreibt (Abb. 23). 
Das Bestreben, die Dampfverteilung zu verbessern, fiihrt auf die Forderung, den 
Kulissengeleokpunkt D so zu bestimmen, da5 der den beiden horizontalen Stel- 
lungen A BI und ABII der Exzenterkurbel zugeordnete Kulissendrehwinkel DI EDII 
durch die dem Punkte B I I ~  entsprechende Lage ED111 halbiert wird. Es handelt 
sich bier um sin Gelenkviereck A B D E  mit den Festpunkten A und I?, bei dem j e  
drei Lagen der beiden Kurbeln A B  und ED als einander zugeordnet und ierner 
der Oelenkpunkt B der einen Kurbel gegeben sind. Dann ist der Qelenkpunkt D 
der Kulisse eindeutig bestimmt, so da8 die weitere Forderung, daS die Mittellage DIII 
von D anf der Qeraden a liegen 6011, nur erfiillt werden kann, wenn 'man 
z. B. den Kulissendrehwinkel BIEDII  nicht als gegeben annimmt. Man verfahrt nun 
folgendermaBen. Fur einen beliebigen Kulissendrehwinkel Dr EDII = 2 a ermittelt man 
die relativen Lagen der Kulisse gegen die Mittelstelluug der Extenterkurhel ABIII.  Z u  
diesem Zwecke wahlen wir auf der Kulisse einen beliebigen Punkt d mit seiimen drei 
Lagen d ~ ,  ~ I I .  AIII (Abb. 23) und ermitteln die Pankre dIr". A I I I I I  Rowie E I I I I ,  Eli" 
ale dritte Eokpunkte von Dreiecken, indem wir BIIIAdr"' N RI A d , ,  B,I,Adll'" 
N- B I ~  A ~ I I ,  . B I I ~  A E P  Z BI A E , BIII A E I F  $? BII A E machen. Die Mittel- 
senkrechten zu EI',' E d r r  und dfrr   IF schneiden Rich im Pole RI2; enhprecbend 
ergeben sich die Pole R13 bezw. als Schnittpunkte der Mittellote zu EE;" nnd 
All1d:I1 bezw. EEII"' und Ljllldlt'I. Die Winkel a I 3  und aaa, die BlllRI3 beaw. BIIIR'3 
mit R 1 3 R ' 2  bezw. Ra3R12 bilden, tragt man an  Rl3RZ3 in RL3 bezw. Ra3 an und erhalt 
ale Schnittpunkt der beiden freien Schenkel den Punkt, U,H', der als Gelenkpunkt der 
Knllsse in ihrer Mittelstellung die Eigenschaft hat, da8 er mit den beiden iiuberen 
Kulissenstellungen die gleichen Winkel a einschlieot. Wiederholt man das angegebene 
Verfahren fiir einige andre Werte von a, so ergebeu sich entrprechende Punkte D d ,  
die eine Kurve b' bilden. Der Schnittpunkt Dill dieser Knrve 8 mit der Geraden a ist 
dann der gesnchte Kuliasengelenlrpunkt und BIIIDIII  ist die Lange der Exzenterstange. 
Wie die Konstruktion (Abb. 23)  zeigt, muO, um die oben angegebene Forderung zu er- 
fullen, der Kulissengelenkpunkt um eine gewisse Screcke nach der Rurbel hin verlegt 
werden. Dieses Ergebnis stimmt mit dem von P f i t z n e r  I )  gefundenen iiberein, der jedoch 
den Punkt D nur durch Probieren ermittelt. 

Wie die bereits erwilhnten Unter- 
suchungen von Pfi t zn  e r  ergeben haben, m d  zur Erzielung einer gleichformigen Dampf - 
verteilung auf Kurbel- nnd Deckelseite des Zylinders danach gestrebt werden, da8 bei 
einer bestimmten, z. B. der normalen, Fiillungseinstellnng der Kulissenstein wiihrend der 
Bewegung der Steuerung sich nicht gegen die Kulisse verschiebt, d. h. da5 die den ge- 
gebenen vier Stellungen des Mechanismus entsprechenden vier Lagen des Gelenkpunktes 
F des Kulissensteins auf einem Kreise urn den Kulissendrehpunkt E' liegen. Die in 
Abb. 2 2  eingezeiahnete Bahn des Punktes F zeigt deutlich die Abweichung von der 
Kreisbahn und daher die Unvollkommenheit der gezeichneten Steuerung. Die angegebene 
Forderung laBt sich bei richtiger Wahl des Aufhangepunktes G der Kulissenstange F K  
erfullen. In diesem Falle werden die vier Lagen des Punktes F entsprechend den zu- 
geordneten Exzenterstellungen auf einem Kreise um E' gewllhlt. Die zugehorigen Lagen 
des Endpunktes R der Kulissenstange sind dann, falls die Langen ICL und F K  als ge- 
geben angesehen werden, durch die vier Schieberstellungen, d. h. die Lagen des Punktes 
L, bestimmt. Damit sind die vier Lagen der Kulissenstange F K  als bekannt zu be- 
trachten, und es handelt sich nun um die Aufgabe, diejenigen Punkte in der Ebene der 
Kulissenstange zu ermitteln, deren vier entsprechende Lagen anf einem Kreise liegen. 
Diese Pnnkte wiirden dann als Aufhlngepunkte verwendet werden konnen. 

Da die vier Lagen der Kulissenstange nach Abb. 22 zu wenig voneinander ab- 
weichen und daher kein dentliches Bild der Konstruktion ergeben, wird in Abb. 2 2  ein 
Beispiel rnit anderen Abmessungen, jedoch im iibrigen den gleichen Bedingungen, vor- 
gefuhrt. Es sind vier Lagen einer Ebene F K  in der Weise gegeben, da8 die vier ho- 
mologen Lagen des Punktes F auf einem Kreise nm den Punkt E liegen, wahrend die 
vier entsprechenden Lagen des h n k t e s  R beliebig gesvahlt seien. Man ermittelt hier 
die sechs Pole Pa, PI3, P3 ,  PIr, PLr, P3', die zu den vier Lagen der Ebene Fh' ge- 
horen und zeichnet dann fur eine der vier Lagen, z, B. fur die Lage l, die Kreispunkt- 

I) P f i t z n e r ,  Untersuchungen an der Heusingersteuerung, Zeitschr. Ver. deutsch. Iog. 1906,  

b) D i e  A u l h a n g u n g  d e r  K u l i s s e n s t a n g e .  

S .  481 R. f. 
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kurve kl ,  die dann in der Lage 1 der Ebene F K  der geometrische Ort aller Punkte ist, 
deren vier homologe Lagen auf einem Kreise liegen, und die daher bei der Heusinger- 
steuerung als Authlngepunkte der Kulissenstange in Betracht kommen. Um den Auf- 
hllngepunkt ant der Kurve kl festzulegen, kann man noch eine Annahme machen bezw. 
noch eine weitere Forderung erfiillen. Verlangt man z. B., daD der Aufhangepunkt auf 
der Geraden F K  liegt, so iindet man ihn als SchnIttpunkt dieser Geraden mit der Kurve 
k l .  Von den drei Schnittpunkten, die sich hierbei ergeben, ist der eine der gegebene 
Pnnkt Fl, wllhrend die beiden anderen GI' und GI", die mit ihren entspreohenden 
Pnnkten G2', Gal, Ga' bezw. G,", 
Ga", GI" aut j e  einem Kreise am 
H' bezw. H" liegen, als Aufhtlnge- 
punkte dienen kiinnen. Wenn da- 
gegen eine bestimmte Lllnge 1 der 
Aufhtlngestange G H vorgeschrieben 
ist, so zeiohnet man in der Lage 1 
der Ebene F K  fiir drei der vier 
Lagen die R,-Kurve fiir den Wert 
~ = 1 .  Diem sohneidet im Falle 
der Abb. 2 4  die Kreispunktkurve kl 
in vier reellen Punkten GI1,  GI", 
GiIrr, GIKv, von denen jeder mit 
seinen drei homologen Punkten 

bezw. GsrKr, GarIr, GlrIr bezw. GsrV, 
GaIV, Gllv ant je einem Kreiae vom 
gleiohen vorgeschriebenen Radius I 

G2', GaK, G4' b e ~ w .  Ga", Gsl', G," 

AbL. 2 4 a  

H" 
#" p" 
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liegt, deren Mittelpunkte mit HI, €€I1, HIrr bezw. HI' bezeichnet sind. Fuhrt man 
also, abgesehen von dem anf dem Kreise um E bewegten Punkt I,', einen der vier 
Schnittpnnkte, z. B. GI1 (Abb. 24a) auF einem Kreise um den zugehorigen Mittel- 
punkt H I 1 ,  so ist die Bedingung erfiillt, da6 der Punkt Z-l bei der Bewegung des erhal- 
tenen Oelenkviereckes RE'G H die vier vorgeschriebenen Lagen IC17 ZC27 Z&, ZC4 durch- 
lltuft, die den ehenfalls gegebenen Lagen A, 3'2, R ,  F; des Punktes F entsprechen. 

Bei der Heusingersteuerung wird es wegen der Kurze des von F znruckgelegten 
Weges in der Regel geniigen, wenn man nur d r e i  1,agen des Punktes F auf dem Kreise 
urn E annitnmt, etwa die beiden Totlagen und eine miltlere Lage. Demgemiiil seien 
auch drei zugeordnete Lagen des Punktes K vorgelegt, so dail drei TJagen der Rbene F K  
als gegeben angenommen werden konoen. Hier darf man, urn den Anfhlngepunkt (,' zu 
bestimmen, noch zwei weitere Annahmen machen. Wablt man z. B. den Aufhlngepnnkt 
G willkurlich, so ergibt sich der Punkt H als Mittelpnnkt des Kreises durch die drei 
entsprechenden Lagen 6 1 ,  Gz,  Ga, wobei die IAuge der Aiithangestange G'H der Radius 
dieses Kreises ist. Wenn dagegen die Aufhtlngestange GlT eine gegebene Llnge 1 haben 
sol1 und ferner gefordert w i d ,  dail der Aufhangepunkt G anf der Oeraden / f7K liegt, so 
ermittelt man die sechs Schnitipunkte G I a ,  GI", GlC, G,', GI", G1f dieser Gerarlen mit der 
in der Lage 1 fur 1' = I gezeichneten Rl-Kurre. Jeder der sechs Schnittpiinkte kann als 
Aufhlngepnnkt benntzt werden (Abb. 24). 

c) D e r  S t e u e r u n g s a n t r i e b  s e i t e n s  d e s  R r e u z k o p f e s .  Die Bewegung des 
Kreuzkopfes wird durch die Rreuzkoplschwinge N O  und die Stange O L ,  die ihrerseits 
irn Punkte K von der Kiilissenstange F I i  angetrieben n ird, auf den Schieber ubertragen, 
dessen Bewegung mit der des Punktes L identisch ist. Fur eine bestimmte Fiillnng sei 
die Schieberbewegung, d. h. die Bewegung des Punktes L und ferner die von der Kn- 
lisse abgeleitete Bewegung des Punktes R gegeben, so dail die Bewegung der Stange K 1, 



in ihrer Zuordnung zu der gegebenen Krenzkopfbewegung als bekannt angesehen werden 
darf. Die vier Lagen Voreinstiijmen (l), Expansion (2), Vorausstromen (3) und Kom- 
pression (4) der Stange RL iind des Kreuzkopfes N seien fiir die gefordeite Fiillnng 
bestimmt. Qesucht werden die durch die Kreuzkopfschwinge N O  verbnndenen Gelenk- 
punkte N und 0. 

Man ermittelt die relativen Lagen der Stange K L  gegen eine bestimmte Lage des 
Kreuzkopfes. Die Konstmktion, die in Abb. 25 fur  die Lage 2 durcbgefuhrt ist, wird 
hier besonders einfach, da der Kreuzkopl eine geradlinige Schiebnng vollzieht. Infolge- 
dessen ergeben sich die relat.iven Lagen LI', Laa, L4? bezw. K12, hrza, Kda der Punkte L 
bezw. K gegen die Kreuzkopflage M? dnrch Verschieben parallel der Geraden u um die 

Fur die geinndenen relativen 1,agen 1i1 'L,  ?, KZ L2, K Z ? J J ~ ~ ,  I L  "4 '  der Siange K L  kon- 
struiert man nun die sechs Pole Rl2, R", R2::,  Ri4, R"', RY' als Schnittpunkte von Mittel- 
senkreahten und zeichnet die Mittelpunktkurve m (Mittellinie ct. und Hanptbrennpunkt 
rm), die in der Kreuzkopfebene den geometrischen Ort aller Punkte X2 darstellt. Feroer 
konstrniert man in der Lage L?K2 der Stange L K  die Kreispunktkurve k2 (Mittellinie [N 

und Hauptbrennpunkt 1 ; a ) .  In dem in Abb. 25 gezeichneten Falle zerfilllt die Kreis- 
punktkurve in ihre Mittellinie c ~ ; a  und einen Kreis nm rk?. Sie stellt in der Ebene der 
Stange &L:, den geometrischen Ort aller Punkte 0 2  dar. .Jedem Punkte iV2 der Mittel- 
punktkurve entspricht eindeutig ein Punkt 0 2  der Kreispunktkurve k?, wobei gegen- 
uber dem Poldreieck RlaRr1R2'' die Punkte 3J2 und U2 sich in der gleichen Weise ent- 
sprechen wie in Abb. 23 die Punkte BIII und Diri' W W t  man also entweder auf m 
einen Punkt AT2 oder auf k? einen Punkt 02, so sind damit alle Abmessungen des 
Mechanismus bestimmt. Man kann demnach noch eine, aber auch nur eine willkurliche 
Annahme machen, wobei die Kurven 1))  und k2 die Grundlage fiir die weiteren Erorte- 
rnngen bilden. 

Ih i  sei verlangt, da5 der Punkt h5 auf einer gegebenen (;eraden, z. B. auf einer 
Vertikalen durch M2, liegen moge. Hier ergibt sich NZ als Schnittpunkt dieser Geraden 
mit der Mittelpnnktkurve 7n. 1st dagegen die Llnge W N  vorgeschrieben, so findet man 
Nz als Schnittpnnkt des um Ma mit M N  geschlagenen Kreises mit der Kurve 9 ) ~ .  Wenn 
bezuglich des Punktes 0 Bedingnngen gestellt sind, so benutzt man statt der Mittelpunkt- 
knrve 111 die Kreispunktkurve ks. Sol1 z. B. 0 anf der Geraden L i i  liegen, so ist der 
Schnittpnnkt dieser Geraden rnit der ICnrve X z  der gesnchte Punkt 02. Wenn 0 von L 
oder von K eine gegebene Entfernung haben 6011, so findet man 0 2  als Schnittpunkt der 
entsprechenden Kreise urn LZ bezw. Ka mit der Kurve b. 

Es werde gefordert,, daB die Kreuzkopfschwinge in zwei Lagen, z.  B. 1 und 3, 
nach oben bezw. unten den gleichen Ausschlagwinkel mit der Horizontalen einschliefien 
soll. Hier hat man m i  beachten, dai3 die Verbindungslinie des Poles 1213 rnit einem anf 
) ) E  beliebig gewlhlten Pnnkte N ,  die Mittelsenkreohte der zii N2 gehorenden Punkte 01% 
und Oaa ist, die auf einem Kreise um A72 liegen. Hiernach erhillt man den gesuchten 
Punkt i\a als Schnittpunkt der Horizontalen dnrch R13 rnit der Mitteipunktknrve n z .  
Dieser Fall ist in Abb. 2.; eingezeichnet. 

1st aus bestimmten Gtriinden die Lange I der Kreuzkopfschwinge N O  vorge- 
schrieben, so konstruiert man fur eins der vorhandenen Poldreieoke in der Lage 2,  z. B. 
f i i r  R12RR'3R23,  die Rz-Kurve fur den Wert I '  = I - N O  (Abb. 2 G ) ,  welche die Kreispnnkt- 
kurve kz in 02 schneidet. Es ergeben sich hier insgesamt vier Schnittpnnkte Or, Ot', 02'' 
nnd 0 2 " ' ,  von denen man den am gunstigsten gelegenen benntzt. Es kann ferner der 
Fall eintreten, da5 noch eine beliebige fiinlte Stellnng des Schiebers nnd der Stange K I A  
einer vorgeschriebenen Krenzkopfstellung entsprechen soll. Hier zeichnet man die funf 
relativen Lagen der Stange KL gegen eine der gegebenen Kreuzkopfstellungen und 
konstruiert dann zwei Mittelpnnktkurven, z. B. fur die Relativsysteme 1, 2, 3, 4 und 1, 
2, 3 ,  5. Jeder der in Frage kommenden Schnittpunkte (im allgemeinen vier) beider 
Kurven kann als Gelenkpnnkt Nz der Kreuzkopfebene verwendet werden. Mitnnter wird 
verlangt, daf3 der Schieber in einer der vier gegebenen Lagen sich moglichst schnell 
bewegen 6011. Man bestimmt in diesem Falle znnlchst auf den beiden Knrcen m und kt 
eine Anzahl paarweise einander zugeordneter Punkte N2 bezw. Oa und konstruiert dann 
f i i r  jeden der hierdarch bestimmten Mechanismen die Schiebergeschwindigkeit. Innerhalb 
der duroh konstruktive Rucksichten gegebenen Grenzen wllhlt man dann diejenigen Piinkte 
N2 nnd 02, bei denen sich die gro5te Scbiebergeschwindigkeit ergibt. 

Strecken L1 L12 = K l i< ia  = MlMz,  LsL~' = 1 < 3 1 < 3 ' =  ilGM.a, L4L.i2= K. iKaa=MqMs.  

26' 
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8. Udersuchungen an einer Wiilzhebelsteuerung. Es soll eine Willzhebel- 
eteuerung fur den Einlail nach dem in Abb. 27rr augegebenen Schema konstruiert werden, 
bei der die-Wllzbank, die dmch den Regler verstellt wird, bui einer bestimmten E'ullunn 
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Abh. 26 

aber in Ruhe bleibt, aG 
Walzkiirve eine Gerade 
besitzt, die bei der gege- 
benen Fullung gegen die 
Ventilspindel unter dem ge- 
gebenen Winkel a geneigt 
ist. Ferner sei die Lage 
der Steuerwelle gegeben 
und auf Orund eines 
Mullerschen Diagrammes 
der der vorgeschriebenen 
Fiillnng entsprechende 

Drehwinkel ?/I der Steuer- 
welle ermittelt. Die Kon- 
struktion ist In Abb. 27 
dargestellt. 

Wenn reines Rollen 
erfolgen soll, so findet man 
b ei ger adlini g er Wttlz b ank- 
kume fur die Wttlzhebel- 
kurve eine logarithmische 
Spirale mit der Polarglei- 
chung 

? = s o t a n  ac( 'P-n) t :Lr la ,  

wobei der asymptotische 
Punkt der Kurve (Q= 0) 
der geradlinig gefuhrte 
Punkt .i und zo tan a = a 
der nach konstruktiven 
Riicksichten zu aiihlende 
Abstand der Bahngeraderi 
des Pnnktes voni ersten 
Beriihrungspunkt beider 
Walzkurven (bei autge- 
setztem Ventil) ist. Fur 
diese erste Stellung, in der 
der Ventilhubpunkt A sich 
in seiner tiefsten L a m  .I, 

befindet, konstruieren wjr die WLtlzhebelkurve h als logarithmische Spirale, durck die 
nun die Bewegung des Wiilahebels bestimmt ist. 1st fur die vorgeschriebene Fullung 
der Ventilhub berechuet worden, so ist drmit die oberste Lage - 4 3  des Punktes ,4 ge- 
funden. Bei Fullungsabschlud ist der Punkt d in die mit dl zusammenfallende Lage .& 
zuriickgekehrt, wobei die beiden Sirecken dl und &,d, in gleichen Zeiten durchlaufen 
werden miigen. Weiter verfahrt man in der ublichen Weise, indem man das Oeschwin- 
digkeitzeitdiagramm des Punktes A annimmt, hieraus die entsprechenden Wegstrecken 
durch Integration ermittelt und dadurch das Wegzeitdiagramm fur ,4 findet, wobei d a m  
der Zeichnungsmafhtab dadnrch bcstimmt ist, daS die Halfte des gesamten von ,4 zuriick- 
gelegten Weges gleich dem Ventilbub A, A3 ist. Urn den angenommenen Geschwindig- 
keitsverlauf miiglichst genau zu verwirklichen, wLblen wir in dem gefundenen Wegzeit- 
diagramm zwischen Al and A 3 ,  sowie zwischen A3 und A5 noch je einen Punkt A2 bezw. 
Ad, und zwar so, daS dieseu beiden Punkten, die zusammenfallen mogen, Exzenter- 
stellungen entsprechen, welche die Eszenterdrehwinkel der Perioden 81 As und 113 
halhieren. Durch die Punkte A l ,  A4, All A4, As haben wir fiinf Lagen des Wlllzhebels 
bestimmt, die funi gegebenen Lngee der Exzenterebene zugeordnet sind. Es sind nun 
die Oelenkpnnkte C bezw. E des Wllzhebels bezw. der Eszenterkurbel so zu bestimmen, 
dad die angegebene Zuordnung durch eine starre Verbindung der Punkte C und C f er- 
zielt wird. 
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Wir wlblen auf dem Wllzhebel einen beliebigen Punkt B und ermitteln eeine fiinf 
Lagen B1,  Ba, B3, B4, Bs in den funf angenommenen Stellungen des WRlzhebels. D a m  
bestimmen wir die Pole der funf Lagen des Wllzhebels, wobei sich a. B. P35 als Sohnitt- 
punkt der Mittelsenkreobten zu A3Ai und B3BS ergibt. Da bier die Lsgen 1 und 5 
sowie 2 und 4 des Wllzhebels zusammenfallen, so sind die Pole PI' und Pa vollig un- 
bestimmt, wshrend die Pole PIa, PI4, Pas,  P45 bezw. PI3, P35 bezw. Pa3, in je einem 
Punkte zusammenfallen. In der Exzenterebene wLhlen wir einen beliebigen Punkt F 
und bestimmen seine fiinf Lagen auf dem Kreise urn Q so, aaO den Punkten Fl nnd FS 
der gegebene Exzenterwinkel 1' als Zentriwinkel entspricht und dai3 die Punkte Fa, F a ,  
F, den Kreisbogen F1E; in vier gleiohe Toile teilen. Nun sind die relativen Lagen der 
Exzenterebene gegen die Lage 1 des Wllzbebels zu ermitteln. Hierbei ist zu beachten, 
dai3 im Punkte Q funf Lagen QI, Q1, Q3, Qa, Q5 des Punktes Q der Exaenterebene zn- 
sammenfallen. Wir dre- 
hen die Ebene 4 Q z  
mit dem Pol Ela als 
Drehpunkt urn den Win- 
kel d, P"A1 in die 
Lage FalQa' und finden 
dadnrch die Pnnkte F a '  A 
und Q2I, welche die re- 
lative Lsge der Ex- 3 
eenterebene 2 gegen die 
WLlzhebelstellung 1 be- 
stimmen. In gleicher 
Weise ergeben sich die 
Punkte F3I nnd Qal, in- 
dem man die Ebene 
F3 &3 um den Pol PI3 
mit dem Drehwinkel \ 

&Pl3At dreht, ferner 
die Punkte F,' und Q 4 '  

durch Drehnng um den 

\ 

'\ I 
k.4 - '  

Abb. 27 

Abh. Z 7 r  
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mit Pip zusammenfallenden Pol PIi. Die Punkte Q5'  und &'bl fallen mit Q bezw. 
F5 zusammen. Fur die nunmehr bestimmten fiinf Relativlagen der Exzenter- 
ebene 2 gegen die Lage I des Willzhebels snchen wir die zehn Pole Z2la, . . . , R" auf; 
z. R. findet man R?' als Schnittpnnkt der Mittelsenkrechten zn Q,' Qsl und 4'21b$1. Der 
gesnchte Fszent ergelenkpunkt 1C mu8 nun die Eigenschaft haben, dai3 seine Relath lagen 
El, Ea', EZ', E,', Esl auf einem Kreise liegen, dessen Mittelpunkt die Lage C, des ge- 
suchten Wilzhebelgelenkpunktes ist. Wir zeichnen zwei Mittolpnnktknrven fur die fiinf 
relativen Lageu der Exzenterebens. In Abb. 2 7  sind die Mittelpunktkurven rnya45 fiir die 
Pole Ra9, R", R3',  h" nnd ?n1145 fiir die Pole HIa, R", Ra5, RI5 gezeichnet. Da diese 
letzten vier Pole hier in einer Geraden liegen, so zerfilllt dle Mittelpnnktkurve m 1 1 4 5  in 
einen Kreis nnd seinen durch Ela, R", TiLs, R4s gehenden Durchmesser c1245 .  Die beiden 
Mittelpunktkurven sclineiden sich ander in den Polen RZ1, R2 , T P 5  nur in zwei reellen 
Punkten, von denen der eine auderhalb des Zeichnungsraums liegt nnd nicht branchbar 
ist, wlhrend dsr zweite der gesucbte Gelenkpunkt Cl in der Wllzhebellage 1 ist. Fur 
ein beliebiges Poldreieck, z. B. RIJ R" R a t ,  bestimmen wir dielenigen drel entsprechen- 
den Punkte El, Ea', Es', die anf einem Kreise um C, liegen. Dann ist K1 der geeuchte 
Exzentergelenkpunkt in der Exzenterstellung I ,  Qf ist die Lilnge der Exzenterkurbel 
und der Radius C, El die LZlnge der Exzenterstange. Bestimmt man noch die Punkte E4 I 
und &,'$I, z. B. aus dem Poldreieck Rj' Mi '  h'", so liegen anch diese Punkte auf dem 
um Cl mit C: El geschlagenen Kreise. Durch Drehung des Punktes E2' rnit PIa als 
Drehpnnkt nm den Winkel Al P12Aa erhalt man den Punkt I&; ebenso findet man E 3 ,  

indem man E:al um P I 3  urn den Winkel A ,  PI3 A3 dreht, nnd E4 durch Drehung von & I  

um PI*, wilhrend E5 rnit E5' zusammenfiillt. Die Pnnkle El ,  EJ, Ea, &, E:5 liegen aut 
einem Kreise um Q nnd erfullen die Forderung, dai3 4 I.:1 QEs = ist nnd daO dnroh 
&, E8, E, der Rreisbogen El& in vier gleiche Teile geteilt wird. In Abb. 87a  ist die 

- -  

Stenerung scbematisch fur die Stellung 2 gezeichnet, 36 

ZUSAMMENFASSENDE BERICHTE 
Unsfefige und mehrdeufige 

Liisungen der hydrodynamischen Gleichungen. '1 
Von G. JAFFB in Leipzig. 

s ist schon lange bekannt, dai3 die klassischen Gleichungen fur die Bewegung reibungs- 
loser Flussigkeiten zu Folgerungen fiihren, die rnit der Erfahrung nicht vereinbar E sind. In voller Allgemeinheit l&Dt sich der folgende Satz beweisen " > :  ein fester 

Korper, der sich mit konstanter Geschwindigkeit durch eine unbegrenzte, im Unendlichen 
ruhende, reibungslose Fliiesigkeit bewegt, erfilhrt vonseiten der Flussigkeit keinen 
Widerstand in seiner Bewegungsrichtnng. Dieser Satz, der hiufig als d 'A  I embertsches 
Paradoson bezeichnet wird, ist ebensowenig mit der Erfahrung in Einklang, wie das 
Auftreten negativer Drucke, das die Theorie ergibt. In einer stromenden Fliissigkeit ist 
der Druck mit der Geschwindigkeit durch die B e r n 0  ull ische Gleichung verkniipft, und 
uberall dort, wo die Oeschwindigkeit einen gewissen kritischen Wert ubersteigt, also ins- 
besondere in der Nachbarscbaft von vorspringenden schaden Ecken und Kanten, an denen 
die Geschwindigkeit iiber alle Grenzen wachsen mu& wird der Druck negativ. 

Einen Weg, auf dem man beiden Schwierigkeiten entgeht, hat He lmho l t z3 )  ge- 
wiesen. In seiner grundlegenden Arbeit iiber diskontinnierliche Flussigkeitsbewegungen 
zoigt H e l m h o l t z ,  da8 man bei der Tntegration der hydrodynamischen Gleichungen stets 

'1 Dieser I3ericht \ v i d e  in gekiirzter For111 iiiii 20 .  Septcinl)~r  1921 niif drr .Jrtlirerivo~siuiimlnn~ 
dw I>eutscben Mathenmtiker -Vereinigang in .Jen;l. vorgelragen. 

'9 In der ausgesprochenen Forin 1st der E a l z  von I;. C i s o t t i ,  htti R 1st. Voneto (8) 8 
1905/06, 1 2 9 1  his 1295,  bewiesen. D ' i l l c m b e r t  %ell)st hattc sein I'aradoxon fllr KBrper von gewisser 
Syninetrie auageaprt&en. I)' A l e m h e r t ,  Opnsc. Math., Parig 1761 bis 1780, Bd. 5, 8.'132 bis 138. 

3J H. v. H u l i n h o l t z ,  Monntshnr. Akml. Berlin 1 8 6 8 ,  S. 2 1 5  his 228. Wlss. Abh., Rd. 1, 
1,eipzig 1882, 8. 1 1 6  hifi 157 


