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rechnung der Schwingungszeiten zu, sondern sie gestattet auch einen tieferen Einblick
in die Zusammenhiinge der einzelnen Schwingungsvo:giinge wund in das Verh#linis der
Schwingungsdauern zueinander. Die Anwendung der vorstehenden Ueberlegungen zur
Berechnung der Schwingungsdauern von Maschinenwellen habe ich in einem Aufsatz, der
demnichst in der »Schweizerischen Bauzeitang« erscheint, an einem praktischen Zahlen-
beispiel durchgefiihrt. 55

Zur Synthese der ebenen Mechanismen."
Von H. ALT in Dresden,

ie Synthese der Mechanismen hat das Ziel, Mechaunismen beziiglich ihrer Bauart

und der Abmessungen ihrer Glieder derart auszumitteln, dafi sie bestimmte vorge-

schricbene Bedingungen erfilllen. Eine systematische Behandlung der Getriebe-
gynthese hat zuniichst die Aufgabe zu l8sen, diejenige zwangliufige kinematische Kette
zu finden, die einem gesuchten Mechanismus, entsprechend den jeweils gestellten Bedin-
gungen, zugrunde gelegt werden soll. Diese Grundaufgabe der Getriebesynthese wird bei
den ebenen Gelenkmechanismen in der Weise gelost, daB man auf Grund der von
M. Griibler?) herriihrenden Zwangliufigkeitsbedingungen die simtlichen iiberhaupt még-
lichen zwangliufigen kinematischen Ketten fiir eine beliebige Gliederzahl aufstellt und
dann eine fiir den vorliegenden Zweck geeignete Kette auswiihlt. Ist die kinematische
Kette gewihlt, die fiir den gesuchten Mechanismus benutzt werden soll, so sind noch die
Abmessnngen jhrer einzelnen Glieder zu ermitteln, Hieraus folgt als weitere wesentliche
Auigabe der Getriebesynthese, zu untersuchen, wie viele und welche Forderungen sich bei
der Konstruktion von Mechanismen erfiillen lassen, und ferner, Methoden anzugeben, nach
denen auf Grund der gestellten Forderungen die gesuchten Abmessungen der Glieder er-
mittelt werden konnen. Die Behandlung dieser Hauptaufgabe bildet den Inhalt der vor-
liegenden Arbeit.

Als Ausgangspunkt dienen Untersuchungen Burmesters®), die dieser jedoch fiir
einen anderen Zweck, ndmlich fiir die Behandlung der angeniherten Geradfiihrungen,
angestellt hat. Diese Untersuchungen, deren Ergebnisse im ersten Abschnitt in der Haupt-
sache ohne Beweis vorgefiihrt werden, befassen sich mit den Beziehungen, die zwischen
drei, vier und fiinf endlich verschiedenen Lagen einer komplan bewegten Ebene besteben,
und insbesondere mit denjenigen Punkten, deren entsprechende Lagen auf einem Kreise
liegen Bei drei Lagen einer Ebene geht durch entsprechende Punkte stets ein Kreis,
bei vier Lagen dagegen nur durch die Punkte, die auf bestimmten Kurven liegen, wih-
rend man bei fiinf Lagen einer Ebene nur vier solcher Kreispunkte erhilt. Der zweite
Abschnitt bringt eine Untersuchung iiber diejenigen Punkte bei drei Lagen einer Ebene,
denen Kreise vom gleichen Radius entsprechen, wobei sich der geometrische Ort dieser
Punkte als Koppelkurve ergibt. Im dritten Abschnitt, der zwei durch eine dritte Ebene
gelenkig verbundene Ebenen behandelt, wird die Aufgabe erortert, bei einer Anzahl be-
liebig gegebener Lagen zweier Ebenen in diesen die beiden Gelenkpunkte so zu bestim-
men, daB ihre Entfernung in den gegebenen Lagen beider Ebenen die gleiche Grifie hat
und sie daher durch eine dritte Ebene starr verbunden werden konnen. Die Lésung
dieser Aufgabe ist fiir zwei oder drei Lagen zweier Ebenen bereits durch M. Griibler®)
angegeben worden; sie wird hier auch fiir vier uod fiinf Lagen entwickelt und zwar unter
Benutzung des Gedankens der Relativhewegung in der Weise, daf die Relativlagen der
einen Ebene gegen die andere Ebene untersucht und auf sie die Ergebnisse der beiden
ersten Abschnitte angewendet werden. Hierbei wird gezeigt, wie man allgemein eine
Anzahl der wichtigsten bei der $letriebesynthese auftretenden Forderungen erfiillen kann.
Als Sonderfille werden im vierten Abschnitt das allgemeine Gelenkviereck und daran an-
schlieend das Schubkurbelgetriebe wegen ibrer praktischen Bedeutung ausfiihrlich be-

') Auszug aus einer von der Techoischen Hochschule Dresden gemehmigten Habilitationsschrift.

% M Gribler, Allgemcine Eigenschaften der zwanglivfigen ebenen kinematischen Ketten, Clivil-
ingenleur 1883, $. 167 bis 200, und Verhandlungen des Verelns zur Befdrderung des Gewerbfleifies In
PrenBen 1885, 8. 179 his 223,

3) L. Burmester, Lehrbuch der Kinematik, Leipzig 1388, 8. 599 u. f.

%) M. Griibler, Getrlebelehre, Berlin 1917, S, 107 n. f.
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handelt. Eine Untersuchung iiber die Forderung bestimmter Geschwindigkeiten bildet den
Inhalt des fiinften Abschnittes, der sich mit dem Fall befafit, dal bei zwei durch eine
dritte Ebene gelenkig verbundenen Ebenen die Winkelgeschwindigkeiten beider Ebenen
in ein oder in zwei Lagen ein vorgeschriebenes Verhiltnis haben sollen, wobei die ent-
sprechenden Momentanpole als gegeben anzunehmen sind. Die hier abgeleiteten allge-
meinen Verfahren werden im sechsten Abschnitt verwertet, der die Forderung behandelt,
daB ein oder zwei gegebene Lagen der esinen Ebene Totlagen sein sollen. Die in den
ersten sechs Abschnitten gewonnenen Ergebnisse, aus denen iiberall zeichnerische Ver-
fahren entwickelt werden, um die praktische Anwendung zu erleichtern, werden im
siebenten und achten Abschniit bei der Untersnchung der Dampimaschinenumstenerung
von Heusinger und bei der einer Wilzhebelsteuerung angewendet. Dabei wird der Haupt-
wert daranf gelegt, an einer Reihe von typischen Fragestellungen der prakiischen Ge-
triebesynthese die Brauchbarkeit der vorgefiihrten Methoden, die Art ihrer Handhabung
und ihre vielseitige Verwendbarkeit zu zeigen.

1. Die Kreise durch entsprechende Punkte bei drei, vier und fiinf Lagen
einer Ebene. Sind zwei Lagen P, und I einer Ebene P gegeben, etwa durch je zwei
entsprechende Punkte A4;, B; bezw. A;, B, so kann man die Bewegung, durch die P von
P; nach P, gelangt, durch die Drehung um einen bestimmten Punkt P'? ersetzt denken,
den man den Pol der Ebenen P; und P; nennt und der als Schnittpunkt der Mittellote
von 4; 4, und B, B; gefunden wird. Dieser Pol ist zugleich selbstentsprechender Punkt
der beiden Ebenen P; und P:.

Betrachtet man drei Lagen P, P2, P; einer Ebene P, so lassen sich diesen drei
verschiedene Pole P'% P'’ P’ zuordnen, deren Bedeutung aus den beigefiigten Marken er-
sichtlich ist. Diese Pole bilden ein Dreieck, dessen Winkel halb so grofi sind wie die
entsprechenden Drehwinkel: z. B. ist der Poldreieck-
winkel a;5 bei P'* (Abb. 1) gleich der Hillte des
Drehwinkels der Ebenen P, und P;. Zu einem be-
liebig gegebenen Punkte 4; der Ebene P, findet
man die entsprechenden Punkte 4; und A4; in den
Ebenen P, und P;, indem man um P'? mit P'? 4,
den Kreis mit dem Zeniriwinkel 2 &3 bezw. um P*
mit P'* 4, den Kreis mit dem Zentriwinkel 2 «;
schligt. Die von 4; auf P'? P'3 von 4; auf P'? F%,
von A; auf P! P* gefiillten Lote schneiden sich in
einem Punkie Aj;;, der der Grundpunkt des
Punktes A Dbeziiglich der drei Ebenen P, P, P;
genannt werden mdge. Durch die drei homologen
Punkte A4, 45, 4; 1iBt sich stets ein Kreis legen,
dessen Mittelpunkt Ay; mit dem Grundpunkt A,z in
der Bezichung steht, da8 die Verbindungslinien beider
Punkte mit den drei Polen in jedem Pol gleiche
Winkel mit den Seiten des Poldreiecks einschliefien.
In Abb.1 ist in jedem Pol ein Paar gleicher Winkel
durch Kreisbdgen bezeichnet. Diese Eigenschaft liefert eine Konstrukiion fiir den Kreis-
mittelpunkt A;:;, wenn z. B. der Punks 4; bezw. sein Grundpunkt A,.; gegeben ist, oder
umgekehrt fiir den Punkt 4, bezw. 4,23, wenn Ai»; gegeben ist. Man findet, daB jedem
Punkte A, eindeutig ein Mittelpunkt A;s;. zugeordnet ist und umgekehrt. Zwischen den
Punkten A; und Ajs; besteht eine quadiatische Verwandtschaft, bei der einer Geraden im
System der Punkte 4; ein durch die drei Pole P'?, P'* P gehender Kegelschnitt im
System der zugeordneten Mittelpunkte Ajsz entspricht. Eine besondere Stellung nehmen
hierbei die Pole selbst ein. Jedem der drei Pole, aufgefaft als Punkte des Mittelpunki-
systems, entspricht nicht ein einzelner Punkt A,, sondern es entsprechen ibm simtliche
Punkte der gegeniiberliegenden Polgeraden. Betrachtet man z. B. P** als Grundpunkt,
so fillt dieser mit den zugehdrigen homologen Punkten der Ebenen P; und P; zusammen.
Den dritten homologen Punkt P;?* in der Ebene P, findet man, indem man von P?* auf
P12 P13 das Lot fillt und dieses iiber den FuBpunkt hinaus um sich selbst verlingert.
Entsprechend findet man zu den andern Polen P!? und P' die Punkte F;!® bezw. PV’
in den Ebenen P; bezw. P,

Nimmt man zu den bisher behandelten drei Ebenen P, P, P; noch eine vierte
P, hinzu, so ergeben sich insgesamt sechs Pole P'%, P'%, P» P4 P# P die jedoch nicht
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mehr unabhlingig voneinander sind, sondern fiir die der folgende von Burmester geiundene
Satz gilt: Die beiden durch einen Pol gehenden Geradenpaare, die sich auft
je zwei Pole stiitzen, deren Marken gleiche Ziffern enthalten, bilden gleiche
Winkel (Abb. 2). Z. B. ist A P'"t P2 P% = A P" P'? P*3, In Abb.2 sind in jedem Pol zwei
gleiche Winkel durch Kreisbégen mit Pfeilen
angegeben, ferner fiir einen Dbeliebigen
Punkt A4 seine homologen Punkte 4,, 43, 43, "Gl
As mit den zugehorigen Grundpunkten A4,ss,
A124, A134, A23g. Von den sechs DPolen
nennt man je zwei, deren Marken keine f--——7
gleichen Ziffern aufweisen, also P2, P* bezw. ~
P13 P bezw. P*, P  Gegenpole. NN
Nimmt man zwei Paar Gegenpole, z. B. N
P12 P¥ und P'3, P?, als gegeben an, so N
liegen die beiden andern Pole auf einer
zirkularen Kurve dritten Grades, die Bur-
mester die Pollagenkurve nennt und
die sich wie folgt ermitteln 148t. Durch die
gegebenen zwei Paare von Gegenpolen ist
ein Vierseit bestimmt, dessen zwei weitere
Eckpunkte mit FI'* bezw. II?** bezeichnet P \ N
seien (Abb 3). Die drei Diagonalen P! P34 ¥ ~ oy
P p#o IT [1% des Vierseits werden durch Ay o34
eine Gerade { halbiert. Die Umkreise der Abb. 2
vier Dreiecke, die durch das Vierseit ge-
bildet werden, schneiden sich in einem Punkte I, den man daher als Schnitipunkt
zweier dieser vier Kreise finden kann. Zieht man durch I' die Verbindungslinien mit
zwei der sechs Ecken des Vierseits, etwa mit P'? und P'3, wobei sich auf der Geraden {
die Schnittpunkte -M '* bezw. M'® ergeben, und schligt um M!? den Kreis durch P'? und
um M'® den Kreis durch P'? so bestimmen diese beiden Kreise ein Kreisbiischel mit der
Mittellinie {. Zieht man
nun durch I' eine beliebige
Gerade g, die { in M
schneidet, und schldgt nm
M den Kreis, der dem
eben definierten Biischel
angehort, so schneidet
dieser die Gerade ¢ in
zwei Pankten P' und P
der Pollagenkurve, die
hiernach punktweise be-
stimmt werden kann. Die
Gerade { mnennt man die
Mittellinie wund den
Punkt I’ den Haupt-
brennpunkt der Polla-
genkurve. Wenn also zwei
Paare von Gegenpolen ge-
geben sind, so zeichnet
man die Pollagenkurve,
auf der man den fiinften
Pol beliebig wiihlen kann,
wihrend der sechste Pol
dann auf ihr zufolge der
oben angegebenen Winkel- Abb. 8
beziehungen eindeutig be-
stimmt ist.

Bei drei Lagen einer Ebene liegen je drei homologe Punkte A, 4;, 4; stets auf
einem Kreise, dessen Mittelpunkt A;; eindeutig bestimmt ist. Umgekehrt kann jedem
Punkte A;s; eine und nur eine Gruppe von drei homologen Punkten 4;, 43, 43 zugeordnet

.
o

\
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werden. Bei vier Lagen einer Ebene werden im allgemeinen vier homologe Punkte
A, 45, A3, A, nicht mehr auf einem Kreise liegen, es wird aber Gruppen von je vier
homologen Punkten geben, durch die sich ein Kreis legen 1ifit. Den geometrischen Ort
der Mittelpunkte dieser Kreise durch vier homologe Punkte nennt Burmester die Mittel-
punktkurve und den geometrischen Ort der entsprechenden Punkte 4, in der Ebene P,
die Kreispunktkurve. Man erkennt, dafl die Kreispunktkurven in den Ebenen P,, P;,
By, P, d. h. die geometrischen Oerter der Punkte 4:, 4s;, 4;, 4., kongruent sind. Wie
Burmester gezeigt hat. ist die Mittelpunktkurve mit der oben definierten Pollagenkurve
tiir die Pole P2, P15 p2 pi4 p# p3t und die Kreispunktkurve der Ebene P; mit der
Pollagenkurve fiir die Pole P'% P'3, P,%, P P2 Py3% identisch, wobei z. B. P,* der
zu P* beziiglich der Geraden P¥P'* symmetrisch liegende Punkt ist. Eutsprechend
findet man die Kreispunktkurven in den Ebenen P;, P;, Pi.

Bei fiinf Lagen P, P, Ps, P,, P; einer Ebene P ergeben sich die zehn Pole
Pz P usf. Zeichnet man zwei Mittelpunktkurven, etwa fiir die Ebenen P,, Pi, Pi, Py
und Py, P;, Ps, P;, so haben die Schoittpunkte beider Kurven die Eigenschaft, Mittel-
punkte von Kreisen zu sein, die dureh je fiinf entsprechende Punkte der vorgelegten
Ebenen gehen. Was die Zahl der Schoittpunkie anbelangt, so ergibt sich folgendes. Als
Kurven dritter Ordnung haben sie neun Punkte gemeinsam. Zu diesen gehoren im vor-
liegenden Falle die drei Pole P'? P'3 P?*  die wegen ihrer oben erwihnten Sonder-
stellung als Mittelpunkte von Kreisen durch homologe Punkte hier nicht in Betracht
kommen, und ferner die beiden unendlich fernen imaginiren Kreispunkte, durch die alle
Mittelpunktkurven gehen. Von den neun Schnittpunkten sind also fiinf in Abzug zu
bringen, so da sich der Burmestersche Satz ergibt: Bei fiinf Lagen einer Ebene
gibt es im allgemeinen vier Gruppen von je fiinf homologen Punkten, die
auf je einem Kreise liegen. Von den vier Kreismittelpunkten kdnnen alle
reell, zwei reell und zwei imaginir oder alle imaginir sein. Durch diese
vier Kreismittelpunkte, die man die Burmesterschen Punkte nennt und die als
Schnittpunkte der Mittelpunktkurven fiir die Ebenen P, P;, P3, Py und Py, P, P35, Ps ge-
funden wurden, gehen auch die drei iibrigen Mittelpunktkurven der fiinf gegebenen
Ebenen, so da man die vier Burmestersche Punkte als Schnittpunkte zweier beliebiger

Abb, 4
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der fiinf moglichen Mittelpunktkurven finden kann. In Abb. 4 sind die zehn Pole fiir
fiinf Ebenen und zwei Mittelpunktkurven miaz4 und myess eingezeichnet. Man findet hier
die vier reellen Burmesiterschen Punkie M4, Mp, Me, Mp. Fiir M, sind die zungeordneten
fiinf homologen Punkte A, 43, 43, 4i, 45, die anf einem Kreise um M, liegen, ,an-
gegeben.

Wenn mehr als fiinf Lagen
einer Ebene gegeben sind, so gibt es
im allgemeinen keine Punkte dieser
Ebene, deren homologe Lagen s#mt-
lich auf einem Kreise liegen.

2. Kreisbahnen von vorge-
schriecbenem Radius. Wenn drei
Lagen P,, P3, P; einer Ebene P vor-
gelegt sind, so 14f8t sich zu jedem
Punkte 4 der Ebene P der Mittel-
punkt M, des Kreises durch die drei
Lagen A;, 4;, A; des Punktes 4 be-
stimmen. Es soll nun untersucht
werden, wo diejenigen Mittelpunkte M,
liegen, denen Kreise von festem Ra-
dius entsprechen.

Gegeben seien die drei Pole
P2, P3P, ein beliebiger Punkt A4,
der Ebene P, und der =zugeordnete
Kreismittelpunkt M, (Abb. 5). Die
Strecke 4. M, ist dann der Radius »
des zu M, gehirigen Kreises. Es sei
ferner

MAP"™ = g, M4PY¥ = e15, M,4P%" = ey.
Die Gerade P'? M, mége den Umkreis des Poldreiecks in (' schneiden und es sei
M,C = u. Bezeichnet man die Winkel des Poldreiecks entsprechend mit a;s, 3, 023, 80
findet man
é_ PP — ZS— PUEPLBPS — g,
als Peripheriewinkel iiber der gleichen Sehne. Da ferner gem#fi der oben angegebenen
Konstruktion des Punktes M4
A_ IJIZJ)IKA] =— A- P?SPI.’;MA
ist, so folgt
A MAP” Al — 4 P23 p1s pi12 a3,
Es 148t sich nun in einfacher Weise zeigen, da vom Punkte M, aus je zwei der
vier Punkte P'? P'S) P%* A, unter dem gleichen Winkel erscheinen. Hiernach ist im
vorliegenden Falle
X AMDPY = X PPMC = A
Da somit die beiden Dreiecke M, 4, P** und M, P*C in zwei Winkeln iiberein-
stimmen und daher #hnlich sind, so gilt die Beziehung
7613 = €33 T U.
Bezeichnet man mit p? = e;z% die Potenz des Punktes M. in bezug auf den Kreis
durch die drei Pole P'%, P* P?* so findet man
€13€613€33 = 7"p2 . e e (1)
Wenn r einen bestimmten gegebenen Wert besitzt, so stellt die Gleichung (1) den
geometrischen Ort aller Punkte M, dar, zu denen Kreise vom gegebenen Radius » ge-
héren. Um die Art dieses geometrischen Ortes zu untersuchen, den wir die Ry-Kurve
nennen wollen, fiihren wir rechtwinklige Koordinaten ein mit P? als Ursprung und der
Geraden I P als x-Achse (Abb. 5). Bezeichnet man die Seiten des Poldreiecks mit
P2 P — q, P12P?} = gy, P¥*P» — @3, so hat der Mittelpunkt M, des Kreises durch P?
P13 p?* die Koordinaten
xy = /s az, Yo = '/2 a3 cotay
und der Pol P'?
L1y == Az COB g3, Y12 = a, 8in ag;.

26
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Die Koordinaten der beiden anderen Pole sind .3 = 25 = 0 bezw. @13 = aa,
713 = 0. Wenn man die Koordinaten des beliebigen Punktes M, mit a, y bezeichnet, so
lift sich nunmehr die Gleichung (1) in der Form schreiben:
(@ + y?) [(r — @)® + y*] [(x — a2 cosag)? -+ (y — as sin ag;)*]
: = re? 4~y —ayx — @y cot oy |* (2).

Man ersieht aus Gl (2), daBl die 7’y Kurve eine trizirku-
lare (d. h. dreimal durch die beiden zyklischen Punkte der
Ebene gehende) Kurve sechsten Grades ist, welche die drei
Pole P'?, P, P? als Doppelpunkte besitzt. Da unter den
trizirkularen Kurven sechsten Grades die Koppelkurven eben-
falls drei Doppelpunkte aufweisen, so liegt die Annahme nahe,
da die Rs-Kurve zur Gruppe der Koppelkurven gehdrt. Stellt
man die Gleichung der Koppelkurve fiir einen beliebigen
Koppelpunkt 4 eines allgemeinen Gelenkvierecks mit den Be-
'Abb. b zeichnungen der Abbildung 6 auf, so findet man, dal die er-
haltene Gleichung mit der Kurvengleichung (2) identisch ist,

wenn]lman P** und P'® als Festpunkte des Gelenkvierecks wihlt und

M as
h = das, [ =17r--
- 2 assin agg
r a
h=r=-—, lg=ry =17 .
2 sin a9y 2agsinasg

setzt. Diese Strecken lassen sich, wie
man sofort erkennt, sehr einfach zeich-
nerisch ermitteln, wenn das Poldreieck
P2 Pt P* und der Radius » gegeben
sind (Abb. 7). Man zieht durch P'? die
Hothe des Poldreiecks, tridgt auf dieser
die Strecke P'J3 — '/3r auf und zieht
durch B zu P' P% die Parallele, die
PP in E und P'¥PY in D schneidet.
Dann ist P’E = lh = 1, PED =1 = 79,
DE = 1. Wir finden also das Ergebnis:
Die Riy-Kurven dreier Lagen einer
Ebenesindspezielle Koppelkurven.
In jedem Punkte der Koppelkurve geht
die Kurvennormale durch “-~n Schnitt-
punkt der beiden Kurbelgeraaen des Ge-
lenkvierecks, so daf# sich in allen
Punkten die Kurventangenten leicht an-

L geben lassen. Daher kann man die
Abb. 7 Kurve schon durch eine geringe Zahl von
Punkten hinreichend genau bestimmen.

Da sich nach dem Satze von Roberts'!) jede Koppelkurve durch drei verschiedene
Gelenkvierecke erzeugen 48t und im vorliegenden Falle die drei Punkte P!2%, P'3, P#
dem Punkte M, gleichartig zugeordnet sind, so folgt, dafi das obe. ,gebene Gelenk-
viereck mit dem Steg P?*P' — g3 ersetzt werden kann durch ein solche. mit dem Steg
P*# P — gy oder eins mit dem Steg P'’P' = a,, wobei die Bestimmungsstiicke der Ge-
lenkvierecke #hnlich, wie oben angegeben ist, zu konstruieren sind. Hierbei ergibt sich,
daB in jedem der drei Punkte P'%* P'?, P** die beiden Kurbeln gleich lang sind und
svmmetrisch zur Verbindungslinie mit M, liegen. In Abb. 7 sind die drei Gelenkvier-
ecke eingezeichnet, bei denen der gemeinsame Koppelpunkt M, fiir den gegebenen Wert
von r die ebenfalls eingezeichnete R;-Kurve beschreibt. Das Gelenkviereck P PYK, K3 M4
mit dem Steg P P'? ist hierbei ausgezogen, wihrend die beiden anderen Gelenkvierecke
gestrichelt sind.

Untersucht man die Rj-Kurven fiir verschiedene Werte von », so tritt die Frage
auf, innerhalb welcher Grenzen die Grofie des Radius » gewihlt werden darf. Es ist un-
mittelbar einzusehen, dafl es eine obere Grenze fiir » nicht gibt, da stets Punkie vor-

'y Roberts, Three-bar Motlon in the Plane Space, Proceedings of the London Mathematical
Society, VII 1875, 8. 14.
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handen sind, fiir die r unendlich groB wird, fiir die also drei homologe Punkte auf einer
Geraden liegen. Die Beantwortung der Frage, welchen kleinsten Wert v annehmen
kann, ergibt sich durch folgende Ueberlegung. Wir hatten gefunden, daf die Ry-Kurven
Koppelkurven sind, die durch Gelenkvierecke erzeugt werden, deren Steg eine der Seiten
des Dreieckes P'?P! P?® ist und deren iibrige Abmessungen dem gegebenen Radius
proportional sind. Hieraus folgt, daff man den kleinsten moglichen Radius erhilt, wenn
man ein Gelenkviereck von mdglichst kleinen Ab-
messungen benutzt.  Betrachtet man (Abb. 8) die
Seite P'3P?* — q; als Steg des Gelenkvierecks, so er-
geben sich fiir dieses die kleinsten Abmessungen, wenn
man mit den fritheren Bezeichnungen r + 73 +1=as
setzt. Da hier [, =, und & =1 und das Koppel-
dreieck K; MK, dem Poldreieck 7?* P P'® ihnlich ist,
so ist in diesem Falle, in dem das Gelenkviereck in
Ruhe bleibt und die Koppelkurve daher zu einem
Punkte zusammenschrumpft, dieser Punkt der Schnitt-
punkt der Winkelhalbierenden des DPoldreiecks. Zum
gleichen Ergebnis gelangt man, wenn man die Drei-
eckseite P'P'? bezw. PP P! als Steg betrachtet. Da-
mit ist der Satz gefunden: Bei drei Lagen einer
Ebene gibt es immer einen und nur eimen 7

kleinsten Kreis durch drei entsprechende

Punkte. Dieser kleinste Kreis hat als Mittelpunkt den Mittelpunkt des In-
kreises des Poldreieckes und ist doppelt so grofl wie dieser.

Der geometrische Ort aller Punkte 4; der Ebene P;, die mit ihren homologen
Punkten 4> und As; auf Kreisen von gleichem Radius » liegen, soll R;-Kurve genannt
werden. Die entsprechenden geometrischen Oerter R, R fiir die Punkte A; hezw. 4;
sind der R;-Kurve kongruent. Um die R;-Kurve zu ermitteln, soll zunichst gezeigt
werden, dafi diejenigen beiden Kreise gleichen Radins haben, die um einen beliebigen
Punkt M, und den zugeordneten Grundpunkt 4,23 geschlagen werden, wobei der Kreis
um M, durch die von A4;s; abgeleiteten homologen Punkte geht und umgekehrt. Vorge-
legt seien die Pole P'* P!% P und der dem letzteren in P; entsprechende Punkt P
(Abb. 9). Ferner sei ein beliebiger Punkt A4i2; und der zugeordnete Mittelpunkt M, ge-
geben, und es seien A;, 4;, 4; die von Aiss
als G :nkt und M, M, M; die von M,
als GrunJpunkt abgeleiteten homologen Punkte.
Dann liegen 4:, 4s;, A; auf einem Kreise um
M, und M, Mz, M; auf einem Kreise um Aiss.
Da die vier Punkte M, 4, 4,23, M4 ein gleich-
schenkliges Trapez bilden, so sind dessen
Diagonalen M4 4, und 4,23 M, einander gleich.
Ebenso findet man MAAQ =Ai73 ]‘Ig und MAA:;
= A1z M;. T -mit ist der Beweis erbracht,
da die um A . ... 2 ., geschlagenen Kreise
durch je drei homologe Punkte gleichen Radius
haben, und dafl infolgedessen die Ry-Kurve
durch einen Punkt 3, immer durch den zu-
geordneten Punkt 4523 geht. Da nun A4
beziiglich der Geraden /°'*P' symmetrisch
zu 4, liegt, so folgt, dafl auch die R;-Kurve
symmetrisch zur Ea-Kurve beziiglich P2P"
gelegen jst. Wir finden somit, dafl die £,-Kurve ebenfalls eine Koppelkurve ist, die sich
von dem Dreieck P?PY¥P ¥ in derselben Weise ableitet wie die Ry-Kurve vom Poldrei-
eck P?pP13p*  Das Entsprechende gilt fiir die R,- und die R;-Kurve.

Es tritt nun die Frage auf, ob man bei vier Lagen einer Ehene Gruppen von
vier homologen Punkten ermitteln kann, die anf je einem Kreise von vorgeschriebenem
Radius » liegen. Nimmt man die sechs Pole der vier Ebenen als gegeben an, so lifit
sich fiir jedes der vier hierdurch bestimmten Poldreiecke zu dem gegebenen Werte von
r die By Kurve ermitteln. Je zwei dieser Kurven, z. B. fiir die Ebenen P, P;, P; bezw.
Py, P, P,, schneiden sich in Punkten, welche die gewilinschte Eigenschaft besitzen.

25
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Hieraus folgt, daB alle vier Ry -Kurven, die sich zu den sechs Polen fiir das gegebene r
zeichnen lassen, durch die gesuchten Punkte gehen. AuBerdem haben je zwei Rx-Kurven
einen der sechs Pole als Doppelpunkt und ferner die beiden zyklischen Pankte der
Ebene als dreifache Punkte gemeinsam. Es ist unmittelbar einzusehen, dafi die simt-
lichen Punkte, welche die vier Ry -Kurven gemeinsam haben, auf der Mittelpunktkurve
der vier Ebenen liegen miissen, die hiernach auch der geometrische Ort aller Schnitt-
punkte von je vier Iy Kurven fiir alle Werte von ¢ ist. Um bei vier Lagen einer Ebene
die Mittelpunkte von Kreisen mit gleichem vorgeschriebenen Radius » durch je vier
homologe Punkte zu finden, zeichnet man am zweckmiBigsten zunichst die Mittelpunkt-
kurve und dann fiir drei der vier Lagen zum gegebepen Werte r die Ry-Kurve. Beide
Kurven schneiden sich in den gesuchten Punkten. Die Zahl der Schnittpunkte ergibt
sich durch folgende Ueberlegung. Da die Ry-Kurve eine trizirkulare Kurve sechsten
Grades und die Mittelpnnktkurve eine zirknlare Kurve dritten Grades ist, so haben beide
18 Punkte gemeinsam, von denen sechs in die beiden zyklischen Punkte der Ebene
fallen. Da die Mittelpunktkurve ferner durch die allen Ry Kurven gemeinsamen drei
Doppelpunkte geht, so sind weitere sechs Punkte in Abzug zu bringen, so dafl man
sechs Punkte der ver-
1 langten Art erhilt. Fiir
die Ebenen 7, Pg, .Pa,
P, ergeben sich die
entsprechenden  Kon-
struktionen, wenn man
z. B. in der Ebene P,
an Stelle der Ri~-Kurve
die R;-Kurve und statt
der  Mittelpunktkurve
die Kreispunktkurve be-
nutzt, Damit ist der
fiir die Anwendungen
wichtige Satz gelun-
- den: Beivier Lagen
einer Ebene gibt es
im allgemeinen
sechs Gruppen von
je vier homologen
Punkten, die auf je
einem Kreise von
vorgeschriebenem
Radiusr liegen. Von
den sechs Schnittpunk-
Abb. 10 ten konnen sechs reell,
vier reell und zwei
imagindr, zwei reell und vier imaginir oder sechs imagin#r sein. In Abb. 10 sind fiir
einen bestimmien Wert von » die Ry Kurven fiir das System der Ebenen [y, /% /%
(gestrichelt) und fiir das der Ebenen [, P;, P; (ausgezogen) angegeben. Von den sechs
in Betracht kommenden Schnittpunkten beider Kurven sind hier vier reell: M4, Mz, Mc, Mp.

3. Die Ermitflung der Gelenkpunkie bei zwei durch eine dritte Ebene
gelenkig verbundenen Ebenen. Von drei Ebenen 7, Q und S, die sich komplan in
derselben ruhenden Ebene bewegen, seien die Ebenen I und @ durch die Ebene § ge-
lenkig verbunden. Von jeder Ebene seien mehrere Lagen [, [, Ps, ... bezw. Qi, (% (%, . . .
bezw. S1, S, 83, ... gegeben, die einander zugeordnet sind. Die Pole jeder Ebene
werden entsprechend mit P'% P . .. bezw. Q' Q' ... bezw. S*% S'% ... bezeichnet.

Betrachtet man zuniichst drei einander zugeordnete Lagen der Ebenen I’ und Q,
so ist bei Annahme eines beliebigen Punktes D als Gelenkpunkt der Ebenen /> und §
der zugeordnete Gelenkpunkt Z der Ebenen ) und S eindeutig bestimmt. Bei der Er-
mittlung des Punktes E geht man davon aus, daff die Linge DI sich nicht &ndert und
daher die relativen Lagen des Punktes D gegen eine der drei Lagen Qi, Qi, @ der
Ebene @, z.B. gegen Q,, anf einem Kreise um E; liegen miissen!). In den Ebenen

1) Hierilber vergl. M. Gribler, Getriebelehre, S. 107 wu. f.
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Py, I, P; seien drei beliebige homologe Punkte Dy, D;, D; gegeben (Abb. 11); die mit
diesen Punkten zusammentallenden Punkte der Ebenen Q., @ bezw. Q; werden mit Dy'. D,’, Dy’
bezeichnet. In der Ebene @, lassen sich die den Punkten D, und D;' der Ebenen Qs
bezw. Q;  entsprechenden .

Punkte D;! bezw. D;' kon- N T T

struieren, wobei darauf zu
achten ist, daf D, und Ds!
auf einem Kreise um Q'*
liegen und daf der Winkel
Dy’ Q12 D,! doppelt so grofl st
wie der Winkel Q*°Q'?Q'? des
Poldreiecks. Entsprechend
liegen D' und D;' auf einem
Kreise um Q'%, und es ist Win-
kel Da'Q”.Dal — 2 Q23Q13Q12‘
Durch diese Beziehungen sind
die Punkte D;' und D;! in
der Ebene @, bestimmt. Der
Mittelpunkt E; des Kreises
durch die drei Punkte D/,
D, D;! ist der gesuchte Ge-
lenkpunkt der Ebene Q; und
der Radius des eben gefun-
denen Kreises ist gleich dem
Abstande DI der Gelenk-
punkte der Ebenen P und Q.
Man konstraiert nun aus dem Abb. 11

Poldreieck Q2 Q' Q* zum

Punkte FE;, die homologen Punkte /J; und E; der Ebenen Q:; bezw. Q;, und es mufl sich
dann zeigen, dal Ih Dy = E, D, = I D; ist.

Durch die Punkte D und I ist die Ebene .S bestimmt, deren Lagen S, S, Ss
seien, und deren entsprechends Pole S'%, S*%, §%% durch die Punktepaare D, Ey, D: Eu, Dy Es
bestimmt sind. Dem Punkte D, der den beiden Ebehen / und S angehort, sei als Mittel-
punkt des Kreises durch die drei homologen Punkte Dy, Dy, D; der Punkt Mp zuge-
ordnet, ebenso dem gemeinsamen Punkte I der Ebenen { und & ein Punkt Mz als
Mittelpunkt des Kreises durch die drei homologen Punkte Z,, E;, E;. Da die Mittelsenk-
rechte zu D, D; durch M, geht, die Punkte D, und D, aber auch von den Polen P'?
und S'® je gleiche Abstdnde haben, so folgt, dafi die Punkte M,, P! und S§' in einer
Geraden liegen. Das Entsprechende gilt auch fiir die anderen Pole. Somit finden wir
den Satz: Die Verbindungslinien je zweier entsprecherder Pole der Ebenen
P und § bilden ein Strahlenbiischel durch den Mittelpunkt M, des Kreises
durch die homologen Lagen D, D:;, D; des Gelenkpunktes beider Ebenen.
Ebenso bilden die Geraden durch je zwei entsprechende Pole der Ebenen ¢ und § ein
Strahlenbiischel durch den Punkt Mz Hiernach findet man den Pol §'? als Schnitt-
punkt der Geraden P'?Mp und Q'*Mr und entsprechend die Pole &' und §%° als Schnitt-
punkte der Geraden P'°Mp und @' Mz bezw. P**My und Mgz, Da die Punkte D und
E der Ebene S angehoren, so miissen die von D,, D, D; bezw. K, E,, E; auf die ent-
sprechenden Seiten des Poldreiecks S'?25'38% gefillten Lote sich in je einem Punkte
(D123) bezw. (Li23) schneiden, wobei (Di23)(E 23) = D\ Ey = Dy E; = D, E; ist.

Den Lagen Py, P, P; der Ebene P waren die Lagen Qi, Q,, & der Ebene Q ein-
deutig zugeordnet worden, so da8 also Q sich in der Lage Q; befindet, wenn P die
Lage P, einnimmt. Das Gleiche gilt fiir die Lagen P; und Q: sowie P; und Q:;. Denkt
man sich nun P; und @ als ein starres Gebilde so zuriickbewegt, daf @, mit @ zu-
sammenfillt, dann nimmt die mit Q; voriibergehend als starr verbunden gedachte Ebene
P, die Lage Ps! ein. In der gleichen Weise bewegt man das System der beiden starr
verbunden gedachten einander zugeordneten Ebenen @; und P; so, daf Q; mit Q; zu-
sammenfillt; die Lage, in die dann P; gelangt, werde mit P;' bezeichnet. Ordnet man
nun die Ebenen P;, P;' und P;'! den Ebenen Qi, @, Q bezw. Py, P, P; zu, so sind
P, P!, P;! die relativen Lagen der Ebene P gegen die Ebene Q,. Die zu ihnen ge-
horigen Pole werden entsprechend mit RB'?, B'3, B*® bezeichret und in folgender Weise
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gefunden (Abb. 12). Die im Pole P'? zusammentfallenden homologen Punkte der Ebensn
P, vnd P; seien die Punkte F, und H;, deren homologer Punkt H; in der Ebene I
ermittelt wird, indem man von P'? auf P'* P?® das Lot fillt und dieses iiber den Fuf-
punkt hinaus um sich selbst verlingert. Entsprechend ergibt sich zu den im Pole P'?
zusammenfallenden Pupkten J; und J; der homologe Punkt ;3 und zu den in P’* lie-
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Abb. 12

genden Punkten G und @; der homologe Punkt ;. Man bringt nun die Punkte
G, Hs, J3 durch Drehung um den Pol Q'* um einen Winkel, der doppelt so grof ist wie
der Poldreieckwinkel Q¥2Q'Q'%, in die Lagen Gs', Hs;! bezw. Js'. Ferner ergeben sich
entsprechend die Punkte G.!, Hy!, J,!, indem man die Punkte G:, 175, J: nn Q'? dreht
und zwar um einen Winkel, der doppelt so grof ist wie der Winkel Q'*Q!'*Q?. Hierbei
sind @, Hi, Ji Punkite der Ebene Pi, ferner G,', If;', ;! Punkte der Ebene P! und
Gs', H;', J;! Punkte der Ebene P;!. Durch je zwei der genannten Punkte in jeder
Ebene sind dann die Pole R'? R'} R als Schnittpunkte von Mittelsenkrechten bestimmt.

Ermittelt man umgekehrt die relativen Lagen Q, Q:}, Q;! der Ebene Q gegen die
Ebene P;, so bleiben die beiden Ebenen P, und @ ebenso wie im vorherigen Falle in
der gleichen gegenseitigen Lage. Hieraus folgt, daf die Pole (R'?) und (R'Y) der rela-
tiven Lagen der Ebene Q gegen P, mit den entsprechenden Polen R' beaw. 22'* der
Relativlagen der Tbene P gegen Q zusammenfallen. Aus den Eigenschaften der Relativ-
bewegung ergibt sich nun, daf die Winkel des Poldreiecks R'?R'* R?? gleich der Differenz
der entsprechenden Winkel der Poldreiecke P* P'? P*3 und Q'*Q'*Q** sind. Hierbei ist den
Winkeln ein Richtungssinn beizulegen, der in den einzelnen Polen durch die Marken der
beiden andern Pole des Dreiecks bestimmt wird. Daher sind die entsprechenden Winkel der
beiden Dreiecke R!*R'*R? und (R'?) (R')(2%%) absolut genommen einander gleich, aber
entgegengesetzt gerichtet. Da beide Dreiecke die Seite F*?R!'" gemeinsam haben, so sind
sie koogruent, und die beiden Pole R** und (7*%) liegen symmetrisch beziiglich der
Geraden R'R'.

In der Ebene P sei ein beliebiger Punkt 4 mit den homologen Lagen A;, 4s, 4;
gegeben. Die Relativlagen A,!, A3 von 4 gegen die Ebene Q; findet man dann als
homologe Punkte zu 4, aus dem Poldreieck R':E'®R* (Abb. 12). Es sei B; der Mittel-
punkt des Kreises durch 4;, 4;', 4; . Betrachtet man daon B, als Punkt der Ebene Q;
und ermittelt aas dem Poldreieck Q'?Q!'*Q? seine homologen Punkte B; und B; in den
Ebenen Q; bezw. s, so sind B, B;, B; die homologen Lagen desjemigen Panktes B der
Ebene Q, der vom gegebenen Punkte A der Ebene P in den drei als einander zuge-
ordnet gegebenen Lagen beider Ebenen die gleiche Enifernung besitzt. Diese Entfer-
pung ist gleich dem Radius des um B geschlagenen durch 4,, 4;', 45! gehenden Kreises.
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Hiernach 1i8t sich die Aufgabe, zu einem Punkte 4 der Ebene P denjenigen Punkt B
der Ebene Q zu konstruieren, der wihrend der drei betrachteten Liagen von A die gleiche
Entfernung hat, unter der Benutzung der Pole R'%’ R'". R? noch einfacher lgsen als in
dem oben behandelten Falle, in dem die Ebene S hinzugezogen wurde,

Es soll jetzt zu den bisher behandelten drei L.agen der Ibenen P und @ noch
eine vierte Lage P, bezw. Q, hinzugenommen werden. Ermittelt man hier die Relativ-
lagen der Ebene P gegen die Ebene Q,, so findet man die sechs Pole B'% R'}, R*, B'Y, R* R,
Die Aufgabe, in den Ebenen P bezw. Q die Gelenkpunkte 4 und B zu bestimmen, in
denen die beiden Ebenen durch eine dritte Ebene § gelenkig verbunden werden kinnen,
ist nun auf die Frage nach den Kreispunkten im System der Relativlagen zuriickgefiihrt.
Man zeichnet zu den Folen R'°.... B% die Mittelpunktkurve, welche den geometrischen
Ort aller Punkte B, der Ebene @, darstellt, die als Gelenkpunkte in @, gewihlt werden
konnen. Die diesem Punkte B; zugeordneten Gelenkpnnkte 4, der Ebene P, liegen auf
der Kreispunktkurve, die durch die 1’unkte 1'% Ri*, R'S) I ** bestimmt ist. Man kann
also bei je vier einander zugeordneten l.agen der Ehenen P und (J den einen der beiden
Gelenkpunkte nicht mehr willkiirlich annehmen, sondern muf ihn auf einer bestimmten
Kurve, der Mittelpunktkurve bezw. der Kreispunktkurve, wihlen. Greift man einen be-
liebigen Punkt A; aul der Kreispunktkurve in der Relativebene R, heraus und ermittelt
seine homologen Punkte 4,1, 4;1, 4,' in den Relativebenen R», I}y bezw. I, so liegen
Ay, AaY, 43, 441 aul einem Kreise um einen Punkt B, der Ebene Q;, der auf der Mittel-
punktkurve der Relativebenen R, Ry, R;, I’y gelegen ist. Man verfihrt nun weiter, wie
es oben bei je drei Lagen der Ebenen P und  angegeben wurde. Man betrachtet 4,
als Papkt der Ebene P; und Xkonstruiert seine homologen Punkte 4;, 43, 4, in den
Ebenen P;, P;, P,, und ebenso bestimmt man zum Panke B, der Ebene @Q; die homo-
logen DPunkte /D5, B3, By in den Ebenen Q;, Qi, Q. Dann ist, wie gefordert wurde,
A, B = A3 Bs = 43 B; = A, By, so daB also die Ebenen P und ¢ in den Punkten 4 bezw.
B durch eine starre dritte Ebene gelenkig verbunden werden kiénnen. Da es unendlich
viele Paare zugeordneter GGelenkpunkte 4 bezw. B in den Ebenen P hezw. Q gibt, so
kann man noch eine weitere Annahme machen, durch die dann die Gelenkpunkte fest-
gelegt sind. Fordert man z. B., dal die Entfernung 4B einen vorgeschriebenen Wert [
hat, so zeichnet man fiir drei der vier Relativebenen &, R:. Rs, By, z. B. tiir B, Ry, Rs,
in B, die Ri-Kurve fiir » =1, welche die Kreispunkikurve der Ebene [ in den ge-
suchten Pankten 4, schneidet, Jeder der erhaltenen (im allgemeinen sechs) Schnitt-
punkte kapn in der Ebene P, als Gelenkpunkt verwendet werden. und zn jedem ist ein-
deutig ein Gelenkpunkt By in der Ebene Q: bestimmt, wobei 4, B, =l ist.

Sind tiinf einander zugeordnete Lagen der Ebenen P und Q gegeben, so findet
man in den Relativiagen der Ebene P gegen die Ebene Q, fiinf Relativehenen
Ry, Ry, Ry, By, B; mit den zehn Polen R'’, ' usw. Die Gelenkpunkte 4 bezw. B der
beiden Ebenen P und Q ergeben sich dann auf Grund der friiheren Untersuchungen wie
folgt. Zu den fiinf Relativebenen zeichnet man zwei Mittelpunktkurven, z. B fiir
Ry, R:, Rs, By und Ry, B;, R;, B; und erhilt in den (im allgemeinen vier) Schnittpunkten
beider Kurven Punkte /3;, von denen jeder als Gilenkpunkt der Ebene Q; verwendet
werden kann. Die bomologen Pupkte B, B;, By B; sowie der zugeordnete Gelenkpunkt
A der Ebene P mit seinen homdclogen Lagen 4., ds, 43, 45, A5 ergeben sich dapn in
derselben Weise, wie es oben bei je vier Lagen der Ebenen P und  angegeben wurde.
Bei je rechs und mebr zugeordneten Lagen zweier Ebenen P und @ lissen sich im all-
gemeinen nicht mehr (lelenkpuvkte 4 bezw B ermitteln, deren Abstinde in den sechs
Lagen die gleiche Grofie haben.

4, Die Ermittlung der Koppelgelenkpunkte beim Gelenkviereck und beim
Schubkurbelgeiriebe. Die beiden Kurbeln des Gelenkvierecks seien durch die Ebenen
P bezw. Q und die Koppel durch die Ebene S dargestelit (Abb. 13). Hier handelt es sich
um die Aufgabe, in den Kurbelebenen P bezw Q die Gelenk-
punkte 4 bezw. B, in denen die Koppel § mit den Kurbeln
verbunden ist, so zu ermitteln, dal einer Anzahl beliebig ge-
gebener Lagen der Kurbel P eine gleiche Zahl gegebener
Stellungen der Kurbel @ zugeordnet ist. Sind drei Lagen der
Kurbelebenen als einander zugeordnet vorgelegt, so darf man
den einen Gelenkpunkt beliebig wihlen; der andere ist dann
eindeutig bestimmt. Bei vier Lagen bheider Ebenen darf man
einen der heiden Gelenkpunkte auf einer bestimmten Kurve
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willkiirlich annehmen, wihrend bei fiinf zugeordneten Lagen der Kurbelebenen die Ge-
lenkpunkte sich als Schnittpunkte zweier Kurven ergeben, wobei also keine willkiirliche
Annahme mehr gemacht werden darf.

Der Fall des Gelenkvierecks ergibt sich, wenn die simtlichen Pole aller Lagen
der Kurbelebene P in einem Punkte P, und ebenso alle Pole der Lagen der Kurbel-
ebene @ in einem Punkte Q, zusammenfallen. Die Entfernung a der Punkte P,
und Qo, der Steg des Gelenkvierecks, sei gegeben. Es sollen zundchst je drei Lagen
der Ebenen P und Q betrachtet werden, die durch drei entsprechende Punkte F,, Fs, 3
bezw. Fi, Fs, F; hestimmt seien (Abb. 14) Die Drehwinkel der Ebene P, d. h. die
Winkel, um die ihre Lagen
gegeneinander gedreht sind,
werden entsprechend mit ¢,
@13, 033 bezeichnet, die Dreh-
winkel der Ebene Q mit S,
Pz, Bzs. Durch diese Winkel
und den Abstand a der Pole
P, und @, sind die Lagen
der beiden Kurbelebenen de-
finiert.: Um nun die Pole
der Relativlagen der Ebene P
gegen die Ebene @, zu finden,
verfahren wir wie im allge-
meinen Falle. Beim Gelenk-
viereck entarten die Poldrei-
ecke der Ebenen P und Q zu’je
einem Punkte P, bezw. Q,
und man hat an Stelle der
Winkel der beiden Poldreiecke
die Hi#lfte der entsprechenden
Drehwinkel der Ebenen zu
setzen. Man ermittelt nun einen
Pankt P;', der auf dem um
@ mit Qo P, geschlagenen

ADD. 14 Kreise und ferner auf einem
Strahle darch Q, liegt, der
gegen die Gerade Py Qo um den Winkel 313 im Richtungssinn F; Fy gedrebt ist. Ebenso
findet man einen Punkt P3! als Schnittpunkt des Kreises um Q, mit dem Radius P,Q, und
der Geraden durch Q,, die mit P, Q, den Winkel #3Q, ¥, = f;; einschliefit. Ferner kon-
struiert man in Zhnlicher Weise einen Pankt F,', indem man um @, mit QoF; den Kreis
schligt und diesen mit der Geraden durch @, zum Schnilt bringt, die mit Q. %, den
Winkel 83 im Richtungssinn F, F) bildet, und weiter einen Punkt Ej' als Schnittpunkt
des Kreises um Q, mit dem Radius Q. E; und der Geraden durch @, die gegen Q, E;
unter dem Winkel Fj Qy Fi = P geneigt ist. Die Mittelsenkrechten zu Py P! und E; B!
schneiden sich' im Pole R!), die Mittelsenkrechten zu Po P! und E; Ey' in R'® und die-
jenigen zu P! P;! und E,'E;' in R¥, wobei R'?, B'°, R¥ die Pole der relativen Lagen
der Ebene P gegen die Ebeve @ sind. Hierbei schliet die Gerade Q, B'% die Mittel-
senkrechte zu P, P}, mit P, Q, den Winkel Y/,3); ein, da der Winkel Py Qo Pi' =P
durch Q, R'? halbiert wird. Ebenso findet man, daf die Gerade QyR'* mit Q, Py den
Winkel 1/2['213 bildet.

Wie allgemein gezeigt wurde, gelten die Pole R!'’ und R'? sowohl fiir die Relativ-
lagen der Ebene P gegen die Ebene Qi, wie auch umgekehrt fiir die relativen Lagen
der Ebene Q gegen die Ebene P;. Hieraus folgt, daf R'? und R'* auch auf Geraden
durch P, liegen, die mit P, Q, d e Winkel ;¢35 bezw. /343 bilden. Was die Lage des
Poles R* anbelangt, so hat der Winkel, den die Gerade Q, R*® mit P, Qo einschliet, die Gréfe

— B PoQB 4+ A s Py' Qi Pyt) = — (P12 + Yafaa)

= _(P’I? + E‘I‘S-;—P)E) = — Y3 (313 + Bis).

Hijerdurch ist die unter diesem Winkel gegen P, Q, geneigte Gerade durch Q, als
ein geometrischer Ort fiir den Pol R?*! gefunden. Da ferner allgemein die Winkel yi3,
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713, J2a des Poldreiecks R R'3EK* gleich der Difierenz der entsprechenden Winkel in
den Poldreiecken der Ebenen P, P;, P; bezw. @1, Q:, @ sind, so folgt unter Beachtung
des Richtungssinnes der Winkel (Abb. 14)

713 = Va(Bia—0u3), ya3 = Y2 (B — @e3), 3 = 180°— Y3 (Bis— etaz).

Durch diese Winke!l ist der Pol E* vollstindig bestimmt. Da bei dieser Art der
Ermittlung des Poles R?* jedoch leicht Fehler unterlanfen konnen, wenn man den Rich-
tungssinn der Winkel nicht genau beachtet, soll noch eine weitere Konstruktion ange-
geben werden. Wie allgemein nachgewiesen
wurde, liegt der Pol R® fiir die Relativ- __¢
lagen der Ebene P gegen die Ebene Q: be- NN \/.2',Z¢ac,3 T4

e
\\

ziiglich der Polgeraden R'R' symmetrisch

zum Pole (£%) der Relativlagen der Ebene Q v/

gegen die Ebene P;. Wendet man die fiir . \ oz 7
die erste Relativbewegung angestellten Be- N )‘(\ 7
trachtungen fiir die wumgekehrte Relativ- )( & PRP
bewegung an, 80 findet man, da der Pol /xRt

(R*) auf einer Geraden durch P, liegen mus, YR o

die mit P,Q, den Winkel — /5 (ays - @13) /;;/_’/, ,,,,,, G-
bildet. Nun lassen sich E?® und (RB?%) in fol- 7, b
gender Weise konstruieren (Abb. 15). Man Abb. 15

zieht durch Qo und P, je eine Gerade unter

dem Winkel — Y/3(Piz + Bis) bezw. — Ys(aiz + ;) gegen Qo Py, welche die Gerade

RR' in N bezw. M unter den Winkeln v bezw. u schneiden, Durch M und N legt
man je eine Gerade, die zu Py M bezw. Qs N in bezug auf R?R'* symmetrisch liegen.
Dann wird Q, N von der Geraden durch M in R?® und P, M von der Geraden durch N
in (R?) geschnitten,

Wenn beim Gelenkviereck vier Lagen der Kurbelebenen P und @ durch die
weiteren Winkel «;; bezw. 3, vorgelegt sind, so hat man auSer den Polen E!¥ R'? R¥
noch die Pole R', R*, R** zu ermitteln. Man verfihrt hierbei ganz entsprechend wie
bei drei Lagen. Der Pol R'* ergibt sich als Schnittpunkt der beiden Geraden durch Fp
bezw. @Qo, die mit Py die Winkel — /3, bezw. — 148y bilden. R** wird dann
ebenso gefunden wie R*%, indem man an Stelle von R?R' die Gerade R'* B benutzt.
Hieraus folgt unmittelbar die Gesetzm#Bigkeit, nach der die Pole der Relativlagen auch
bei mehr als je vier Lagen der Kurbelebenen P und @ gefunden werden konnen

Wenn aufier dem Steg P,Q, eines Gelenkviereckes fiinf béliebige Lagen der
Kurbelebenen P und Q als einander zugeordnet gegeben sind, so 14t sich nunmehr die
Koppel 4B so bestimmen, daB bei der Bewegung des Gelenkviereckes die geforderte
gegenseitige Zuordnung der fiinf Lagen der Kurbelebenen tats#chlich erfiillt wird. Um
die Gelenkpunkte 4 und B, in denen die Koppel mit den Kurbelebenen verbunden ist,
zu finden, zeichnet man in der mit P, zusammenfallenden Relativebene B; zwei Kreis-
punktkurven, z. B. fiir die beiden Systeme R, R, R; By und R, R, R3 EF;, die sich im allge-
meinen in vier Punkten schneiden. Zn diesen ermittelt man in den Ebenen R, Bs, R,
Rs, wie auch in den Ebenen P, P;, P;, P; die entsprechenden Gruppen von vier homo-
logen Punkien 4,1, 4;1, 4;1, 4;1 bezw. 4., 4;, 4;, 4;. Die Punkte 4i, 4.1, 4;1, 4,1, 451
liegen auf einem Kreise um den Mittelpunkt B;, der als Punkt der Ebene Q; anzusehen
ist und zu dem man die homologen Punkte B;, Bi, By, B; in den Ebenen Qi, Q;, Qi, Q
konstruiert. Dann ist 43 B, = A3 B; = A3 B; = A4 By = 45 B; und die Punkte 4 und B
sind die gesuchten Koppelgelenkpunkte. Wenn nur vier gegebene Lagen der Kurbel-
ebenen P und ¢ einander zugeordnet werden sollen, so l#8t sich noch eine Forderung
erfiillen, wobei insbesondere zwei Moglichkeiten erwidhnt seien; entweder ist die Linge
%k der Koppel oder die Linge einer der beiden Kurbeln vorgeschrieben. Im ersteren
Falle zeichnet man in der Ebene R, fiir das System R, Ry R; By die Kreispunktkurve und
z. B. fiir das System I R: By die R;-Kurve fiir den Wert » == k. Beide Kurven schneiden
sich im allgemeinen in sechs Punkten A4,, die der Ebene P, angehiren. Dann ermittelt
man, wie oben angegeben ist, die homologen Pankte A;, A;, A; in den Ebenen P, P;, P,
und die zugeordneten homologen Punkte B, B,, Bs, B, der Ebenen @, Qs, Qs, Qs, wobei
die Forderung 4, By, = 4, B; = 4; B, = A, B, = k ertiillt ist. Wird im zweiten Falle die
Linge der Kurbel Py4 = r, gegeben, so zeichnet man wieder fiir das System R R B &,
in der Ebene R; die Kreispunktkurve und ermittelt deren Schnittpunkte 4; mit dem nm
P, mit dem Radius r; geschlagenen Kreise. Im allgemeinen gibt es vier solcher Schnitt-
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punkte 4;, zu denen man in den Ebenen P;, Ps;, P, die homologen Punkte 4,, 43, A,,

die von P, die gleiche Entfernung », besitzen, und in den Ebenen I, I3, R, die homo-

logen Punkte 4., 451, A;! konstruiert, die mit 4; auf einem Kreise um einen Punkt B

der Ebene (), liegen. Bestimmt man zu B, in den Ebenen Q:, (3, Q. die homologen

Punkte B;, B:, By, s0 ist A, By — A; By = A3 B; = 4. B;, s0 da wir in 4 und B die ge-

suchten Koppelgelenkpunkte gefunden haben.

Von den Sonderfillen des Gelenkvier-

eckes soll der wichtigste, das Schubkurbel-

——— s getriebe, besonders behandelt werden (Abb. 16).

—_— Hier sei der Kurbelmittelpunkt /%, und die

ANNANNAWA AWK Schubrichtung der Kreuzkopfebene gegeben

sz und es seien zunichst wieder drei einander

) zugeordnete Lagen der Kurbelebene P und

B der Kreuzkopfebene ) vorgelegt. Die Pole

Abb. 16 R, R, R* bvezw. (R*) der Relativlagen

von P gegen Q; ergeben sich, wenn man

bei der fiir das Gelenkviereck angegebenen Konstrukiion den Punkt @y als den unend-
lich fernen Punkt einer Senkrechten zur Schubrichtung betrachtet.

Die Drehwinkel der Ebenen P, und P; gegen die Ebene P, seien wieder a3
bezw. ¢;;. Die Lagen @ und @; der Kreuzkopfebene @ gegen die Lage @ seien durch
die Strecken b2 bezw. bz gegeben. Man zieht durch P, eine Parallele zur Schub-
richtung] (Abb. 17) und bestimmt auf dieser die Punkte FEi», K, F:;, indem man die

‘ Strecken Py Iy = — '3 b1s, Py Eys

Y e =— Y3 b1z, PoEyz = — Yo {b1s + brs)
///| P @ p auftrigt. Ferner zieht man durch P,
/// '\‘”-?l 7 2 ?  eine Senkrechte Py P, zur Schubrich-

tung, trigt an diese in P, die gege-
benen Winkel ¢;; und oy3 an und er-
bilt dadurch die Strahlen Py P; und
o P, P;. Hierbei nimmt man 7 auf der
Senkrechten zur Schubrichtung von P,
aus in derjenigen Richtung an, von
der aus gesehen die Lagen @Qi, Q;, Qs
in dem gleichen Sinne auirinander
folgen, wie der Drehsinn der zugeord-
neten Winkel a2 und o3 um #; an-
. gibt. An P, P trigt wan in P, den
VAN Winkel — /3¢9 an, dessen freier
Abb. 17 Schenkel die Senkrechte zur Schub-
rirbtung durch E,; im Pole RB'? schnei-
det. Ehenso ergibt sich R'® als Schnittpunkt der Senkrechten zur Schubrichbtung durch
Fy; mit dem freien Schenkel des in Py, an P, P, angetragenen Winkels — /s @13. In P
trigt man run an P, P; den Winkel — '3 (w2 + a;3) an, dessen freier Schenkel die Ge-
rade R R' in M schneidet. Weiter findet man einen Punkt N als Schnittpunkt der
Geraden R R'S mit der Senkrechten zur Schubrichtung durch E;. Dureh M und N
zieht man je eine Gerade, die zu M P, bezw. NE.; in bezug auf R'?R'* svmmetrisch ist,
und findet auf NEj; bezw. M P, als Schnittpunkte die Pole R’ bezw. (R%).

Sind nicht nur drei, sondern vier oder fiint einander zngeidnete Lagen der
Ebenen P und Q gegeben, so findet man die entsprechenden Pole der Relativliagen,
indem man die drei Lagen P, P;, Pi bezw. Q, Q: Q. behandelt, wobei dann R*! und
(R*) symmetrisch beziiglich der Geraden R'?R!* liegen. In gleicher Weise ergeben sich
die iibrigen Pole. ]

Beim Schubkurbelgetriebe konnen wieder mehrere verschiedene Fragestellungen
auftreten. Wenn gefordert wird, dafl fiinf Lagen der Kurbelebene P und der Kieuz-
kopfebene Q einander zugeordnet sein sollen, so findet map, wie die allgemeinen Unter-
suchungen gezeigt haben, fiir die Lage des Kurbel- und des Kreuzkopfzapfens im allge-
meinen je vier Losungen. Wird verlangt, daf nur vier Lagen der Kurbelebene P und
der Kreuzkopfebene @ einander zungeordnet sein sollen, so kann man wieder eine weitere
Forderung erfiilllen. Man kann entweder die Linge der Kurbel oder die der Plenelstange
vorschreiben oder verlangen, da8 das Kurbelgetriebe zentrisch sein soll, Die beiden
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ersten Fragestellungen sind im allgemeinen Falle des Gelenkviereckes bereits behandelt
worden. Wenn ein zentrisches Schubkurbelgetriebe gefordert wird, so zeichnet man
im System 7, R, R; R, die Mittelpunktkurve, welche die gegebene Kreuzkopfbahngerade
im allgemeinen in drei Punkten B; schneidet, von denen jeder als Gelenkpunkt der Kreuz-
kopiehene verwendet werden kann. Man betrachtet B, als Punkt der Ebene ¢, ermittelt
die bomologen Punkte B;, Bs, B; in den Ebenen Qi Q:, Qi und erhilt damit die Lagen
des Kreuzkopfes. Der Gelenkpunkt 4 der Kurbelebene wird dann ebenso, wie es beim
Grelenkviereck gezeigt wurde, gefunden. Entsprechend verfihrt man, wenn das Kurbel-
getriebe nicht zentrisch sein, wenn aber der Abstand des Kurbelmittelpunktes P, von der
Kreuzkoptbahn einen gegebenen Wert haben soll.

Wenn die Lingen von Pleuelstange und Kurbel gegeben sind, oder wenn das
Kurbelgetriebe zentrisch sein soll und auSerdem die Linge der Kurbel oder der Pleunel-
stange vorgeschrieben ist, so konnen nur noch je drei Lagen der Kurbelebene P und
der Kreuzkopfebene Q willkiirlich einander zugeordnet werden. Sind die Li#ngen r; bezw. &
von Kurbel bezw. Pleunelstange vorgeschrieben und sind drei einander zugeordnete Lagen
Py, Py, P; bezw. Qi, Q:, @ von Kurbel- bezw. Kreuzkopfebene gegeben, so ermittelt man
zunichst wieder die Pole R'?% R!'3 R der Relativlagen von P gegen Q und zeichnet
za jhnen in der Ebene R; fiir den Wert »r =% die R;-Kurve, die den um P, mit dem
Radius 7 geschlagenen Kreis in den gesuchten Punkten 4; der Ebene P, schneidet, von
denen jeder als Gelenkpunkt der Kurbelebene verwendet werden kann. Konstruiert man
zu einem der gefundenen Punkte A;, aufgefafit als Punkt der Ebene &), die entsprechenden
Punkte 4:' und 4;' der Ebenen /3 bezw. R;, so gibt der Mittelpunkt By des Kreises
darch 4;, A:', 4;', der den gegebenen Radius & hat, die Lage des Kreuzkopfzapfens in
der Ebene Q; an.

Sind wieder drei zugeordnete Lagen der Ebenen P und Q vorgelegt und ferner
die Bahngerade des Kreuzkopfigelenkpunktes und die Kurbellinge », gegeben, so kon-
struiert man im Poldreieck R R'*R* zu einer Anzahl von Punkten (4,) des um P,
mit 7, geschlagenen Kreises diejenigen Punkte (B:), welche Mittelpunkte der Kreise durch
drei entsprechende Punkte (4:), (4:%), (45') der Ebenen Ry, R, R, sind. Die so gefun-
denen Punkte (B;) bilden eine Kurve vierten Grades, welche die gegebene Bahngerade
des Kreuzkopfgelenkpunktes in den gesuchten Punkten B, schneidet. Diesen Punkten B,
lassen sich dann in bekannter Weise ebensoviele Punkte A; zuordnen, welche die Lage
des Kurbelzapfens in der Ebene Pi angeben. Wenn statt der Kurbellinge r die Linge k
der Pleuelstange gegeben ist, zeichnet man fiir die Pole R'%, R'% (R?") in der Ebene R
die #;-Kurve fiir den Wert » = & und erhilt in deren Schnittpunkien B; mit der gegebenen
Bahngeraden die gesnchten Lagen des Kreuzkopigelenkpunktes in der Ebene Q. Im Pol-
dreieck R!?R'*(R*%) konstruiert man zum Punkte B, der Ebene R, die entsprechenden
Punkte B;! bezw. B;! der Ebenen R; bezw. 3. Der Mittelpunkt 4, des Kreises durch
B\, B;!, B;! gibt dann die Lage des Kurbelzapfens in der Ebene F: an.

5. Die Forderung bestimmter Geschwindigkeiten. Bei der Synthese der
Mechanismen tritt mitunter die Forderung auf, daB eine bewegte Ebene neben anderen
Bedingungen noch solche erfiillen soll, die ihren Geschwindigkeitszustand betreffen?).
Da zur Bestimmung des Geschwindigkeitszustandes einer Ebene die Lage des Momen-
tanpoles bekannt sein muff, so miissen wir auer den bisher betrachteten Polen, die sich
auf je zwei endlich verschiedene Lagen einer Ebene beziehen, noch den Momentanpol
hinzunehmen.

Bei den weiteren Untersuchungen soll nun folgende allgemeine Aufgabe behandelt
werden. Es seien mehrere Lagen P, P», ... bezw. Qi, Qz, . . . zweier Ebenen P bezw. Q
als einander zugeordnet gegeben, und es sollen beide Ebenen durch eine dritte Ebene &
in den Punkten A bezw. B gelenkig verbunden werden. In einer der Lagen, z B. P,
bezw. @i, in der die beiden Momentanpole Ilp bezw. Ilg gegeben seien, sollen die
Winkelgeschwindigkeiten beider Ebenen ein vorgeschriebenes Verhiltnis 1 = wg; : @p be-
sitzen. Auf Grund dieser sowie anderer gegebener Bedingungen sind dann die Gelenk-
punkte 4 bezw. 53 zu ermitteln,

Nimmt man zun#chst die Punkte 4 und B als bekannt an, so schneiden sich die
Geraden [Ty A; und [15 B, im Momentanpol ITg (Abb. 18) der Ebene ), und die Ge-
schwindigkeiten v4; bezw. vp der Punkte 4, bezw. B, sind den Entfernungen a; bezw.
b von [Ig proportional; es ist also vpi : v = by a.

1) Hiertiber vergl. M. GrlUbler, Getriebelehre, 8. 113 u. f.
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Ferner ist
Vp1 — Tm Wg und Va1 = T4t ®Op1,
wobei
rp — Hg. B1 und T4 = nPl Al
ist. Wenn v gegeben ist, so trigt man auf A Ilp
die Strecke A, V. = v4 auf unnd zieht durch V. zu
A, B, die Parallele, die B; 1Ty in Vs schneidet Dann
stelit B, Vs die Geschwindigkeit vz des Punktes B,
dar. Wihlt man hierbei den ZeichnungsmaBstab so,
daB Va1 D74 und daher wp, 21 iSt, 80 liegt VBl auf
der durch ITp, zu 4; B, gezogenen Parallelen (Abb 18).
Wenn nun andrerseits die Winkelgeschwindigkeit wg
der Ebene Q; einen vorgeschriebenen Wert wg =1 a1p
besitzen soll, so mufi der Punkt B, eine Geschwindig-
keit
ve' =7m i 0p
haben. Entsprechend ergibt sich anf B I7; ein Punkt Vm', wobei unter der obigen
Annahme (wp 2= 1)

Abb. 18

B\ Vy' =irm
ist. Man findet also den Punkt Vp /', indem man, z. B. mit Hilfe eines auf das Verhiltnis 1
eingestellten Reduktionszirkels, auf B, Ily, von B, die Strecke Arp auftrigt. Der gefor-
derte Geschwindigkeitszustand der Ebene @ wird nun erreicht, wenn die beiden Punkte
Ve und Va' zusammenfallen.

Wir hatten gefunden, dafi die Gelenkpunkte 4 und B bestimmt sind, wenn man je
fiinf Lagen der Ebenen P und Q einander zuordnet, und dafi in diesem Falle daher
weitere Bedingungen nicht erfiillt werden kénnen. Wenn dagegen eine Zuordnung von
nur vier Lagen gefordert wird, so kann man in einer der vier Lagen noch einen be-
stimmten Geschwindigkeitszustand der Ebene @ vorschreiben. In dem Falle schlieBlich,
in dem 'pur drei Lagen der Ebemen P und @ als einander zugeordnet gegeben sind,
kann man in zwei dieser drei Lagen einen bestimmten Geschwindigkeitszustand verlangen.

In dem ersteren Falle, in dem vier Lagen der Ebenen P und @ vorgelegt sind
und in der Lage 1 das Verhiltnis 2 gegeben ist, findet man fiir die Punkte 4, und B;
je eine Kurve als geometrischen Ort. Um diese beiden Kurven zu finden, konstruieren
wir die friiher definierten Pole R'%, R'3,
R“, Raz, R“, R3 sowie (R”), (R“), (R“)
der Relativiagen von P gegen Qi und
umgekehrt derjenigen von Q gegen P
und zeichnen fiir die Pole R!% R!3, RY
B®, RM, R% bezw. R', R, R, (R%),
(R*), (R*) die Mittelpunktkurve m bezw.
(m). Dann ist m der geometrische Ort
aller Punkte B; und (m) derjenige der
Punkte 4,. Auf den beiden Kurven er-
mtteln wir eine Anzahl einander paar-
weise entsprechender Punkte 4, bezw. B,
und konstruieren mit Hilfe der Momentan-
pole Ilp, und Ily unter der Annahme
wp 21 die entsprechenden Punkte Vi,

Abb. 19 die eine Kurve g bilden (Abb 19). Fer-

ner ermitteln wir in der oben angegebenen

Weise die entsprechenden Pankte V', indem wir auf B, [Ty, die Strecke By V' =1 By’ [Ty,

auftragen, und erbalten fiir die Punkte V' eine Kurve g'. Die Schnittpunkte der Kurven g

und # sind diejenigen Punkte Vz° welche die gesuchten Gelenkpunkte 4 bezw. B be-

stimmen. Die Gerade Iy Vg schneidet die Kurve m in dem Gelenkpunkt 5% dem
auf (m) ein Punkt A4,° entspricht. _

Wenn nur drei gegebene Lagen P, P;, P; bezw. Q, (%2, Qs der Ebenen P und Q
einander zugeordmet werden sollen und die Verbiltnisse der Winkelgeschwindigkeiten
A, = wo: wp in der Lage 1 und A; = wg : 0p; in der Lage 2 mit den Momentanpolen
IIp,, I1p; bezw. I, Iy gegeben sind, so erhilt man die Gelenkpunkte 4 und B auf Grund
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der folgenden Ueberlegung. Wie wir frilher gefunden hatten, 148t sich bei drei einander
zugeordneten Lagen der Ebenen P und Q zu jedem Punkte A der Ebene P eindentig
ein Punkt B der Ebene Q bestimmen. Allen Punkten 4;, die auf einer Geraden g, liegen,
entspricht als geometrischer Ort der Punkte B; ein Kegelschnitt k;, der durch die drei
Relativpole R'3, R'3, R*3 geht!) und daher bestimmt ist, wenn wir zu zwei beliebigen
Punkten 4, der Geraden ¢, die zwei entsprechenden Punkte B; aufgesucht haben, da sich
aus fiinf gegebenen Punkten der Kegelschnitt konstruieren 14ft.

Wir ermitteln nun zun#ichst den geometrischen Ort @, der Punkte 4,, fiir die in
der Lage 1 der Ebenen P und Q der geforderte Geschwindigkeitszustand erzielt wird,
und suchen dann auf der Kurve a; die Punnkte 4, so zu bestimmen, daff auch in der
Lage 2 die beziiglich der Geschwindigkeit gestellte Forderung erfiillt wird. Wir ziehen
in der Ebene P, eine beliebige Gerade g, durch den Momentanpol /1p, und ermitteln den
dieser Geraden zugeordneten Kegelschnttt £, in der Ebene Q;, indem wir zum Punkte
IIp; und zu einem beliebigen zweiten Punkte D; der Geraden g, die entsprechenden zwei
Punkte G, bezw. H; der Evene Q; aufsuchen und durch diese sowie die Pole RB'?, R'? R*
den Kegelschnitt legen (Abb. 20). Dann wiblen wir aunf g, eine Reihe von Punkten 4,

bestimmen auf k; die entsprechen- I
den Punkte B, und ermitteln mit 0\01
Hilte der GréBe A; auf den Strahlen Ny
Iy B, in der oben angegebenen AN
Weise die Punkte Vs und V|, AN

die je eine Kurve # bezw. g’ bilden,
welche sich in dem gesuchten
Punkte V3 schneiden. Die Gerade
I, V5 ° schneidet den Kegelschnitt
ki, in dem Punkte B;° zu dem
man auf ¢ den entsprechenden
Punkt 4,° findet, indem man durch
B, zu Ve Ilp die Parallele zieht.
Wendet man dieses Verfahren wie-
derholt an, so erhdlt man in der
Ebene P, auf jeder durch ITp ge-
legten Geraden einen Punkt A4,°
Hierbei ist zu beachten, dafi die
simtlichen Kegelschnitte, die in der
Ebene @, dem Geradenbiischel durch
Ilp, der Ebene P, entsprechen,
durch vier Punkte gehen und zwar
durch R'?, R'3, R und denjenigen
Punkt Gi der Ebene Q;, der dem
Punkte ITp der Ebene P; entspricht.
Die gefundenen Punkte 4,° bilden
eine der Ebene @Q; angehdrende
Kurve, die den oben definierten Abb. 20

Ort a; darstellt. Zu a, zeichnen

wir die homologe (kongruente) Kurve a; in der Ebene P, und suchen zu einer
Reihe von Punkten A4; der Kurve a; die zugeordneten Punkte B; der Ebene Q
anf. In der gleichen Weise, wie es oben angegeben wurde, ermitteln wir unter
Benutzung der Momentanpole /T, und 17, sowie des gegebenen Winkelgeschwindigkeits-
verhiltnisses 42 zu jedem Punktpaare A;, B, je einen Punkt Vg und einen Puukt Vi
und erhalten hierbei wieder zwei Kurven 8 und #, die sich in demjenigen Punkte Vg°
schneiden, durch den dann die gesuchten Gelenkpunkte A; und B, bestimmt sind. Wenn
man die Ebenen P und Q in diesen Punkten durch eine dritte Ebene S gelenkig mit-
einander verbindet, so werden hierbei die gestellien Forderungen erfiillt, indem die drei
Lagen P, P;, P; der Ebene P den Lagen Qi, Qi, Q: der Ebene Q zugeordnet sind und
das Verhiltnis der Winkelgeschwindigkeiten beider Ebenen in den Lagen 1 und 2 die
vorgeschriebenen Werte 4; bezw. A Dbesitat.

1y Hierfiber vergl. L. Burmester, Lehrbuch der Kinematik, 8. 605.
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6. Die Forderung von Toflagen. Sind zwei Ebenen P und @ durch eine
dritte Ebene & in den Punkten 4 bezw. B gelenkig verbunden, so nennen wir die-
jenigen Lagen der Ebene Q, in deven sie sich wihrend der Bewegong der Ebens P in
Ruhe befindet, ihre Totlagen. Wenn mehrere zugeordnete Lagen der Ebenen P und
Q gegeben sind, wobei die Ebene Q in ein oder zwei dieser Lagen sich in Totlagen
befinden soll, so erkennt man unmittelbar, daf die Konstrukiion der gesuchten Gelenk-
punkte 4 und B dieselbe bleibt wie im vorigen Abschnitte, wenn man dort das Ver-
hiltnis der Winkelgeschwindigkeiten 4 — wg, : @p; gleich Null setzt.

Wenn vier Lagen der Ebenen P und Q einander zugeordnet werden sollen und
die Lage Q: eine Totlage sein soll, so zeichnet man zunichst wieder die beiden Mittel-
punktkurven m bezw. (m) in den Ebenen () bezw. P, und bestimmt dann die Kurve 8
der Punkte Vy. Der Punkt, in dem diese Kurve g die Mittelpunktkurve m schoeidet,
ist der gesuchte Gelenkpunkt B; der Ebene Q;. Sind nur drei Lagen der Ebenea P
und Q vorgelegt, wobei die Ebene Q in den Lagen Q; und Q; Totlagen haben soll, so
zeichnen wir in der Ebene P, das Geradenbiischel durch den Momentanpol I75, und das zuge-
ordnete Kegelschnittbiischel
in der Ebene Q;. Zu jedem
der Kegelschnitte zeichnen
wir die Kurve der Punkte
Vm, dié den ersteren in
einem Pankte B, schneidet,
und finden hierdurch fiir die
Punkte B;® eine Kurve b:°
Zu dieser zeichnem wir in
der Ebene Q; die homologe
{(kongruente) Kurve 5;°. Wir
ermitteln dann zu einer Reihe
von Puokten B;® der Kurve
b.° die entsprechenden Punkte
A;° der Ebene P:; und kon-
struieren die zugebdrige
Kurve S der Puankte V.
Diese Kurve f§ schneidet die
Abb. 21 Kurve b,° in dem gesuchten

Abb. 22
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Gelenkpunkte B; der Ebene Qi, durch den dann der Gelenkpunkt 4; der Ebene I; und
damit die Ebene § bestimmt ist.

Eine andre Konstruktion der Totlagen folgt daraus, daB, wenn Q, eine Totlage sein
soll, die Pankte B, 4; und der Momentanpol [1p, in einer (reraden liegen miissen. Wenn
die geometrischen Oerter der Punkte 4; und B;, die Kurven a; bezw. 0;, ermittelt sind,
80 legt man durch je zwei zusammengehorige Punkte 4, und DB eine (ierade und fillt
auf diese vom Momentanpol I1» der Ebene P, das Lot IIp F =f (Abb. 21). Dann trigt
man auf der Geraden A, B, die Strecke 4, C — f aut und erhilt als geometrischen Ort
der Punkte C unter Beriicksichtignng des Richtungssinnes der Lote eine Kurve ¢, welche
die Kurve a, in dem gesuchten Gelenkpunkte 4,° schneidet. Den andern Gelenkpunks
B,° findet man daon als Schnittpunkt der Geraden I/p 4,° mit der Kurve &.

7. Untersuchungen an der Heusingersteuerung. Um zu zeigen, in welcher
Weise sich die Ergebnisse der vorliegenden Betrachwungen in praktischen Fillen an-
wenden lassen, sollen zunichst einige Untersuchungen an der Dampfmaschinenumsteue-
rung von Heusinger von Waldegg durchgefiihrt werden. Es ist jedoch nicht beab-
siobtigt, hier auf die Steuerung als solche niber einzugehen, sondern es sollen an dem
Beispiels der Heusingersteuerung einige Fragestellungen erdrtert werden, die von allge-
meiver Bedeutung fiir die Konstruktion von Mechanismen bezw. Getrirben sind.

Den Untersuchungen ist die in Abb. 22 schematisch dargestellte Steuerung zu-
grunde gelegt, bei der
fiir alle Stangen winkel ,
rechte Mittellage ange- “cz
nommen und eine als !
normal gegebene Fiil- 47 T
lung von 35 vH einge-
stellt ist. Es wurden
die vier l.agen Vor-
einstrémen, Expan-
sion, Vorausstrg-
men und Kompres-
sion durch ein Miiller-

sches Schieberdia-
gramm ermittelt und
entsprechend durch die
Marken 1, 2, 3 bezw. 4
kenntlich gemacht. Die
Bahnen der Gelenk-
punkte sind in Abb. 22
eingezeichnet, um die

Bewegungsvorginge
deutlicher hervortreten
zu lassen.

a) Der Antrieb
der Kulisse. Die
Kulisse, die sich um
den festen Punkt E
dreht, wird durch die ‘
um A4 (die Kurbelwelle) 5\
drehbare Exzenterkur-
bel A B mittels der Iix-
zenterstange [37) ange-
trieben.  Damit, wie
verlangt wird, den bei-
den vertikalen Stellun-
gen A Brr und A(Bim)
der Exzenterkurbel die

gleiche Stellung der £
Kulisse entspricht, muf 47 bt
die zugeordnete Lage T

Dy des Panktes D der Abb. 23
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Kulisse auf der Geraden a liegen, die der Kreuzkopimittelpunkt M beschreibt (Abb. 23).
Das Bestreben, die Dampfverteilung zu verbessern, fiihrt auf die Forderung, den
Kulissengelenkpunkt D so zu bestimmen, da der den beiden horizontalen Stel-
lungen ABr und ABir der Exzenterkurbel zugeordnete Kulissendrehwinkel D;E D
durch die dem Pankte B entsprechende Lage XEDj; halbiert wird. Es handelt
sich hier um ein Gelenkviereck ABDE mit den Festpunkten 4 und %, bei dem je
drei Lagen der beiden Kurbeln 4B und ED als einander zugeordnet und ferner
der Gelenkpunkt B der einen Kurbel gegeben sind. Dapn ist der Gelenkpunkt D
der Kulisse eindeutig bestimmt, so da die weitere Forderung, daB die Mittellage Dy
von D aunf der Geraden @ liegen soll, nur erfiilllt werden kann, wenn man
z. B. den Kulissendrehwinkel D;Z Djr micht als gegeben annimmt. Man verfihrt nun
folgendermaBen. Fiir einen beliebigen Kulissendrehwinkel D;ED;r = 2 @ ermittelt man
die relativen Lagen der Kulisse gegen die Mittelstellung der Exzenterkurbel 4 By Za
diesem Zwecke wihlen wir auf der Kulisse einen beliebigen Punkt 4 mit seiren drei
Lagen AI, AII. -//III (Abb. 23) und ermitteln die Punk(e AIIII, 4111“- powie E[HI, E]IIII
als dritte Fckpunkte von Dreiecken, indem wir By Ad77T 82 B Ady, BinAdtv
a8 BUAAII, .Bu[AE]"I a5 B]AE, B]H.AE”III & BlIAE machen. Die Mittel-
senkrechten zu E ™ Erp’’I und 4/ A717 gchneiden sich im Pole R!'?; entsprechend
ergeben sich die Pole R!'* bezw. R** als Schnittpunkte der Mittellote zu EE/! und
4’1)1411" bezw. EEIIIII und :.’1”1.4’11”1. Die Winkel [24%:3 und 33, die BIUR” bezw. .B]ulzﬂ3
mit B'*R'? bezw. R?*R'* bilden, trigt man an R¥R?® in R'* bezw. E** an und erhilt
als Schauittpankt der beiden freien Schenkel den Punkt Dp/, der als Gelenkpuukt der
Kulisse in ihrer Mittelstellung die Eigenschaft hat, daf er mit den beiden #uferen
Kulissenstellungen die gleichen Winkel o einschlieft. Wiederholt man das angegebene
Verfahren fiir einige andre Werte von «, so ergeben sich entrprechende Punkte D,
die eine Kurve 0 bilden. Der Schnittpunkt D;; dieser Kurve 8 mit der Geraden a ist
dann der gesuchte Kulissengelenkpunke und BrDjy; ist die Linge der Exzenterstange.
Wie die Konstruktion (Abb. 23) zeigt, muf, um die oben angegebene Forderung zu er-
filllen, der Kulissengelenkpunkt um eine gewisse Sirecke nach der Kurbel hin verlegt
werden. Dieses Ergebnis stimmt mit dem von Pfitzner') gefundenen iiberein, der jedoch
den Punkt D nur durch Probieren ermittelt.

b) Die Authingung der Kulissenstange. Wie die bereits erwihnten Unter-
suchungen von Pfitzner ergeben haben, mufi zur Erzielung einer gleichférmigen Dampf-
verteilung auf Kurbel- und Deckelseite des Zylinders danach gestrebt werden, daB bei
einer bestimmten, z. B. der normalen, Fiillungseinstellung der Kulissenstein wihrend der
Bewegung der Steuerung sich nicht gegen die Kulisse verschiebt, d. h. daff die den ge-
gebenen vier Stellungen des Mechanismus entsprechenden vier Lagen des Gelenkpunktes
F des Kulissensteins anf einem Kreise um den Kulissendrehpunkt & liegen. Die in
Abb. 22 eingezeichnete Bahn des Punktes F' zeigt deutlich die Abweichung von der
Kreisbahn und daher die Unvollkommenheit der gezeichneten Steuerung. Die angegebene
Forderung 148t sich bei richtiger Wahl des Aufhingepunktes G der Kulissenstange FK
erfiillen. In diesem Falle werden die vier Lagen des Pupktes F entsprechend den zu-
geordneten Exzenterstellungen auf einem Kreise num £ gewi#hlt. Die zugehorigen Lagen
des Endpunktes K der Kulissenstange sind dann, falls die Lingen KL und ¥FX als ge-
geben angesehen werden, durch die vier Schieberstellungen, d. h. die Lagen des Punktes
L, bestimmt. Damit sind die vier Lagen der Kulissenstange FK als bekannt zu be-
trachten, und es handelt sich nun um die Aufgabe, diejenigen Punkte in der Ebene der
Kulissenstange zu ermiiteln, deren vier entsprechende Lagen auf einem Kreise liegen.
Diese Punkte wiirden dann als Aunfhiingepunkte verwendet werden kinnen.

Da die vier Lagen der Kulissenstange nach Abb. 22 zu wenig voneinander ab-
weichen und daher kein deutliches Bild der Konstruktion ergeben, wird in Abb. 24 ein
Beispiel mit anderen Abmessungen, jedoch im iibrigen den gleichen Bedingungen, vor-
gefiihrt. Es sind vier Lagen einer Ebene ¥ X in der Weise gegeben, daf die vier ho-
mologen Lagen des Punktes # auf einem Kreise um den Punkt I liegen, wihrend die
vier entsprechenden Lagen des Punktes K beliebig gewihlt seien. Man ermittelt hier
die sechs Pole P2, P'3 P Pl Pt P die zu den vier Lagen der Ebene FA ge-
héren und zeichnet dann fiir eine der vier Lagen, z. B. fiir die Lage 1, die Kreispunkt-

) Ptitzner, Untersuchungen an der Heusingerstenerung, Zeitsehr. Ver. deutseh. Ing. 1805,
S. 481 u. 1.
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kurve X, die dann in der Lage 1 der Ebene FK der geometrische Ort aller Punkte ist,
deren vier homologe Lagen auf einem Kreise liegen, und die daher bei der Heusinger-
stenerung als Authiingepunkte der Kulissenstange in Betracht kommen. Um den Auf-
hiingepunkt aut der Kurve &, festzulegen, kann man noch eine Annahme machen bezw.
noch eine weitere Forderung erfiillen. Verlangt man z. B., daB der Authingepunkt auf
der Geraden FK liegt, so tindet man ihn als Schnittpunkt dieser Geraden mit der Kurve
k. Von den drei Schnittpunkten, die sich hierbei ergeben, ist der eine der gegebene
Punkt ¥, wihrend die beiden anderen G/ und '/, die mit ihren entsprechenden
Puankten G:’, Gi/, G4’ bezw. G3”,
@3, Gy’ aul je einem Kreise um
H’ bezw. H' liegen, als Aunfhlinge-
punkte dienen kionnen. Wenn da-
gegen eine bestimmte Linge ! der
Auth¥ngestange (' H vorgeschrieben
ist, so zeichnet man in der Lage 1
der Ebene FK fiir drei der vier
Lagen die R,-Kurve fiir den Wert
»==1. Diese schneidet im Falle
der Abb. 24 die Kreispunktkurve k;
in vier reellen Pankten Gy, G:i'/,
G, G, von denen jeder mit G
seinen drei homologen Punkten
GBI, GzI, G;I bezw. Ga”, G’a”, G;”
bezw. Ga”’, GaIII, Gg”l bezw. GQIV,
G, G,V aut je einem Kreise vom
gleichen vorgeschriebenen Radius { Abh. 24a
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liegt, deren Mittelpunkte mit H/, HZ, H''I bezw. H'" bezeichnet sind. Fiihrt man
also, abgesehen von dem auf dem Kreise um /. bewegten Punkt /, einen der vier
Schnittpnnkte, z. B. G!I' (Abb. 24a) auf einem Kreise um den zugehorigen Mittel-
punkt H', so ist die Bedingung erfiillt, daB der Punkt K bel der Bewegung des erhal-
tenen Gelenkviereckes I/ F'GG /]l die vier vorgeschriebenen Lagen I, K., K;, Ks duorch-
1#uft, die den ehenfalls gegebenen Lagen Fy, Iy, F3, Fy des Punktes F entsprechen.

Bei der Heusingersteuerung wird es wegen der Kiirze des von F zuriickgelegten
Weges in der Regel geniigen, wenn man nur drei l.agen des Punktes F auf dem Kreise
um E annimmt, etwa die beiden Totlagen und eine mittlere Lage. Demgemifi seien
auch drei zugeordnete Lagen des Punktes K vorgelegt, so daB drei l.agen der Fbene FK
als gegeben angenommen werden kénnen. Hier darf man, um den Aufhiingepunkt ¢+ zu
bestimmen, noch zwei weitere Annahmen machen. Wihlt man z. B. den Aufhingepunkst
G willkiirlich, so ergibt sich der Punkt 7 als Mittelpunkt des Kreises durch die drei
entsprechenden Lagen (7, G, G3, wobei die Linge der Aufhiingestange (‘'H der Radius
dieses Kreises ist. Wenn dagegen die Aufhi#ngestange G'H eine gegebene Linge ! haben
soll und ferner gefordert wird, daB der Aufhingepunkt G auf der Geraden /"A liegt, so
ermittelt man die sechs Schnitipunkte Gi7, Gv*, G1¢, G\% G\, G/ dieser Geraden mit der
in der Lage 1 fiir » =1 gezeichneten E,-Kurve. .Jeder der sechs Schnittpunkte kann als
Aufhingepunkt benutzt werden (Abb. 24).

¢) Der Stenerungsantrieb seitens des Kreuzkopfes. Die Bewegung des
Kreuzkoptes wird darch die Kreuzkopischwiuge NO und die Stange OL, die ihrerseits
im Punkte K von der Kulissenstange F' K angetrieben wird, auf den Schieber iibertragen,
dessen Bewegung mit der des Punktes L identisch ist. Fiir eine bestimmte Fiillung sei
die Schieberbewegung, d.h. die Bewegung des Punktes I und ferner die von der Ku-
lisse abgeleitete Bewegung des Punktes K gegeben, so da die Bewegung der Stange K I.

———
\.\\
YA
BN
N

Sr

Abb. 25
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in ihrer Zuordnung zu der gegebenen Kreuzkopfbewegung als bekannt angesehen werden
darf. Die vier Lagen Voreinstibmen (1), Expansion (2), Vorausstrémen (3) und Kom-
pression {4) der Stange KI nnd des Kreuzkoples A/ seien fiir die geforderte Fiillung
bestimmt. Gesucht werden die durch die Kreuzkopfschwinge NO verbuudenen Gelenk-
punkte N und O.

Man ermittelt die relativen Lagen der Stange KL gegen eine bestimmte Lage des
Kreuzkoptes. Die Konstruktion, die in Abb. 25 fiir die Lage 2 durcbgefiihrt ist, wird
hier besonders einfach, da der Kreuzkopf eine geradlinige Schiebung vollzieht. Infolge-
dessen ergeben sich die relativen Lagen L,? L;? L,® bezw. K)? K;* K,? der Punkte L
bezw. K gegen die Kreuzkopflage M: durch Verschieben parallel der Geraden ¢ um die
Strecken L] L‘l? = Klfflg = l‘[l Mz, L3L32 —_ 1(31(32 = ,A[a Ma, L4 L42 = Kx K42 = M4 M7.
Fiir die getundenen relativen l.agen K,?L,% K, Ly, K;° ;% K,*L;® der Siange KL kon-
struiert man nun die sechs Pole R'?, R'* R*, R, R* R3' als Schnittpunkte von Mittel-
senkrechten und zeichnet die Mittelpunktkurve m (Mittellinie £, und Hauptbrennpunkt
I',), die in der Kreuzkopfebene den geometrischen Ort aller Punkte N, darstellt. Ferner
konstruiert man in der Lage L. X, der Stange LK die Kreispunktkurve k; (Mittellinie {is
und Hauptbrennpunkt I5;). In dem in Abb. 25 gezeichneten Falle zerfdllt die Kreis-
punktkurve in ihre Mittellinie ;s und einen Kreis um I;. Sie stellt in der Ebene der
Stange K, L; den geometrischen Ort aller Punkte O. dar. Jedem Punkte N: der Mittel-
punktkurve m entspricht eindeutig ein Punkt O. der Kreispunktkurve k;, wobei gegen-
iiber dem Poldreieck R'?R'*%** die Punkte N; und O; sich in der gleichen Weise ent-
sprechen wie in Abb. 23 die Punkte Bir und Din’ Wihlt man also entweder auf m
einen Punkt N, oder auf k: einen Punkt O3, so sind damit alle Abmessungen des
Mechanismus bestimmt, Man kann demnach noch eine, aber auch nur eine willkiirliche
Annahme machen, wobei die Kurven s und k; die Grundlage fiir die weiteren Erorte-
rungen bilden.

s sei verlangt, dafl der Punkt N; auf einer gegebenen (ieraden, z. B. auf einer
Vertikalen durch M,, liegen moge. Hier ergibt sich N; als Schoittpunkt dieser Geraden
mit der Mittelpunktkurve m. Ist dagegen die Linge MN vorgeschrieben, so findet man
N, als Schnittpunkt des um M; mit i/ N geschlagenen Kreises mit der Kurve m. Wenn
bezliglich des Panktes 0 Bedingungen gestellt sind, so benutzt man statt der Mittelpunkt-
kurve m die Kreispunktkurve k;. Soll z. B. O auf der Geraden LK liegen, so ist der
Schnittpunkt dieser Geraden mit der Kurve 4. der gesuchte Punkt O;. Wenn O von L
oder von X eine gegebene Entfernung haben soll, so findet man O; als Schnittpunkt der
entsprechenden Kreise um I. bezw. K; mit der Kurve /..

Es werde gefordert, dal die Kreuzkopfschwinge in zwei Lagen, z. B. 1 und 3,
nach oben bezw. unten den gleichen Ausschlagwinkel mit der Horizontalen einschlieffien
soll. Hier hat man zu beachten, daff die Verbindungslinie des Poles R'° mit einem auf
m beliebig gewihlten Puokte N, die Mittelsenkrechte der zu N; gehdrenden Punkte O,*
und 0;? ist, die auf einem Kreise um N; liegen. Hiernach erhiilt man den gesuchten
Punkt A; als Schnittpunkt der Horizontalen durch R' mit der Mittelpunktkurve m.
Dieser Fall ist in Abb. 25 eingezeichnet.

Ist aus bestimmten Griinden die Linge [ der Kreuzkopfschwinge NO verge-
schrieben, so konstruiert man fiir eins der vorhandenen Poldreiecke in der Lage 2, z. B.
fiir RRR?, die R-Kurve fiir den Wert » =1 = NO (Abb. 2¢), welche die Kreispunkt-
kurve k: in O, schneidet. Es ergeben sich hier insgesamt vier Schoittpunkte 0;, 0, 0"
und 0,”, von denen man den am giinstigsten gelegenen benutzt. Es kaon ferner der
Fall eintreten, dafl noch eine beliebige fiinfte Stellung des Schiebers und der Stange K I
einer vorgeschriebenen Kreuzkopistellung entsprechen soll. Hier zeichnet man die fiinf
relativen Lagen der Stange KL gegen eine der gegebenen Kreuzkopfstellungen und
konstruiert dann zwei Mittelpunktkarven, z. B. fiir die Relativsysteme 1, 2, 3, 4 und 1,
2, 3, 5. Jeder der in Frage kommenden Schnittpunkte (im allgemeinen vier) beider
Kurven kann als Gelenkpunkt N der Kreuzkopfebene verwendet werden. Mitunter wird
verlangt, daf der Schieber in einer der vier gegebenen Lagen sich mdglichst schnell
bewegen soll. Man bestimmt in diesem Falle zun#chst auf den beiden Kurven m und k:
eine Anzahl paarweise einander zugeordneter Punkté N; bezw. U, und Kkonstruiert dann
fiir jeden der hierdurch bestimmten Mechanismen die Schiebergeschwindigkeit. Innerhalb
der durch konstruktive Riicksichten gegebenen Grenzen wihlt man dann diejenigen Punkte
N; und O,, bei denen sich die grifite Schiebergeschwindigkeit ergibt.

26*
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8. Untersuchungen an einer Wilzhebelsteuerung, Es soll eine Wilzhebel-
steuerung fiir den Einlai nach dem in Abb. 27a angegebenen Schema konstruiert werden,
bel der die Wilzbank, die durch den Regler verstellt wird, bei einer bestimmten Fiillung
aber in Ruhe bleibt, als
Wilzkurve eine Gerade
besitzt, die bei der gege-
benen Fiillung gegen die
Ventilspindel unter dem ge-
gebenen Winkel ¢ geneigt
ist. Ferner sei die Lage
der Steuerwelle gegeben
und auf Grund eines
Miillerschen Diagrammes
der der vorgeschriebenen

Fiillang entsprechende
Drehwinkel ¥ der Steuer-
welle ermittelt. Die Kon-
struktion ist in Abb. 27
dargestellt.

Wenn reines Rollen
erfolgen soll, so findet man
bei geradliniger Wilzbank-
kurve fiir die WHizhebel-
kurve eine logarithmische
Spirale mit der Polarglei-
chung

0 == %o tan « olo—m)tana

wobei der asymptotische
Punkt der Kurve (p =0)
der geradlinig gefiihrte
Punkt 4 und z,tana =«
der nach konstruktiven
Riicksichten zu wihlende
Abstand der Bahngeraden
des Punktes 4 vom ersten
Beriihrungspunkt  beider
Wilzkurven (bei aufge-
setztem Ventil) ist. Fiir
diese erste Stellung, in der
Abb. 26 der Ventilhubpunkt 4 sich
in seiver tiefsten Lage .i:
befindet, konstroieren wir die Whlzhebelkurve h als logarithmische Spirale, durch die
nun die Bewegung des Wilzhebels bestimmt ist. Ist fiir die vorgeschriebene Fiillung
der Ventilhub berechnet worden, so ist damit die oberste Lage .{; des Punktes .{ ge-
funden. Bei Fiillungsabschiuff ist der Punkt .1 in die mit 4, zusammenfallende Lage .Is
zuriickgekehrt, wobei die beiden Strecken .4;4: und ds;.d; in gleichen Zeiten durchlaufen
werden mdgen. Weiter verfihrt man in der iiblichen Weise, indem man das Geschwin-
digkeitzeitdiagramm des Punktes 4 annimmt, hieravs die entsprechenden Wegstrecken
durch Integration ermittelt und dadurch das Wegzeitdiagramm fiir 4 findet, wobei daun
der ZeichnungsmaBstab dadurch bestimmt ist, da8 die Hilite des gesamten von .4 zuriick-
gelegten Weges gleich dem Ventilhub A, 4; ist. Um den angenommenen Geschwindig-
keitsverlauf moglichst genau zu verwirklichen, wiblen wir in dem gefundenen Wegzeit-
diagramm zwischen 4; und 4;, sowie zwischen 4; und 4; noch je einen Punkt 4, bezw.
A,, und zwar so, daB diesen beiden Punkten, die zusammenfallen mogen, Exzenter-
stellungen entsprechen, welche die Exzenterdrehwinkel der Perioden 4:4; und 15 4;
halbieren. Durch die Punkte A4;, 4., 43, 4;, 45 haben wir fiinf Lagen des Wilzhebels
bestimmt, die fiinf gegebenen Lagen der Exzenterebene zugeordnet sind. Es sind nun
die Gelenkpunkte C' bezw. E des Wilzhebels bezw. der Exzenterkurbel so zu bestimmen,
daB die angegebene Zuordnung durch eine starre Verbindung der Puankte C und E er-
zielt wird.
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Wir wiblen auf dem Wilzhebel einen beliebigen Punkt B und ermitteln seine fiint
Lagen By, By, By, By, B; in den fiinf angenommenen Stellungen des Wilzhebels. Dann
bestimmen wir die Pole der liinf Lagen des Wilzhebels, wobei sich z. B. P* als Schnitt-
punkt der Mittelsenkrechten zu As; A; und B;Bs ergibt. Da bier die Lagen 1 und 5
sowie 2 und 4 des Wilzhebels zusammenfallen, so sind die Pole P'° und P* véllig un-
bestimmt, wihrend die Pole P'3, P4, P* P hezw. P'3, P% beaw. P¥, I’*! in je einem
Punkte zussmmenfallen. In der Exzenterebene wihlen wir einen beliebigen Punkt F
und bestimmen seine fiinf Lagen auf dem Kreise um Q so, da8 den Punkten F), und Fy
der gegebene Exzenterwinkel v als Zentriwinkel entspricht und daf die Punkte F5, Fs,
F, den Kreisbogen FyF, in vier gleiche Teile teilen. Nun sind die relativen Liagen der
Exzenterebene gegen die Lage 1 des Wilzbebels zu ermitteln. Hierbei ist zu beachten,
dafl im Punkte Q fiinf Lagen Qi, Qs, @3, Qi Qs des Punktes @ der Exzenterebene zu-
sammenfallen. Wir dre-
hen die Ebene F;Q;
mit dem Pol F!? als
Drehpunkt um den Win-
kel Ag P”Al in die
Lage F3'Q:' und finden
dadurch die Punkte Fj’
und Q;’, welche die re-
lative Lage der Ex-
zenterebene 2 gegen die
Wilzhebelstellung 1 be-
stimmen. In gleicher
Weise ergeben sich die
Punkte F3' und Qs’, in-
dem man die Ebene
F;@Q um den Pol P13
mit dem Drehwinkel |
A; P34, dreht, ferner | -
die Punkte F;' und Q' St
durch Drehung um den Abb. 27a
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mit P'? zusammenfallenden Pol P''. Die Punkte @Qs' und %' fallen mit Q bezw.
F; zusammen. Fiir die nunmehr bestimmten fiinf Relativlagen der Exzenter-
ebene 2 gegen die Lage 1 des Wilzhebels suchen wir die zehn Pole R, ... . R auf;
z. B. findet man R* als Schnittpurkt der Mittelsenkrechten zu Q' @' und #,'#3'. Der
gesuchte Fxzentergelenkpunkt /£ mufi nun die Eigenschaft haben, daf seine Relativiagen
B, E', E3', E,', E;' auf einem Kreise liegep, dessen Miltelpunkt die Lage Ci des ge-
suchten WHlzhebelgelenkpunktes ist. Wir zeichnen zwei Mittelpunktkurven fiir die fiint
relativen Lagen der Exzenterebene. In Abb. 27 sind die Mittelpunktkurven msss fiir die
Pole R¥, R*, R*, R'" und M3 fiir die Pole R'%, R'', R*  R'* gezeichnet. Da diese
letzten vier Pole hier in einer Geraden liegen, so zerfillt dle Mittelpunktkurve mias in
einen Kreis und seinen durch R'?, R', R*, R* gebenden Durchmesser {,3:;;. Die beiden
Mittelpunktkurven schneiden sich aufier in den Polen R, R*, R!* nur in zwei reellen
Punkten, von denen der eine aufierhalb des Zeichnungsraums liegt und nicht brauchbar
ist, wihrend der zweite der gesuchte Gelenkpunki C; in der Wilzhebellage 1 ist. Fiir
ein beliebiges Poldreieck, z. B. B'* R'* R?', bestimmen wir diejenigen drei entsprechen-
den Punkte Ei, E;', E;', die auf einem Kreise um C, liegen. Dann ist F, der gesuchte
Exzentergelenkpunkt in der Exzenterstellung 1, QZE, ist die Linge der Exzenterkurbel
und der Radius C, E; die Linge der Exzenterstange. Bestimmt man noch die Punkte E,'
und E;', z. B. aus dem Poldreieck R*' R R*° so liegen auch diese Punkte auf dem
um C; mit ¢\ E; geschlagenen Kreise. Durch Drehung des Punktes #,' mit P!? als
Drehpunkt um den Winkel 4, P*24, erhiilt man den Pankt E;; ebenso findet man kX,
indem man ;' um P'® um den Winkel 4, P'®4; dreht, und E, durch Drehung von Z,!
um PY, wihrend E; mit E;' zusammentiilll, Die Punkle E,, E;, E;, L, E; liegen auf
einem Kreise um Q und erfiillen die Forderung, da X £, Qs =1 ist und dafi durch
E3, E;, E; der Kreisbogen E, I; in vier gleiche Teile geteilt wird. In Abb, 27a ist die
Steuerung schematisch fiir die Stellung 2 gezeichnet, 36
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Unstetige und mehrdeutige
Lésungen der hydrodynamischen Gleichungen."
Von G. JAFFE in Leipzig.

loser Fliissigkeiten zu Feolgerungen fiihren, die mit der Erfahrung nicht vereinbar
sind. In voller Allgemeinheit 1#fit sich der folgende Satz beweisen ?): ein fester
Kborper, der sich mit konstanter Geschwindigkeit durch eine unbegrenzte, im Unendlichen
ruhende, reibungslose Fliissigkeit bewegt, erffhrt vonseiten der Fliissigkeit keinen
Widerstand in seiner Bewegungsrichtung. Dieser Satz, der h¥ufig als d'Alembertsches
Paradoxon bezeichnet wird, ist ebensowenig mit der Erfahrung ip Einklang, wie das
Auftreten negativer Drucke, das die Theorie ergibt. In einer stromenden Fliissigkeit ist
der Druck mit der Geschwindigkeit durch die Bernoullische Gleichung verkniipft, und
iiberall dort, wo die Geschwindigkeit einen gewissen kritischen Wert iibersteigt, also ins-
besondere in der Nachbarschbaft von vorspringenden scharfen Ecken und Kanten, an denen
die Geschwindigkeit iiber alle Grenzen wachsen mufl, wird der Druck negativ.
Einen Weg, anf dem man beiden Schwierigkeiten entgeht, hat Helmholtz3) ge-
wiesen. In seiner grundlegenden Arbeit iiber diskontinuierliche Fliissigkeitsbewegungen
zeigt Helmholtz, daf man bei der Integration der hydrodynamischen Gleichungen stets

Es ist schon lange bekannt, dafi die klassischen Gleichungen fiir die Bewegung reibungs-

1) Dieser Bericht wurde in gekiirzter Form am 20. September 1921 auf der Jabresversammlung
der Deutschen Mathematiker-Verelnigung in Jena vorgetragen.

% In der ausgesprochenen Form ist der Salz von U. Cisotti, Atti R. Ist. Veneto (8) §
1905/06, 1291 bis 1295, bewiesen. D’'Alembert selbst hattc sein Taradoxon fiir Kdrper von gewisser
Symmetrie ausgesprochen. D®Alembert, Opuse. Math.,, Paris 1761 bis 1780, Bd. 5, 8.°132 bis 188.

3) H.v.Helmholtz, Monatsher. Akad. Berlin 1888, S.215 bis 228. Wiss. Abh., Bd. 1,
Lelpzig 1882, 8. 146 bis 157



