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Ueber das Gleichgewicht der Wirme und das der
Elektricitat in einem Korper, welcher von zwei nicht
concentrischen Kugelflichen begrenzt wird.
(Von Herrn Carl Neumann zu Halle.)

In der Theorie der Warme und in der Theorie der (statischen) Elek-
tricitat existiren zwei Probléme, welche unter einander, was ihre mathematische
Behandlung anbelangt, eine sehr nahe Verwandischaft besiizen. Das eine
derselben hat die

I. Bestimmung des stationdren Temperatursustandes in einem Korper, dessen
Oberfliiche iiberall mit willkirlich gegebenen und unverdinderlichen Wirme-
quellen in Contact steht;

das andere hat die

II. Bestimmung der elektrischen Vertheilung in einem Korper, welcher sich im Be-
reich willkiirlich gegebener und unverdnderlicher elektrischer Krdfte befindet

zum Gegenstande *).

In einer im Verlage von H. W. Schmidt in Halle a. S. 1862 erschie-
nenen Schrift: ,Losung des allgemeinen Problemes des stationéren Temperatur—
zustandes fir einen homogenen Korper, welcher von zwei nichiconcentrischen
Kugelflichen begrenzt wird“, habe ich diese beiden Probleme fiir einen homo-
genen Korper, welcher von irgend zwei einander nicht schneidenden Kugel-
flichen begrenzt wird, in voller Allgemeinheit gelost. Ich beabsichtige hier
die Resultate anzugeben, zu welchen ich dort gelangt bin, und die Methode
anzudeuten, deren ich mich dabei bedient habe.

Ein Korper der eben genannien Art kann je nach der Lage der bei-
den ihn begrenzenden Kugelflichen sehr verschiedene Gestalten besitzen. Es
konnen némlich die beiden Flichen den Korper entweder beide- dusserlich,
oder es konnen ihn beide innerlich, oder es kann endlich die eine ihn dGusser—
lich, die andere ihn inmerlich begrenzen. Im ersten Fall haben wir es dann
mit einem Korper zu thun, der aus zwei getrennten Sticken, némlich aus

*) Bei dem Probleme II. handelt es sich also um diejenige Vertheilung, welche
das in dem Korper enthaltene elektrische Fluidum unter der gegenseitigen Einwirkung
seiner Theilchen und unter der gleichzeitigen Einwirkung jener willkiirlich gegebenen
und unveriinderlichen #usseren Krifte annimmt..



Neumann, sur Theorie der Wirme und der Elektricitit. 37

zwei Kugeln, besteht; im zweiten Fall mit einem Korper zu thun, der in
seinem Innern zwei kugelformige Hohlungen besitzt und nach Aussen hin
ringsum unbegrenzt ist; im dritten Fall endlich mit einem Kérper, der eine
schalenformige Gestalt besitzt.

Jedes der Probleme I. und II findet durch meine Abhandlung fiir alle
drei Fille seine vollstindige Losung *).

Im Wesentlichen handelt es sich bei Losung der Probleme I. und 1L
fir irgend einen der in Rede stehenden drei Fille um ein und dieselbe Auf-
gabe, namlich um die Ermittelung einer von den rechtwinkligen Coordinaten
x, y, » abhangenden Furction V, welche innerhalb eines von zwei Kugel-
flichen begrenzten Raumes allenthalben der Differentialgleichung

gV &V &Y

ox* + oy* + o 0

Geniige leistet, welche ausserdem innerhalb dieses Raumes gewisse Stetigkeits-
Bedingungen erfiillt **), welche ferner, falls der genannte Raum sich (wie das
beim zweiten Falle stattfindet) ins Unendliche hin erstreckt, fir die unendlich
fernen Punkte auf gewisse Weise gegen Null convergirt ¥#%), und welche
endlich auf jenen Kugelflichen selber beliebig gegebene Werthe besitzt.

Ich bringe um diese Function V zu bestinmen zwei verschiedene
Methoden in Anwendung, und gelange dadurch auch zu Resultaten von ver-
schiedener Form. Was die erste Methode anbelangt, so werde ich mich hier
auf Mittheilung des durch sie erzielten Resultates beschrénken; bei der zweiten
Methode hingegen ausser den Resultaten auch die Methode selber in ihren
Grundziigen darlegen. :

*) Was das II. Problem anbelangt, so ist dasselbe fiir den ersten der in Rede
stehenden drei Fille bekanntlich schon von Poisson behandelt, von Poisson aber nur
unter der besonderen Voraussetzung gelost worden, dass die gegebenen von Aussen
her auf den Korper einwirkenden elektrischen Kriifte Null sind. Meine Untersuchung
geht weiter. Ich gelange nimlich zur Losung des Problems fiir jeden der drei Fille
und fiir beliebig gegebene #ussere Krifte. '

*¥) Innerhalb des genannten Raumes miissen sowohl V selber als auch -g;,

ov ‘
By’ %:1 iiberall stetig sein.

‘ %
*%*) Fir einen unendlich fernen Punkt muss der Werth von ¥V gegen - con-

vergiren, wo r den Abstand jenes Punktes von irgend einem festen Punkt in der
Endlichkeit, und x irgend welche Constante vorstellt. ’
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Erste Methode zur Bestimmung von V.

Zwei Kugelflichen, welche einander nicht schneiden, werden, welche
Lage zu einander sie auch haben mogen, immer den ganzen unendlichen Raum
in drei Raume zerlegen, von welchen einer — er mag R heissen — durch
beide Kugelflichen, der zweite und dritte hingegen — sie mogen K und K’
genannt werden — nur durch je eine Kugelfliche begrenzt wird. Ich werde .
mich hier auf den Fall beschrinken, dass von den beiden gegebenen Kugel-
flichen die eine ausserhalb der anderen liegt. Alsdann werden K und K’
die Innenrdume dieser beiden Flachen vorstellen, wihrend R denjenigen Raum
bezeichnet, welcher die beiden Flichen umgiebt und nach Aussen hin sich
ringsum ins Unendliche erstreckt. Diesen drei Raumen R, K, K' entsprechend
lassen sich gleichzeitig drei Aufgaben hinstellen, indem fir jeden dieser drei
Raume nach derjenigen Function V gefragt werden kann, welche den oben-
genannten Bedingungen Geniige leistet und an der Begrenzung des Raumes
gegebene Werthe besitzt. Fir die Riume K und K’ ist die Losung dieser
Aufgabe bekannt *); fir den Raum R hingegen ist die Aufgabe bis jetst nicht
gelost worden, und diese Aufgabe ist es, um welche es sich hier handelt.

Ich werde nun hier ein Verfahren mittheilen, durch welches die Losung
dieser letzten Aufgabe auf die Losungen der beiden ersteren reducirt wer-
den kann.

Zur Unterscheidung bezeichne ich die dem Raume K entsprechende
Function V mit F, die dem Raume K' entsprechende Function V mit &,
wihrend die dem Raume R entsprechende nach wie vor V genannt werden
soll. F und & mogen berechnet gedacht werden, und zwar der Art be-
rechnet gedacht werden, dass F auf der Oberfliche von K, und & auf der
von K' eben dieselben Werthe hat, welche die unbekannte, dem Raume R
entsprechende Function V auf jenen Flichen besitzen soll.

Um nun, sobald F und & gefunden sind, den Werth von V in irgend
einem Punkte p des Raumes R zu erhalten, dient folgendes Verfahren.

Man lege durch den Punkt p und durch die Mittelpunkte der beiden
Kugelflichen eine Ebene und construire in dieser Ebene einen Kreis, welcher

*) Man kann sich dabei entweder der Laplaceschen Reihenentwickelungen be-
dienen, oder auch eine Methode anwenden; die ich in einer kleinen Schrift (Verlag
von H. W. Schmidt in Halle a. S. 1861) angegeben habe, und durch welche man
ohne Reihenentwickelungen zum Ziele gelangt.
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durch p hindurchgeht, und die beiden Kugelflichen senkrecht durchschneidet.
Die beiden Punkte, in welchen dieser Kreis und die Verbindungslinie der beiden
Kugelmittelpunkte einander schneiden, mogen A4 und A’ genannt werden.

Man ziehe sodann von p aus zwei gerade Linien nach den beiden
Kugelmittelpunkten hin; die Schnittpunkte dieser Linien mit dem zuvor con-
struirten Kreise seien a, a'. Ausser den beiden eben gezogenen Linien giebt
es noch zwei andere gerade Linien, durch welche @, ¢' mit den Kugelmittel-
punkten in Verbindung gesetzt werden konnen; die Schnittpnnkte dieser bei-
den Linien mit dem Kreise seien b, b'. Nun lassen sich von Neuem ausser
den beiden zuletzt genannten Linien noch zwei andere Linien construiren,
welche b, b' mit den Kugelmittelpunkten verbinden; die Durchschnittspunkte
dieser Linien mit dem Kreise seien ¢, ¢/, u. s. w.

Der Punkt p war irgendwo innerhalb des Raumes R angenommen
worden. Die gegenwirtig construirten Punktpaare a, &'; b, b'; ¢, ¢'; . ..
hingegen werden alle ausserhalb R liegen. Es wird némlich von jedem
dieser Punktpaare immer der eine Punkt innerhalb K, der andere innerhalb
K' liegen. Die Bezeichnung der Punkipaare mag nun der Art gewihlt ge-
dacht werden, dass @, b, ¢, ... simmtlich innerhalb K, und o, ¥, ¢, . ..
sémmtlich innerhalb K’ liegen. Ebenso mag auch von den beiden zuvor er-
wihnten Punkten A und A’ der erstere derjenige sein, welcher innerhalh K,
der letztere derjenige, welcher innerhalb K' liegt. Alle diese Punkte a, b,
¢, ..., a,b,c, ... sowohl als auch 4, A’ liegen auf der Peripherie des
Kreises. Denkt man sich die Construction der Punkte a, b, ¢, ... und ebenso
auch die der Punkte o', &', ¢ ... ins Unendliche hin fortgesetzt, so werden
sich die ersteren dem Punkte A, die letzteren dem Punkte A' ins Unend-
liche néhern.

Bezeichnet man nun die Werthe, welche die vorhin genannte Function
F in den Punkten a, b, ¢, ... besitzt, mit F,, F,, F., ... und die Werthe,
welche die Function & in den Punkten o, &', ¢/, ... besitzt, mit &,, P,
D, ..., so lasst sich der Werth V,, welchen die zu bestimmende Function
V im Punkte p besitzt, folgendermassen darstellen: '

§,,V;, = §&F, —§&F, +&F, —+-
+§al¢al_Ebl¢bl+§‘4¢‘d—-+..,,

wo die Coefficienten & eine sehr einfache geometrische Bedeutung haben. Fir
jeden der Punkie p, a, b, ¢, ..., @, b/, ¢, ... reprasentirt namlich § das.
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geometrische Mittel der beiden Absténde, welche dieser Punkt nach A und A’
hin besitzt.

- Durch diese Formel ist die zuvor angegebene Reduction ausgefiihrt, nim-
lich die Ermittelung von V zuriickgefiihrt auf die Bestimmung von F und .

Zu einem analogen Resultate gelange ich ibrigens in meiner Abhand-

lung auch in dem Falle, wenn von den beiden Kugelflichen, welche den ge-
gebenen Raum begrenzen, die eine innerhalb der anderen liegt, und demnach
der Raum selber eine schalenformige Gestalt besitzt.

Zweite Methode zur Bestimmung von V.

Ich wende, um V zu bestimmen, als Coordinaten die Parameter dreier
orthogonaler Flachensysteme an, iiber deren Beschaffenheit Folgendes bemerkt
werden mag.

Construirt man alle Punkte, deren Abstéinde nach zwei festen Punkten
hin ein gegebenes Verhaltniss besitzen, so werden diese Punkte in ihrer.Ge-
sammtheit eine Kugelfliche bilden. Aendert man den Werth jenes Verhalt-
nisses, so wird man successive andere und andere Kugelflichen erhalten; und
zwar werden die Mittelpunkte aller dieser Fldichen mit jenen beiden festen
Punkten in ein und derselben geraden Linie liegen. Dieses ist das erste der
von mir angewendeten drei Flachensysteme. Den beiden festen Punkten —
ich nenne sie die beiden Pole — gebe ich dabei in jedem speciellen Fall
eine solche Lage, dass die beiden Begrenzungsflichen des gegebenen Raumes
mit zu den Kugelflichen dieses Systems gehoren.

Construirt man ferner alle Punkte, von welchen aus gesehen die bei-
den Pole gleich weit von einander entfernt erscheinen, so erhalt man Punkte,
die in ihrer Gesammtheil eine gewisse Rotationsfliche bilden *). Aendert man
die Grosse jener scheinbaren Entfernung, so erhdlt man andere und andere
Rotationsflichen. Diese Flachen, deren gemeinsame Rotationsachse durch die
Verbindungslinie der beiden Pole dargestellt wird, sind zu den vorhin ge-

*) Es wird diese Fliche eine Kugel sein, wenn der Winkel, unter welchem man
nach den beiden Polen sieht, genau ein rechter ist. Ist hingegen dieser Winkel ein
spitzer oder ein stumpfer, so wird die Fliche nicht mehr kugelférmig sein. Sie wird
alsdann in jedem der beiden Pole eine Spitse besitzen.
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nannten Kugelflichen orthogonal und bilden in ihrer Gesammtheit das zweite
der von mir angewendeten Fldchensysteme. ,

Das dritte Flachensystem endlich wird durch die Meridianebenen der
beiden ersten Flidchensysteme, d. i. durch Ebenen. représentirt, welche sammi-
lich durch die beiden Pole hindurchgehen.

Ist der Raum, fiir welchen die Function V bestimmt werden soll, und
sind also auch die beiden diesen Raum begrenzenden Kugelflichen gegeben,
so lassen sich die beiden Pole sofort construiren *); sind diese aber construirt,
so ist damit die Lage der drei Flachensysteme iiberhaupt vollstéindig bestimmt.

Die Parameter dieser drei Flachensysteme sind es also, deren ich mich
bei meiner Untersuchung als Coordinaten bediene. Man konnte dieselben, falls
ein Name erwiinscht erscheinen sollte, die ,dipolaren Coordinaten” nennen.

Einen besonders einfachen Charakter gewinnt die Beschaffenheit unserer
drei Flﬁchensysten‘le,' sobald die beiden Begrenzungsflichen des gegebenen
Raumes concentrisch sind. Alsdann némlich fiallt der eine Pol in den ge-
meinsamen Mittelpunkt dieser beiden Flachen, der andere in die Unendlichkeit,
und dem entsprechend verwandelt sich dann von jenen drei Flachensystemen
das erste in ein System concentrischer Kugeln, das zweite in ein System von
Rotationskegeln, und das dritte in die Meridianebenen dieser Kegel. Man
iibersieht daher sofort, dass die Parameter der drei Flachensysteme in diesem
Specialfall in die gewohnlichen Polarcoordinaten iibergehen. Wollte man also,
wie es wohl zweckmissig sein dirfte, die dipolaren Coordinaten fir diesen
Specialfall mit dem Namen ,monropolare Coordinaten” bezeichnen, so wiirden
die monopolaren Coordinaten identisch sein mit den gewdhnlichen Polar-
coordinaten.

Ausserdem ist noch ein anderer Specialfall zu erwihnen, welcher
dang einiritt, wenn die beiden Begrenzungsflichen des gegebenen Raumes
einander gerade berihren. Findet dieses statt, so fallen die beiden Pole in
einen Punkt zusammen, und zwar in den Contactpunkt jener beiden Flachen.
Man konnte daher die dipolaren Coordinaten in diesem Specialfall fiiglich mit
dem Namen ,synpolare Coordinaten” bezeichnen.

*) Man hat zu diesem Zweck nur durch die beiden Kugelmittelpunkte eine
Ebene zu legen, und in dieser Ebene irgend einen Kreis zu construiren, welcher die
beiden Kugelflichen senkrecht durchschneidet. Die beiden Punkte, in welchen dieser
Kreis und die Verbindungslinie der beiden Kugelmittelpunkte einander schneiden,
sind dann die beiden Pole.

Journal fiir Mathematik Bd. LXII. Heft 1, 6
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Zur Losung der Aufgabe, um welche es sich hier handelt, namlich
zur Bestimmung der Function V ist es nun vor allen Dingen erforderlich,
dass man den Ausdruck, .in welchen sich der reciproke Werth der Entfer-
nung zweier Punkte bei Einfihrung der neuen Coordinaten verwandelt, in
eine Reihe zu entwickeln im Stande ist, in welcher jedes einzelne Glied Y

der Differentialgleichung
‘ Y . oY | oY
oz’ + oy’ + o5’

=0
Geniige leistet.

Fir die monopolaren Coordinaten ist diese Entwickelung bekanntlich
bereits von Laplace ausgefihrt worden, und zwar mit Benutzung elnel Function
P®™(x), die der Differentialgleichung

OP™
8.t —1) 2
EP +n(n+1)P™(n) = 0
Geniige leistet, und deren Werth sich durch das bestimmte Integral

P®™(g) = % / "(17-{—1/7;’—1 .08 )" da
0

darstellen lésst.

Was nun die dipolaren Coordinaten anbelangt, so fithrt meine Unter-
suchung zu dem merkwiirdigen Resultat, dass bei Anwendung dieser die Ent-
wickelung jener reciproken Entfernung mit der eben erwahnten Laplaceschen
Entwickelung der Form nach identisch wird; namlich zu dem Resultat, dass
es im Wesentlichen nur der Vertauschung der monopolaren Coordinaten mit
den dipolaren Coordinaten bedarf, um die eine Entwickelung in die andere
umzuwandeln.

Wesentlich anders gestaltet sich hingegen die Sache bei Anwendung
der sympolaren Coordinaten. Geht man nimlich von dem allgemeinen Fall
der dipolaren Coordinaten zu dem Specialfall der synpolaren Coordinten
uber, so tritt bei Ausfuhrung jener Entwwkelung an die Stelle der Laplaceschen
Function P®™ (n) eine gewisse andere bereits von Fourier und spéter nament-
lich von Bessel benutzte Function, welche ich mit J(ny) bezeichne, welche
der Differentialgleichung

‘ a’J(nﬂ)_}_i a"(’"]) + 21(7”])

Gentige leistet, und deren Werth s:ch durch das bestimmte Integral
J(nn) = ;0/‘ cos(nn cosa)da
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darstellen lasst. Und gleichzeitig mit dieser Umanderung verwandelt sich
ausserdem die- Reihe, durch welche jene Entwickelung dargestellt wird, in
ein bestimmtes Integral*).

Ist die reciproke Entfernung zweier Punkie in der hier angedeuteten
Art dargestellt, so kann man dann die Bestimmung der Function V leicht
durchfiihren. Das Resultat, zu welchem man gelangt, ist, je nachdem die
beiden Kugelflichen, welche den gegebenen Raum begrenzen, von einander
getrennt oder mit einander in Contact sind, von verschiedener Form, und
muss daher fiir jeden dieser beiden Fille besonders angegeben werden.

1. Findet zwischen beiden Begrenzungsflichen keine Berihrung statt,
so hat man zunichst die beiden Pole zu construiren, und dann die diesen Polen
entsprechenden dipolaren Coordinaten in Anwendung zu bringen. Zufolge
dessen, was zuvor iber diese Coordinaten gesagt wurde, héingen die drei
dipolaren Coordinaten irgend eines Punktes — sie mogen &; w, ¢ heissen —
der Reihe nach 1) von dem Verhiliniss der beiden Polabstinde des Punktes,
2) von dem Neigungswinkel dieser beiden Abstinde gegen einander, 3) von
der Lage der durch den Punkt gelegten Meridianebene ab. In welcher Weise
diese Abhangigkeiten festzusetzen sind, wird ziemlich gleichgiltig sein. Ich
nehme fir & den natiirlichen Logarithmen des genannten Verhaltnisses, fir w
geradezu den genannten Neigungswinkel, und fir ¢ den Winkel, welchen die
durch den Punkt gelegte Meridianebene mit irgend einer festen Meridian-
ebene macht.

Die Gleichung & = Const. wird dann ein System von Kugelflichen
darstellen, in welchem die beiden Begrenzungsflichen des gegebenen Raumes
mit enthalten sind. Es sei 3 =c die Gleichung der einen und 9=y die
Gleichung der anderen Begrenzungsfliche. Ferner sei 2¢ der Abstand der
beiden Pole von eindnder.

Um nun den Werth der unbekannten Function ¥ in einem Punkte P,
der irgendwo innerhalb des gegebenen Raumes liegt, Minstellen zu konnen,
—_—

*) In Betreff der synpolaren Coordinaten mag noch bemerkt werden, dass die
daritber von mir angestellte Untersuchung beiliufig zu einem Resultat fihrt, welches
fir die Theorie der Functionen im Allgemeinen nicht ohne Interesse ist. Im Ver-
laufe der Untersuchung ergiebt sich némlich, dass mit Hilfe der Besselschen Function
J jede willkiirlich gegebene, von zwei Argumenten abhingende Function durch ein
gewisses dreifaches Integral dargestellt werden kann; dass also fiir die eben genann-

ten Functionen eine Darstellung existirt, welche dem Fourierschen zweifachen Integrale
fir eine Function eines Argumentes vollstindig analog ist.

6*
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muss man ausser diesem Punkte p noch zwei andere Punkie s und o zu Hiilfe
ziehen, von welchem der erste irgendwo auf der Begrenzungsfliche 9 = ¢,
der andere irgendwo auf der Begrenzungsfliche & =y liegt. Bezeichnet man
die Coordinaten dieser drei Punkte der Reihe nach mit 3,, w,, ¢,, ferner
mit &, =¢, w,, ¢,, endlich mit $,=y, w,, ¢,, und setzt man ausserdem
zur Abkiirzung *)

8, —9
e?+e ?—2co0sw,=1,,

e +e° —2cosw,=1,, Ccosw,cosw,+sinw,sinw,cos(p, —¢,)=u,,
e’ +e7 —2c0sw,=1,, C€OSW,CO8w,+Sinw,sinw,cos(Ps—@,) = u,,,

so hat man nun zunéchst folgende beide, respective von den Punkten p, s
und von den Punkten p, o abhingende Ausdricke H® und H® zu bilden:

2n+1

2n+41

n=eo —(81’ 2
E} s e n
H? = ﬂ;f{z:/_‘ﬂg_.z (2"+1) 2n+1 PO (uy),
n=() (c'— )
e 2 e
%
2n+l 2n+l (8y—0)
}/ ,V n=eo P =
HP = %ﬂ.z (2n4+1)- g o P™ (u,,),
n=0 e 5 (l-'—}')_ —5— (y—9)

wo P® die vorhin genannte Laplacesche Function vorstellt. Alsdann ist der
gesuchte Werth V, der Function V im Punkte p folgender:

4V, = SV,HS(P{ds—l- SVGH,‘?) do.

Hier sind unter ds und do zwei respective bei den Punkten s und o
liegende Flichenelemente der beiden gegebenen Kugeln zu verstehen, und

die Integrationen S respective iiber alle Elemente ds der einen und iber

alle Elemente do der anderen Kugelfliche ausgedehnt zu denken. Dabei be-
zeichnen V, und V. die willkirlich gegebenen Werthe, welche die Function
V auf den beiden Kugelflichen besitzen soll.

" Diese Formel fiir V ist ohne Unterschied giiltig, mag nun von den
beiden, den gegebenen Raum begrenzenden Kugelflichen die eine ausserhalb
oder die eine innerhalb der anderen liegen.

*) Unter e ist iiberall die Basis der natiirlichen Logarithmen, ferner, wie so-
gleich bemerkt werden mag, unter n die Ludolphsche Zahl zu verstehen.

”~
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2. Findet zwischen den beiden Begrenzungsflichen des gegebenen
Raumes Beriihrung statt, so fallen beide Pole in den Contactpunkt dieser
Flichen. Von den dipolaren Coordinaten &, w, ¢ verlieren daher die beiden
ersten, wie man sofort ibersieht, in diesem Fall ihre Anwendbarkeit. Denn
9 sowohl als auch @ werden, wenn beide Pole zusammenfallen, fiir alle
Punkte des Raumes ein und denselben Werth hesitzen, némlich bestdndig =0
sein. Jedoch bieten sich leicht zwei andere Grossen dar, welche in diesem
Fall die Rolle von & und w zu ibernehmen geeignet sind, ndmlich in Ver-
bindung mit ¢ zur Ortsbestimmung eines Punkies verwandt werden konnen.
Dividirt man namlich & und w durch den gegenseitigen Abstand 2a der beiden
Pole, so’ erhélt man zwei Briiche

24 m:i

h=5z> 5

welche sich fiir den hier vorliegenden Fall zundchst unter der unbestimmten
Form % darstellen, bei genauerer Untersuchung aber als Grossen von ganz

bestimmten Werthen ausweisen. Diese Grossen 4, @ nun sind es, welche
ich in Verbindung mit ¢ als Coordinaten anwende und mit dem Namen syn-
polare Coordinaten bezeichne.

Es wird nicht uberflissig sein, zu bemerken, dass diese Coordinaten
einfache geometrische Bedeutungen besitzen. Legt man ndmlich durch irgend
welchen Punkt o eine Meridianebene, d. i. eine Ebene, welche durch « und
durch die Mittelpunkte der beiden gegebenen, einander beriihrenden Kugel-
flichen hindurchgeht; und construirt man in dieser Ebene zwei Kreise, welche
beide durch ¢ und durch den Contactpunkt jener Kugelflichen hindurchgehen,
von welchen aber der erste die Verbindungslinie der beiden Kugelmittelpunkte
senkrecht durchschneidet, wahrend der zweite dieselbe tangirt; so ist, falls
4, @, ¢ die synpolaren Coordinaten des Punktes o vorstellen, der reciproke
Radius des ersten Kreises gleich + 4, der reciproke Radius des zweiten gleich
@, und endlich der Winkel, unter welchem die genannte Meridianebene gegen
irgend eine feste Meridianebene geneigt ist, gleich ¢.

Um nun den Werth der unbekannten Function V in einem Punkte p
zu ermitteln, der irgendwo innerhalb des gegebenen Raumes liegt, hat man
wiederum noch zwei andere Punkte s und ¢ zu Hilfe zu nehmen, von wel-
chen der erste irgendwo auf der einen, der zweite irgendwo auf dér anderen
Begrenzungsfliche liegt. Sind 2 =c und 4=y die Gleichungen dieser beiden
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Flachen, so werden die Coordinaten der Punkte s und o durch ¢, @,, ¢,
und y, @,, ¢, bezeichnet werden konnen. Sind ausserdem 4,, @,, ¢, die
Coordinaten des Punkies p, und setzt man zur Abkirzung

3‘;"'@; =Yp,

¢+ o; = Y ‘/ﬁff + GJ; -2, w, cos (90.:— (pp) = Uy,

Y H® =1y, YO+ B, —2T,®,008(P,— P,) = Uy,
so hat man nun zunichst folgende beide, respective von den Punkten s, p
und von den Punkten o, p abhingende Ausdricke H(» und H!® zu bilden:

n (y‘—-lp) _ en (lp—-y)

HP = 2y,yy, l/l!’mU/ ,eentr—«-)_entv—y) J(n.u,).ndn,

n (c-—lp) —e" (p—0)

H = 2y,yy,y 1/{,,/ e =g J (1-Uy). ndn,
0

wo J die friher erwihnte Besselsche Function bezeichnet.

Alsdann ldsst sich der Werth V,, welchen V in p besitat, folgender-
massen darstellen: .

4n¥, = YV.HPds+ SV, HPdo,

wo die Integrationen S iber alle Elemente ds der einen und iiber alle Ele-

mente do der anderen Begrenzungsfliche auszudehnen sind, und wo V,, V,
wiederum die willkiirlich gegebenen Werthe bezeichnen, welche V auf diesen
beiden Flichen besitzen soll.

Diese Bestimmung von V ist gleichfalls ohne Unterschied giiltig, mag
nun von den beiden einander berihrenden Kugelflichen, welche den gege-
benen Raum begrenzen, die eine ausserhalb oder die eine innerhalb der
anderen liegen.

In Betreff der eben auseinandergesetzten zweiten Methode mag schliess~
lich noch bemerkt werden, dass dieselbe auch dann anwendbar ist, wenn der
gegebene Raum, fir welchen die Function V bestimmt werden soll, nicht von
swei sondern nur von einer Kugelfliche begrenzt wird. Wird der Raum von
swei Kugelflichen begrenzt, so sind die beiden Pole fir das anzuwendende
Coordinatensystem vollstindig bestimmt; wird derselbe dagegen nur von einer
Kugelfliche begrenzt, so kann man von jenen beiden Polen den einen will-
kiirlich wahlen. Giebt man dem einen Pol eine beliebige Lage, so ergiebt
sich fir V ein Werth, welcher durch die dipolaren Coordinaten ausgedrickt
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ist; lasst man dagegen den einen Pol in den Mittelpunkt, oder lisst man ihn
auf die Oberfliche der Kugel fallen, so erhalt man im ersten Fall eine Be-
stimmung. von V vermittelst der monopolaren, im letzteren Fall eine Bestim-
mung von V vermittelst der synpolaren Coordinaten.

Dass von den beiden zu Anfang erwahnten Problemen I. und II. das
Warmeproblem durch die eben ausgefiihrte Bestimmung von V unmittelbar
seine Losung findet, wird man sofort erkennen; dass aber auch das andere,
namlich das Elektricitatsproblem, auf die Bestimmung einer solchen Function V
reducirt werden kann, bedarf wohl noch einer néheren Erorterung.

- Der Einfachheit wegen, beschrinke ich mich hierbei auf den Fall, dass
der Korper, mit welchem wir es zu thun haben, aus zwei von einander ge-
trennten (oder auch einander berihrenden) Kugeln besteht. Jede dieser
Kugeln ist mit einem gegebenen Quantum Elekiricitat geladen. Es handelt
sich darum, die Vertheilung zu ermitteln, welche diese Elektricitdtsmengen
auf den Oberflichen der beiden Kugeln unter ihrer gegenseitigen Einwirkung
sowie unter der Einwirkung gegebener unverinderlicher Kréfte annehmen.

, Ich beginne damit, dass ich zuvérderst das Potential derjenigen Ein-

wirkung berechne, welche nach Eintritt der eben erwihnten Gleichgewichts-
lage die auf beiden Kugelflichen vorhandenen elektrischen Belegungen zu-
sammengenommen auf beliebige Punkte des Raumes ausiiben werden. Der Werth
dieses Potentiales wird fiir jeden der drei Réume, in welche der ganze un-
endliche Raum durch jene zwei Kugelflichen zerlegt wird, durch eine ardere
Function dargestellt werden. Der Werth des Potentiales fir den Raum
ausserhalb beider Kugeln mag mit V, der Werth desselben fiir den Raum
innerhalb der einen Kugelfliche mag mit F, und der Werth desselben fiir den
Raum innerhalb der anderen mit & bezeichnet werden.

Fur das Potential ¥V ergeben sich nun zunichst folgende Bedingungen.
Bezeichnet P das Potential der gegebenen und unverénderlichen Krafte, welche
auf die Kugeln einwirken, -so muss V eine stetige Function sein, welche in dem
Raume ausserhalb der beiden Kugeln allenthalben der Differentialgleichung

' o | o'V 9 '
oz + T +?9:: =0
Geniige leistet, welche ferner fir die unendlich fernen Punkte dieses Raumes
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auf gewisse Weise gegen Null convergirt*), und welche endlich an der
Oberfliche der einen Kugel der Relation V4P = C, an der Oberfliche der
anderen Kugel der Relation V4P = I" Geniige leistet, wo C und I’ vor der
Hend noch willkiirliche Constanten vorstellen. Diese Bedingungen sind zur
Bestimmung des Potentiales V vollstindig ausreichend. In der That bemerkt
man sofort, dass diese Bedingungen identisch sind mit denjenigen, welchen
die im Vorhergehenden behandelte Function ¥V geniigen sollte. Man wird
daher eine der beiden im Vorhergehenden angegebenen Methoden sofort be-
nutzen konnen, um dieses Potential V' zu berechnen.
Was ferner das Potential F anbelangt, so ist F' eine stetige Function,
welche innerhalb der ersten Kugel allenthalben der Gleichung
O°F | O°F |, O°F
. oz’ - gy’ + oz’
geniigen, und welche ausserdem an der Oberfliche dieser Kugel die Relation
F+4P = C erfiillen muss. Analoge Bedingungen ergeben sich mit Bezug auf
die zweite Kugel fiir das Potential &. Man sieht daher sofort, ‘dass die Be-
stimmung dieser Functionen F und & keine Schwierigkeiten darbietet, dass
namlich die Werthe derselben vermittelst der bekannten Laplaceschen Methode
sofort berechnet werden konnen.
Jedoch sind auch hierbei die newen Methoden, von denen. oben die
Rede war, nicht ohne Nutzen. Wollte man namlich der Laplaceschen Methode
folgen, so wiirde man bei Berechnung von F und & verschiedene Coordinaten-
systeme zu Grunde legen miissen, indem man einmal den Mittelpunkt der
einen, das andere Mal den der anderen Kugel zum Anfangspunkt nehmen
miisste. Wendet man dagegen die zweite der beiden Methoden an, von wel-
chen oben die Rede war, so kann man sich bei Bestimmung von F und &
ein und desselben Coordinatensystemes, und zwar eber desselben Coordinaten—
systemes bedienen, welches bereits bei Berechnung des vorhin besprochenen
Potentiales V' angewendet werden muss; so dass man also alle drei Potentiale

V, F und & unmittelbar als Functionen ein wrnd derselber Coordinaten™*) dar-
stellen kann.

*) Fiir einen unendlich fernen Punkt muss der Werth von V gegen _:f'_ conver-
giren, wo r den Abstand jenes Punktes von irgend einem festen Punkte in der End-
lichkeit, und x eine beliebige Constante vorstellt.

*¥) Diese Coordinaten sind die dipolaren, wenn die beiden Kugeln von einander
getrennt sind, hingegen die synpolaren, wenn dieselben einander beriihren.
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~ Sind V, F, & berechnet, so kann man dann bekanntlich die Dichtig-
keiten der gesuchten elekirischen Belegungen der beiden Kugelflachen leicht
durch gewisse Differentialquotienten dieser Potentiale darstellen. Bezeichnet
man némlich jene Dichtigkeit bei der einen Kugel mit E, bei der anderen
mit H, so ist

_OF oV
AnE = or  or °

00 ov
471H = Tg———a—g—,

wo r den Radius der einen, ¢ den der anderen Kugel vorstellt.

Endlich werden dann die in diesen Ausdriicken fir E und H noch
enthaltenen willkiirlichen Constanten C und I" leicht der Art bestimmt wer-
den konnen, dass die auf jeder Kugel vorhandene Elekiricititsmenge den fiir
dieselben gegebenen Werth besitzt. ’

Man sieht aus dieser Darstellung, dass die von mir fir die Losung
des Elekiricitdtsproblemes gegebene Methode nicht nur allgemeiner als die
Poissonsche sondern auch bedeutend directer und einfacher als jene ist.

Halle, 1862.
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