
Zur Theorie der Abel'schen Gleichungen. 

Von 

E. N~.rro in Giess~n. 

w 

Ist sine irreduetible Gleiehung f ( x ) , , -  0 mit den Wurzeln xl ~ x~,.., x, 
vorgelegt, und stehen zwei ihrer Wurzeln x z und x: durch die Glei- 
ehung 

~nit einander in Yerbindung~ wobei r sine xationale Funer bedeutet, 
dann wird im Allgemeinen aueh diejenige Gleichung g(y)~ O, deren 
Wurzeln 

y i - - -  P ( x , 1 ) ,  y2  . . . y .  ----- • ( x . )  

sind, denselben Charakter besitzen, fails JP eine rationale Function 
ist. GehSren nltmlich xl und P(xl) zu derselben Substitutionengruppe, 
dann kann auoh x i rational durch s dargesteUt werden, etwa in 
der Form 

U~d-es wird folglieh 

y2 - -  e(X~) = P(~(x,)) =- ~" (~[P1 (Y,)]) - -  Q(Y,)- 

OehSrt hingegen zP(x,) nur zu ether Untergruppe der Oruppe ffir xl, 
dan~ braueht die betrachtete Eigensehaf~ nicht mehr zu gelten. 

Diess Eigenschaft bleibt aber stets gewahrt~ sobald f(x)--~-0 sine 
Abel'sche Gleichung ist, wie /) auch gewiihlt sein mSge. In diesem 
Falls sind niimlieh die Substitutionen der Gruppe yon f(x) ~ 0 siimmt- 
lich unter einander vertausehbar. Daraus folgt, dass jede Untergruppe 
ether Aberschen Gruppe sine ausgezeichnete Untergruppe derselben 
ist. Denn man hat s f -~s ,  st  ~=, s~s~-~s~ ,=, st, und deswegen finder die 
Transformation s~-*l 's~ . . -  [" such fttr jede Untergruppe I" der Aberschen 
(]rupps start. Demnaeh gehSren die conjugirten Werthe P(xl) , P(xz),... 
zu derselben Gruppe, d.. h..P(x~) ist rational dureh .P(xl) darstellbar. 

Man kann aber noch wetter nachweisen, dass auch g(y) ~ 0 sine 
Abersche Gleichung wird. Das zoigt sich bet der I:lersiellung der 
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Gruppe /4 yon g(y)  --- O. Diese findet man, indem man aufdie Reihe 
/~(xt) , P ( x ~ ) , . . .  die Substitu~ionen yon G, der Gruppe yon f@)~0, 
anwendet und die entstehenden Umstellungen als Subs~itutlonen unter 
den y deutet~ wir kSnnen sie also dutch 

t, ~ I~(x , , )  2 ( % ) 1 - -  lY~ Y',,I (~' == Z, 2 . . . .  n) 

darstellen. Dann entsprechen den Substitutionen s yon O eindeutig 
die Substitutionen t yon .~r und da jene unter einander vertauschbar 
stud, so werden es auch diese seth, d. h. g(y)~ 0 ist eine Abersche 
Gleichung. 

w  

Es bedeute wieder r (x) eine rationale Function yon x, und es werde 

~'(~(~')) ~,~,(x), ~(~,('~)) = ,~(~,),... 
gesetzt. Wean nun f ( x )== 0 eine irreductible Gleichung darstellt, 
deren Wurzeln sic]a in das Schema 

x~, ~ (x,)) (p~ ( ~ ) ,  (Ps ( x , ) , . . .  ~_~ (x,); 

~2, ~(~2) ,  ~ { ~ , ) ,  ~ a ( ~ , ) , . . .  r  
�9 �9 ~ t �9 ~ * * �9 ~ �9 ~ �9 �9 * �9 ~ �9 �9 

einordnen lassen, dann kann man zuniichst in bekannter Weise r 
zu ether ganzen Function yon z machen) deren Grad geringer is~ als 
der Grad n d e r  Gleiehung f(x) ~ 0. Man kann also setsen 

(z) = ~ox" + di ~e- ,  + dl ~' -~  + �9 �9 �9 C~ ~ n - -  1). 
Nach ~ 1 hat die Gleichung g(y) ~ O) deren Wurzeln mit den x~ durch 

y ~  gx~ .-F v ,  x~== Y~--" ( i - - - - 1 , 2 , . . . ~ )  
t~ 

verbtmden sind~ neben Yt noch ein Y t ' ~  ~(Yl) zur Wurzel. Nun ist 

E( 
do r ~ ~ g t - - a ~ ' d o  yl~_x - t "  " �9 ", 

nnd man kann folglich tiber g und v stels so verfligen, dass 

~"  --_ y,,  + e2ut r + e~ l  "-~ + . . .  , _  ~ , )  
wird. Oleichzeitig folgt aus 

W,(x~) = xj, 
dass such 

wircl, und man kann somit die Wurzeln ye yon g ( y ) m , . O , : ~  .das 
~chema 
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y~, ~;(w), ~(y,), . . .  w-,Cy~); 

( * , (~ , )  ~ ~,),  
( , . ( . , , , )  = ~,,), 

�9 �9 �9 # ~ ~ ~ �9 �9 ~ ~ �9 �9 �9 �9 �9 

einordnen. 
Wit ditrfen aIso auch bei der Gleiehung f(y)----0 die Function q) 

gleich in der fitr ~ gefundenen, einfaehen Gestalt voraussetzen. 

w  

f(x) ~ 0 sollte eine irreductible Gleichung sein, fiir welche 
x., == ~ (x~) 

wird, Es isL somi~ auch 
f(~(~)) =o,  

sobedd 
f(x) ~=0 

ist, und daraus folgL wegen der ]rreduc~ibilit~t yon f(x)dass f(q~ (x)) 
durcb f(x) theilbar ist. Ist umgekehrt 

so folg~, dass fiir jede Wurze] x, yon f (x)~ O, aueh f(9~ (x,))~ 0 

wird uud also auch r eine Wurzel von f (x )  ~ O; freilich braucht 
diese n[cht yon x ! verschieden zu sein; daun w~re aber r  x 1. 

Nach den Ausftihrungea des vorigen Paragraphen kann man r als 
hSchstens yore Grade (n--l) annehmen; daraus sieh~ man, dass die 
Mi~glichkeit. ~(xt)~ xj njcht eintrelen kann. Wir werden deshalb 
~li~ ~}]eichungen 0rhalten, bei denen zwei Wurzeln dutch 

-~rbunden-sind i- wenn wir ausdnicken, dass f ( r  (x)) durch f(.x) theilbar 
is~. Se~t man 

f(x) ~ :~ + ~, e -i + c2x ~-~ + . . .  + c,,, 
so ~ntlsste such 

r (~(~)) - ~(~)= (~(~)'-~t + ~, (~ (~) '- ' -~- ')+. . .  
= (~(~)'~)[(~),-,+...)+~, (~(~)--,+...)+..:] 

nnd also such der zweite Factor des letzten Products durch f(x) theilbar 
sein. F~lhrt man bei unbestimmten cI, c~, ... c,, die Division durch 
und setzt die a Coefficienten des Restes einzeln gleich Null, so sind 
dies die Gleichungen filr die c, aus deren Liisung die allgemeinste 
Form yon f(x) erlangt wird. 

Das Modulsystem~ welches durch die linken Seiten dieser Gleichungen 
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gegeben ist, erscheint als recht complicirt, und selbs~ in den ein- 
fachs~en F-itlen diirfb die angegebene Methode kaum durchfiihrbar sein. 
Es soUen deswegen bequemere Wege ftir die Liisung unserer Aufgabe 
angegeben werden. 

w  

Bilden wir in unserer irreductiblen Gleichung durch Iterirung 

~ ( x , ) ,  ~ , ( x 0 ,  ~ s ( z , ) , . . . ,  

so tritt hierin eine erste Function ~(zt) auf, welcho wieder gleich xt 
ist. Die Beziehung 

~,  (zt) - xi ~ 0 
gil~ dann fiir jede Wurzel unserer irreductiblen Gleichung f . ~  O. 
Folglich ist die linke Seite durch f(x) theilbar, d. h. 

~, (x) -- z 
f(~) :=  q(x) 

wird eine ganze Function 
Umgekehrt setzen wit irgend eiaen Theiler Qt(x) yon q0t ( x ) -  x 

gleich Null und benennen mit x' eine seiner Wurzeln. Dann kSanon 
zwei F~.lle eintreten; entweder hat QI == 0 ausser x '  noch eine andere~ 
yon x '  verschied6ne Wurzel der Reihe 

�9 ', ~ ( x ' ) ,  ~ ( ~ ' ) ,  . . . ;  

odor es giebt neben Ql(x) noch andere Factoren Q~(x), Qs (X) , . . .  
unter welche sich die Wurzeln der Reihe so verthoilen, dass jedem 
Q~(x) ~ 0 nur eino derselben zufiillt. Ffir don croton Fall werdea 
wir in der Folge Beispiele aufstellen; ffir den zweiten geben wit das 
nachstehende an. Esse i  

k~--k+ l 
q~(z) ~ z ~ + k - 1  z ,  

dann wird 

~,(x~ - ~ ___ x~ + _f_:T x + _~:_r = (x + k) (x + = 0 .  cp (x) -- x 

Hier hat  der erste Factor des letzten Ausdruckes die Wurzel z' ~ - k; 
dagegen ergiebt 

die zum zweiten Factor gehSrige Wurzol, und umgekehrt 

k ) -~ --  k 

die zum zweiten Factor gehSrige. 
In beiden FRllen hat der Faotor Q~(x) mit f(x) d i e ~ ~  

gemoinsam, dass die I~eration q0~ auf eine beliebige Wurzel::~d~i"~7 :~-~2 0 
odor f----- 0 atlgewende~, diese]be Wurzel wieder erze0gt. 
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Es finden sieh deshalb unr den Faetoren yon 9 , ( x ) -  x alle, 
die gleieh Null gesetzt~ Gleichungen ~r Grades ergeben, deren Wurzeln 
sieh in tier Weise 

, ,~(~.) ,~ (:~') 
~ '  J' 2 r . . -  

anordnen lassen. Dabei muss x alle Theiler yon n durehlaufen. 

Es ist 

eine ganze Function yon 
z ~-" ~(.-i)m(x), so entsteh~ 

~(~+~>. (~) - 9 , ~ .  (~)  Q ~ , .  ( x ) ,  
~Pxm (x) -- r (x) •" 

wobei das Q,,,~ eine ganze FuneC, ion vo]ax bezeiehnet. 

und 

, ; , , .  ( x )  - a ,  

Fiir m ==, 1 entsteht 

w 

,p~ (y) - ~., (z) 

y und ~; setzt man hierin y ~ ~ ( x ) ,  

Dies ergiebt 

=q,,,.O~,,,...Q,,,, 

( 1 )  9,(~+~)!~)--x 1 + Qt "f" QIQ2-1-"'- t-(QIQ2Qs" "Q,O. 

Natitrlieh liisst sich dieser Satz aueh dutch Wurzelbetraehtungen be- 
~ . b ~ h ,  aber gerade der h~.er eingeschlagene Weg,  auf dem sic ver- 
mifiden werden, erseheint vorzuziehen. 

im  allgemei~aext Falle ist die linke Seite yon (1) nicht welter dureh 
~ ( x ) - - x  theilbar. Denn w~ire dies der Fall, dann mitsste es auch fiir 

eintreten, d. h. es mfisste 
x ~'~+~ -- x 

~iir jede Wurzel tier Gleiehung x ~ ' -  x versehwinde., wiLhread dies 
flir x - =  0 doch sieher nieht gesehieht. 

Ob es aber fiir besondere Wahl der Coefficienten yon (p in einzelnen 
Fiillen nicht doeh eintroten kann, is~ sehwerer zu entseheiden. Es 
miiss~ dana 

i -q- Qt ( x ' ) +  ql (x') Q2(x') "t- ""-i- (Qt<x')Qa(x')... Q,,_~(x')) .=0  

x 

~0m Ix) - -  x 
;t~-O 

=, t + O- + Q,-Q~,,, + " "  + (q,,," Q ~ " "  q,,,,O. 
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werden f~r alle Wurzeln z'  yon qo(x) --x-----0. Weil nun abet 

= Q , _ ,  

ist, so erg~be sich fiir x" 

und die obige Gleichung ginge fiber ia 

1 + Q,V)  + q,~(z') + Q,~(x') + . . .  + e,,(~') . -  o. 
Es wtirde also dann Q1 (x') eine yon der Einheit verschiedene (Z.~-1) t* 
Einheitswurzel sein. 

Andrerseits w~,re 

Q,<x > _ l +,<o)-o(o) [ I + (++o)) + (x> - + <o> + 

Unter der hnnahme,  dass die linke SeRe yon (1)noch durch r  x 
theilbar ist, miisste also ftir jede Wurzel yon ( p ( x ) -  x ~ 0 die Ab- 
leitung r eine yon 1 verschiedene (z-t-1)to Einheitswurzel sein. 

Es dad also insbesondere ( p ( x ) -  x ffi= 0 kelne mehrfache Wurzel 
haben~ da fflr eine solche ~p'(x) --  I ~ 0 w~re. 

Man sieht ferner leicht ein, dass 

~'(~) - -  ~ = 1 -~- Qt ( x )  (x) - x 

niemals den Factor r  X enthalten kann. Denn dann mitsste filr 
die Wurzeln yon r  x-=. 0, weil ~-----1 ist, r  1 sein; 
das geht nicht, da der Grad yon r geringer ist als der yon r und 
die erste Gleiehung keine gleiehen Wurzeln besitzt. Eine Ausnahme 
w~ire nur ftir r ( x ) ~ -  1 denkbar; das ergiibe auch in der That eia 
richtiges, abet banales Resultat, nllmlich 

~ ( x )  = - -  x + c ,  ~ ( x )  ~ x ;  r - x ~ .  o .  

w  

Wir gehen nun zum Beweise des allgemeinen Satzes fiber: 

Die ga.nee Function 

v(x) -- x 

fiir keine Wahl  yon ~ @) noch dutch ~ ( ~ ) -  x theilbar. 

Wir nehmen an, es g~be eine Function, fflr welche Theilba~k~ 
vorhanden w~ire. Nach den Resultaten des vorigen Paragraph~'+-ist 
dann ffir jede Wurzel yea c p ( x ) -  x ~ffi 0 die Ableitung (p"(X):i~i~h 
einer yon dsr Einheit verschiedenen x t~ Einheitswurzel. D i S  bei 
a]]en verschiedenen Wurzeln yon ~v ~ x auftretenden Einheitswurze]n 

Mat]xlmatllche Annalen. XLII. ~ 
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mSgen m', ~", ~o'", . . .  sein. Dann zerf~ll~ q o ( x ) -  x in ebeneoviele 
Factoren g=(x), g2(x), gs(x)~ . . . .  derart, dass die Wuzeln yon 

g, , (x)  = 0 
s;immtlich den gleichen Wer th  

m ' ( x )  = ~('~ 
hervorrufen. Demnach ist 

q~' (x) - -  e '  theilbar dutch gt (x), 
~,'(~) - ,,,,, ,, ,, g~(~), 
r - -  ~,', ,, ,, g~(~) ,  

�9 �9 . ~ ~ �9 �9 * ~ . �9 * 

Nun sei die ~t~ Einheitswurzel ed etwa eine primitive zt~ Einheits- 
~#urz~l~ ~vas wir durch o ~ ' ~  ~ andeuten. Dann fo]gt, dass gt(x), 
welches wit wegen des Auftretens yon ~o~ auch durch g= (x, eo~) be- 
zeichnen k~nnen,  der grSsste gemeinsame Theiler yon qo' (x) - -  o~ und 
q0(z) -- ~ Jet, so dass man setzen kann 

Diese G]eichung muss fitr alle prJmitivea ~o. Einheitswurzeln gelte~, 
und so hat man ffir alle diese in dora obigen Schema die entsprechen- 
den g nur durch die eo~ yon einander verschieden zu setzen: Es Jst 

~o' (x) - -  ~ ,  theilbar durch gl (x, co~), 
(1) V ( x )  - co; ,, ,, g~(x, ~ ; ) ,  

�9 �9 ~ . . �9 . . ~ * �9 * �9 . 

un4 ebenso 
~'(x)  - -  e~ theilbar dutch g~ (x~ ~o), 

, ,  , ,  

(~ , ,  ~ , . . .  alle primitiven 

~t,. Einheitswurzeln)~ 

t 

(~r eoa.., alle l~rimitiven 

a ~'~ Ei~heitswurzeln) 

w~bei siimmt~che prlmltiven ~t,=~ ~,,o Einheitswurzeln auftreten, u. s. f. 
Des-einfachen Schreibens wegen ~ehmen wir nur diese beiden Arten 
yon Wurze]n an;  der Beweis bleibt im allgemeinen Falle ungeiinder~. 
W i t  setzen ferner 

g2(x  , co=) . g 2 ( x ,  co'~) . . . .  G2.  

Differenziren wir jetzt die Gleichung 

deren Richfigkeit ersiehtlieh ist ,  so folgt 
<) 

, f  (x) - -  1 ~ G, G~.  L g-;i-~, | t g, (~, | + " -"  

g,'(~, ~,) g'.'(~, =~) l 
+ g,(,~, - , )  + g, (,~, | + �9 . . j ,  
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[~(~,,  ,.,) g,.(x,~,,(=, | _] (3) # ( x ) -  == = l -  == § ~ , ~ ,  ~g,(=, =,) + . . . +  t_ . . . .  

Se~en wir =~ s t ~  ==~ dann is~ nach (1) die rechte "Seite dutch 
g~(x, =~) theflbar. Dabei sind alle Glieder des letzten Summanden 
mit Ausnahme des ersten einzeln flit sich durch g~(x, r theilbar. 
Setzen wir daan =~'~. . .  = o , . . .  fi~r co=, so ergeben sich der Reihe 
nach folgende Resultate: Es ist 

g-~'(~' %) theilbar durch (x~ =~), 
(1") , g,'(~, ~ )  

i - -  =,  + G, % a, (,~, | " ,, g, (x, =~), 

�9 . �9 * * * o �9 ~ . o �9 ~, �9 ~ �9 . . 

(~') 
1 - -  = .  + G1 ~ a,'(*, ~,,,) g.(~, ~ )  ,, ,, v,(x,  ~~ 

f �9 ~ o �9 

1 - -  a b  --]- G t ~ 9  ' (x, ,,,~) " ,, g~(z, =r 
�9 * �9 * * * �9 * * * �9 ~ . o * - * �9 �9 

Alles dies multipliciren wit, seLzen zur Abktlrzung 

( l - -m, )  ( 1 - - = ; ) . . .  (1--=,,) (1--=~,) . . . .  

und behalten naeh der Multiplication nur die Olieder dos Products bei~ 
deren Thvilbarkeit durch G a G 2 nich~ yon selbst klar ist; so entsteht 
der durch O 1 G 2 theilbare Ausdruck: 

~ g,'(~,o,,) ~ g,'(x,,o,~) 
(4) QJFG, G2~ l _ t % g , ( x , = , ) J r - l _ c % ,  g,(~:,~o;)--{-... 

i g,'(x, ~ )  1 g, ' (x,(4)  ) 
+ ,  _ | g, (~,, ~ )  + ~ - ~,; g, (~, ~ )  + . . . . .  _ 

Der Grad yon (4) ist um eine Einhei~; geringer, als der yon GIG2; 
folglich muss (4) identisch verschwinden. Insbe,oudere muss der 
Coefficient des hSchsten Gliedos in (4) gleich Null sein. Diesen wollen 
wir berechnen. 

Es sei 
~(x)  - -  �9 - -  dz" + . . . ,  

g~ (x,  =,)  -=  = ( ~ ) . . ~  + . . . ,  

g, (x, W) = a ( ~ ; ) .  ~ '  + - -  -, 

g~ (x, =o) = a(,o~). ~ + . . . ,  
g~(x, =~,) = b( |  ~ + . . , . ,  
o �9 �9 �9 �9 t �9 t �9 

a(= , )  aC , ) . .  ;b(=o) b(=;)  . . . . .  d, 

29* 
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wobei % die zahlentheoretische Function ~ bedeuten soU. Dann erkennt 
man~ class der gesuchte Coefficient, abgesehen yon dem Factor d ~ gleich 

~' [ "I ~--'~ -Ji-- 1 --1 eo,~']"" " "] "II-@ [I ----~-~I "~ I--1 ~a Jr''" "] 
werden, wird. Fasst man in-jeder  der Klammera die zu einander 
reciprokenWurzeln zusammen, so erkennt man, dass dieser Werth gleich 

1 1 
~ ~o (~) + ~ o ~o (~) 

wird. Sol]re etwa a ~ 2 seJn, so w[irde 9~o(2)~ 1 gleichfalls das 
richtige Resu]tat ergeben. Dieser letzte Ausdruck kann aber unmSg- 
lJoh Null werden; er ist wesentlich positiv, wenn nicht ~ •-0, ~ ~ 0, 
also "tier in. w 5 am Schlusse angegebene Fall auftritt. 

Die zu Anfang des Paragraphen gesetzte MSglichkeit kann sich 
also nie verwirklichen, und der ausgesprochene Satz ist allgemein 
bewiesen. 

w  

Wir beweisen zuniichSt einige Eigeuschaften der Gleichung 

~ ( x )  - -  z - =  O ,  

welche ihre Analogie mit der Gleichung x m -  1 .=~ 0 aufzeigen. 

I. Besteht in der Reihe 

(D x', ~(x'), ~(x'), ~s(x') ,  . . .  
.in wdch~r x" eine bdiebige Constante bedeutet, irgend ein Glied, wdehes 
gleich x" wird, so giebt es ein erstes qp,(x;) dieser JEigenschafl und alle 
fo~genden derartigen gehSren der l~eihe rpje( x') , eps~ ( x') , . . . an. 

In der That ,  wenn r ~ x" ist~ und ~ ----- m a -~- r gesetzt wird 

y ~ 0  :h~Sglich. 

~ :  Die G~ieder der Reihe 

~', ~(~'), ~,(~'},. . .  ~._,(x) (~o(~')=~') 
sind s5mmtlich yon einand~'r verschieden; bei der ~ortsetzung der 
Iteragon wiederholen sich die .Werthe in gleicher l{eihenfolge. 

Wiire 
~ ( x ' )  ~ ~,Cx'), C~ < v < ~), 

so mtlssto 

sein, was der in I gemachten Annah~ne widerspricht. Der zweite 
Theil des Satzes ist klar. 

HI. Bedeute~ s eine Wur~el yon q~x (x) - -  x ~ O, so ist jedes 9~ (x') 
auch e~e Wurzel derselben Gle~chung. 
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Denn es ist 

IV. ]Die gemeinsamen Wur~el~ van 

q~.(x) - -  x ,  ~ (z) = x 
simd aueh W a r ,  elm yon 

wenn W den grSssten gemeinsamen Theiler van u, l. bedeute~. 

Den gemaehten u nach giebt es in (l)  die Glieder 
~ ( x ' ) ,  ep~(x'), welehe gleich x" werden. Also sind u, it Vielfaehe 
desjenigen ersten Index~ ffir den die Iteration x '  liefert i dam zeigt, 
dass aueh {x eia Vielfaches dieses ersten Index wird. 

V. Is t  x '  eine Wur~el yon q~. (x) - -  x = O, so ist es aueh d r ,  
Wurzel yon vpm, (x) - - x  ~ O, we m die t~eihe der positiven, gan~en 
galden durehlaufen kann. 

D e n n  es  i s t  
# 

~ .  (x ' )  -= ~ ,  [ ~ , ( ~ ' ) ] - -  ~ , ,  ( x ' ) .=  ~', 

VI. D e f i n i t i o n .  Ecine primitive Wurzd  van 

~ , , ( z )  - -  x - =  0 

sell x' dann heissen, wenn in der l~eihe (]) q~.(x') das erste O~ied 
ist, ,welvhes dem Anfangsgliede gZeivh wird. 

VII. Bedeutet p ,  wie immer im _Polgenden, eir* l~rim$ahl, ~ t  
ferner ~p(x) veto Grade m, so hat 

~p (x) - -  x - =  0 

m:'- ~ - I Beihen m (m p - ~ -  1) primitive Wurzeln,  welche sich in m p 

x', ~(~ ' ) ,  ~ ( ~ ' ) ,  . . .  ~ , -~(~ ' ) ,  

", ~ (x"),  ~ ( x " ) , . . .  ~ (~"),  

vertheilen. 
Naeh den ResuRa~en des vorlgen Paragraphen wird 

~(~) - 

eine ganze Function, welche nich~ mehr d~rch ~p ( x ) -  x theilbar h i .  
Se~zt man den Zi~hler allein gleich Null~ so zerfallen die Wurzeta.lhr 
zwei Art,  hi in solche, bei denen 9 ()x ~ x  wird und in solehe, boi di~ae~ : : . . . .  
er~t opt(x)------x, wird. Nach I. d~eses Paragraphen gehSren al!e . ~ b l i /  
einer yon diesen beiden Arten an. Setzt man also den , ~ d . ~ ~  
gleieh Null und tilgt dadureh die Wuvzela der ersten ARC', ~io"bleiben 
nut solche der zweiten Art ttbrig. 
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~p(x) ist veto Grade m, 
oben gemach~en Zahlenangaben. 

VIII .  Di~ primitiven Wurzeln yon 

(2 )  ~ ( ~ )  - -  x ~ o~ 

werde~ dutch die GIeichung 
%, (x) -- 

( 3 )  ~ : ~  (~) _ 

r veto Grade m~; daraus folgen die 

~ - 0  

AIIo nicht-pr imit ivea  Wurzeln yon 90~ (x) - -  z ~ 0 werden sehon 
die Oleiehung ~u:p (x) -- x ~ 0 befriedigen; dot obige quotien~ besitzt 
als0~'g|~ieh Null gesetzt, nut die primitivea Wurzeln yon (2). Na~ 
dem,,Y0tdgen Paragraphen enthiilt ~Pu (x) m ~ die ,,zum Index p~-z ge- 
hSrigen Wurzeln" nur einmal~ ~:~ ~ x die zum Index #~-~ gehSrigen 
nnr einmal, u. s. w. Daraus folgt, dass (3) die primitiven Wurzeln, 
jede ~ur einfach, liefert. 

IX. D/e 19rixaitiven Wur~eM yon 

( 4 )  r ( x )  - -  x ~ 0 ;  # ----. p l ~ , p 2 8 , p s  ~. . . .  

werden &arch die Gleichung 

[tJ:l]. l't~ :~1~.] [~ :P,P,] [tJ :.P, PsJ �9 �9 ~ 0 
[~,: P,] ~ :  ~ ]  [t , :p,] .  [ ~ : r ~ , p d . . .  

gegeben , worin 
~ . : , ( x )  - ~ = [ ~ :  ,] 

ge~e~ w o r d ~  ist. 
Der Bawds dieses Satzes lguft .dem vorigen einerseits, dem far 

die pfimitiven Einheitswurzeln andererseits bekannten parallel, so dass 
wit. yon ,e'.m~r Darlegung desselben absehen kSnnen. 

t l~at: ~ s  Gleidefengssys~m 

O) ~ (~,) " -  ~ , ~ (~) - 
d~e x ~,~ x ,  y ~- y ~ darra sind x ,  y" Wur~eM der Gl~ichung 

(6) ~ + ~ ( x )  - -  x = O; 

und wenn umgekehrt x" eine LYsung yon (6) ist~ damn bidden 

x" u n d  y" = ,p,, (x ' )  
e i ~  L~sung vo~ (5). 

Der Beweis ist unmittelbar ersichtlieh. 

Wit nehmen jetzt wiede~ an, dass q~(x) vom Grade mist, und 
betrachten 

~# (aO - -  z ~ ,  O, (I) �9 (| _. 
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also die G]eichung, welehe alle primitiven zu ~ gehSrigen Wutzeln 
des Index p liefert. Ist x' eine derselben~ So sind 

�9 . ( ) (2) x, ~ (x'), ~2(~ ),... ~-~(~') ~p(x') ~ ~" 

Wurzeln yon (1)~ und zwar sind alle yon einander verschieden. Der Grad 
yon (1) ist m(mp -~ - -1) ;  jede symmetrische Function der Wurzeln 
(2) ist innerhalb des Bereiches der Gleiehung (1) im Allgemeiaea 

m p  - I  ~ 1 

~ p  ~ m p -werthig. 

Wir setzen, wean x",.., die anderen primitiven Wurzeln yon (I) sind, 
x' 4- ~(x') 4- ~(~') 4- .. �9 4- ~(x') =- ~', 

(,~) x" 4 -  ~ (,~") -{- ~ (~") 4 -  �9 . .  4 -  ~ - ~  (x") ~ ~(', 
�9 B I �9 �9 �9 �9 �9 �9 4 �9 �9 �9 �9 �9 �9 

dann kann man alle symmetrischen Funotionen der Gr~ssen (2) rational 
durch ~1 ~ dars~ellen und kann also die Gr~ssen (2) als Wurzeln einer 
Gleiehung 

(4) J~ + ,%' �9 ~ + ~ ' .  ~-~ 4 - .  �9 �9 + ~ "  ~ 0 

auffassen, deren Coefficienten # ~ ' , . . .  ~ '  rationale Funetionon yon ~ '  
sind. ,~," selbst genflgt einer Glei~hung des Grades ~ mit rational 
bekannten Coefilcienten 

(5) . ~  + A,u ~ - '  4 - . . .  4- A~,~, .-O. 
Man kann nun versuehen~ die Coefficienten yon (p(x) innerhalb eines 
beliebigen RationalitKtsbereiches so anzunehrnen, dass (5) eine rationale 
Wurzel @~' hat; ilann siad alle Coefficienten yon (4) gleichfalls rationale 
GrSssen, und (4) is~ eine einfache Abd'sche Gle~chung, deren Wur~dn 
dutch die C~ssen (2) gegeben sind. 

~e~zb man ~(x) sllgemein yore ( p -  1) t~ Grade an, so erhlil~ 
man auf diesem Wege die allgemeinen Abel'sehen Gleichungen vom 
Grade p. Die Art der Reehnung m~ge an einigen Beispielen erl~iutert 
werden. 

~9. 
Ist eine Abel'sche Gleichung dritten Grades gegeben, fitr welehe 

ist~ so kann man gemiiss w 1 und w 2 dutch eine lineare Tran~x- 
marion die Gleichung so umgestalten, dass fflr sie 

wird. Diese nene Gleichung betrach~en wir und setzen, 

C1) ~(~)--  ~ 4-  a. 
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Dana wird 

(~) ,rs(x) - ~ ~ x ~ + x ~ +  ( 3 a +  1 ) # +  ( 2 a +  l ) z s +  (3a  ~ + 3 a + l ) x  ~ 

"4- (a~'4-2a-+ l ) x +  (aa + '2a~ + a +  1) == 0. 

Je~zt; setzen wir, wenn :v' eine Wurzel dieser Gleichung bezeiehnet, 

~," + ,~(x') ,+ ~,,(,~') - a, (~'), 

x'q~(x') + ~ ( . ' )  ~,~(z') + ~2(~') o ~ ' :  a d z ' ) ,  
z'~(x') ~ ( ~ ' )  : aa(x'). 

x'~ + (2a + I) z '2 + x' + (a 2 + 2a); 

x'* + :r + 3a~', 4 + (2a + I) x'~ + (3a 2 + a) x "2 
+ ( #  + 2a) z' + (a* + a2) 

" -  r - -  ~i (x') + (a - -  1) 

= -  a~ (~') + ( a -  1); 
~,(x')  = x'~ + 3ax  '~ + (3a 2 + a) z's + (aS + a') x" 

-----(~'-  i) ~ ( . )  -x' + a ~ , ( ~ ' ) + ( a +  1), 

so dass die Gleichtmg 

die Wurzeln x'~ 9~(x'), ~ ( x ' )  besitzt. Bezeiehnet man die flbrigen 
drei Wurzeln yon (2) mit x",  9 (x" ) ,  r und such vnberschiedslos 
die 6 Wurzeln yon (2) mit xt ,  x2, . . .  xs, so erhiilt man 

~, ( ~ ' ) + ~ , ( ~ " ) . =  ~ ~ =. - i ,  

~ (x,') . o,(x") - . . ~  ~ x .  -~,(z7 - -  a~(~,") 

-= ( 3 a . + : - l ) +  a~ (x') + ~, (,~") -,- ~ ( a -  1) 
, = a + 2 ,  

so dass die Gleiehung 
C4) u~ + u + (a + 2) == 0 
die Wurzeln # l ( x ' ) ,  g~(x") bssit~k Aus (4) folg~ 

1 ( _  1 - 4 - / / ~  4a  ----7); 
also o n ~ h t  fiir 

- -  (4a  + . 7 )  : (2Z + 1)', a : - -  (~' + / t  zr 2) 
die rationale War~.d 

1 u = ~- (--  ~ +_2z+__ ~) 

d.h .  wit kSnnen se~en 

e,  (z') = a, #t.(,r "= - (a + ]). 

Flier wird 
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Dann entstehen aus (3) die beiden Gleichungen 

(5) , s - - ~ - ( ~ , + 2 ~ + 3 ) ~ + ( ~ + ~ + 3 ~ +  1 ) = o .  
(5a) z a -~- (//-a t- 1) z t - -  (,t 2 "4- 2) z -- (ts _f. ~2 .{_ 2). -Jr- l) - -  O, 

deren Product (2) ergeben muss. Uebrigens sind (5) und (5a) nicht 
wesenfiich yon einander verschieden. Denn 

a = - -  ( ~ 2 + ~  + 3) 
geht darch ~ = - -  (Zl -4- 1) in -- (~12 + Z~ A- 2) und gleich~eitig 
(5) in die entsprechende Form (5a) tiber. Es giebt daher (5) die 
Abel'schen Gleiehungen dritten Grades~ wobei 

zu setzen is~. Nehmen wir noch 
it ~ 3 t t ,  

dann entsteht 
~s _ 3(492 _{_ 2~t -[- 1) [ -{- (4it ~ -{- 2g -~- 1) (4g -{- 1) - -  0 

ale allgemeine Form der Abel'schen Gleichungen; hisrbei ist 

~" -= ~(~') = ~'~ + 2 ~ '  -- ~(4~ + st, + ~) 
die Beziehung~ welche zwisehen den Wurzdn herrseht. 

Bemerkenswerth ist, was aus (5)und (Sa) hervorgeh/~, dass jeder 
Abel'schen Gleichung dritten Grades eine andere zugeordnet ist, welehe 
dieselben Wurzelrelationen aufweist, wie jene. 

w 10. 

Wir fragen weiber nach denjenigen Gleichungen vierten Grades, 
deren Wurzeln dutch 

~', 9~(~'}, ~ ( x ' ) .  %(~.') 
dargestell~ werden k~nnen, wobei ~ nur bis zum #we/tom Grads aufsteigt, 
so dass also 
(1) 
gosetz~ werden kann. 
gemgss 

zu bilden. Dies wird 

C2) 

Man hat bier, den allgemeinen Eatwickellangen 

~, (~) - x -- 0 

z t~ q- 6 a x  1~ ~ x 9 ~ (15a2-k 3a) x s q- 4 a x  ~ q- (20aS-i - 1 2 a ~ . b l ) =  e 
-{- (6a  2 -~- 2a) x 8 -[- (15a ~ -{- 18a'  -{- 3a2-{ - 4a)  x 4 

-~- (4a s + 4a  2 "4- 1) x s -~- (6a  s + 12a' -[- 6 a  8 T ' 5 ~ a t )  '~ 
(a'  + 2a* + a 2 + 2a)  x 

_it_ (~o .,~. ~aS..{_ ,3a 4 + 3a  s 3u 2a  2 _it_ 1) - '~0 ,  
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so dass diese Gleichung die zwSlf Wurzeln 

~(.~, ~(xc,)), ~2(~c~). ~s(zc')), (i = 1 , 2 ,  3) 

besitzt. Nua setzen wir wieder 

x'~(z '3  + x'~,2@') + . .  �9 + (p~(x') ~s(x') : ~ ( z ' ) ,  
x'~(~') ~(x ' )  + . . .  + ~(~') ~(x') ~3(x ~) = a~(x3, 

dann genfigen zun~iehst die 3 Funct, ionen 

eiuer Gleichu~g dritten Grades mi~ rationalea Coefficienten; flir diese 
finder man auf demselben Wege wle im vorigen Paragraphen 

(3) u~ + (4a  + 3) u + 4 =- o. 

In Folge yon (3) kann man die dritte und alle hiiheren Potenzea yen 
~l(x')  dutch niedere au~drficken, indem man yon 

~ (x') ~ = - -  (4a + 3) O~ (x') - -  4 

Gebrauch macht; insbesoadere werden ~ (x'), ~a(x'), ~ (x') die Form 

annehmen. Ftlhrt man die Reehnung dutch, so ergiebt sieh 

1 

1 

[aa~ (x') ~ -I- aOt(x') -J- 2a~ Jr 2a Jr 2]. 

D e ~ h  genligen die 
Gleichung 

1 (4) ~4 _ ~c,)~s -t- -ff 
1 + - r  
1 

wobei 

geseizt ist. Hat nun (3) 

Gr'6ssen x(0, ~(x(')), r ~a(xr *)) der 

(o(o' - -  ~ , )  -!- 4 a) ,2 

(#(')' - -  (2 a - -  1) a(') Jr- 2) 

(aa(') ~ -1- a#C')Jr" 2a2 + 2a Jr 2) =ffi 0, 

~c,) = o l  (xc')) 

eiue rationale Wurzel, dana ]iefert die eat. 
sprechende G]eiehung (4)eine Abel'sche Gleiahung der ver]angten ART:. 
Wir setzen das Polynom yon (3) 

u s -1- (4a "4- 3) u + 4 =-;(u - -  x) (u ~ -{- xu + ~) 
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und erhalten fiir die ZerlegungsmSglichkei~ 

g ~ - -  4,  ~ _ ~z = 4 a  + 3 ,  
x s +  3 x + 4  

4,r 
Folglich ist 

(5 )  ~ 4 _  ~ _ _  ~ ~ 

+ ~ - 2~' + l ~  - u,," + t ~  + ~  == 0 16~ 

die ailgemeinste Abel'sche Gleichung vierten Grades mit den Wurzeln 

~', ~ ( ~ ' ) ~ ' ~ + a ,  ~(~'), ~(~'); 
dabei muss 

(6)  ~ = 4u 
sei~. 

F[ihrt man diesen Wer~h in (2) ein~ s o  zerf'gllt der Ausdruck auf 
der link~n Seito, und die tinke Seite yon (5) wird," falls man darin 
z durch x ersetzt, ein Factor yon (2). 

Man erkennt gleiohzeitig, class jeder Abel'schen Gleichung vier~en 
Grades yon der angegebenen Eigenschaf~ eine Gleichung des achten 
Grades entsl~rieht ~ deren Wurzeln 

", �9 (~"), r (~"), ~(~'5; 
~"', �9 (~'"), ~ ( f ' ) ,  ~a(~'") 

sind. 

w 11. 

Endlich stellen wir noch diejenigen Gleichungen vierten Grades 
auf, deren Wurzeln 

~', ~(~'); ~", ~(~") 
werden, wobei man allgemein 

(1) r = x a + ax  + b 
setzen daft. Hier wird 

~ ' ( ~ ) - - ~ x  ~ + ( 2 a + l )  x ~ +  2bx 3 + (a ~ + a +  l) x ~ (2)  , (x) - x 
+ (2ab + b) x + (a + 1 + b 2) - -  O, 

und die Gleiohung~ deren Wurzeln 

sind, erscheint in dot Form 

(3)  # + (~ + 2 )  ~ - b - -  O. 

Sell (3) zorfallon, so muss die linke Seito 
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werden~ und dies erforder~ die Annahme 

In der That ergieb~ sich for diese Annahme die linke Sei~e yon (~) 
gleieh 

+ r , ~  + ~2 + t]) - o .  
Es wird demnach 

die allgemeine Gleichung vierten Grades mit der verlangten Eigen- 
~h~imlicbkeiL Dabei muss sein 

~ ( x )  ~ x s + (~ - ~2 _ 2 )  x + ~ t .  

Gies.sen, den 9.8. 3uli 1892. 


