Zur Theorie der Abel’schen G(leichungen.

Von

E. NETTO in Giessen.

8 L

Ist eine irreductible Gleichung f(#)==0 mit den Wurzeln 2, 2,,...2,
vorgelegt, und stehen zwei threr Wurzeln z, und z, durch die Glei-
chung

x, = p(z,)
mit einander in Verbindung, wobel ¢ eine rationale Function bedeutet,
dann wird im Allgemeinen auch diejenige Gleichung g(y) == 0, deren
Wurzeln
Y= P(2,), 4o =P(z,), . . . Yo = P(an)

gind, denselben Charakter besitzen, falls P eine rationale Function
ist, Gehoren nimlich #, und P(x,) zu derselben Substitutionengruppe,
dann kann auch z, rational durch P(z,) dargestellt werden, etwa in

der Form
%) == B, ('P(xl)) == Py (1),
und es wird folglich
Y» = P(z,) '=“P(‘P(371)) = P(‘I’[Pz (ya)]) = Q(¥,)-
Gehdrt hingegen P(z,) nur zu einer Untergruppe der Gruppe fiir z,,
dann braucht die betrachtete Eigenschaft nicht mehr zu gelten.

Diese Eigenschaft bleibt aber stets gewahrt, sobald f(#)==0 eine
Abel'sche Gleichung ist, wie P auch gewihlt sein moge. In diesem
Falle sind néamlich die Substitutionen der Gruppe von f(%) == 0 simmt-
lich unter einander vertauschbar, Daraus folgt, dass jede Untergruppe
einer Abel'schen Gruppe eine ausgezeichnete Untergruppe derselben
ist. Denn man hat s;7188 == s;871s; = 8;, und deswegen findet die
Transformation s, §; == I auch fiir jede Untergruppe I" der Abel'schen
Gruppe statt. Demnach gehdren die conjugirten Werthe P(z,), P(z,),...
zu derselben Gruppe, d.h. P(z,) ist rational durch P(xz,) darstellbar.,

Man kann aber noch weiter nachweisen, dass auch g(y) <= 0 eine
Abel'sche Gleichung wird, Das zeigt sich bei der Herstellung der
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Gruppe H von g(y) = 0. Diese findet man, indem man auf die Reihe
P(z,), P(z,), . . . die Substitutionen von G, der Gruppe von f{z) =0,
anwendet und die entstehenden Umstellungen als Substitutionen unter
den y deutet; wir kdnnen sie also durch

= | Pl@,) P(ae)| = |t %5,| (=12...n)

darstellen. Dann entsprechen den Substitutionen s von G eindeutig
die Substitutionen ¢ von H, und da jene unter einander vertauschbar
sind, so werden es auch diese sein, d. h. g(y) = O ist eine Abel'sche
Gleichung.

§ 2.

Es bedeute wieder ¢ (2) eine rationale Function von 2, und es werde

9 (9 () = 9,(2), (0, (@) = 94(2), . ..

gesetzt. Wenn nun f(2) =0 eine irreductible Gleichung darstellt,
deren Wurzeln sich in das Schema

Zyy (), $2(21); @3 (@1)s -+ - Pr1(y); (‘Px (#) = "71) )
Zyy @ (&2), P2(Za); P3(Za)) - - - Par(2y); (‘Pl (2,) = xz):

einordnen lassen, dann kann man zuniichst in bekannter Weise ¢ (2)
zu einer ganzen Function von z machen, deren Grad geringer ist, sls
der Grad » der Gleichung f(z) = 0. Man kann also setzen

@@) = dyz* + d 2 - dyzr P A -0 (@Sn—1).
Nach § 1 hat die Gleichung g(y) = 0, deren Wurzeln mit den «; durch

Yi—v .
Y= B + v, Ti= Z (t=12,...n)

verbunden sind, neben y, noch ein y,' =9 (y,) zur Wurzel. Nun ist
’ 7 — a — -]
Y =pz +v=poz)+ v==p,[do(yi_p.’_’) +d1(y' . ”)“ +...]+,,
d dy—avds, o
— et T
und man kann folglich #ber g und » stets so verfligen, dass
y, = 4," + &y ey, - == 0{yy)

wird. Qleichzeitig folgt aus
Pe(y) = 2y,

Y=(¥) = %
wird, und man kann somit die Wurzeln g von g(y) —0.in .dea
Schema

dass auch



438 E. NeTro,

Y, W)y v2(1)s - - - ua(yy)s ('f’x(!h)"" 211);
Y2 ¥(82)s Y2 (#2)s - - - Y1 (B2); (‘(bx ) = !lz) )
einordnen.

Wir difrfen also auch bei der Gleichung f(y) = O die Function ¢
gleich in der fir ¥ gefundenen, einfachen Gestalt voraussetzen.

§ 3.
f(#) = O sollle eine irreductible Gleichung sein, fiir welche
. ) | ] zy = 9 (z,)
wird. Hs ist somit anch
f{p®) =0,
sobald
f(@) =0

ist, und daraus folgt wegen der Jrreductibilitit von f(zx) dass f(q> (z))
durch f(z) theilbar ist. Ist umgekehrt

fy @) =1z). Q@)

so folgt, dass fiir jede Wurzel z; von f(x) = 0, auch f((p (x,)) =0
wird und also auch ¢@(z,) eine Wurzel von f(z) = O; freilich braucht
diese nicht von z, verschieden zu sein; daun wire aber ¢(z,) = z,.

Nach den Ausfithrungen des vorigen Paragraphen kann man ¢ als
hochstens vom Grade (n—1) annehmen; daraus sieht man, dass die’
Mdghchkelt @(z,) = x, nicht eintreten kann. Wir werden deshalb
&ﬁe Gleichungen. erhalten, bei denen zwei Wurzelo durch

Ty == (7))
~verbunden sind; wenn wir ausdriicken, dass f ((p (a:)) durch f(2) theilbar
jst. Setzt man
f(@) = ar + cjzrt 4 cpa*2 - - - 0y

so miisste auch
f (p(@) — @) = (p@r—") + o (p @ —a) -
= (p@—a)[[plarit-) +o (plart- ) -]

und also auch der zweite Factor des letzten Products durch f(z) theilbar
sein, Fithrt man bei unbestimmten ¢, ¢,, ... ¢, die Division durch
und setzt die n Coefficienten des Restes einzeln gleich Null, so sind
dies die Gleichungen fir die ¢, aus deren Losung die allgemeinste
Form von f(x) erlangt wird.

Das Modulsystem, welches durch die linken Seiten dieser Gleichungen
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gegeben ist, erscheint als recht complicirt, und selbst in den ein-
fachsten Fillen diirfte die angegebene Methode kaum durchfiibrbar sein.
Es sollen deswegen bequemere Wege fiir die Losung unserer Aufgabe
angegeben werden.

§ 4.
Bilden wir in unserer irreductiblen Gleichung durch Iterirang

(2,), 9(2y), 95(2y), -+ -y

20 tritt hierin eine erste Function ¢, (z,) auf, welche wieder gleich &,
ist, Die Beziehung

@ (2) — 2 =0
gilt dann fiir jede Wurzel unserer irreductiblen Gleichung f == 0.
Folglich ist die linke Seite durch f(z) theilbar, d. h.

Py (x)—x
wird eine ganze Function

Umgekehrt setzen wir irgend einen Theiler ¢,(z) von ¢ (2) —

gleich Null und benennen mit z" eine seiner Wurzeln. Dann kénnen
zwei Fille eintreten; entweder hat @, = O ausser z" noch eine andere,
von ' verschiedene Wurzel der Reihe

z', @(27), (2), . -
oder es giebt neben @,(z) noch andere Factoren @,(z), ¢;(2), ...
unter welche sich die Wurzeln der Reihe so vertheilen, dass jedem
@a(%) = 0 nur eine derselben zufdllt. Fiir den ersten Fall werden
wir in der Folge Beispiele aufstellen; fiir den zweiten geben wir das
nachstehende an. Es sei

BPr—k41
) =2+ 5%
dann wird
Pa(®) —& k2 k2 k -
q:(:v)——x ="+ E—1 el ==(:c+k)(x+ k—l) 0.

Hier hat der erste Factor des letzten Ausdruckes die Wurzel 2’ = —k;
dagegen ergiebt .

P(—k) = — 31—

die zum zweiten Factor gehdrige Wurzel, und nmgekehrt

o(—5ip) =%

die zum zweiten Factor gehorige. ‘

In beiden Fillen hat der Factor @, (x) mit f(x) die-Bigenfhd
gemeinsam, dass die Iteration @ auf eine beliebige Wurgel ¥0i @<« 0
oder f = 0 angewendet, diese]lbe Wurzel wieder erzeugt.
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Es finden sich deshalb unter den Factoren von ¢, (z) — z alle,
die gleich Null gesetzt, Gleichungen %' Grades ergeben, deren Wurzeln
sich in der Weise

x’, q)(x’)f ¢2(x’)! ¢
anordnen lassen. Dabei muss x alle Theiler von » durchlaufen,

§ 56
Rs ist
P (§) — @, (2)
y—¢

eine ganze Function von y und ¢; setzt man hierin y = @.n (2),
£ &= Pre—y)m (%), 80 entsteht

Pixtym (2) — Py (2) —
wxm (2) - ¢()¢—1)m (m) me (w) !

wobei das @y, eine ganze Function von 2 bezeichnet. Dies ergiebt

x
Pag-1)m (®) — Py (@) Putnm (x) — Paim ()

P, (2) — 2 = 11 Pim &) — Pu—1ym &)

='Qm~Qnm---me

und

Pixtym (&) — @ _Zx“p(l-}-l)m (@) — 93, (2)
Pplx) —x P, (@) —a

=14 Qnt Qn-em+ o+ (@ Qame - Qum) .
Fiir m = 1 entsteht

W) Tty G Qb+ (@0 Q)

Natitrlich lasst sich dieser Satz amch durch Wurzelbetrachtungen be-
wéiseh, aber gerade der hier eingeschlagene Weg, auf dem sie ver-
miéden werden, erscheint vorzuziehen.

Im allgemeinen Falle ist die linke Seite von (1) nicht weiter durch
¢(z) — x theilbar. Denn wire dies der Fall, dann miisste es auch fiir

9(2) =2, §2(a) = 2, ... gupa(3) = 2"

eintreten, d. h. es miisste

T

-z
fitr jede Wurzel der Gleichung a# — z verschwinden, withrend dies
fiir & = 0 doch sicher nicht geschieht.

Ob es aber fiir besondere Wahl der Coefficienten von ¢ in einzelnen

Fidllen nicht doch einiréten kann, ist schwerer zu entscheiden. Es
miisste dann

I+ Q@)+ @) &@) + -+ (G() @) Q@) =0
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werden fiir alle Wurzeln 2° von @(z) — 2 = 0. Weil nun aber

Q1 (2) = Q11 (9(2))
ist, so ergabe sich fiir £’
Q@) = Qs (9 (@) = Q@) = - - - = @ (2,
und die obige Gleichung ginge iber in
14+ @)+ &*(@) + @*@)+ - - - + @* &) =0,

Es wiirde also dann @, (2") eine von der Einheit verschiedene (x4 1)
Einheitswurzel sein.
Andrerseits wire

0 (&) = 9 (@) ¢ (@) — ¢ (@)

Q (m) —Q (m) ’ 4
Rt A L o mt (z) —1 » = (2 ).

PR —x |

—

Unter der Annahme, dass die linke Seite yon (1) noch durch ¢ () — =
theilbar ist, miisste also fiir jede Wurzel von @(2) — 2z == 0 die Ab-
leitang ¢'(2) eine von 1 verschiedene (x --1)t Einheitswurzel sein.

Es darf also insbesondere ¢(#) — 2 == 0 keine mehrfache Wurzel
habén, da fiir eine solche ¢'(z) — 1 = 0 wére.

Man sieht ferner leicht ein, dass

z)—x
=14 Q)

niemals den Factor ¢(2) — = enthalten kann. Denn dann mitsste filr
die Wurzeln von ¢(z) — 2 =10, weil x =1 ist, ¢ () = — 1 sein;
das geht nicht, da der Grad von ¢ geringer ist als der von ¢, und
die erste Gleichung keine gleichen Wurzeln besitzt. Eine Ausnahme
wire nur fir @' () = — 1 denkbar; das ergébe auch in der That ein
richtiges, aber banales Resultat, nimlich

@)= —x ¢, ,@)=2; @) —x=0.

§ 6.
Wir gehen nun zum Beweise des allgemeinen Satzes {iber:

Die gange Function
9, (%) —2
@) —z
ist fir keine Wahl von ¢ (z) noch durch @(z) — z theilbar.

Wir nehmen an, es gibe eine Function, fiir welche Theilbarkdié
vorhanden wire. Nach den Resultaten des vorigen Paragraphep. ist
dann fiir jede Wurzel von g(x) — # == 0 die Ableitung ¢'{z) gléich
einer von der Kinheit verschiedenen xt* Einheitswurzel. . Die' bei
allen verschiedenen Wurzeln von @ = 2 auftretenden Einheitswurzeln

Mathematische Annalen, XLII 20
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mégen o, @', ®”, ... sein. Dann zerfillt ¢(z) — « in ebensoviele
Factoren ¢, (%), ¢,(%), gs(2), . .. derart, dass die Wuzeln von
ga(#) =0
simmtlich den gleichen Werth
¢l (x) = w(a)
hervorrufen. Demnach ist
¢’ () — o theilbar durch g¢,(2),
(P’ (x) —a’ ¥ w92 (x)’
‘p’ (z) — 0" ” 2 Js (r’))
Nun sei die x* Einheitswurzel o' etwa eine primitive rt¢ Einheits-
wurzel, was wir durch @’ = o, andeuten. Dann folgt, dass g, (),
welches wir wegen des Auftretens von @, auch durch g, (z, o) be-
zeichnen kénnen, der griosste gemeinsame Theiler von ¢ (%) — o, und
@ (%) — & ist, 80 dass man setzen kann

A(z, o) - (tp(a:)—x) ~+ B(z, o) - (‘P,(x) - 0’1) = ¢, (% @).
Diese Gleichung muss filr alle primitiven z'*® Einheitswurzeln gelten,
und so hat man fiir alle diese in dem obigen Schema die entsprechen-
den g nur durch die @, von einander verschieden zu setzen: Es ist

¢ (#) — @, theilbar durch g, (z, @), (@, @z... alle primitiven

(1)

@' () — o ” n 91(2, 0), ' Kinheitswurzeln),
und ebenso
@ qa’(g;) — @, theilbar durch g,(z, ®,), (@s, @y... alle primitiven
Y o' (1) — 0y, » 9@ o), o'*» Einheitswurzeln),

« e . . . . . . . o

wobel simmiliche primitiven t'*7, g'e® Einheitswurzeln auftreten, u.s. f.
Des einfachen Schreibens wegen nehmen wir nur diese beiden Arten
von Wurzeln an; der Beweis bleibt im allgemeinen Falle ungeéindert.
Wir setzen ferner

Nz, a:) . 9,(x, @) - - - = Gy,

92(2, 0g) - §o (2, @g) - - - = G,.
Differenziren wir jetzt die Gleichung

p(x) —z=0=G .G,
deren Richtigkeit ersichtlich ist, so folgt
' g (@, 0 9] (@, o,
¥ @) —1=6,6, 5070 L0

9 (%, w5) | 9a (%, @)

TR R A ]

4.
+
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, 9 (xz, o %' (%, o
®) FE@—o—l—0t &AM EE, ]
Setzen wir o, statt o,, dann ist nach (1) die rechte Seite durch
9,(x, @,) theilbar. Dabei sind alle Glieder des letzten Summanden
mit Ausnahme des ersten einzeln fiir sich durch g,(z, @,) theilbar.
Setzen wir dann w.,...@,,... fir @,, so ergeben sich der Reihe
nach folgende Resultate: Es ist

l— w4+ G, G, %: E:: ::) theilbar durch g, (2, ),

1 . ,
) 1 — ap + @, @2 %) (z, o)
T 1 291 (w,w;) » ” 9 + W)y

9/ (%, 0
1 — o, 4 Gi G2b’:‘§rm:)) T » gz(m: ‘06))

" . ,

7 g w’ md ’

1— @y -|— Gleﬁ;—-ﬂ’;} ” IH 92(‘”’ mv)}

Alles dies multipliciren wir, setzen zur Abklrzung
(I—o) (1—ay) - -(1—ay) (1—ag) -+ == Q
und behalten nach der Multiplication nur die Glieder des Products bei,

deren Theilbarkeit durch G,G, nicht von selbst klar ist; so entsteht
der durch G, @, theilbare Ausdruck:

1 gl’(x, m-r) 1 gi'(x1 m»{’)
(4) Q+G1ng(1~w:gl(‘tv°’r) l_wc’gl(xvm»;)_'—“.
1 g@e) | 1 w(@e) )
+1——-ma 9 (2, @,) 1 — o, g,(:‘n,m(;)‘f‘

Der Grad von (4) ist um eine Hinheit geringer, als der von G, G,;
folglich muss (4) identisch verschwinden. Insbesondere muss der
Coefficient des hochsten Gliedes in (4) gleich Null sein. Diesen wollen
wir berechnen,

Es sei

@) — @ ==da" -,

91(2, o) = a(w,) - a* + .- -,

91(#, ) =a(wq) -2+ -+, a(wga(w) b(ws)b@,): =4,
R BP0 (7) + 09y (0) =2/
922, 00) = () ¢+ - -,

G2 (@5 @) = b(wg) - R + -+,

29¢
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wobel ¢, die zahlentheoretische Function ¢ bedeuten soll. Dann erkennt

man, dags der gesuchte Coefficient, abgesehen von dem Factor dQ gleich
1

o[ttt ] te[Ta et ]

werden. wird. Fasst man in jeder der Klammern die zu einander
reciproken Wurzeln zusammen, so erkennt man, dass dieser Werth gleich

38 94(7) + 30 9 (0)

wird. Sollte etwa ¢ = 2 sein, so wiirde @,(2) =1 gleichfalls das
richtige Resultat ergeben. Dieser letzte Ausdruck kann aber unmbg-
lich Null werden; er ist wesentlich positiv, wenn nicht g =0, p = 0,
also der in § 5 am Schlusse angegebene Fall auftritt.

Die zu Anfang des Paragraphen gesetzte Moglichkeit kann sich
also nie verwirklichen, und der ausgesprochene Satz ist allgemein
bewiesen.

§ 7.
Wir beweisen zuniichst einige Eigenschaften der Gleichung
Px(2) —2x =0,
welche ihre Analogie mit der Gleichung #™ — 1 = O aufzeigen.

1. Besteht in der Reihe
(1) Z, 9(&), 9,(), ¢3(%),
wm welcher & eine beliebige Constante bedeutet, irgend ein Glied, welghes
gleich & wird, so giebt es ein erstes @, (&) dieser Ez’genschaﬂ ,zmd alle
folgenden derartigen gehoren der Reihe @szo(%), @sa(Z), ...

In der That, wenn Ps (@) = « ist, und § — ma 4y gesetzt wird
(y<'&), 80 folgt g4 (') == g, ((p,,,. (@ )) = @,(«')=4’, und dies ist nur fir
p =0 moglich.

Ii: Die Glieder der Reihe

&, 9(@), (&), - Pa1(2) (@) =)

sind sammilich von eimander verschieden; bet der Fortselzung der
Tieration wiederholen sich die Werthe in gleicher Reihenfolge.

Wiire .

Pu(@) =o,(&), @<r<a),
so miisste
Pa-ntu (@) = @a(#) = &

sein, was der in I gewachten Annahme widerspricht. Der zweite
Theil des Satzes ist klar.

111. Bedeutet & eine Wurzel von g, (2) — & == 0, so ist jedes ¢ (")
auch eine Wurzel derselben Gleichung.
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Denn es ist
9x [@2(2)] = @2{@«(2)] = 9a(z").
IV. Die gemeinsamen Wureeln von
L) =T ==
sind auch Wureeln vor #e(3) i) =a
Pu(2) =z,
wenn g den grossten gemeinsamen Theiler von x, A bedeutet.

Den gemachten Voraussetzungen nach giebt es in (1) die Glieder
ox(z'), @i(x’), welehe gleich " werden. Also sind x, 4 Vielfache
desjenigen ersten Index, flir den die Iteration z’ liefert; das zeigt,
dass auch p ein Vielfaches dieses ersten Index wird.

V. Ist z' eine Wurzel von @u(x) — 2 =0, so tst es auch eine
Wurzel von @uu(2) — £ =0, wo m die Reihe der positiven, gansen
Zahlen durchlaufen kamn.

Denn es st

Pax(2) = Pu[Pu(2")] = @u(z) = &,
Pox (2') = Pru [ (@')] == P24 (¢) = @,
V1. Definition. FEine primitive Wurzel von
Pe(2) — 2 =0
soll = dann heissen, wenn in der Rethe (1) @u(z’) das corste Glied
ist, welches dem Anfangsgliede gleich wird.

VII. Bedeutet p, wie immer im Folgenden, eine Premzahl, it

ferner @(x) vom Grade m, so hat
Pp(&) — 7 = 0

p-1_
m (mP—1 — 1) primitive Wureeln, welche sich in m "—’———5——1 Rethen
z'y @), @z}, ... Pp-1(z),
x"’ q’(‘”ﬂ): 9’2(“’”)) e q’?—l(x”);

vertheilen.
Nach den Resultaten des vorigen Paragraphen wird
P, (@) — &
ez) — o

eine ganze Function, welche nicht mehr durch @(x) — & theilbar ist.
Setzt man den Zahler sllein gleich Null, so zerfallen die Wurzeln: im
zwei Arten; in solche, bei denen @ (z)==« wird und in solche bei denen.
erst @g(x)=2 wird. Nach I. djeses Paragraphen gehdren alle Wnﬂeln
einer von diesen beiden Arten an. Setzt man also den QadHi
gleich Null und tilgt dadurch die Wurzeln der ersten Art, #0 ‘bleiben
nur solche der zweiten Art itbrig.
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¢ (z) ist vom Grade m, g,(z) vom Grade m»; daraus folgen die
oben gemachten Zahlenangaben.

VIL Die primitiven Wurzeln von

@) Pp(®) — 1 =0; p=p?
werden durch die Gleichung

Pu(@)—2
(3) (P".p(:t)—m o 0

Alle nicht - primitiven Wurzeln von @, (%) — 2 = 0 werden schon
die Gleichung ¢., (%) — 2 = O befriedigen; der obige Quotient besitzt
algo, ‘gleich Null gesetzt, nur die primitiven Wurzeln von (2). Nach
dem,vorigen Paragraphen enthilt ¢, (%) = # die ,znm Index pd-! ge-
horigen Wurzeln® nur einmal; @,., = 2 die zum Index p?—* gehdrigen
nur einmal, u. s. w. Daraus folgt, dass (3) die primitiven Wurzeln,
jede nur einfach, liefert.

IX. Die primitiven Wureeln von
(4) ou(®) —2z=0; p=p* plph .
werden durch die Gleichung
[p:1) [p: o] (B0 Do) [B:0086)- .. _
(w:p][w:m]lu:ps] . [B:D10e2s] ...
gegeben, worin

, Pure@) — 7= [ 7]
gesetat worden tst.
Der Beweis dieses Satzes lduft dem vorigen einerseits, dem fiir
die ptimitiven Binheitswurzeln andererseits bekannten parallel, so dass
wir. von .einer Darlegung desselben absehen kénnen.

X Hai das Gleichungssystem

® @)=y, quy) =2
die Lisungen == ', y == y’, danm sind z', y* Wurzeln der Gleichung
(6) Putar(®) — 2 = 0;

und wenn umgekehrt z' eime Losung von (6) ist, dann bilden
2" und y =@ (z")
eine Lisung von (B).
Der Beweis ist unmittelbar ersichtlich.

§ 8.

Wir nehmen jetzt wieder an, dass ¢(x) vom Grade m ist, und
betrachten
¢p (x) —_—&

(1) @ =z =%



Abel’'sche Gleichungen, 447

also die Gleichung, welche alle primitiven zu ¢ gehdrigen Wurzeln
des Index p liefert. Ist #” eine derselben, so sind

@) 2, 9@, 9, . .. Ppa(@) (pp(z) = ')

Waurzeln von (1), und zwar sind alle von einander verschieden. Der Grad
von (1) ist m(m?—! — 1); jede symmetrische Function der Wurzeln
(2) ist innerhalb des Bereiches der Gleichung (1) im Allgemeinen

M, =m ——p——-—-werthig.

Wir getzen, wenn 27, ... die anderen primitiven Wurzeln von (1) sind,
"+ o@) + @) + - - -+ gz =8,

@) "+ @@ )+ @)+ - F @pa(a”) = b,

dann kann man alle symmetrischen Functionen der Gréssen (2) rational

durch &, darstellen und kann also die Grdssen (2) als Wurzeln einer

Gleichung

4 82 &Pl B e 4 8 =0

auffassen, deren Coefficienten &), ..., rationale Functionen von &,

sind. &, selbst genilgt einer Gleichung des Grades M, mit rational
bekannten Coefficienten

(5) WP AT c 4, =0,

Man kann nun versuchen, die Coefficienten von ¢(«) innerhalb eines
beliebigen Rationalitdtsbereiches so anzunehmen, dass (5) eine rationale
Wurzel &,” hat; dsun sind alle Coefficienten von (4) gleichfalls rationale
Grossen, und (4) 4st eine einfache Abel'sche Gleichung, deren Wurzeln
durch die Grissen (2) gegeben sind.

Setzt man @(z) allgemein vom (p — 1)t* Grade an, so erbalt
man auf diesem Wege die allgemeinen Abel'schen Gleichungen vom
Grade p. Die Art der Rechnung mége an einigen Beispielen erldutert
werden,

8 9.
Ist eine Abel'sche Gleichung dritten Grades gegeben, fiir welche
Ty = @(2) =mz + nz + p
ist, so kann man geméss § 1 und § 2 durch eine lineare Transfor-
mation die Gleichung so umgestalten, dass fiir sie

T, =2"+a
wird. Diese neue Gleichung betrachten wir und setzen.

(1) ¢ (2) = a* + a.
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Dann wird

@) ‘g((;’)) =% — #8254 (Ba+ Dat+ (2a+ 1z + (3a? +8a+1)a?
+(@*+2a+ et (@ + 2a?+a+1) = 0.
Jetat setzen wir, wenn 2’ eine Wurzel dieser Gleichung bezeichnet,
z' 4+ @) "\*‘ Py (2) = 8,(2"),
o) + @) g (2) + @, (27) 2" = B(2),
‘oz’ Y = B, (z").
Hier wird '@ (x) P, () (&)
8(@) =2+ Qa4+ 1) x'2 + o' + (a* + 2a);
() =24 25+ 3024 4 (2a 4+ 1) 2"% + (3a + a) 2”2

+ (@ + 20) ' + (@ + o)
=28 86)+ (@@~

=—8(2") + (e —1);
Fy(2)=a""+ Bax’® + (302 + a)z’® 4 (a® + a®) &’
(@~ DBEI=E 4 48,6 + (6 + 1),
so dass die Gleichung

(8) #— 9 (2) 8 — (9(@)—a+1)s— (ad(z)+a+1) =0

die Wurzeln 2, ¢(2'), 9, (w) besitzt. Bezeichnet man die ibrigen
drei Wurzeln von (2) mit z”, ¢(z"), %(w ") und auch unterschiedslos
die 6 Wurzeln von (2) mit z,, #,, ... 24, so erhilt man

8. (&) 8, (") = Z’ y = — 1,

8,@) - B(a") == D w2, — B, — By (5"

= (3o 1) + 9 () + (") - 2(a—1)
=qa - 2,

go dass die Gleichung

(4) wtud(a+2)=0

die Wurzeln 8,(z"), #,(a”) besitzt. Aus (4) folgt

b= (—14+y=da -
also entstoht fiir

— e+ N =2A+ 17 a=— (@4 i+2)
die rationale Wurzel
Ue=g (—1 4224 1)
d. h. wir k6nnen setzen
N@E)=2 B@E)=— @A+
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Dann entstehen aus (3) die beiden Gleichungen

B) B#—A2—(A+244+3e 4+ A +2224314+1)=0,
Ga) 2+ A+ 0D2— A2+2)z2 — B34 124+2441)==0,
deren Product (2) ergeben muss, Uebrigens sind (5) und (5a) nieht
wesentlich von einander verschieden. Denn

g — (244 + 2)
geht durch A= — (4, 4+ 1) in — (42 + 4, + 2) und gleichzeitig
(5) in die entsprechende Form (5a) iiber. Es giebt daher (5) die
Abel’schen Gleichungen dritten Grades, wobei

¢ (&) = 22 — (A + 4 + 2)
zu setzen ist. Nehmen wir noch
A =3p,

g =§1u,
dann entsteht
35 —34pr+2u+ 1)+ U +2u+1)4p+1) =0

als allgemeine Form der Abel'schen Gleichungen; hierbei ist
("=9()=0"+2pf" —2(4p+ 2p + 1)
die Beziehung, welche zwischen den Wurzeln herrscht.
Bemerkenswerth ist, was aus (5) und (5a) hervorgeht, dass jeder
Abel’'schen Gleichung dritten Grades eine andere zugeordnet ist, welche
dieselben Wurzelrelationen aufweist, wie jene.

8 10.

Wir fragen weiter nach denjenigen Gleichungen vierten Grades,

deren Wurzeln durch
z', 9(&), .(z), 93(a)
dargestellt werden kdnnen, wobei @ nur bis zum zweiten Grade aufsteigt,
so dass also
@) ¢ (@) =2* +a
gesetzt werden kann, Man hat hier, den allgemeinen Eutwickelungen
geméss
uz) — 2 s

(@) — 2
zu bilden. Dies wird s

(2) 2?4 6ax'® 4 a® + (15a*+3a) 28+ 4aa’ 4+ (20a%4- 124241’
-+ (6a® 4 2a) 2° + (15a* - 18a? 4~ 3a® + 4a) x¢.
+(4a® 4+ 4a® + 1) 4% 4+ (6a® + 124t 4 6a® + Sty &P
4+ (a* 4 208 4 a* 4+ 2a) x
+ (@t Ba - 3at + Ba® 4 202 + 1) w0,
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80 dass diese Gleichung die zwdlf Wurzeln

a®, @), @,@), @), ((=1,2,3)

besitzt. Nun setzen wir wieder

z' 4 9@) + 9,@) + 95 (2" = &),

' @@) + 29y (2) + - - - 4 92 (2) Ps(2’) = B, (),

a'p(@) u(@’) 4 - - - + ¢(a") 9, (&) 3 (27) = F4(2’),

z'@(2) ¢y (2) @y (2 = 3,(z");
dann gentigen zunichst die 3 Functionen

8,2, &(x"), d(x™)

einer Gleichung dritten Grades mit rationalen Coefficienten; fiir diese
findet man auf demselben Wege wie im vorigen Paragraphen

3) w4 dad-3)u+4=0.

In Folge von (3) kann man die dritte und alle hdheren Potenzen von
#y(2") durch niedere ausdriicken, indemm man von

9, (@) = — (4a + 3) 9, (¢) — 4
Gebrauch macht; insbesondere werden &,(z"), 9,(2"), ¥,(z") die Form
gy B (@) + by By (2) + 6
annehmen. Fithrt man die Rechnung durch, so ergiebt sich
(@)= o) — 8a)+ 4al,
() = — 3 (@) — @a— 12, (=) + 2],
B (#)= 3 [a8@) +ad (=) + 20" + 20 + 2)

Demnach gentigen die Grossen 29, @(z®), @,(z@), @z der
Gleichung
4) 24— 9028 4 %, (80 — 94 o 40) 22

+5 (89 —@a—1)90 4 2) 5
+ .;T (a0 + ad + 20% + 20 + 2) =0,

89 = B, (2)

gesetzt ist. Hat nun (3) eine rationale Wurzel, dann liefert die ent-
sprechende Gleichung (4) eine Abel'sche Gleichung der verlangten Art.
Wir setzen das Polynom von (3)

4 + (4a + 8) 4+ 4o (4 — %) (2 + %0 + 3)

wobel
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und erhalten fiir die Zerlegungsmdglichkeit
#dhe=—4, A — x¥t==4qg 4 3,

P il ot L ok
4%
Folglich 1st
(5) z‘i—xgs_”’_'}';:_'{'_452+”’+2ﬂ'-i—5x+8#

®2 — Qnd - Ln® — 242
+ -+ ”16”x+ lx+4=0

die allgemeinste Abel'sche Gleichung vierten Grades mit den Wurzeln
2, o) =224 a, @,(2), p4(¢);

dabei muss

%+ 8% 44
(6) a=— Lhits
sein

Fiihrt man diesen Werth in (2) ein, so.zerfallt der Ausdruck auf
der linkén Seite, und die linke Seite von (5) wird, falls man darin
# durch z ersetzt, ein Factor von (2).

Man erkennt gleichzeitig, dass jeder Abel'schen Gleichung vierten
Grades von der angegebenen Eigenschaft eine Gleichung des achten
Grades entspricht, deren Wurzeln

£’y 9@"), @,(¢"), @i(”);

) 87, @), 9,(2"), @s(™)
sind.

§ 11.

Endlich stellen wir noch diejenigen Gleichungen vierten Grades
auf, deren Wurzeln
z', p(2); 2", @(2")
werden, wobel man allgemein
1) p@) =2+ az+b

getzen darf. Hier wird
(2) ————?E:)):::mﬁ_{_(,?a—{—1)w|+2bw3+(az+a+1)xz
+ 2ab+ba+ (a4 14 8) =0,

und die Gleichung, deren Wurzeln
20 (@) = 8,(a), (= 1,2,38)
sind, erscheint in der Form
(3) W+ @+2)u—b=0
Soll (3) zerfallen, so muss die linke Seite
(4 — %) (w2 4 x4+ 1)
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werden, und dies erfordert die Annahme

=724~ %*—2; b=uxA
In der That ergiebt sich fiir diese Annahme die linke Seite von (2)
gleich
@ —254+4—1) (@ 4228+ [A — %' — 2] 22+ 22 —x — %] 2

+ [+ % 4 1]) =0.

Es wird demnach
ittt (A—22—2) a2 4 224 —x — 2Nz 4 (24 4+ %*4 1) =0
die allgemeine Gleichung vierten Grades mit der verlangten Eigen-
thtimlichkeit. Dabei muss sein

p(x) =23+ (A — % — 2) o + x4,
Giessen, den 28. Juli 1892,




