Recherches sur les fonctions cylindriques et le développement
des fonctions continues en séries.
Par

N. SoxIxE,
professenr de UTuavessité 3 Varsovid,

Ces recherches sont divisées en six sections.

La premitre est consacrée 4 l'étude des conséquences auxquelles
conduit la propriété récurrente des fonctions cylindriques exprimée par
la relation

as (x)

@) Sas1(®) + 21—~ Saa(z) = 0.

Comme résultat final on obtient le développement d'une fonction
Sy 4 z) en série de la forme

@) Sylatz) =T - 5<x>+)2<—1>w~<a>-s.rx>.

Dans la seconde section jadjoigne & la propriété (2) cette autre

(40) nS, (2) = J_;. [Sn-—l(z) + Sn+l (x).

et je considére les iniégrales définies d'upe- forme nouvelle qui possé-
dent ces deux propriétés caractéristiques des fonctions cylindriques et
qui s’expriment linéairement par ces fonctions.

La troisieme section est consacrée i Pévaluation des intégrales in-
définies contenant les fonctions cylindriques. Le sujet a été traité
récemment par M. Lommel, mais i Vaide d’une méthode peu directe
et générale.

Dans la quatritme section j'étudie les intégrales définies contenant
les fonctions cylindriques. J'y déduit une formule tres-générale et, je
crois, trés—importante 4 savoir
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et j’en fais plusieurs applications; par exemple, au No. 47. j'en obtient la
généralisation d'une formule célebre d’Abel.

Unpe formule de M. H. Weber, reproduite an No. 39., me con-
duit an développement d’une fonction continue pour chaque valeur
réelle positive de la variable en série procédant suivant les polynomes
entiers d'une forme déterminée.

A la fin de la section se trouve une expression tres-élégante de
la fonction cylindrique de seconde espéce Y °(x), & savoir

’ n

3

¥ ” Y rwa .
YO(x)=—2 j JO(x)ﬂj{_%ﬂ dx=—2‘0 _E(f_@n_x 12 J sin (% cos ) dep.
v

La cinguidme section traite de I'équation différentielle de Bessel dont
on n'a fait aucune mention dans les quatre sections précédentes. J'y
considére la forme symbolique de la solution, donnée par M. Hargreave,
et je fais voir sur cet exemple particulier de quelle utilité peut étre
souvent la forme symbolique lors méme qu'elle n’a pas d'interprétation
directe. Je me permet de remarquer que clest par la considération de
la forme symbolique de la fonction ¥ 9(x) que jai trouvé son expression
qu'on vient d'éerire.

Enfin dans la sixitme section je présente la généralisation des
considérations développées dans la premiére section et jen fais une
application, en me réservant de traiter ce sujet & foud dans un mémoire
special.

L
Nouvelle origine des fonctions cylindriques.
1. Concevons une série de fonctions d'une variable indépendarnte z
1) 8i(2); 8i@), 8(@), -+ - Su(a), - - -

qui soient lides entre elles par une relation récurrente

das.
(2) Sn+1+2 d.ﬁ: - n-—l=0
et la eondition
3 _ 45
®) = 5

Partant de cette définition on peut exprimer tous les termes de la

série (1)‘a.u moyen du premier, qui reste complétement arbitraire, et
de ses dérivées de divers ordres,

En effet en désignant le symbole —Eld“
» . &
équations (2) et (3) comme il sujt

@) Bat1 +2D8, — 8,1 =0, 8,=_Dsg,,

par D on peut éerire les
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et si Yon considére maintenant D comme une constante, la relation
récurrente ne sera qu'une équation linéaire aux différences finies dont
la solution générale sera

@) Su=(-D+VD*+ 1) L+ (—~D—yD*+ 1) M,
L et M étant deux constantes (ou fonctions périodigues) par rapport & x.
Pour déterminer ces constantes on pose d’abord % == 0 et I'on trouve
Sy = L + M;
on pose ensuite % =1 et Ton obtient, conformément & la condition
8= — D§,,

O0=I — M.
Done

L=M="",
et la fonction 8, qui satisfait anx equatlons (4) sera
(6) Sn=~(—tD+V-D2+1)ﬂ—i- (—D-VD*+1) 5,.

Ce sera en méme temps lexpression symbolique du terme général de
la série (1), dont linterprétation se trouve danms les deux formules
suivantes:

% pair:
. n? d2S, | wP(n?—2% yd'S,
M S”“SO'%’L_zEF'%_ 1-2-3.4 dx*+
L2 [ 2] A
1 1.2, dz® 3
n imparr:
n 48, , nint—1% di§,
®  S=—[tatGeae T
nnt—12] 2 —3%] - [RP—(n—2)7] d*8§, ] .
+ 1-2-8.--m dx"'

Si Ton introduit un nouveau symbole A, lié au symbole D par la
relation

9 D =icos A,
on obtient une nouvelle formule symbolique tres-utile
(10) = (—2)* cos nA - 5.

2. Soit maintenant f(zx) une fonction guelconque et proposons-
nous de développer f(«¢ -4 2) suivant les fonctions de la série (1) de
sorte qu'on ait B
(1) flata) = 4(@) - Sola) +2 ) (=17 4a(@) - Sula),

7n=1
Ay(@), A, (&), -+ - Au(a), - - - étant une série de fonctions d’une seule

variable «.
1%
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En différentiant ce développement par rapport & z on obtient

n=co d

[ata) = do(@) G +2 2 (~ 1y 4ue)

on, en vertu des éguations (2) et (3) et aprés une legeére transformation,

S’l
dz ’?

(12) £ ata) = — 4,(@) 8o — ) (— 1) [Anss(&) — Auy ()] Sn.
=1
La différentiation de I'équation (11) par rapport i « fournit
, d n=a . dAn .
(13) f<a+x>=—diiso+2z<~1> 2 S,

et si I'on compare maintenant les deux séries représentant la méme
fonetion f*(a+-z), on trouve

(]4) 0= ('Al + %) S +;2(“ 1) (An+1 + 2

Clest évidemment la condition pour que la série au second membre de
Yéquation (11) représente une fonction de la somme « - z. Supposons
qu'elle doit &tre remplie indépendamment de la forme particulidre de
la fonction S;(z). Cela conduit & admettre que les coefficients qui

d4,
da

— An_,) 5,.

multiplient les fonctions S,, S,, - - - S, s'évanouissent separément,
c'est-a-dire qu'on a
d4 dA
(15) Appr+2 5> — 4oy =0, 4 =— To "
On retrouve ainsi dans la série de fonctions A,, ¥ P

les mémes propriétés caractéristiques dont jouit la série (1); done, en
désignant % par D, et posant D, = i cos A, on obtient
(16) A”(a)=(—D1+VD—12—"_:i) -;(*—D‘—'Vj),2+ l)nAo(a)

=(—1)" cos n4, - 4,(«).
Quelles que soient les fonctions initiales 8y (%), 4y(@), la série (11),
si elle est convergente, représente toujours une fonction de la somme

a - z.

3. Soit f(x) = Sy(). Désignons pour ce cas spéeial les fonetions
Au () par J*(a), de sorte qu'on ait

AT Syleta) = IO@) Sy(@) + 2 D) (=1 (@) - Su(a).

Tant que le theoréme de Taylor est applicable d la fonction S, (¢ + ),
on peut Iécrire sous la forme symbolique suivante
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(18) Sylat2) = 2 . Sy(z) = et 4 . 5y (2);
de Vautre coté, Yéquation (17), lors qu'on y introduit les expressions
symboliques (10), fournif

n=3x

19 Syetz)=[T0@ +2 22* J(@) - cosnA] 8,).

En égalant ces deux développements de la fonction S;(¢ + x) on
obtient

eaicosd . 8 (1) = | JO(e 2 mJ(e) - cos nA| - S, (%),
@) = [7°0) +2 DirT(@) ]
et 'on en conclut

(20) geicond = JO(a) 4 2 in I (&) - cos nAh.

=1
On voit donc que les coefficients J7(«) ne dépendent point du tout
de la forme particulizre de la fonction S,(z) et restent les mémes
quelle qu'elle soit; par conséquent on peut écrire

DAVDA U+ =D VDIRIY g0y jmcosn - I ),

@h Jr ()=

On voit de plus que notre fonction J#(x) coincide parfaitement
avee la fonction cylindrique de premiére espece, que Pon définit au
moyen du développement (20). On peut donc énoncer le théoréme
suivant:

Tant quw'il est possible le développement de la fonction S,(e -+ x)
suivant les puissances entiéres positives de «, a liew aussi le développement
sutvant les fonctions cylindrigues J*(e) selon la formule

@) Sylata)=J@)-S(@) + 22 (— 1) T*(&) - 8 (2)-

Pour x = O on obtient ce corcllaire:
La fonction S,(a), développable suivant la formule de Maclawurin,
Vest aussi selon la formule

N=x

@8)  Sy(e) = 5,(0) - I°() + 2 (—1)* 8. (0) - I* ().

n=1
4. La formule (20) fournit, comme on sait, expression suivante
de Ia fonction J*(e)

(24) J*(a) = ‘—') Je«msdcos nA - dA.

Mais on peut en tirer une autre expression remarquable de la méme
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fonetion. A cet effet remarquons que I'égalité (20) a lieu pour chaque
valeur réelle (et méme imaginaire) de A. En la multipliant par
—MQA:&)—A dA, ol p est un nombre entier positif, & une fraction

posttive, et lintégrant entre les limites O et co, on obtient

Jeaicoszf sin (PA_ A dA =J°(a)‘/ sin (p; )4 aA
v

n—=a

+2 Dird @) jo L E LN
n=1 0

Mais toutes les intégrales au second membre sont counues, & savoir

‘sin(p— A
fomeseean

0, lorsque # > p—1,

9] 8

2

<

cos A - sin(p— A o
.f___-h A GA

) 9 n=p—1, &=1,

H ” wnlp.

wig w8

Oun en conelut

®

- ) n=p—1
/eaicoslﬂﬂp_A:M dA — Jo(a) -+ 2 rd*(a),

a!w

%=1
Q

e

. r=p—2
f gricond MNP VB A Jog) 4 2 ﬁ i In(@) i1 Jp=1(a),

alw

rn=1

0

Si Yon remplace p par p + 1 et que Yon retranche des résultats les
formules primitives, on obtient, en remarquant que la fraction 1 — i
dont le second membre ne dépend en aucune manitre, peut étre rem-
placée simplement par &,

- (25) %feafewi@g’-“_ cos pAdA = i?JP(a), 0 <& <1,
0

%jeaioosd sinpd —_SAELP_:U_Q dB = ipJp (@) + ir=1J2-1(q).
[

5. La formule (23) nous fournit immédiatement le développement

d'une fonction S,(e), synectique autour du point @ = 0, suivant les

fonctions cylindriques J=(e). Les développements de ce genre ont
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été considérés par M. Ch. Neumann qui les déduit par Vintermédiaire

d’un développement auxiliaire, eelni de la fraction + Ce dévelop-

T—a
pement auxiliaire, devenu & présent inutile, peut étre obtenn trés-

aisément au moyen de notre formule (22), lorsqu'on y substitue — a

au lieu de « et que lon admet S (z) = —i; Alors, en remarquant que
J?(—a) = (—1)*J*{e), on trouve

(26) D@ 5@ 2 TH@) - Suld),
oil w=t
21) 8u() = (S DAVDED (= D=VDHI 1

z

La fonetion (27) n’est autre que celle que M. Neumann a désignée
par 0% (z). Pour passer de sa forme symbolique 2 la forme effective
on peut appliquer les formules (7) et (8) ou mieux encore procéder
de la manidre suivante. Pour chaque valeur de « différente de zéro

on peut écrire
o3
¥

(28) ~= J =t dt,
[}

B étant une constante telle que la partie réelle de zp > 0. En vertu
de cette formule on trouve sans peine

'3

4 . N
O"(a;}:fg—x: (t+VFET) —21-(»—;/5.—,:1) a,

0

ou, en introduisant la nouvelle variable w = fz,

w-zf
29)  0r@) = f otV Ta) ;£?~VF¥F) e do.
- 0

En verta de la condition imposée i la constante § rien n’empéche
de remplacer la limite supérieure simplement par oo et l'on obtient
ainsi une formule communiguée sans démonstration par M. Neumann.
(Theorie der Bessel’schen Functionen, p. 16.)

6. Si lon substitue — n au lien de % dans les formules (6) et
(10) on obtient

(30) S_a (@) = (— 1) Sa (-

Daprés cela on peut écrire au lien de (22)

(31) Solata)= > (=17 T@) - Sa@) = > T7(a) - Sala).
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Effectuons sur les deux membres Yopération (—i)? eos pA. En re-
marquant que d’aprés la définition de la fonction S,(2) on a

(—2wcos pA-S, = (—é)P+" cos pA-cosnA .So
=7;— {(—i)l"*"" cos (p4n) A + (—1)* (—3)P—"cos (p— ) A} S,
=%{SP+"+(_1)” Sp—n} 3

on obtient

(B2)  Spladm =5 2T {Sprn (=1 S}

= iJ” (@) 8p-n (2) -

On retrouve de la comme cas particuliers les développements de
Je(a+x), O (¢~ %), donnés par M. M. Lommel (Studien iber die
Bessel’schen Functionen § 10.) et Schlafli (Math. Annalen, t. I1I.,
p. 138).

7. Nous avons déterminé la fonction A,(«) pour le cas spécial
f(x) = 8;(z). Revenons maintenant a Y'équation générale (11).

Supposons que la fonction S,(z) soit synectique dans un cercle
déerit du point = O comme centrej; les fonetions S, - . - S, - - - seront
aussi synectiques dans l'intérieur du méme cercle.

Pour z = 0 on obtient de la formule (11)

33)  fl@) = 5,(0) - 4y (&) + 2 D (— 1) 8,(0) 4a (@),

ou sous la forme symbolique

33) =[50 +2 D 8.0 eos nb, | 4y(@).

Telle est la dépendance entre les fonctions f(a), 4,(e). Pour
qu'elle ne soit pas illusoire, il faut admettre que la série périodique
entre parenthéses est convergente pour chaque valeur de A;. Cela
admis, désignons la somme de la série pat F'(icosA,). On voit que
cette série s'obtient du développement (23) de la fonction S,() suivant
les fonctions cylindriques, lorsqu’on y remplace J* (&) par (—1)* cos nh,.
Cela permet d’établir nne simple dépendance entre les fonctions Sy(e)
et F(z). En effet si I'on remplace dans la formule (23) les fonctions
cylindriques J,(«) par leurs expressions intégrales (24) on trouve

n

34) S(e) — J exten0 (i o5 9) d,

T
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ou encore
.3

@)  Sole)=FD)- L f o9 dp = F(D,) - J9(a).

On en conclut aisément

(36) S.{(e) = F(D,) - J*{a).
Enfin I'équation (33') se transforme en celle-ci
(37 f(e) = F(Dy) - 4p(e)-

La formule (36) montre que la série de fonetions S, S, -+ S, - -+
propres a servir an développement d’une fonction f(a-2) suivant la
formule (11) s'obtient de la série des fonctions cylindriques J°(z),
I (@), -+, J*(x), - - - lorsqu'on applique & tous ses termes la méme
opération F'(D).

La formule (37), contenant trois fonctions f(e), 4,(«), F(D,),
permet de déterminer 'une d’elles lorsque les deux autres sont données;
toutefois il est nécessaire que la fonction F'(D,) soit développable en
une série snivant les puissances entiéres positives de D,. i Yon sait
déterminer la fonction F(D,) correspondante a des fonctions données
f(a), Ay(«), on obtient en vertu de la formule (33) le développement
de f(e) suivant les fonctions 4y(«), 4, (&) - - Aa(a) - - -

Si 'on admet en particulier 4, («) = %, la formule (33) servira

au développement d’une fonetion f(«) suivant les fonetions de M. Neu-
mann 0%(«), O'(a), - -+ O*(«) - - - Remarquons en passant que ce
probleme se rattache intimément & celui des fonctions génératrices

dAbel. En effet si Pon représente 7.1‘— par lintégrale définie

@f
f e~ dt,
[

@8
fy= [ oo F=pat

on aura

la fonction F (—#) est precisément la fonction génératrice.

1L
Nouvelles expressions intégrales des fonctions cylindriques.

8. Nous avons trouvé lexpression la plus générale de la fonction
S, considérée comme terme général dune certaine série. Cette ex-
pression (8) a été obtenue et a lieu seulement 3 condition gue % soit
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un nombre entier. Dans le cas général, ol » n'a pas cette signi-
fication restreinte, la formule (5) doit &tve considérée comme V'expression
symbolique la plus générale de la fonction S, de deux variables z, =,
satisfaisant & 'équation (2); mais V'interprétation de la forme symbolique
est si difficile que sa connaisance ne dispense en aucune maniere de
la recherche de la forme effective de la fonction S,. Cette recherche
peut &tre accomplie avec succés de Ia manidre suivante.

Posons

S-—fd)(tx) Yt+1’

ot @, b désignent deux constantes absolues, @ (¢, z) une fonction in-
connue de ?, z. Substituant cette expression dans 1'équation (2) on

trouve
b
‘1 . o0t )T dt
/ [(7 — o, x)_-g-?T] o=,

a

et comme cette équation doit avoir lieu pour chaque valeur de n, on
en conclut que la fonction & doit satisfaire a Iéquation différentielle

1 od(t, )
(7o) +22202 —o,

. I
qui donne aprés l'intégration

O (=2 "oy

Done, quelles que solent les constantes @, b et la fonction (%),
I'expression

£(-3)
(33) Su = / ¥(O) - T

satisfait & Féquation (2).
Pour que cette expression satisfasse aussi & la condition (3) il
faut admettre

) bre-t
/e b(t) L =»-%/e )¢(t) (1 — ) at,

ce qui peut s'écrire

(39) / W) deT(‘—T) —0.
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9. L'expression (38) contient deux constantes et une ' fonction
arbitraire et ces quantités ne sont lies que par une seule condition
(39), qui ne peut assurément servir & la détermination de la fonetion
¥ (£). Du choix de cette fonction dépendent essentiellement les propriétés
de la fonction S, et inversement on peub se proposer de trouver une
fonction ¥ (¢) telle que la fonction S, posséde une propriété dounée.
Supposons que Ja fonction S, doit avoir la seconde propriété récurrente
exprimée par l'équation

(40 nSu(@) = £ 81 (@) + Bata )] -

On s'assure que cette propriété, pour = entier, appartient a la
fonction cylindrique J*(2), ce qui permet d’en généraliser la conception
et d'appeler fonction cylindrique chaque fonction S, qui satisfait aux
équations (2) et (40) quel que soit le nombre u.

En substituant V'expression (38) dans la formule (40) on obtient

(a1) / ) a (f('"%). ) o,

(23

et comme cette condition doit avoir lieu quel que soit le nombre #,
on en conclub qu'on aura aussi, 6(f) étant une fonction arbitraire,

af b0 (T o) —o,

ou, en intégrant par parties,
& b
[ P

s ’)zp(t).6(t)—fe7(t—7)o'(t)-¢’(t) it = 0.

@

Cette équation donne 9/ (f) == 0 et par conséquent ¥ (f) = constante

arbitraire, que nous supposerons égale a -2—1;7 La condition (41) de-

vient aprés cela

63

(42) e . m— 0.

K ————

10. Avant daller plus loin il est bon de faire quelques conventions
qui abrégeraient le langage.

Nous désignerons dés lors la partie réelle d'une quantité complexe
¢ par R(?) et le coefficient de ¢ dans la partie imaginaire par J(£), de
sorte qu'on aura toujours

t = R(t) + iJ ().
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Eu représentant, conformément & l'usage général, la quantité com-
plexe ¢ par un point du plan, nous nommerons vecteur ¢ la droite qui
joint Yorigine au point ¢, ligne £ le prolongement de cette droite an
dela du point ¢ & linfini.

L'intégrale d'une fonction f(2) prise le long du vecteur ¢ dans la

£
direction de O i ¢ sera désignée simplement par J f(&) dz, et linté-

grale prise le long de la ligne ¢ par ff(z) dz.
3

Log ¢ sera toujours reputé réel pour ¢ réel positif. Enfin #* = ¢* i8¢,
Reprenons maintenant notre sujet.

11. En désignant par «, § deux cobnstantes telles que E(z«) < 0,
E(zB) < 0, on voit que la condition (42) fournit quatre systémes de
valeurs pour les limites @, b, 4 savoir

0 _

10, 4= -, b=o00:8,
0 0

90 L — .

b @ o b g 7 ; % arbitraire
0

a _ —_—

30 a=——, b=o-4,

49, J(za) = 4- o0, J(xd) = -4 oo, By > 0.

Conformément & cela on obtient quatre solutions particulieres du systéme
de deux équations (2) et (40), & savoir

x-3
z 1
¢ 1 —(t‘—‘) at
Sn=m— 62 4 '—tn_(__l )
X e
-9
B
Su__ 1 (_;f_(t“lT) dt
i=r ) T
-°
>
(43) J SV
e 1 S \i——) dt
8w =5 er =
Q
I
etwi
™ 1 S =) as
Sa=wm ) ¢ Ve EW>0
x+wi
\ «

Etudions ces solutions, en commengant par S;.
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12. Avant tout il faut choisir convenablement le chemin d'inté-
gration. Si on le suppose sans noeuds et que lon joigne les points-
limites o @, oo - § par une ligne & Tinfini telle que pour tous ses
points R (xf) = — oo, on doit admettre que le point £ = 0 se trouve
dans lintérieur du contour fermé ainsi obtenu; dans le cas contraire
l'intégrale serait évidemment nulle.

Développons maintenant la fonction S; en une série poteutielle.
L’expression (43) est peu commode pour ce but; c’est pourquoi nous
la transformons en introduisant une mnouvelle variable d'intégration

ta i a
u == ——, ce qui donnera

.
®.8

x)
u—_;‘ d 4 I
/e "t B() <0, R@) <0

>

44) S, =(§) ' 23;1‘

x?

Si Yon développe maintenant la fonction e * en série et que
Fon se rappelle la formule connue

-8
t W Gw 1
21:if & e THm s’
on obtient -
p:l’)
. T \* (—1)? x \2p
(45) S,,.:_—-(—?—) pZO Mp-Mntp) (T) )

Qest precisément la série que Hankel a prise comme définition
de la fonction cylindrique de premiére espéce pour m quelconque et que
Ton désigne par J#(z). Ainsi S; = J"(z) et nous emploierons dé-
sormais la notation J7(2) au lien de S..

Posant £ = -2 dans lintégrale (43) on trouve encore une forme

2
intégrale pour la fonetion J*(z), & savoir
w-[!;’v 1 a
Af T = 1 T _dv ’ 28 < 0.
\46) J (x)z(—:zm') ' 27:'5/6 ! gl ? R(d72t¥’)<0, R(.Z‘ ﬁ )<0
o

Ces trois formes intégrales peuvent &tre considérées comme ex-
pressions immédiates des trois propriétés récurrentes des fonctions
cylindriques, & savoir (2) et des deux suivantes
aPg” " I z)

S

(da’ p entier
AT

(dz??

47) Jate(g) = (— 2y gt

(48) Jo—w(z) = 20 e
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Remarquons encore que lorsque % est un nombre entier les trois
intégrales (43), (44), (46) se réduisent & de simples intégrales fermées
prises autour de lorigine le long d'un contour quelconque. On con-

clut de 1a
i(‘.__l_) =2

et = 2 J#(z) - t?

pP=—u=

Ce développement a été pris par M. Schlomileh pour définition des
fonctions cylindriques. Il conduit trés-simplement & cette conclusion
que J-¥(x) = (— 1) - J?(2).

13. Soit & = f = ¢¥’ et supposons que le chemin de l'intégrale
(43) se compose d'un cercle de rayon 1 décrit de lorigine et d’une
double ligne ¢¥’. On aura pour R{ze¥’) < 0

Y
() L LA (p—e [ —_n
27:?,'J”(x)= — 82”’”./ ( ) t:‘lj-l +/ ( ) 4’qu7

ewi Yy—2xn
164
+ tn+1 H
ewi
ou, en posant dans la premiére et la troisitme intégrale { — ¢@ . evt,
dans la seconde ¢ = ¢ — m 4+ 6 et la réduisant aux limites O et =,

n(n Wi
49) J"(x)—————{fe—“'sm‘/"“”cos(xcoswsina—i—na)dG

A oa(Odvi_—0—wh
—sinmrfez( ) QdG}-

[

Pour’y = = et par conséquent R (z) > O on obtient une formule
donnée par M. Schlifli au tome L. des Aunali di Matematica (p.237)
et reproduite au tome III. des Mathematische Annalen (p. 143). Pour

R(z) < 0 on pourrait prendre ¢ = 0; enfin pour des valeurs purement

imaginaires de « on prendrait y = 7-, 2z

id . bd .

14, Soit maintenant ¢ — ¢ G +,)‘, g= e(TH)‘ et supposons
que le chemin de Pintégrale (43) se compose de deux lignes «, f
et d'un arc de cercle, joignant les points «, 8. Cette intégrale
devient
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n
i

. -4 '
271:7,;]”(.73) o _/62 ¢ ti:x _I_z prising—npi dq)

a

x 1
=D @
+fe iy

B8

5 ¢

ou, en posant f==¢-u% dans la premitre intégrale, { = S« dans la

troisitme et réduisant la seconde aux limites O et %—f—e,
n
_2_+ .

B0y J*(x) =,$ / cos (zsing — ng) do
&

3 x 1 z 1
1 I A i (-2 aw
+277/{‘3 " e Fea
1

Cette formule a lieu tant que R{ze) <0, E(2f) <0, comme
cela est necéssaire pour la convergence de la seconde intégrale. Pour
des valeurs réelles positives de z ces conditions se transforment en une
senle — sin & < 0 qui sera satisfaite par chaque valeur de & entre

les limites O et 3’2— La seconde intégrale reste encore convergente et

par conséquent la formule (50) vraie a2 la limite ¢ =0, lorsqu'on
suppose R(n) > 0. Ainsi pour les valeurs réelles positives de z et
R(n) > 0 on aura

oy T =t

b [l D] 2

Remarquons que chacune des deux parties dont se compose la
fonction J»(x) dans les formules (49), (50), (51) posséde la propriété
exprimée par la relation (2).

15. En remplagant & par z + y dans la formule (43) on
trouve

cos (zsing —ng)de

Q\
0|
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D 2D s

tn-]-l ?

-

E@z+y) e« <0, R@+yp<o,

Z (- L)

et en développant e® *” selon la formule du No. 12. on obtient

w

) Tty —pi”@) A
=
— 2 Jr(z)J*»—2(y), R(ye) <0, Ryp) < O.
p=—>

On s'assure aisément gque pour chaque valeur de y on peut choisir
telles constantes «, 8 que non-seulement seraient satisfaites les con-
ditions R(y«) < 0, B(yf) < O mais encore ces autres B(z-}y)a < 0,

B4 9)p <0, ou, ce qui est la méme chose, Rya(l—{—«yx—) < 0,
Ryﬁ(1+§—)< 0, si Ton admet mod% < 1. Done la formule (52)
aura lieu pour mod # < mod y. Elle appartient & M. Schlifli (L c.
p- 136).

En la comparant avec la formule (22) on conclut
(53) Jri# (@) + (—1)p I #(2)

= A{(=D+yDFV +(—D—yD*+ 1)} I"(a),

p entier positif, » queleonque.

16. Discutons maintenant la formule (44).

Supposons que le chemin de l'integrale se compose d’un cercle de

rayon —;— déerit autour du point # = 0 et d'une double ligne -§~ em— Wi,

On suppose naturellement — % < P <%‘ pour que la condition
Rela—¥¥ < 0 fut satisfaite. Désignons ce—¥? par % et remarquons
que R(k) > 0.

La formule (44) se réduit 2 la suivante

7I1

¢ @i are—Pt
J~<x>=(fﬁ)"%{/e TR T

+(1_e2nxz)/ _u
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d'ott, en ]f\osa.nt dans la premiére intégrale ¢ =~ ¢ — 3, dans la seconde
w=—7 5 e réduisant la premiére aux limites O et z, on obtient
apres quelques réductions

i

A — gt
. n z\e 1 T s
(34) J (x)=(7) -;{fe "% eog hﬂ;;f sin 6-—no‘)d(i

[

o
By a? :
—sinnw e-‘f("r’s) ds |
'sn+1

1

Pour z = h on retrouve la formule de M. Schlifli; posant h = x4
on obtient

—*i J “_a 1 ]
(53) J*(w)=¢e * ~;{ e’f°°s*’cosn6d6~—sinmz'/e_?(s+?)”g«ﬁf},
i
0 1 :
J(z) < 0.
17, Soit
A4 W —at
SE =% T =0

d'otr
h=a+b, 2?=(@—bh=0a"—0b, 2= Var — bt
La formule (54) se transforme et devient, & condition R{a4-b) > 0,

b

(56) J*(Va®—b?) = (V?:_;:‘e)"_%{ f&w'ows(asin6~ozs)da

[

o
_ sinnn/e_%(x—%)~%(s+%) _as } )
3 811-]—1

e

Pour % — 0 on obtient la formule de Bessel

J (Va? —?”)=%fe’”°wcos(asina)d6.
[

(Abh. d. Berl. Acad. 1824, formule {55)). En supposant n entier on
obtiendrait sans peine les formules (50), (1), (52) du méme mémoire

de Bessel.,
—(%4")‘

18. Soit maintenant & = ¢ 1 et supposons
que le chemin de Vintégrale (44) se compose d'un arc de cercle de

_ G+

rayon % et de deux lignes *;’ o, —;— §. On aura

Mathematische Annalen, XVI.
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+5+e
¢ i agle” PI .
a\» 1 - & ——5— —nyi c\—"n.
Jn(x)z(?>m{/' e? %o (? tdp
* ki
—Z
z
¥ in O
+(/"‘/)e e n+1}
C .. c .
EE

ou, apres les réductions analogues & celles que nous avons déja effectudes
plus haut dans un cas semblable,

;"__;_,

Ir@)=()" & { T s (ZE sing —ng) dg

[~

e o z? ¢ |, 2
+_1_ ﬁ’—neé # T Eeps __ o—net O Beas ds |
2¢ sn—l—l
v .

A la limite & = O on trouve, en supposant R(n) > 0,

z
2

¢ o
(57 J"(a:)=(%)ﬁ-l{/e’27cmpcos c2+a; smtp—mp)d(p

n as
+f“m T T "% ‘sﬁT}'

Pour & = ¢ on retrouve la formule (51).
Pour 2 = — ¢i on obtient en vertu de la formule (24), en admet-
tant que » soit un nombre entier positif,

I (— cz)== .)" €009 cosnpd g

defa °\a

.=_(:_’_L{ e°°°'9’cosmpd¢+ sm[ ( -) ””] 1|+l}

n

o\

et par conséquent
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n

z

ecs9cosnpdp=(—1)* /e—““‘l’coanadzp
K

sm[ (s—-—)-— %] T

La démonstration directe de cette égalité singulidre de deux intégrales
définies parait presque impossible. Remarquons qu'elle n'a lien que
pour les valeurs réelles positives de c.

(58)

o] §\-'a

19. Divisons la formule (54) par (%)ﬂ et posons z=0. Si Yon

\a:) _

remarque qu'en vertn de la formule (45) lim
z" 2" TTn

2 =0, on trouve, en remplagant 2 par 2k

o a
(39) - ~L { / 4030 605 (li5in 6 — n.6)d6 — sinn f gt sfjl } ,
[1] 1
R(h) > 0.

Si Ton suppose E(n) > 0, la formule (54) reste convergente, et par
conséquent vraie lors méme que R(h) ==0. 8i Yon y remplace z par

V=2ah et qu'aprés lavoir multipliée par (J'A)* on pose h =0, on
obtient, en remplacant ¢ par %,

7 [
L " A
(60) 0= -:;{'/e"°°"cos(hsin6—{—-n6)d6~sinnﬂ/e~ i nd_:l}
¢ 1

En ajoutant et retranchant les deux équations (59) et (60) on trouve

L o
e d
(6])m=;fe"°°“cos(hs1n6)com6d6~—§‘—n—"—"/(e—ns+e .);‘_Jrs_l
o §
= a0
. 13
ereossin (hsine) cinnodo— 2% [ (e-re g )28
b su-f-l,
1

R(n) >0, R(k) > 0.

|0

q
o

Pour »n entier on aura les deux formules connues de Poisson.
20. Remplagons ¢ par 2¢ dans la formule (57), divisonsla par

(‘gxz)net posons £ = (0. On obtient ainsi
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[3
2
=Y ds

n hd . N 00.
(62) rﬁh—%=-11E-7/ecc039’005(68111q3~'n¢)d(})+;fSln(CS—nE T

Si Von remplace % par ¢ dans l'équation (59) et que l'on retranche
du xésultat la formule (62), on trouve

T ®
. . . y d
(63) j§008¢cos(cs1n p—ng)dp=sinnm | e s"'f“

A T
3

s ds
. n
—*—JSID(CS——%?)-F'
1

Les fonctions transcendantes qui sous forme d'intégrales définies se
sont introduites dans ces dernieres formules méritent peut-dtre une
étude spéciale qui ne serait pas & sa place iel, Nous nous bornerons
& une seule remarque. Les fonctions

1

@D el
. h d
as —— ds
.
1

1 o

entrent dans nos formules multipliées par sin nx et par conséquent
disparaissent du resultat pour » entier; mais il suffit de diviser ces
formules par sin nz et de déterminer les valeurs des expressions de

la forme % par les régles ordinaires du calenl différentiel pour obtenir

de nouvelles formules contenant les fonctions mentionnées correspon-
dantes & » entier. Clest ainsi que la formule (49) donne pour »

entier positif
S e d
— s 85
S
1

n
r*lgh oanae 1 [, - .
=(-—-1y T T TMT—-;je“-"’-*"'sm (h sin 6 — ng) 0‘(16%,
0

et en particulier pour n =0
——Jé""*%:-J"(l)—)—lOgh——- ”ij;"60’”sin(hsin6) . 6de.
1

La fonction au premier membre est I'exponentielle intégrale Ei(—h);
Pintégrale au second membre se développe aisément en série suivant
les puissances entires de k.
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21. La formule (44) peut g'éerire

T (@)= (&) =i -1 (‘” wa) g,

©.a

En développant la fonction exponentielle en série de Taylor on trouve

Vadt—— » dPe*
el _Zopnp( =) ey

et par conséquent

_ . F
mla .1: SN _(wEP d? e* dVu
J ’x) ( e * 2 ‘PT;p ’27: ’qu (V‘\?»+p+l
Mais lintégration par parties répétée p fois fournit
:."3’ . f
2 are* AVu  @utpt1)(@ndp+2)--Cet2p)f ,  du
3wi ) @Vup Puprteti 27s & ATl
__Cntp+1)2ntp42)---(2n+2p)
T n+p)
L _IT (ntp— %) 2n42
Ve TMGntn
done
i (EY -z, L ST Tk p—1) opa9,;
J (x)—(T)e ’ Zn(on_l_p\np 22 (2z 0

On en conclut

a+2p—-4) (o
P Ren sy 0

J"’x)_- cosx {—
==

. MTn+2p+4) s
Fsinz g('l)’”mznﬂpw)mzz)f D (2””’%1}’

(64)

. Mn+2p+1) ¢
O=cos x 0(«—1)1’ Eatip+ OITErFD (Qzyrtt

“e

p=

L et 22— (2,

—sinz 2 (= waatepmisg

=0
Ces formules ont éte données par M. Lommel pour le cas n > — %
(Studien, § 7.). Les formules (56) du mémoire cité de Bessel fournis-
sent aisément le développement de J(z) en une série de la forme (64).
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22. La formule (44) donne

— 3
SWVetr vt f e du
Vagir v T T

et si on développe la fonction e %, on obtient immédiatement

I*Vzh) Tk I V)
Vatr® = 2?Tp Way*s”

quelles que soient z, k. (Lommel, Studien § 5.)
Soit # =7+ R* h = — 2rR cos ¢- On tronve

(65)

JPYP IR _3rReosgr N3 R”cos” o J PPVt T RY
0m SUECTIEG S wete ) SOVTER)
Vri+E*—2rRcos 9) - Vrx R tr

Mais la formule (65), lorsqu'on y pose % == #?, h = R?, donne encore

JPHP (YR RY) S? — R L]ﬁ-!—P-i-Q(,-) .
(VreF Ren+e 20T g Py 2

done

%7 == {— 1) RP+? ‘Icoqua Jrtp+a(y
- Z 2 TyTp it

Remarquons maintenant que la formule (40) permet d’obtenir I'expres-
J”+<Z< )
9

sion de au moyen des fonctions cylindriques. Cette expression

est celle-ci

k=g
J +'1(9c) Ty w2k TMnk—1) 7,
(66) = TETG=F T Tadagn @)

done
=0 =

Q=2 E=w (—1) (n+p+2k)n(n+p—|—k—l)Rp+2qcoqu)Jn+p+2k(r)
=LA TP TE g -B) T (et p+h+g) o

ou, en appliquant la transformation

= k=wg=xn I=wg=x
=S S-S S
k=0 k=0 g=k k=0 ¢=0

ASAN (=D (n-p-2F) T (np-p- 1) ok J e
ZZ 2BH2TT  TTR T TT (n + p + g-F2F) g qco*"p‘?)”—;h'

=0

uMu

Ic1 la sommation par rapport & g seffectue au moyen de la formule
(45) et lexpression de Q devient



(67) Q= 2,,;1( +S)J"'+3(r) Jn+s(1a) o 2( P Tntsbmt) (oo,

=§? E; 0 24 (nd p 2B T (npth--1)
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JriptE () gt gy
NEMp costep- ~ ’ R

ou, en posant p + 2k =3,
k=w ==
o (—1)F 2m - (L) TY (s —k—1) cost—2 JrH R JrH (.-)
TTk-T(s—2k) g TR T e

k=0 s=23k

ou enfin, en remarquant que

bmeme  sme Ees e 1=(3)
S5u-3 Sertn-3 2

N 8 . .
ol (?) désigne le plus grand nombre entier eontenu dans <-,

=(3)

~

o?k % -Th(s— ZL)

k=0

Si Yon considére les fonctions C} que fournit le développement

(1—2acosp+a?)—r= D C" (cos9)-,
on aura =

s=w

"V LR —37 R coso et
J*" VPt R—2rR cosg) 9"11(7&-1)2(%-}—3)‘] T TR .C* (cos ).

(VrrFR:—2rEcosg)* =1 R

Cette formule a été donnée par M. Gegenbauer.

Sous cette forme elle ne reproduit pas la premiere formule de ce
genre, découverte par M. Neumann et correspondante & % ==0.
Mais la formule (67) donne en ce cas

4=w

T/ B = 2rReosg) = JO(r)- JO (R)+2 D)+ (r)- J*(B)-cos(s ).

Remarquons qu'en différentiant cette formule x fois par rapport a
cos @ on retrouve la formule générale (67) pour le cas de n entier
sous cette forme

J® (Vrz_}_R?_.?'chosqz) — 2':3 T ) J*H(R) . d*cos{n+8) g .
(V¥ R*—2rRcosg)® & R* (d cosgp)®

23. Apres les développements précédents la discussion de la formule
(46) n’est d’ancun intérét; c'est pourquoi nous la passons outre et nous
nous tournons & la discussion des trois autres solutions du systeme
de deux équations (2) et (40). On verra que ces solutions s'expriment
an moyen de la premitre S,.

H
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Pour le faire voir par rapport aux solutions S; et S;” il est bon,
pour préciser les idées et Vexposition, de choisir les chemins d’inté-
ation de la maniere suivante.
Soit ABCD un cercle de rayon 1 déerit autour du point 0, 08
la direction de l'axe réelle négative. Désignons lintégrale

n

S¢ ) { o

1 (=LY at
FEX € e

prise le long d'un chemin quelconque, par exemple BCD, par la
lettre J(BCD) ete. Alors la solution J*(z) = S, sexprime par
J(SABCD AS) et pour les deux autres solutions on peut prendre les
chemins OCDABCO et OCDAS.

Mais d'apres notre convention sur la valeur de % on aura
S; =J(CDA) — J(CBA) + J(AS)(1 — &»77),
8 = J(OCY(1—e-2##)) L J(CDA) — J(CBA)-e—27#i,
S, =dJ(0C) + J(CDA) + J(48).
On en tire tout de suite
Sy — et 87 == (1—e—227) 8

d'ou la troisieme solution s’exprime lindairement au moyen de deux
autres.

Prenons maintenant S°, et introduisons-y £ — _1_{ = Ttt_’ d’on
- £,
tHn = gmnmif~", —[%I'—: — %t-‘- Le chemin SABCDAS se trans-

forme en OCBADCO de sorte quon trouve

S8, =—eniJ(OCBADCO) = e J(OCDABCO) = er™i. 8,
Done
SE = eI —n(z),

S;” == g— "% J—‘"(-'t)——e‘"’“J"(;c)zJ’"(x)te—nan,(z).

1 g inAi 2isinnx
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24. Considérons maintenant la quatrieme solution S A qui se ré
duit & la forme
it oi
s (a: % 1 u—f—“ du R 0
V=) mr | Tt & Bwy>o.
%t wi
Prenons ooi dans les limites avee le méme signe, par exemple - ocot.
Si Pon admet dans la formule (44) o" == ' == i et qu'on y ajoute

JERY 0twi
2 2 )
L | %~ u—-—— d
0=(§)-m{ f T R (==0) + f ST o),
04w Etwi
on obtient
oot
v 2
zy\* 1 v— 4o du
J"(x)=(‘§‘) 'm/@ 4 Jl:f-‘f’ R(n)>0.
ktwo3
Done :
8T = J*(2).
Si l'on pose dans la formule (44) ¢ = — ¢, §' = 7 et quon y ajoute
ya)
—wi I4+»i
x? prl
Yy 1 “u——— q u—— d
0=(%) T,{/e ‘“‘;,,%(=0)+/e 4“%’:—1 ==0)}
k—-owi i
on trouve aussi
I4-00i
2
%1 u—-= du
J”(w)=(§)'m./6 e, B@)>0
L—moi

Done SV = J*(z). Les chemins des intégrales qui représentent
SV doivent couper en un point Yaxe réelle positive; si Iintersection
n'a pas lieu, ces intégrales deviennent nulles.

25, Boit E(k) > 0 et posons !=1£%. La derniére intégrale peut
étre prise le long de la ligne droite passant par le point % et parallele
4 l'axe imaginaire. En désignant par la lettre o une constante réelle

'positive et posant u = % (k+77?), on obtient en ce cas

0

(69) I (z)== (ﬁ)“ 1 6; (et ri) — 5?4(1:—2-’{»7-') __ar__ R(n) >0

T \a 2% (k+7'1:)”+1’ L .
L'intégrale prise le long de la droite passant par le point —% et paral-
Itle & V'axe imaginaire étant nulle, on a ce corollaire de la formule (69)
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o

& Rrd) s
(70) 0=f€—§u+ 7+ga(k+r;)aﬁ%m’ R(’n)>0.

-—0

Ces deux formules nous seront bientot d'une grande utilité.

En les divisant par 2» et posant 2 = 0, on trouve

@«

a* 1 e% febry  dr
PTn 27w E 4 rip T

-—@

(1)

20

— L etrd d
0='2‘1;'/; 7 '(i—_}__T%':;I’ R(n)>0.

— %

\

Ce sont les formules connues de Cauchy. On sait qu'elles restent
vraies pour B(n) > — 1. On en conclut que les formules (69) et (70)
restent aussi vraies pour R{n) > — 1.

26. La formule (69) se véduit aisément & celle que M. Lommel
a prise pour définition de la fonetion cylindrique J'*(x).

Pour atteindre ce but nous partons de la formule bien connue

v L
/;‘P‘Ecosqtdt=~;— ]/% e ¢, R(p)>0,
T

qui donne

©
&= —— . a
~ ST Ia o4 — & iy
¢ 2au+r0,._=}/”(k+“)i/e T cos wt - dt.
Q

En substituant cette expression dans la formule (69) et changeant
Pordre des intégrations » ou trouve

4 )
LAV YETY & APyt
J”(~’¢)=(;;)']/fﬁoswt.dt.i/‘eg A=BG+rd gy
] t«oo

&4 m’)”"‘% ’
mais en vertu des formules de Cauchy, qu'on vient de retrouver , Uinté-

grale relative i 7 sera nulle pour{> 1 et égale 3 2“_’“:% - % pour

"~ %TT(T — %

t < 1. Done
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1

I )= .2 b(—y Fag
) V;-2“F(n+%) /zosx ( :

0
1

a” a—%
=VT—T-—1— . feosxzt-(1—¢8) “dt.
z-2 r("l—'l-?)

-1
On verra plus loin que cette formule n'est qu'un cas particulier d'une
relation générale qui lie les deux fonctions J*(z), J™(z).

27. Revenons au systéme de deux équations (2) et (40).

Apres les développements précédents on voit que la solution générale
de ce systéme sera

8, = AJ*(z) + Be**J (),

A et B étant deux fonctions périodiques de n.

Pour » entier cette solution perd sa généralité parce qualors
e—n#i J—n(z) = J*(2); mais la solution S’ devient en ce cas

" 1 [aJr LA 1
S0 = — gy [ S — 0 S e s

donc en désignant, conformément & la notation de Hankel,

R iy
on aura pour solution générale
Sy = AJ*(z) + BY*(x).
La fonction cylindrique de seconde espece ¥ »(x) se présente sous dif-

férentes formes suivant que l'on prend l'mne ou Vantre expression de
J»(z). Ainsi la formule (43) donne

o,

(12) Y”(x)——-—gj,,-fe%("%) [t (— 1) #]loge - 2.

©.a

La formule (49) a déja fourni 4 M. Schlafli Yexpression suivante

0
R{zx) > 0,

que on peut transformer, en posant ¢@ =}# +1+4¢,

¥ e O_—0
Y#(z)= [ sin(zsine—no)de— / PRk ) (04— 1pe-70)d0,
0
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Ed

(18) Y*(z) = [sin(zsine — n6)do

fi,;(ﬂrl/ﬂﬁ)"ﬂm VEti” o
— e .
Vi1

o
La formule (55) donne

I’"(:c)=—~7riJ"(:v)—22":/:2_%,(“-7) (* 45 %5, J(z) <0,

1

ou, en posant s = €2,

.CO

(74) Y {z) = — xid*(x) — 2i"je“*“"s(g'?cos(n@.z')de .
0
L'intégrale qui entre dans cette formule a été considérée par M. Heine
au tome 69 du Journal fiir Mathematik.
Enfin la formule (69) fournit

£

a £
3 . L ledrim e
(15) YO(x)=2J°(x)-log§~_;‘;fe2‘+” w+n>1og(k+n)r_i’”,
=
El?. y substituant Uexpression de ¢ #2847, employée au No. 26., on
obtient

Y“(x)=2J°(x)-log%w?]/z;afcosxt -dt
[}

X
Q
1 5 U~ (k4ri) .
5% ] € log (% 1)
—a

Mais’ les deux équations (71) différentides par rapport & # montrent que
Pintégrale relative & r sera nulle pour £ > 1 et sera égale & la valeur
d d a"(1—1)®
€ — -

dn  onyyy,
a =2 on aura

r
i

_4
ViFr:

1
pour n= — = lorsque £ < 1. Donc en admettant

1

Ya(x)="—)J°(37)'logf+i/cosxt( 4 (1—g3

O 1 ) @

”:) ”n n "=____%
1

=2J°(z)-log Lf; + 17% /cos (zt)
QO

l‘l, N substi uant (—— =)= V— l l - 2 0. (4] ent t'oute
O 3 ) ( I g 2), N btl )

—1
V(=) Flog 11~¢2)—(:-tﬂ)“'-}rr'(~/‘2-

z
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(16) Y0(2)=2J° (x)-log z—2 (TT0—log 2)J * ()4 2 j cos wt- 1;3‘1 = at

—2J°(z)-logz — 2 (TT 0—log 2) J° ()

I3
+—% cos(zsing)-log cos*p-do.
[
Cette forme de la fonction cylindrique de seconde espece Y°(z) différe
peu de celle”donnée par M. Neumann.
Pour obtenir Y*(x) remarquons qu'on a évidemment

a" Yo (x) (—D+V—+1J" ( D-VDr41)" Y0(z)
(d-2%)" '
En vertu de la premitre de ces deux expressions on trouve de la
formule (75), en y posant @ = 2,

arJo(x) logat
(@

._( ) g Tatr loglk4riydr
(krett ?

ou, en employant la mé&me transforma.tlon qui nous a déja fourni Ia
formule (76),
arJge(zy-logxr | @ 1
(18) Yr(9)= (- 20y ELE0E [ 10gTT (n—1) +1log 2] 77
7

(1) Y (g)==(—22)* ——

Y*(@)=(—2z) — 2log2-J*(x)

24"

+ 2 fcos(sing) costrg-logeostp-dg.
Vn-2"ﬂ(n— '0—)
]

La seconde expression (77) de la fonction Y*(z) appliquée a la formule.
(76) fournit

(1) Y*(@) = {(—=D+VDF1)'+(— D -y D*+1)"} J*(a) - log=
—2(TT0—log 2)J* ()

+ i—.['cos (xsinqa+n %) cosn(q; + ;)hgcos?(p-dtp.
0

I

Intégrales indéfinies contenant les fonctions cylindriques.
La question a été traitée par M. Lommel dans un travail récent
(Math, Ann. XIV, 520—536) et si nous la reprenons, c'est parce que
les formules de ce savant n’ont pas toute la généralité désirable.
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28. En désignant par S, une solntion quelconque, générale ou
particuliere, du systtme de deux équations (2) et (40), considérons
Vintégrale indéfinie

J}(x)-w1sn(x)-dx

et supposons qulelle soit égale & (4-8, () 4 B- Sup(2) 27+, En
différentiant cette égalité par rapport 4 x on obtient

S, 5 a S,
6 (x) 2"+ 8y (x) =— - dA“" +£ ‘*"S,‘-}-xL—I—A ”""&z (;})
x

+ B (o Su),

ce que peut s'écrire, en vertu des éguations (47) et (48),

o2 5= (B )5 (8 )]

On en conclut
dB

dz ?
d*B
du?

A—

+ 2n-+1 dB +-B

X

o@)="44 4 Ll 44 B

et par conséquent

(19) f(m + 21 4B L By a1, () da

== el [BS,,+1 (%) + EE Sa (a:)],

B étant une fonction arbitraire. Cette formule peut &tre généralisée
par lintroduction de @(z) au lieu de z. A la vérité, elle se trouve
déja dans le livre de M. Lommel (Studien p. 70).

29. Considérons maintenant Vintégrale

(80) [6 (x) - Su(px) - S, (¢2) dx,
qui sera supposée égale 3
(80 (48u(9%) + BSuy1(9x)] 8y (9)

+ [CSu(92) + DSyyr(px)] Syt (32)-

8,(2), 8,(x) désignent deux solutions quelconques de deux systémes
mdependa.nts

3S
33, S (%) — “+1(x)——~—-—— v+ Su—1,
es,
OT—*S (z) — ,+,(x)=——s + 81,

qui définissent en méme temps ce qu'on doit comprendre sous
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Su11(®), Syp1(z). Silon différentie V'égalité (80) et qu'on réduit le
second membre & ne plus contenir que les mémes fonetions cylindriques
qui entrent an second membre de (80), ce qui se fait aisément an
moyen de deux systémes d’équations qwon vient d’éerire, on trouve,
en égalant les coefficients,

a) cr—=A+ ‘“”” ”“)A-{-qux-;-mpx,

b O_B_I_[wpx__ <u+¢1;w]B+D¢rx_A¢fx,
e) 0=0 + [‘“’ “ ‘”ﬁ{f’;‘"” ] €+ Dy's— Ay'z,

. (a1 9’z (»+1)v'2 ’ ,
a) O=D-—[ ez | ) ]D—szx—()(px.

En différentiant 'équation d) et en éliminant du resultat B et B’
an moyen de l'équation d) elle méme et de celle qui s'obtient par
Vélimination de A entre les equatlons b) et ¢), on obtient, toute
réduction faite,

C (9'z  gx P’z Pz
29)&2[04— gx gz Y vz :'
=D [YE T 2t L] D
+[@or — (@or — o 2) (L2

D EEEE (1) £E +<y+1)”’“”‘]1>

YL@ Yz ex

L'expression au premier membre a pour diviseur intégrant

PR ,wxwx) En di-

visant done cette équation par Yoz ¢ - Pz « et réduisant le second
membre & la forme

2 (0@ D+ ¥@)- D]+ Z@)- D

Ver-pz-9'z-¥'z, qui la réduit 5,2—‘%6— (0-

on posera
L

d‘ Vorya-gxpe
et on sera conduit au résultat final suivant:

Si L désigne une fonction arbitraire, ¢ une constante arbitraire
et que l'on pose

P (e — w4 D~ (T + 1
+idsy

Q = ((war— v2+—)( Y- 1(TEy

Z(@)- D=

~e ele

"z
Tz ?
"z

x ?
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les deux expressions (80) seront égales lorsqu'on détermine successive-
ment les coefficients 4, B, C,’ D et la fonction 6(z) au moyen du
systeme des équations que voici:

©@-PDp=SL_L(gz e v, vs
, dD D[’z |, vz o2 gz 9’z
2C'¢x=———ﬁ[w'x+ ve  gw  gn THEt+1 sz]

+LtcVozr-vzr-9z-9z,

2B v G =[G+ 50— YLl Feer 3T
-L—CVWW'%
A-¢'x- -{—C[W"c :,—I—Dlpx,
6(-73)-——— (MM M’x)—l—qux—i—Csz

La formule la plus générale de M. Lommel correspond & L = 0,
ou L =VYoz- -px- ¢z ¢z; dans les deux cas D = 0, c’est pourquoi
on peut admettre ¢ = 0 dans les formules précédentes sans nuire i
leur généralité. Remarquons encore que les coefficients 4, B, C, D
et la fonction o(z) s'expriment linéairement au moyen de la fonction
L et de ses dérivées de divers ordres. Si donc on avait

L=L 4+ L,+ L,
il suffirait de caleuler les formules correspondantes aL=1L, L=1L,
L =L, - .. et d'ajouter les résultats. '
30. Supposons @ = P, ce qu'on ne sait satisfaire que par l'ad-
mission ¢x—~¢;ox Les formules du No. 29. deviennent en ce cas:
L=ygpz 9z,

’ d.D ’ r
2C¢$=W~2(M+1)D'ﬁ+¢x'¢%

2B ¢ x-—czzi—‘)(v—{—l —‘pl-x——tpx o'z,
A¢’Z=W+ w—v—1)C-E% 4+ D gz,

c(x)=—;§;i+(y+v)A-%+Bw+0w,

ot D représente une fonctiou arbitraire.
Soit en particulier gu = z, D = 0. On obtient en ce cas

6) @) 5,0 80 2= @) 80 - 50
+ 2[8,(2) - Sur(@) — 8,(2) - Sprr ()],
d'ou, en posant g = — v, on trouve
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— 208, (%) - S (2) + 2 [S—+ (&) - Syp1(2) — 8,(2) - Sy 41(2)] = v,
g, 6tant la valeur du premier membre pour une valeur particuliere de z.
Il suffit de prendre une solution particuliere S,(x) = J#(z) et l'on
obtient la formule suivante donnée par M. Lommel (Math, Ann. IV,
p- 103)

82y J@)- Poia) + T@) T (5) = —sin v,
ou la constante g, se détermine pour z = 0.

Eu supposant » entier et admettant S, (x) = ¥*(z), S. ()
= ¢—#7i J-#(g), on tire de la formule (81)

w—v) [Fe@) Pa) 4
(p—v)J=#() - Y(z) + 2 [J#(2) - Y*+!(2) + J~#~1(2) - Y{@)],
d’oll, en supposant g = — v, on trouve
~2v. J* (@) - Y (@) + 2 [J*@) - YH(e) + I 7@) - P@)] =g,
ou finalement, aprés avoir determiné g, pour =0,
(83) J*(z) - Yr=1(z) — I (@) - T7(a) = =~

Cette formule est également due 3 M. Lommel. On en tire
alsément

k=n—1
Yoy 2 LI
69 Y@=7050 "% 2 e
=0

31. Supposons B =0, { = 0. Les équations b) et ¢) du No. 29.
donnent pour ce cas
D= 42, (¥a) =(9'2)"
Done D=+ A4, ¢z = + ¢z, dodl yz=a 4 @z; et comme I'équa-
tion d) fournit en méme temps D = (pzy+! (px)+!, on aura finale-
ment, en admettant gz = z,

S akay et 02+ @utDal 5,0 ek da

= 241 (a42)"+ [Sug1(2) Svy1(a2) £ Sul2) S,(a k7))
Cette formule est la généralisation de celles que contient la troisiéme
section du mémoire cité de M. Lommel.

Nous arrétons 1a ces recherches qui ne présentent qu'un intérét
médiocre.

1v.
Intégrales définies contenant les fonctions cylindrigues.

Le sujet a 6té traité par divers auteurs; mais ce qui a manqué
aux recherches antérieures cest la connaissance d’une expression de la

Mathematische Annalen. XVL 3
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fonetion cylindrique qui soit assez commode pour cette sorte de
recherches, comme l'est notre formule (69).

Dans ee qui suit nous nous proposons de réunir et de coordonner,
en les généralisant, les formules déja connues et d’y adjoindre plusieurs
nouvelles, trés-générales et souvent trés-élégantes, en les déduisant
toutes & l'aide de la méthode de lintégration sous le signe [, dont on
a déja bien longtemps reconnu la puissance et I'extréme fécondité. La
différentiation des intégrales ainsi obtenues nous sera aussi d'un bon
secours.

Pour abréger I'exposition et les citations faisons des l'abord les
conventions suivantes:

a,b,c,r, z,y désigneront toujours des quantités réelles positives,
h, k deux quantités complexes 3 parties réelles positives; toutes les
autres quantités qu’on rencontrera dans nos formules seront ‘censées
arbitraires, si l'inverse n'est indiqué explicitement pour chaque formule.

L'inégalité telle que R(m) > — 1 sera écrite simplement m > — 1.

Les mémoires principaux qui traitent uotre sujet seront désignés:
le premier mémoire de M. H. Weber au tome 69 du Journal fiir
Mathematik par (e), le second mémoire du méme auteur au tome 73
par (), enfin les deux mémoires de Hankel aun tome VIII. des Mathe-
matische Annalen par (y).

Enfin rappelons qu'on a

1 - 1 Y
J 2 (Z\)= V{"z_ - €0s 2, J—Z_(z) =l/7zz— - sin z

et que la limite de J/z - J™(x) est finie pour z = oo, quelque soit m.
32. La formule (69) peut s'écrire

od

Y u ‘I’EI’.‘
. . qm .'L'm Ry dr 1 .
Jm(gx) = P /e prEs u="k+ri, m>—1.

— 0

Partant de cette formule on trouve aisément & Paide de la méthode
mentionnée

<«
o, =/J"‘ (gz) - €47 . gm+t dx
0

®

o
* u 3 q.’
N E 3 dr —(14+—2u )z" S d
= 3z e ¢ x ;5
[H

—_n

]

[¢°]

mais le choix de la constante & dans Vexpression de J(gz) étant a
notre volonté, nous pouvons évidemment lui attribuer une valeur telle
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que R (h—{—%) reste positive pour toutes les valeurs possibles de 7,

N

ce qui réduit I'intégrale prise par rapport & z a é

2 m+1
(h+ )
D’aprés celd nous pouvons écrire
e
%
MTm- g™ 1 2 dr
Oy = o+l 2m € raaa
(+55)
—_—®
O
i A @
__ Tm-¢g"-¢ N L1 ?(“"'W‘)_ dr
- pm+1 2x _gf_)m-ﬂ ’
(w+ 2k

et si Pon donne & % une valeur telle que R(k+ TQ;T) > 0, on pourra

I e s R
remplacer u +‘QQ’}T simplement par %, ce qui réduit Pintégrale a
1

Done
2™ TIm

(3

K
8, m>—1, («), .

m

@, =fJ”‘(qa:)-e—"f’xm+1 dz = —14
Q

(_2 h)m <=1 €

Cette formule est fondamentale dans I'étude qui nous occupe.
Edre _ u

2a 20

33. Posons dans la formule qu'on vient d’obtenir A =

au az?

1 % "z dr .o
pyeat AT intégrons
par rapport & 7 entre. les limites — oo et 4 oo- On obtient pour

m>—1, n>—1,

et aprés avoir multiplié le résultat par

&

O « az? P
5 1 2a T r
) 1 -
/J"‘ (gz) - am+t da - 21/3 AT

0 -

Cau _ alg+a)
F T 2w dr

J— 1, J
=qma™t prETEa

-0

ce qui se réduit en vertu des formules (69) et (T0) & ce qui suit
3*
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[

@, = [ In(gz)- ot I 2y a* — %) - (Ya'—a?) da

[

gt gn g J’“‘"‘"'*'l(ayq?-l—zz)
- SN = L

ou encore, en posant z = a cos ¢,

'xo|§

W, = / Jm (aq COS,q)) LI (QZ sin q)) cosv+1 Q- sipr+1 @ - dlp
o
9 TP G VE R)
VEFa)yetrtt 7 m>—1, n>-—1.

a

34. 8i Yon divise I'intégrale @, par 2 et qu'on pose ensuite z = 0,
on obtient

21
Jrtrti(ag) = “ﬁf’;m¥n47fJ’"(Qx) camtl (@ — 2ty da,
8

m>—1, n>-—1.

Posant a =1, m = — % et remplacant » 4 l, par # on trouve la

forme ordinaire de Ia fonction cylindrique, communiquée i la fin
du No. 26.

Pour % = 0 la formule de ce No. devient

a
m+1 rm+1 )
* —J(I; M=/J"‘(qx) cantlde, m>—1.
o
35. Posant dans lintégrale o, m — — ]7 et remplacant » - %
par m on obtient
x

“ 1 1
/ cos (ageos @) J % (azsing)sin ¥ g dg
b

VR I ) N |
V v VeEsA" 2
ce qul peut s’écrire
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1 ,f m—l- m+i‘

__/ 291059 J 2 (gzsing)-sin. 2 @pdo

Y T
Ve

d’'oli, en posant ¢ = 4 — g cos ¥, # = g sin ¢ et remplagant

o

1
1 m—L.
- . i 2 'y s -
Jm ? (gzsin ) par (azsin 147) ‘ /‘8"“ sin ¢ cos r gin3m—1y dy,

V2" 2 Tim~—1),

¢
on obtient la formule suivante de M. Gegenbauer (Jahrb. db. d.
Fortsehr. d. Math. VIIL):

I (aViE—22p cos p- u?)
(V210 cos pFp¥)"

7 z
(]
= = 2"‘;'0” ’—l)fd(p/‘eai {Lcosg—u (cospeosy—sin psinweos 1)) gin2n—1 @sin®»—1 y dy-
g [y

En substituant encore les mémes valeurs de ¢, z, multipliant le
1

+5 . . ..
résultat par sin 2 ¥ d et intégrant par rapport & ¥ entre les limites
0 et @, on trouve

n

3 e L wil
/e“l'“”’%m 2 (pdlp/e““#c“‘l’“s‘hf  ? (ausinysing)sin P ydy

0

[~

182
<

Ed

1
7 meg J’"(aVﬁ*?ﬁchaw—Fu) .
=}/3_a_ " LM sin?” ¢y dy -
T (ViT—2ipcospFug)
b

Mais Vintégration par rapport & ¥ au premier membre peut étre
effectuée au moyen de la premitre formule de ce No. et lintégrale dont

1 1
il s'agit sera égale & J/ ia“— sin *e¢@-p ° Jn(aw). Done en sub-
stituant et remarquant que l'intégrale par rapport & ¢ s'exprime aussi
par une fonction cylindrique, on trouve finalement

Jm(al) - I"(an)

a™ M p™ J"‘(aVlL—-?).ycos Fo?) .oy
=— sin?#ydyp, m>-———-
Va-2m1i(m— %) (Vir—22u cos pF )™
[1]
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Cette formule est également due & M. Gegenbauer (Jahrb. iib,
d. F. der Math. VII, 303).

, . 2 e — .t _ a .5
36. Posons dans 11ntegrale @ h= - Sy nmultiplions
au az
le résultat par ie B ;g% et intégrons par rapport & r entre

les limites — oo et oo- On obtient, en admettant g==b, n>m> —1,

o

o ; cau a(z?- 2% a
1 . 2 2y r
/Jm(bx) cantldy ——2”/3 —

) —®0

@
m =3 az®
¢ 1 o 28 Hw _adr
am+1 2 uR— ™ :

— 0

Les deux intégrales prises par rapport & » aux deux membres
s'expriment an moyen des fonctions cylindriques en vertu des formules
(69) et (70) et le résultat final sera

g I (aVer T 2)
= » . g1 ? 7
0, J Jn(bx) - Vo) dx

B g \*— w1 _
— w_(l/u) Jr—u=1(zy a? = b?) pour a > b,

an z

;=0 pour a<b, >m>—1.

Posant 2 =1¢, V2?4 ¢®* =y, on obtient une autre forme de
Iintégrale w,:
’ J*? ) ) o T 9\m
w0, = TJ,.(_i&i/_ Jm (bz/?/'_ch) (V?/‘ _C') dy

p™ V—’zjbz Re—m—1 -
= (—a—c——) Jr-m=t(¢}a®>—b?) pour a > b,

aﬁ

wy=0 pour ¢ <b, H>m>—1.

37. Divisons lintégrale w, par ™ et posons b — 0. Cela con-
duit & ces deux formules

Jr=n=t(ag)ee O [ eVt R)
2" TTm . V2xar

me=l n——1 g n
Jn—m—1 A atT e J " ay) 2 "
{ee) T ot (Y2 —c*yndy,

ZEntldy,

—~1<m<n>2m+—;-
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Posant en particulier # = % et remplacant m % par — m on
obtient
k<]
gutlgn sinay-d 1 1
Jm ¢) = y Y —-— .
(@) V;.n(_m_i)am / S y <M< 3
2 (y*—¢*)
- L2

4

Pour m = 0 cela reproduit la formule de M. Mehler (Mathem.
Ann. V, p. 141), (8).

Divisant la premiere formule de ce No. par z2—=—1 et posant z = (),
2m — n 4+ 1 =g, on trouve

<«

n+qg—1
— n Lo 2 1 ,
CO.L_/:] (ax)- 2 d,c—a—qﬁ —T—[%—_q——_T, <5, n+qg+1>0, («), ).

)

0
La seconde formule de ce No. donne pour m = 0

n—1 - n
J (a6)=/ Tragdy

a cn-— 1 yn— 1

I."»!n—t

<

38. Posons z = 0 dans l'intégrale o, et I'on obtient

B @b

0, = / I {(bx)-JMax) zo T idr=—=—

° & 2T I T (n—m—1)

pour a > b,

° o, =0 pour a < b; n>m>— 1.
On n'a connu jusquia présent que quelques cas trés-particuliers de
cette formule importante, & savoir: 1%, m==— 1, n="0(8); 2°, m=0),
n=4(B); 3°, m = — &, n =4 le facteur discontinu de Dirichlet;
49, m = 0, n = 1(B). Généralisant un peu ces cas particuliers on
tire de la formule o;:
: n z 2
m=—~%; I (:x)cos br-dz= V”n (—af:b)"l pour a > b,
2 xT ] a) m (n — __é_)

=0 pour a < b; n>—%-

n= \; /J"‘ (bz) - w-sin(ax)dzx = Va 20"

: A(Cn D

[
pour @ > b,

= 0 pour a < b; %>m>—~;_—-
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3

ettt 1 ﬁ,b=/Jm(bx).Jm+l(ax)dx= a—iﬁ pour a > b,
° w,=0 pour a<<b; m>—1,
39. Rempla(}ons dans lintégrale @, % par 2 + % et aprés avoir

multiplié le résultat par —_)1; e? intégrons par rapport & » entre

r
um-}-l
les hmites —oo et oc. On obtient ainsi

£ XL
au  az®
1 5 —3, 4r
o 1p—hz®, _~ 2 Sy %7
/ J’"(qd;) mm+ e r® 2 ./’e “ w41
“ u
U —_—
,Cﬁ
aw '
2 , 2a
¢ o oty adr
2 a \m+1
’ (ru+5)
iy 2

Le premier membre se réduit immédiatement 3

JJ"‘ (gx)J™(ax)e~*=" v dx;
4]

quant au second membre, il se transforme en

®©

u a w)?
7 et 17(“+§7z>+8““< 2
o . #(etsy)  ar
(2R)™=+? L

— ¢

et comme il est évidemment permis de remplacer sous Vintégrale
a . LN «

% + <7 simplement par , ce qui équivant & up changement de la

constante & qui entre dans u =% 4- ri, le second membre se réduit

g*4-at
N " Y T
finalement 3 57 € J ‘(m> Done
‘Cﬂ
o ‘a-.-_*_q:
0, = [ Julgz)-Jm(ax) e xdr= spe " odIm T?,g;),
1]

m > —1, (&), (7).

Il est évident que la formule reste vraie lorsqu'on change @ en une
quantité quelconque p.
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40. La formule qu'on vient d’écrire conduit aisément i deux
développements des fonctions continues en séries procédant suivant
les polynomes entiers de la variable.

Le premier de ces développements s'obtient comme il suit.

Posons h=1, 22 =y, a = 2i}'r, ¢ = 2i /s et désignons

_, J"2iVry)
7 ==, (Y 1‘) .
(i ny)m ‘P ( H J

La formule @, prendra la forme

«©

2 ;ﬁ &S n . n
/‘3‘”97"'%1(7’,9)’<Pm(3:?/)d?/— 7 Ifz'sjr_=g:nn~%(sm+ﬂ).

0

Mais en développant ¢,, (7, %) suivant les puissances de # on trouve

e

Pu(r, y) = 2 T, @.r,

a=0

ou
T" . yn o -yn—l -
m- MaMmtr; 710 Tnr—1)T(m4-a—1)TT1
wn—2

Y e
+’IT('n—2)TT(m+n~—2)TT2

Done, en substituant les développements de @, (r, ¥), @u(s,y), on
obtient

o

Je—.l ' T (y)- T2 (y)dy =0, (n, différent de 2),

w0

o

— e L n 1
_/:9 VLT, 4Y = oty

0

Les polynomes I, (y) possédent les propriétés suivantes

- dTZ:H " ary
(m—f—n—{—l)—dy =T — Ty
mt e T
yn—l dl yn
Y

et satisfont & V'équation différentielle du second ordre
d’T,: m—+1 dTr:: N me__
7 —(1=77) =0
Pour développer une fonction f(«) en une série de la forme
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n=<x

f@) =Zoa, T (a),

multiplions ce développement supposé par ¢ “z” 7, (z) et intégrons
depuis 0 jusqud oo. On obtient

Gy ="TIn- ﬂ(m-l—n)ff(x) e Fx" T (2) - dx .
0

Un des développements les plus importants de ce genre s'obtient de
la formule w,, lorsquon y pose h=1—F%k, 2> =y, y=2¢{)r: on
obtient

o0

kr
T %
/6‘7:3/ ey (1, ) dy = m’

]

d’'on Yon coneclut

«w
e ] .
'/e"y'e T () dy = e

9

et par conséquent en vertu de la valeur de a,,

o Py n("l_+1l) kﬂ . ‘
o= g(l_—“kyﬂ'nﬂ T"(y), RE<1.
Cela nous fournit la fonction génératrice de TT(m+n)T" , en posant
1_-1; = &, savoir
uy _
cTVa o

=N\ n 7
e —% T (m+n) - TP (y)- <"
La méme formule développé suivant les puissances de % donne

" Tawy | Tty | To@ To(y)
y _ m Zm Ll . LACANN
M- -M(n4n  T0 + m1 + 2 + + M

41. Revenons encore & la formule @, et posons-y h=1, a=2r3,
g == 2s¢. On aura

* m g .
2/e—zilz2m+1q]m (2, 22 - @u(s?, %) dz = J"2rsdy

(rse)™

Supposons que 2m -+ 1 soit un nombre entier pair ou zéro et éeri-
vons la formule comme ¢a
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@D

'/‘e‘ Pt (1% 22) - o (82, 2%) A = S (2rsd)
(rsg™
—
On aura aussi en remplacant m par m 4 1 et multipliant le résultat
par s

/e—z“ 22y Qg1 (742D - ST Pga (852 =7's

—0

T s
{rssy™t?

Si T'on ajoute ces deux formules on obtient un résultat qui peut s'écrire
20

'_/‘e—qr 2 @, (1%, 8%) 1 & Qg (7 27 [ @0 (8% 264 - Qg (85,27 dz

—&
_ J"@rsd) + rs T+ (255)
(rsi)™ (refy™tt

2

ou, en posant 2m 4 1 == 2¢ et désignant

P (7.2) xg) +rx Pt (7‘?, $2) = O, ('r ’ ),

o0

. c—% . . c+-% o
/ 722004 (r,2)- Be(s,2)da =T — 2T s TG
wsiy " F (rsif T ¥

— o

La fonction ®,(r,z) se développe en série toujours convergente

D (r, %) =2 U: ()7,

n=0

Uh@) = T7_, (&), U =all (@),

on

et en substituant les séries ®.(r, z), ®.{s, ) dans la formule précédente,
on conelut

.je‘““" ~gte Ul (x) - U(@)de =0, n >n,

@®

e . 22 U2 (x)- U, (x)dz = - -
f O +1)—?+e]

—_—0

ou (%) désigne Ventier de %
Les fonctions U] coincident avec celles que M. Hermite a con-
sidérées an Comptes rendus 1864, t. LVILI, p. 93.
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42. Revenons maintenant i la formule (54) pour en obtenir une
autre qui nous sera trés-utile immédiatement et dans la suite.

Posant dans la formule (54) x = k¢ et remplacant ensuite h par
xzh on trouve

kd @
2 1
. . s+~) ds
—n.J"(xho)=%{'/;z"°°>“cosn6d6—s1n7zn/ Te+y) n+1}
0 1

et encore, en changeant n en — n,

7 @
, 1 2 1 _’%7‘(5_*_1_) n—1
“Hzhi) = eros0 cospe do-sinnx | ¢ *? gn-lds -
1

0

Ces deux formules fournissent par la soustraction

3 :ti‘ .
V/e ( )(s” “*")%—Sm’m{ J—"(’vlu)-—r"J"(xhz)}

1

Mais st Von écrit séparément les denx termes du premier membre et
quon transforme le premier terme en posant xs = r, le second terme

en posant “% =7, on obtient la formule dont il s'agit:
e N .
/e s (+3) rtdr =£‘;—” {ird~(zhi)— ird (hi)}
[

1
Pour n == — et n =

le Jury

elle donne les formules de Laplaee

©

° & z? —
o3 (%) ar — 1Y
rVr z 2 ’

¢

o
‘/‘e_%(r-'-l{) __;/Zé T ? e—zh
r

)

l

Pour % entier on détermine la valeur du second membre selon la régle
ordinaire du calcul différentiel et I'on trouve

Y/e— 2(+%) roldr = (si) {mid "(xhi) — Y (xhi)} .

0

43. Remplagons dans l'intégrale e,k par % et aprés avoir mul-
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kr hr
caes . . —5 ar —< dr . ..
tiplié le résultat successivement pare 2 i e * Ve intégrons par

rapport 4 » entre les limites O et oo, On obtient ainsi les deux formules

g 1
mm + - 24\
oy = [ Ju(gr)erzan dx = #( 2) (29) , om> —,
Ve ggmytt :

o

o

1
ws = [ J*(qz)er*zmtidy = ( _132 2h29) ;o om>—1,
N

0

dont la seconde s'obtient de la premitre au moyen de la différentiation
par rapport & k. Ces deux formules ont lieu seulement lorsque
R(h) > + J(g) comme cela est nécessaire pour la convergence des
intégrales & la limite supérieure.

44. La formule o, posséde une analogie manifeste avec la formule
@,, surtout lorsqu’on la réduit & la forme

o, = | J*(p2)J™(gr)e " xdz

1

g . *_pi4e =2t et )
— . r% T 4% At ) —
- — ) @ e (I—8""2dt, m>— .

-1
Cela donne lidée de soumettre la formule @, aux mémes opérations
qui, appliquées 3 ®,, ont conduit & ®,, @3, @;, @.

cux ¢

. . w s 3 1 ) dr .
Ainsi en posant b= 5, multipliant par i « ==y et in-

tégrant par rapport & r de — oo jusqua oo, on trouve
c

0, = | I(pa) I (qz) -d* (2 —2*) (V' —2*)"d

Q

1

BT el ka3 CE S T k)

Veemi(n— 1) | VFEE R T
—1

(1 — ey ~tat,

m>—5, n>—1.

On obtient de la pour n =0, z==10, en différentiant le résultat par
rapport 3 ¢,
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1
In(pe)dn(ge)= 2L 0 e (_c?g_%}-_g_m_—_gpf t)(l“‘t?) ~%ay,
V;'Z”‘Tl’(m———2—) o+ g —2pqi)
—1

1
m>—§,

ce qui est la formule de M. Gegenbauer déduite au No. 35.
45. Posons maintenant dans Vintégrale o, k=§%, multiplions

cu c2?
1

‘ T 3,5 4r < e N
le résultat par ;—e? MF et intégrons par rapport & r entre les

limites — oo et oo. On obtient, en supposant p =a, ¢ = b,

et Jri gy IV EER)
oy = f" () I (o) T LEED 2

[
1

gry TR gm— +1

= SV et (o) T P 2 abl)

Va2 (m — 5
<V —a*— b F2abt) " (-t Yy,
n>m>—,
ol
e=1 pour ¢t < (a— b)?,
2 b — 2
—_ ?_—'—%—b ¢ pour (a—b)? < @ < (a4-b)?,
=1 pour ¢ > (a+b).

Pour z=0, n=m 4 1 on obtient, en multipliant la formule par
cntt et différentiant par rapport 3 ¢,

m—1

@y, =f "(ax)-J™(bxz). J™(cx) =
[ x

(1]

e ke aetap”
_lHetdteretb—c (btc—a)(cta—1) , m>_%’

I/; 23m~1 m (m — %) P
ou @,, =0 suivant quon peut former un triangle ayant pour cotés
a, b, ¢ ou non.
Pour ¢* = a? + 52, 2 =0 la formule @,y donne

/Jm(ax)J’"(bx) Iy o’ b?)%=

[

at~ 1 bn—l

n—m—1"
2

Ve oot m—t oy

n>m>——;—-
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46. Les formules que nous avons développées conduisent & plusieurs
autres souvent trés-remarquables.

Multiplions Vintégrale wg par 81 (b)db et intégrons entre les Limites
0 et ¢. On trouve

am+1f It (az)dz [ £(b)-T» (b2) -bdb = j pf(BYdb, m> — 1,
U [ 1)

ot & désigne la plus petite des deux quantités g, e.
En différentiant cette formule par rapport & a, on obtient

mn c. . f(a) pour a < ¢,
‘/J (ax)zdz | f(b)-J (bx)-bdb={0 pour @ > ¢; m> — 1.
Q0 0

Cette formule a été établie par Hankel pour m entier. Pour m = +- %
elle reproduit les formules de Fourier.

47. Soit dans la premidre formule du No. précédent ¢ > a et par
conséquent & == a. Remplagant J"+1(ax) par son expression gue l'on
obtient de la formule du No. 34., lorsqu'on substitue m - % au lieu
de m, & savoir

241
I an) = o f T (ag) -y (@@= dy, me1>m>—1,
y

on trouve

féw f(byab

0

1 Jx7‘+1 dz .J’m—u (xy) CaQ_yQ)uyrro—lz+l dy‘/}'(b) Jm (b x) bdb.

T 2%TIn
it

Mais Vintégration par rapport &  peut &tre effectuée au moyen de la
formule @,. qui donne par la substitution de m — » au lieu de #, ¥
au lieu de «,

LA it o M
ym—u;z—n-ln( n—
=Qpoury < b;n<0,m>—1.

,/ J”‘(b.’ﬂ) Jn » (y.’t) aetldy =

[}

)pourJ>b

Done en introduisant cette valeur dans la formule précédente et posant
betif(b) = F'(b), n = — p, on aura

F(a)—-F(O)_zg_mpu f(aa_ ) -rydy fF ®) (g2 —b)p-1db, 0<p<1,
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ou encore, en posant y = ax, b = yi,
1

1
F(a)—F(0)=2estnzz (" a7dz fmm)‘“ 0<p<1,

= (1—z2)? (t—t—2 "’
0

0

Clest la généralisation, dailleurs connue, d'une formule ecélobre

d’Abel qui s'obtient pour p = %

48. Multiphiant la formule générale @, respectivement par f(8)bdb,
Fla)ada et intégrant par rapport & b entre les limites O et ¢, par
rapport & a entre les limites ¢ et co, on trouve, en supposant toujours

n>m>—1,

% fgn_‘/al_/xf'!‘i) Al 7 BT (b bdb
a / (Vm)u & d.,C f( ) ( .,C)
0

_—_Jﬁf'(b)Jn— w2y a*—b?) (VL:,:—T)“_I M
[

'wJ’”(bx)a:”'“dx - " iR
/—W— Fa)J (ays*+ ) ada

0 [

& e 2 pe\ % - me—1
=b« [ Fla)J»— (z)/ aF Z52) (V‘.‘:Z—;b_?> da

St ?
#

a

od & désigne la plos petite des deux quantités a, ¢ et B désigne la
plus grande des deux quantités b, ¢.

Posant z = 0 on trouve deux formules moins générales

Pour les déterminations spéciales des fonctions f(b), F(a) ainsi
que de la limite ¢ ces formules fournissent une foule d’autres qui ne
contiennent plus que les intégrales simples.

Il fant choisir pour cela les fonctions f(b), F(a) et la constante
¢ de telle manitre que les intégrales

y| F®) T (bbb, J Fla)dI* (a5 TF) ada

puissent étre exprimées en termes finies au moyen de fonctions connues,
Les cas ob cela réussit sans que Pon donne i ¢ une valeur spéciale
sont ceux que nous avons considérées dans la section précédente; ceux
ot ¢ a une signification spéciale sont i chercher parmi les formules
de cette section.
49. Le cas le plus simple est celui qui correspond A f(b) = b,
F(a) =a~*. On trouve en ce cas
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315( Vart 22
m,g——=/—(y%2%_;;i);—z—)J”‘+‘(cx)xmdx

= gt Jn—m-—l(zz/a. )(V i\ bﬁm-i-ldb,
[
n>m>—1,

Varot

» T 3R\ a—m—1
= pm c'n—l/Jn~m—1 (y I/a' b2) (Va bﬁ) a;ifl ,

%<n>m>—l.

n—1 2 _Las2
0= f PG g ) gt

Supposant ¢ > @ dans la premidre de ces formules et transformant
lintégrale au second membre par la substitution y = / a*—1b%, on trouve

J (a]’xl—f-z)Jm_*_l(cx) iy — ™ TTm J"(az_),

[53]
2= (V.’B _l_z‘, P P

n>m>—1, ¢c>a,

d’otr Pon tire pour z =10

MMm o

'/ I (az) - It (cx) onmn dE = o o
1}
n>m>—1, ¢ > a.

La formule @,, donne encore pour z=0, ¢ < @
/ Jr(ax) Jatt (cx) am " dx
[

—R M — 1
— a /(a~ p2)r—m—1 pmti db.
—1)

QR — M — l-n-(n_

- . 1 oz
Le cas particulier correspondant 3 m = — —, n="0 a été re-

marqué par M. Weber (8).
Supposant b > ¢ dans l'intégrale @5 et substituant au second

membre }/a® — b* =z, on obtient
Mathematische Annalen. XVI.

4
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Jn I(Csz'f‘y) m m
ST Ju o i

@3 ==

' cn—l Jr—m—1 n-——mdx 1
== —m= < n>m>—1-
T WD) e
L’intégrale qui entre an second membre s'exprime au moyen des
fonctions cylindriques, comme nous le ferons voir tout-i-l'heure.

50. Considérons lintégrale

o0
C I (ba) 2t A 3
w“=f @t 0 T l<m<Zntg,
0
et remarquons qu'on a
g 2
+ x*
b et _ 1 1 *("'I'T) y
(?@-{-hz) n+l . TIn ¢ ydy-

(45

0

En vertu de cette formule I'intégrale ®,, se transforme en la
suivante

0 XD
1 : — ¥z
— —k L % ’ 1
O = et | €Y ay [ J*(bz)e antt de,
§ 0

ou, en effectuant l'intégration par rapport & z an moyen de la for-

mule o,
0
L] b?
J— _bmhm_n —* (y+v) n—tm-—1 g
m14 2m+1-n-n € y ¢ y

]

bmhm—n ‘ —jg—(x-f-[;—z)
=§7?_—|_—l—n_— e ar—n—ldzx.
n

]

Donc en vertu de la formule du No. 42.

_/ I™(bz) 2™ dw
@Rttt

E2 50 e . . .
= 2“+‘Un~s;n (n—m) = {Z,Hme‘n (bhi) — gm=n Jr=m (b]“)} ’
n>—1, —l<m<2n42

2’
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et lorsque % — m = nombre entier 7,

?J"‘(bx) Pl P prTip—l
e/ (x2+h2)m+l+l 2m+l+1n’( +l) {7t?1 Jl(bh@) - Y‘(bhﬁ)} )

Cette derniére formule a été établie par Hankel pour m entier.
Drapres cela on écrira

IVt g "
05 -_/ B ZFees Ju(bx) z»+dx

ne® lm

= mg"n(n _{sz—m(by@)__z—mJ’m(byz)}

1)sinmz

b> e, i<n>m>—1-

51. Posons maintenant f(b) = b"J? (g —0b%) (Y &*— %), F(a)

= a—*J?(yYa*—¢) (Ya?—c*)* et I'on trouvera en vertu des formules
0, et wy:

e 2]
gt - e 4 J"‘(aV:c?—{-z'-’) Jrt+p+1 (eyxz_i_q‘)_ em+1 gy

Vaxer  (Etertet:

=/‘3Jn_m~l(21/m) (Va,_?z———b?“)”-—m lJp(ch.__b)
| (LY v

a<le, n>m>—1, p>-—1

./;n m— ’(a;/x’ bz)(V;"—a_bbvz)n " J"(/Vﬁ——-c’)(m)

¢

322“—1

-—/J""P—l(cVP—‘)( i 92) Jm(b;/rz a)( r’—az)" ar

2%—17
e>b, y>a, n>m>—1, n>p>-—1-

La premiére de ces formules fournit pour z == 0, ¢ = 0, lorsqu’on
remplace m - p + 1 simplement par p,

<<

fJ"(aa:) < JP{ex) atn—r-rtl dg

[

22m—n—p+2a—-nc—?

— ﬂ(n__m_l) '[T(p._m—l) f(a2_b2)n—m—l (32__1)2)::—7"—1 b2m+1 db s
Y]

a<e¢c, n>m>‘"‘1) .p>m>"‘1y

4%
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ou l'intégrale au second membre s'exprime par
. — T — 2
%M%‘n_ﬁ_l)_ e cep—2n»721?(m —pt1, m1, w1,

52, Soit ¢ = oo dans la premidre formule du No. 48., ¢ = 0 dans
la seconde. On aura

"(al’.z?+5) zm+1 4 g By Jm (b . bdb
(V$2+22)“ xo f( ) ( .7/') a

s 32 n—in—1
=ff(b) . J"—""l(z;/a:’——b?)( Vaz——b ) br+t dp
0

- [V T L v,

Vi m——l

n>m>—1,

(v

I n) & dx / P I ) )
/ Ve ) (@) I (aV2*+¢%) - ada
0

< % A—m—1
=bm[p(a) Jn~rn_1(cl/m)(yae—b> da
%

an—l

)
' FVeELR —m—1,,

=b’m ,F( J/2+.b2) J7 ﬂ-: _(C.,C‘ gr—m dx
(’/xz_*,_bz)" on—m—1 ’

—;~<'n>fm——-1-

b2

53. Soit f(B) =b"e . On aura

/ I (a Vet 22)

ha: x2m+1
==t dz

—_— R—— y 2 b2 T 7ﬂ_1 h‘i
s f e (752

e 4h HEmn-1 db,

n>m>—1,
et pour 2=0
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o]

/ J 7 {az) e 2ol g
o

0

z*
1 i e o .
= e at—ux %—m-1 x2m+1 dx
T n —m—1) @ K FT f ( ) ’
[

w>m>—1-
Soit f(b) = o U(/;— ]_l:;')f) Or trouve, en supposant

n>m>—1, p>m>—1,

J" (alaﬂ—}-ze) p—rr—1 2 T3 (1 82—_‘”2_)?—"‘-_1 2mt1 g
ar ) (g e —a?) ; z z

J? (Vb gt Vazr= b*)"_m— .
— pP Jr—m—1 2 b2 b2u+l db
¢ '/ (Vbz q:‘))p (zVa )
0

d’ol, en posant p=m 41, g=0 et différentiant le résultat par
rapport 3 ¢ on retrouve la formule w, Ainsi cette derniere est la
conséquence de la formule w,.

67

Soit f(3) = J=(bgi)e **- On obtient pour » > m > — 1,

T IMGVFEFR) .
e 12 Ju(2h Lzt gm41 gy
/ et J*(2hqz) e
0

—hg® .
_———._e_q_\/ Jr—m— I(ZVCI/ b‘)) (Va
2hi™a®

0

3

#— a1
) Jm(bql) v Ym+1 db

d’oit pour 2 =0, 2hg=p,
]

a
32

——— bl
¢ “ i bp" ) C—- o (az —_ b?)n——m—l bm-)—l db .
T M i—m—1) ™"k 2Rk

[

Soit f(b)==¢—#*-b™. On aura, en supposant tovjours n>m>—1,
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I VEER et
(==

— N —n—1
. Vo 2w 1 (Zl/ae*—*b'-’) Lﬂz*bz )" e e hb prm41 b,
- z
(g D
0

d'olt peur 2 = 0
@x

/ J* {ax) ) ~~x2md}—.‘ az
o m 3
SR S

| 4
¢

21

. ]
R C

M r—m—=1)TT m+~) ”h

e—hb (a"’ — b‘.’)n—-m-1 Hemtt db.

0

On en tire pour m == — } en remplagant ¢—%? par
RO 4~ R b kb
'q"—j;i———— S-%—— et posant b = ay, n> — __12,
>4
J"az) dx
P Pl Y]
0
1
3 n 1
- A _I
:%‘"i{i@%‘ 1V;“‘L o [ @ —een)(1—y) T dy.
- 1 n
4 gl Ty n——;)k

[

Un cas particulier (n =0) a été caloulé par M. Weber dune
maniere inexacte: dans sa formule manque le second terme (B 8§ 2,
form. (13},

54. Considérons maintenant quelques cas particuliers de la seconde
formule du No. 52,

Soit F(a) ==a=- Ju(/if?_ })34) , Ot p>n>-—1. On obtient
en vertu de la valeur a,

?Jp( TNE 2 "—in—1
Vi—a
- 5 e e \NPTE m
= / Jl’—"—l(q}/J-__.c— ‘z;)(gl.;c;_—:x ) ibibi)‘cﬂt-i—ldg,
V]
pour ¥ > ¢,
@, =0 pour y<¢, p>a>m> —1-
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L'intégrale w,; ne différe essentiellement de I'intégrale w; et se

réduit & cette dernidre par la transformation z = J/a?*—5*. Si done
on calcule sa valeur selon la formule @,, on obtiendra, en remplagant
p — n — 1 par une seule letre ».et supposant y > ¢,

(P2 Y™™ gumssy5rg Y7 =2)

Vb"—i- 7
Vii—
- [ (e e,

ce qui n'est autre chose que la formule o,.
Soit F{a) = ¢~*2 g1, On frouve en ee cas

& — V — n—m—1
Gy ='/ Jn-m—1 (cVaZ_b2)< azc bz) e-tadg
4

B an(n* ) J”‘(b’c}x""“rlx
(@@ h e nt

et comme Pintégrale au second membre s'évalue an moyen de la for-
mule @, on aura

$ R ;/_2 2 a—wn—1
@ =fJn—m—1 (cl/a"~ b'-') ( @ C—b) \) e—*ada

_ l bn—m_ '3 (szyﬂ““"}‘ 3 { im—'a-i--% Jn——m.—-%(ibz/m)

2 cos(n—m)=

_oh g M yETa))

d’ol1 en particulier pour ¢ =10

@
0 = j g—ha (a’t_b:’)n—-m-l da

2T ;r TT{n—m—1) V bw—m— —&— hm—’n-*—% Jh n—i——} Jn—m-% (b 3 l)

cos(n—m) m
P F s JO DY

Lorsque n — m — % est entier, il faut modifier les formules con-
formément & V'expression de @, pour ce cas.

La formule @,; pour » == m -} % a été donnée par M. Weber (B).
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55. Revenons encore 4 la premitre formule générale du No. 48,
et admettons ¢ > a, /(b) = J"(bhi). Puisqu'on a

- ™ (ehi)- e d ™ (o) — chad ™M (ehi)- T ™ (e
fJ"‘(bhz) J(bx) bdb = J7(ehi)-cx (022_*_0}; (ehi) I ™ (ex) ’

[}

on obtient

w (ohd ?J”(al’m’—f-#) " ex)a™ e
cd (c}”‘)‘/ Vg ) ey
6

3 *(al 2 " m-+-1
—enigson) [ LT Sl
0

— 7% \n—m—1
— “’“/J"‘(bhi) Jn—m—l(zl/a‘z_ b?)( Vazz— b* ) b+l b
g

J*® (aVz’-— 72)

= iy IS

n>m>—1.

Si P'on remarque que les deux intégrales au premier membre ne
différent I'une de l'autre que par la valeur dun paramétre, celle de
m, qui est remplacé par m 4 1 dans la premiere ntégrale, et que
Vou compare Végalité obtenue avec la formule (82); on est conduit
d’admettre

X
@ = J*aV 22 J"ex)z t dzx
8= ) T UEsay EER
0

I (aV2—TF2) . . ,
= si:mn (](/‘i::-h—,):*— (hi)ym {J—m (chi)+ (/7,‘} ,

ce qui, substitué dans la formule précédente, fournit
Ju(eht) Coups + It (chi) O, = 0,
d’od T'on conclut
Com=—06,-i~2tmJn (chi),
0, étant une fonction périodique de m (6, — Gomt1)-

56. Pour déterminer cette fonction revenons encore une fois &
la premiére formule du No. 48. et posons () = J~=(bhi), en ad-
mettant tovjours ¢ > a. Si Pon remarque l'égalité
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¢

fJ_m Oha) I (b2)bdb J"'”‘(chz)-c:z:Jm'*'l(xczx_):;:hiJ_m—‘(chi)-J'“(ca:)
S

2 sin mx ™
+

on obtient

S mJ"(an?+z') I (o) 2™ 2 (d)
ed (ckz)/ Vot Py

J 2 2 J* m+1d
+ ehi Jt (chi) / ’(/Zi/_”:;;: ) (f:f.) o £

—r——t a—ie—1
=a=" f = i) It (/@@= 3) (LE=E) T g ap
6
_ 2¢inm=m ff”(aym) 2t g

3
iyt ) Worar @R 2
0

, >m>—1, a>2m——,

et sl Yon substitue dans cette équation la valeur de ®,; quon vient
de trouver et que Yon utilise la formule (82), on obtient

J*(aV A= hz) hm p
(sz——}?)" m
a

—an f J=n i) It (o =) (LE=E )"'"‘“b,m ab

[

0
Asinmzn I aVa®+2) "V ax
= (hi)™ (ZE S
§

Cette équation montre gque 6, ne dépend pas de ¢; quant a la
périodicité de la fonction @, déterminée par cette équation, elle se
manifeste par la transformation suivante. La premiére intégrale au
second membre peut étre écrite

_f£m(bhz) . d ‘-‘Jn—m (Z I/m) <_V§§i)u—m]

™
[}

et se réduit au moyen de l'intégration par parties a

A a2

a

——hzf —mrl(bhi) Jm (Y a0 — )( V- )"_mz,m db;

0
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la seconde intégrale se représente comme

20J”‘(al/oc?--}— 2% 22! (xth—R2) da
YVt EENY

. ?J"(al/x"—}—z?) St 7o 72 mJ"(aV:ca-}-;ﬁ) ™y

”’/ Vergay © ¢ 7‘0 Vargay @4

on le premier terme se caleule au moyen de la formule du No. 37.:

a0

/ J "G(/‘;lz/iij')%z)_ a2 Jg = I Tlma~" J =1 (az) (_‘;_)"—m_1 .

D’apres cela I'équation qui détermine 6,, devient

J*(aVE—RE) Bt

TyE=mr T O

— CZ":/ J—mt1 (bh'l) Jr-m (ZV&t—b?‘) ( Z’a?z_ b2 )n—m W db
1]

@

. 25in(1n—1)n/‘J"(an2+z?) 22 gz

m (i Vatay  &F @

ce qul prouve la périodicité de cette fonction. Nous allons démontrer
maintenant que g, = 1.

57. A cet effet reprenons léquation qui détermine 6, et trans-
formons la seconde intégrale au second membre par la substitution

©
LJ

(s
21 })=i L 3 =L e y( ’b) dy’
R b h—i—i h
h

[¢]

qui fournit

£

o [(IHVFTR) P ax
Ve EER

¢
@®

R
. . S— Y
1 » ) TuE
— 7[/ -4y dy IV +7) et armH gy,
o ¢

V)

Mais l'intégrale par rapport 3 2 au second membre peut étre
remplacée par une autre, prise entre les Limites 0 et o , en vertu de
la premitre formule du No. 53., qui donne sa valeur égale 2
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1 Var g \n—m—1 _ ¥
s (o m+1 Jr—m=1(z/ g% — Z;)( ) e Ty pEm+tgp.

Done

a

o= / ot /@ —5) (LB ) g g

—5 () daay
> m+l
2y)

ou encore, en vertu de la formule du No. 42.,

2 k™ ’ Rl 2 5y [ Va—o2 \rt sm J—m ;
0 = g [ 1oy (VT
Q0

— = Jm (bhi)  b»idb-
En substituant cette valeur dans Véquation qui détermine 6, on
trouve
I @VF—R) B
Ye—my "

;—2&m o V 3\ #—m—
— ”_a;ﬂ__‘/ Jn—m—1 (z;/cﬂ —b9) (_“_2:9_) lJm (bhi) bt db
")

d’on Yon conclut, en vertu de la formule w,, que 6, = 1.
Donc finalement

Jn (aVﬁ—&— zg) J™ (ex) el P
==

W5 =

_ i J? (dl ) (h?:)"‘{ J-m (c}”’) - g—2%m Jm (C}H:) },

2 sln mzw (sz he)ﬂ

n>m>—1, a<ec:

En multipliant cette formule par a#, et la différentiant par rapport
3 ¢ on gassure quelle a liew pour » > m — 1> — 2-

Pour z =% la formule quon vient de trouver ne sera ¢u'une
généralisation de la formule o,

Lorsqu'on suppose m entier, tous les caleuls précédents tombent
en défaut, parce gu'alors il faut employer la formule (83) au lien
de (82); mais le résultat final sera le méme qui s'obtient lorsqu'on
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détermine la valeur du second membre de la formule @, par la régle
ordinaire du calcul différentiel. Donc en ce cas

J* @Y E 2 S (ex) ™ da
Vg B

(‘)]8 ==

— (a‘ #— ) m m g

= sz_’zhz Y (hiyn{ mid»(chi) — Y™ (chi) } -
Cette formule pour z = 0, » entier a été obtenue par Hankel.
Posant dans la formule générale @3 m = + —;« et différentiant les

résultats par rapport & ¢, on trouve pour z = 0, I entier

3
I (ax) 2 eos (cx) dz
e 2T R
§

= ZL (hipr-t ook Jr(ahi), n> — 5, a<e 2<nt3,

o

I (ax) 2 sin (cx) d
. z" z* -k

;:%(hi)?t—ne—ch..fn(ahi), %>~—%, a < ¢, 2l<n+_g_.

Ces formules ont ét6 communiquées sans démonstration par Hankel
Dans le second mémoire de M. Weber se trouvent aussi les cas
particuliers de ces formules correspondants & % = 0, I = 0, ainsi que
le cas particulier de la formule générale @, correspondant & 2 = 0,

1
’n='?, m=0-

58. Considérons Yintégrale qui s'obtient de @,q pour 2 =0, %= m,

J”‘ (az) J™ (cx)adx
9 = 12+h2

Jm(ahz){J ™ (chi) — = I (chd)}

T Ysnmz

et snbstituons-y

On obtient
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° h ¢ ya*
w,9=2—17‘;'/;_3ydy/J’"(ax)J"'(cx)e-—ﬁxdm
0 0
° ] +c’
m L @
=L‘z_/;—2(y+ )Jm(ayczh)dy_y'
[}

de sorte quon peut écrire
3
& (y+“ 2 c? )J"' (ach) dy
Yyt ] ¥
0

=————J™(ahi) {J=(chi)—iInI™(chi)}, a<e¢, m>—1.

" sinm e

Remarquons maintenant que les deux membres de cefte égalité devien-
nent synectiques par rapport & a si on les divise par a®, et comme
ellé a lien pour @ < ¢, on en conclut que, divisée par a=, elle aura

lien & condition mod @ < ¢. Done en substituant az au leu de ¢ et

s c:—a?
posant au premier membre

==&, on obtient

o]

~~(-’=+ ) w f@chz\ dx
‘/‘8 J" ¢ -a2) —"E-
o

" Jm(ah) {T—m(chi)y—i—mIm(chi)}, a <e,

sinmx

ou enfin, en supposant % réel et désignant

h

"k " ach
7 =p27 ) (02_02) = q2)

T — gt

=1”
]

Azt &
0720':\/.8 (pz+3’)J”‘(rx) ’df

[

= JIn(ak) {ind—m(chi) — i—=J"{chi)},

sin m
ol
= =21y - ._._
h==2p?, a-VQ—.pJ/ Pt —p*, e= ]/z/p + 7+,
m>—1.
Pour m == - -;— on obtient les formules connues.

59. Lintégrale w,, se transforme an moyen de la formule @, en
une autre qui ne contient pas d’exponentielles.
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La formule mentionnée donne

_& ! _x
e == / In(gy)e < gy

0

+1 /0
=2w':‘ Jm(2qt)e~xﬁtm+ldt'

8

l X

L+ o)
o/l — i i
2 m (m 3 (7' )m J™ (i’qt) tm+l dt 1
= ye T PN T m> =,
0

{rtp) e

Cette derniére intégrale s'exprime en conséquence par les fonctions

cylindriques. (Comp. pour m = -+ % Meyer Vorles. iib. d. Theorie d.
best. Int., p. 310.)

60. Posons ¢ =& dans la formule o, multiplions-la par

bt I (2 Y ar— b (]/“ :b) db et intégrons entre les limites O et
a; on obtient en vertu de w,:

o — r— e
J"+m+ ! ((f K'fci_tzz) e~ kT p2m dx

(V—+ zg)n-f—m-{- 1

a

0 1
_ T (”l j: ?) V&?‘—bz n b2 m+1 db
- ;/ w1 Jr (Z V a bz)
T a (b2+h2)m+ %

1}
m>—é, n>—1,
Pour 2 = 0 cela donne

®

T~7: 1 )
Jn-j-m-}-l(ax) iz 2 ﬂ(m—;) . e
f T ¢ B = e | B @ (2 b b

0 [
M2ma™ Fn4-t o 2m~1

— N 1 ¢
= 2n+m+lTT(n+m+l) F(m + 51 m—1, m+n-4-2, h’) ¥)-
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61. Multiplionslaformulew,, parb™H J>—1 (2 )/ a* — b?) —a—tg—g)ﬁélb

et intégrons entre les limites O et a. En désignant par Q=—m(Bki)
Pexpression

{zn me_"(th) —_— Zm-—-nJu‘—m(bhi)}

(n m)w

on trouve pourp>0,n>——l, —1<m<2n+—_,—

O?Jp"""(al’:z;f—}—z*) £ g
Fatepe wrmh

hm R —M—p 7 b2 )
= 27;-:“ ﬁp_l (2Va*—b?) ( - Q”“”‘ (bhi) brtetrdd.,

[}

Remarquons maintenant que Q*™(2) == Q#=(z). Si donc on pose
successivement n == g + s, m=¢ —setpuisne=g — s, m=¢g -+ §
on obtient deux formules contenant au second membre une méme in-
tégrale dont V'élimination fournit

*®

. J?""?—‘(ﬂ V;r_{__éi) x29—23+l dz
s 28 .
271 (q + S) Ba so (l/;z‘:Fké)P-l“q—s (x2+h2)q+‘+1

PJP+<J+~' (aVrF EE) glatzatl g,
(Y Fajrtets (g2 ppa— L’

=21 ({g—s)h2sa*
0

>0, gs>—1, g43s>—3-

Soit 2 =0, 8—4,p+q '4_‘—”' On trouve en ce cas

@

/;‘n+%( ) 2q-r1—’ndx ({H— ! )l/ ﬁn (az) &« 9+1¥'
it (=) (a* +h2)q+ v

0

n>q———%, Q>

d'ott pour g = — 7} on obtient

o 1 . -]
I"VT (a2)  wdx —Z/l'k ®lax) dzx n> — L1
s Voxw ¥ =a ¢ a:ht? 2!
0 [}

62. Une autre relation élégante entre deux intégrales définies
fournit la formule @y Si I'on y remplace & par h 4 y et quapres
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avoir multiplié par e~*vJ*(py)y=dy on inteégre entre les limites O et oo,
on obtient

w©

"d
T n—%)@p)"fJ’"(Qx)e"”‘ z e

{7+ G Far) Tt

[]

0

=4ﬂwi%wﬁ/ﬂ@wrw v o,
: {2+t gpy" T

[

n>—t, m>— 1, R >+, BE>+I@).

On en trouve pour p == 0, aprés avoir divisé la formule par p=:

@0

L] 1
] Ti{m— & (2 ‘Dn 2n
‘/Jm(qx)g—-hx % - .(\Z;fzw: (V" TQIB ﬁ—w i nt g
4 xy w-TI2n . (q?—i-(h—{—y)?) z
0

O

@
L

Cette formule reste évidemment vraie, lorsqu’on admet % = — a7 et
quon prend en méme temps ¢ = b, m < 2n 4+ —;— Si I'on pose encore
6 =>0=1, on obtient finalement

€@

o
1
22T m — — 2R 1t —
ﬁl/;(x)ei(x+k) 2" dw 2) i f ¥ i-d?l .

(GtapiH = V= mEn)

Pour » = 0 cela doune

0

v
m ey LT
./J AT
0

m(m— ¥ S
=Dl [y,
1]
_%<m< %

Or Pintégrale au second membre est connue: elle a été employée par
Hankel pour obtenir les développements sémiconvergents des fonctions
cylindriques (Math. Ann. I, p. 491); sa valeur est

1 —
,,"(_?)h fm R ) IRl — gy
1 2s8in 2m
Tl'(m—— ?) =
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Done on aura

€© .
ean@de o IMB— I my 1
me(x)”(x+)x+k_ =k ; y —y <m <3,
6

8n 2mzx

et pour m =0

> dx
L] et
ﬁ (ib‘) e+ B -+ k
0

1 .
=— T'®) + 3‘21 JO(E).
On en econclut

T (k) = 2cosm1szm( 2) si!;v(f;_-};ck) amdz, ____;_<m< _;_’

Jo(k)__JJo( ) EP,(‘_”i‘ﬂ dz,

7oy = —2 [0 - HEHE aa.
0

On peut transformer cette expression élégante de la fonetion ¥ (k)
de la maniére suivante. Remarquons qu'on a

1
E 1 “int(
eo;(i-; ) " —Jsmt(x-}-k)-dt;

donc, en substituant
0 _ Jo(ﬁ dz
Yok)y=—2 f It

-|—2fdt {coskvifJ”(x)sintx -dz + sinkr;‘/ff“(x) costzx dx} ,
[0 0 ¢

ou enfin, en vertu des formules du No. 38.,

Yo(h) = __2'/ FJo (x)dz-}_f{/' y

° T
Jo(x)dzx :
_—— J = E--}-i[sm (keosp)do,

Partant de cette expression on trouve en vertu de la formule (77)
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rol 8

yn(k)=—-2fJ0(x)0n(x—]—k) d:t+2'/‘sin (kcosq>— nz—”)cosmp de.
[} 1]

V.
Equation différentielle des fonctions cylindrigmes.

Les fonctions cylindriques J*(z), J—*(z), ¥™(x) satisfont, comme
on sait, & I'équation différentielle linéaire du second ordre

1 ne
(85) d£2+.'l: d.L‘ +( 2):’/:07
dont nous avons completement ignorée lexistance dans tout ce qui
précéde.

C’est en partant de cette équation que Hankel a construit les
séries et les intégrales définies de la forme

-
A= d
xnfezrf(tz_.n 7 qt,

qui représentent les fonctions cylindrigues.

Nous reprenons cette équation pour étudier la forme symbolique
de sa solution.

63. La solution symbolique de I'équation (85) a été donnée par
M. Hargreave (Philos. Trans. 1848 p. 31) sous la forme

2—4 1n 4 7
y=a"(14-D?) ¥ Csmx—;C. cos.c’ "> __?_

Considérons les solutions particulieres qui en résultent.

Soit C;, =0, C = L — = La fonction Si—?ic est dévelop-
Va.o"1 (n — 3 “

pable suivant les puissances entidres positives de z. Si l'on effectue

- . . . n—1
ce développement ainsi que celui de (14+.D%)" % selon la formule du
bindme, on obtieut la série qui coincide précisément avee la série de

J*(z). Done
(86) J“(.Z) = ___\‘.’.x"__l_ (1 +D2)n_ l Sini y N > ——;—

Va.ammr n— z

64. En remarquant quon a
. 1 kd
mzx = Jcosxt- dt—-—Je”"dt———Je'“”‘Psmtpd(p,
v

on trouve immedlatement la forme ordinaire de la fonction J*(z)
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1

iz — *"%
Vn 2"n(n—”1‘) i) “

k4

= &7 esin*pde.

Va-271 ('n,—-—)

Faisons iei une remarque importante. Lorsqu'on a & effectuer une
opération quelcongue @ (D) sur une intégrale définie et qu'on l'accom-
plit, comme nous venons de faire, sur la fonection qui se trouve sous
le signe [, il est nécessaire, pour que le résultat ne soit pas faux,
que cette opération n’ait introduit aucune fonction qui ne serait pas
uniforme entre les limites de lintégrale. Pour éclaircir cette idée,

prenons comme exemple la fonction J%{z). 8i on la représente par
.

1§
;Je"““’dtp, on trouve

ﬁ

z ?

Y1+ Dz J“(m)——Je'““q’]/l—cos’q: dep = 2 sing

ce qui est vraie, la fonction Y1 —cos?p introduite par opération
V14 D? restant uniforme entre les limites O et w. Mais si I'on prend

JOT) = — cos(a:sm p)dp = (8'"‘“"+3"""“") de,

v

on obtient

k4
VIF D Jo(x) =~ [cos(«sing)eospdyp =0,
0
ce qui est fanx, et la raison en est que Vopération J'1-D? a introduit
la fonetion cos ¢ = J/'1 —sin*gp qui perd son uniformité entre les
limites pour ¢ = -
65. On a

w.0

%:fe—-“dt, R(za) > 0.

v

D’aprés cela on peut écrire
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sin f{e_z(z 1)_6—2(1—}-1)} dt

d’ot Fon obtient

J*(z) = _ﬁ_ﬁ_xi___l _21; {e—zu-l’)(t?_%t)n—%—e—”(“*") (t?+2it)"”%}¢
ZETI O
0
% _ 241 i ” %
z - Fi——— # e—xt(]___ t) %t %dt
Vem (n— 4
0

et finalement, posant zf = u,

J"(2)=W€ {cos (x-———'tl n)p/e;—“u"_% [(l +%)n_%
(1—— )—ﬂdu

-}—zsm(x——”'—*'—lar) e u [(l—{— ) % (1 m) ]du}

e,
0

C’est d’'une formule analogue que Hankel a obtenu le développement
sémiconvergent de la fonction J*(z).
66. La formule (86) fournit

I (@)= — 2% (14D (14-1)2)"1”'l Sinz
Ve D) z
2"’1‘[ m— —) Jw:(x) 1

=z Dy =28, m > — 5

G D) 2

Mais en vertu de la formule o, on aura

(14 D2y—m = Ve f T gy T ay,

2m—“—"}'l1'(m‘_n— 1)
v

m > n.
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Done

ﬁm—ix" z
J"(x)=1/?71: ( 2) /m n— -i-() y - f TPz — y)dy

M (n— L) Tm—n—1, @—y™
0

ou, en remplacant z par — x et remarquant que la fonction J’;ix)

est pair,

11 m—'l— z 2
Jﬂ(z):,/%__(.* L /;m-ﬁ-%(y) roaf Iy g

T (n— 2)Tm—n—1) s
o

m>n>——;~.

Pour m = i, on retrouve une formule du No. 62., en remplagant %
par — x.
67. Considérons maintenant la seconde solution particuliere qui
2sinnm

s'obtient de la solution générale pour C =0, G, =

Vz-2*1m n-—-—_%-—)

lorsque # est un

lorsque % n'est pas entier, et C; = — V= -
2" 1T (n — ?)
nombre entier. Nous nommerons cette solution C, (z) de sorte que

—% cosx |

(87) C.(z) = Cyz*(1 + D

Comme on a

1 i tzi
‘%ﬂf—;-— sinzt-di= 5 ——dt, R(ze) >0,
on trouve

(@) Cu(e) =02 f e;:z(1+t2)“'*dz— snée. (1—)" 3 at}

ou, en posant {z =— @ dans la premitre intégrale, { = cos ¢ dans la
seconde,
kd
? D—E
(b) C.(z)=C, {x"‘/e“"(ﬂ-{— ®?)" —% (Zm—z’;j sin (z cos @)- sinﬁ"qad(p; s
s

1
n>—

La forme (a) de fla solution particuliere de Péquation (85) a été
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considérée par M. Weber au tome 75 du Journal fiir Mathematik.
La forme (b) nous semble préférable parce quelle a lieu pour chaque
valeur de z.

68. La solution particuliere O, () doit s'exprimer linéairement ay
moyen de J*(z) et J—*(z), ou J*(x) et Y *(x) et Fon peut :.Ldmettre
C.(2) = A, J* (@) + B.J () on = a,J"(x) + b, ¥Y* ().

En counsidérant la valeur de 2z C,(x) pour £ = 0, on trouve aisément
B, = b, =1, parce que cest & cette condition que nous avons déter-
miné la constante C,. Quant & la constante 4, ou a, elle peut é&tre
déterminée, 4 l'exemple de M. Weber, au moyen de lintégration
définie. 8i Pon multiplie la fonction C,(x) par 22dz et que lon in-
tégre par rapport & x entre les limites O et oo on obtient, aprés un
calcul assez compliqué, A4, = — cos nx, en supposant —}f<n <4,
g < 4. Cette valeur de A, reste vraie pour » = §, comme on s'en
assure immédiatement, et pour » > §, parce qu'on trouve aisément

d Culx)  Cy(®

A
ce qui conduit & admettre 4,4, =— 4,. Done finalement A, — — cosnzw
pour # > — 4. Quant 3 la constante a,, elle a ét§ déterminée par
M. Weber et doit étre admise égale 3 0. Remarquons en passant
que les formules nécessaires pour cette détermination s'obtiennent im-
médiatement de lintégrale @, si on la différentie par rapport a g et
qu'ou pose ¢ = 0, ou, encore mieux, si on la différentie par rapport &

o . . el aJ "z dJ"z

% et quaprés avoir introduit sous le signe [ la différence B P P
on admet » =0,

69. Posant

@, 8
COB X 1 ¢ — _ :
= ?‘/{g—zu D A em=t+i} gt

on obtiendrait une formule analogue & celle du No. 65.
Enfin Tapplication de la formule @, fournit

® €08 (& —
¥o(a) = — 2 [Joy) 229 g
[
ce qui est assurément faux, lintégrale contenant les éléments infini-
ment grands. Pour éviter cette circonstance, éerivons
Yo(x) —2 1 o8 (—2)

ViFD: —=

et Yon obtient un résultat juste
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Yoz = — 2 Jo(y) - fsiﬂ_’j;*w dy.

[]

La formule (87) fournit encore

Pr@) =T (14 DY)

2° 1T (n -3
C L 1z+y
=£ﬂ_:‘_wn T (y) nt% - dy.
m(n—3) oty T

(]

VI

Nouvelle méthode pour obtenir les développements d'une fonetion
continue en séries.

Si lon réfiéchit sur la méthode que nous avons suivie dans la
prémiére section pour obtenir les développements (22) et (23), on dé-
couvre aisément que son succés repose essentiellement sur les deux
faits suivants: 1° que toutes les fonctions de la série (1) sont exprimables
au moyen d’une initiale Sy(x) par les formules (6) et (10), et 2° que
Pon sait développer ¢#i¢s4 en une série procédant suivant les cosinus
de multiples de A, ou, ce qui et la méme chose, que Yon sait déve-
lopper e*? en une série suivant les fonctions

(= D4 VIF' + (- D —VDFD)"
2

On voit d’aprés cela que les considérations de la premiere section se
prétent tout naturellement & une grande généralisation.
70. Supposons que l'on ait formé une série de fonctions

(D 8y(@), 8 ()5 Sy(@)y -+« Bal®)y - -
en suivant la loi, exprimée symboliguement par la relation
an Sa(2) = @a(D) - 8y(@), @o(D)=1.

Supposons de plus que lon ait obtenu d'une maniére quelconque le
développement suivant

n=0o

(IIL) e = Dla(@) - 9.2,

B=0
qui a lien pour chaque valeur de z et pour une série plus ou moins
restreinte de valeurs de a.
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En remplacant z par le symbole D = ?Z%;_ et multipliant V'égalité
(IIT) par Sy(x), on obtient

AR=—w

(Iv) Sy (ata) = 5u () - ¥a(@),

n=0
d’'ou pour z = 0 on trouve encore

=00

(v) So(@) =, 82(0) - #a(@)-

=0
Les limites entre lesquelles ces deux développements ont lien se déter-
minent dans chaque cas particulier comme on verra plus loin.
Si le développement (III) reste vrai aussi pour chaque valeur
de @, on peunt écrire, en échangeant entre elles les lettres «, z,

=

(VD ¢ =2‘pn(“) * Pa (),

n=0

d’'on, en remplagant de nouvean z par D et multipliant par S,(z),
on obtient

(VID) So(e+z) = 2 To(2) - ula),
=4y
et pour £ =10
(VILI) Sy(@) = D) Ta(0)- pa(er),
oh =
(%) To(@), Ty (2), To(@)s -~ Tu(@), - - -
représente une série de fonctions formée selon-la loi symbolique .
X) T, (x) = $a(D) - Sy(x).

Ainsi partant du développement (III) de la fonction exponentielle nous
avons obtenu les développements (V) et (VIII) d’une fonetion quelcon-
que S, (e) suivant les fonctions de la série

%(“); ‘Pl(a); Py(@), - -y q’n(“), v
ou de la série
Yy (@)s Py(a), ¥y(e), - - -, Ya(a), - - -

Ces deux développements ainsi que les deux séries de fonctions peuvent
étre appelés correlatifs,

Faisons quelques applications de ces formules générales.
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71. On établit trés-simplement la formule suivante
© 3 v

1 dat o
mfe‘"? = Te=n’ Lh <0

©p
ol v est arbitraire et le chemin d'intégration commence au point
oo f§, entoure en sens positif le point # =0 et revient au point de
départ.

En introduisant au lien de ¢ une nouvelle variable r =1¢ 4 3,
on trouve

o8
s Ni(r—1) L1 dr
e = & ! 21cifear r—27""
D4
ou le chemin d'intégration entoure le point 7 =z, correspondant &
t = 0. Comme ce chemin est du reste arbitraire, on peut le supposer

formé d'une ellipse aux demiaxes —(R + R) et —(R — »—) décrite

autour du point 7 =0 comme centre, et d'une ligne droite qui
conduit d’'un’ point de cette ellipse & oo - .
Cela posé, transformons la dernidre intégrale, en y introduisant

une nouvelle variable et admettant » = % (s + —:—) On s'assure aisé-

ment qua lellipse que parcourt r correspon:i une circonférence de
rayon B que doit parcourir s et qu'a la ligne droite qui conduit » &
oo B correspond un fragment de I'hyperbole qui condait s au méme
point oo f. On aura done

p
0 =Tz [ A D a6 )

4

o’ 1 2mi
op

©f
=2yn(v_1).L;/;%(l+%)(l_gz.g_l_%)—,-s—v.d-%(S"*‘;)’

La fonction (1 —2z. % + —;7)_’ se développe en série snivant les

. . 1. .
puissances entieres de <1 & savoir

=

(]_ —_—2922z. %. + T:?)_”:ZOC: (Z)-S—n’

ou
v Mn4v—1)2* nm—1) 22
CLle) = MTe—nT~ %zm T T mtr—1 22
n(n—1)(n—2)(n—3) it . }
T mfr—Dtra? &
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< e 1
et cette séric sera assurément convergente tant que mod — reste

moindre que le plus petit des deux modules de z 4 2> — 1, ou tant
que mod s reste plus grand que le plus grand de ces deux modules.
Comme dans notre intégrale mod s > B, i1 faut admettre mod

(z 4+ ¥'22 — 1) < R et alors on peut développer la fonction qui se trouve
sous le signe f Ainsi en supposant mod (2 + ¥2* — 1) < R on aura

P 27 Tl(v 1) 207 (Z') 2_17/ ( + a)s—ﬂ—’d- _;‘(3 + %)

=0

®p
PN (r—1) 1 gl Ll+d)
v—1 T
e za;<z>-2—,,/d-es—n—»z J
@ n=90
=¥
ou encore, en effectuant les intégrations par parties,
s s 2 m"””Z(n—{—v)C” @) - (H- P _as
" Zrz T
R=

wf
Or la premitre forme (43) de la fonction cylindrique J7(x) peut
S’écrire

w

o » (zz +5) dt :
I* (i) =g )mﬁﬁ,3@70<@
.y
ou, en posant =g, yi=§,

°°ﬁ

To(wi) = o f o* i (+3) fjl, R(«p) < O.
°p
Done finalement
X1 RIS J“‘“
(X1) =M= D t0)0; (-7 1,

mod (z + V2> — 1) < R.

Ce développement conduit & deux développements d’une fonetion
continue.
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72. Si lon remplace en premier lieu « par le symbole D=%
et quon multiplie le résultat par S,(z) on obfient
. =% Y J‘;;V'I'V(i .D) "
(XIN)  S,(z+2)=2 n(v—1)§ ()01 TR DS (@),

mod (z + y/2°—1) < R,
d’olt pour z = 0 on trouve encore

R

&IV)  8y(8) = (n+2)a.Ci(s), mod(z+ YF#—1) <R,
=0

=

pP=x

S fn2p) )
a, = Myv—1 0
( ),,2:‘: 2T T+ v+p)

Remarquons que les coefficients dans les formules (XIII) et (XIV)

. o s gz co - 1
s'expriment aisément au moyen des intégrales définies, lorsque v > — -
On aura en ce cas

.*)

STEDY 1y
Dy D=8, (z)

n

u— ! ecoso+D , gin2n42v g L gy . D3 S() (.’E)

V;‘2n+vn (ﬂ-{-‘v—%)
1]

Ed

S,® (z 4 cosw) - sin?**+? © - do

1
Ve 2+ (n v — %)
et °

£
]
—1 .
= Me—1) i S® (cos @) - sin?*+?r o - de.
V= -2*11 fn-{-v——)
2
0

Quant aux conditions de convergence des deux développements
(XII) et (XIV), on les détermine aisément. Soit z le poiut critique
de la fonction S, (2-+z), le plus proche & Vorigine. Le développement
de Taylor, c’est-i-dire la représentation de la fonction S, (2--z) par

{
¥) 8, (0) désigne la valeur de la derivée _d_”‘;o,jl_ pour g = 0,

x’l‘
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Vexpression ¢*2S,(x) n'aura lieu qu'a condition mod z < mod 2, et
comme au développement (X1II) correspond la condition de la forme
mod (¢ 4 Y72—1) < B, on doit admettre mod (z 4 ¥/2*—1) < mod
(2, £V ‘;;?:‘_I) .

73. En supposant R = co dans la formule (XI), on pourra con-
sidérer la condition mod (z + J/2*— 1) < R comme satisfaite pour chaque
valeur de z, quelle qu'elle soit. Si I'on remplace alors dans la for-
raule (XII) « par —?—, z par 1D et quon multiplie le résultat par
Sp (), on obtient

(XV)  Sleta) = 2To—1) > () Ll D g )

n=0

et ce développement aura lieu en méme temps que la formule de
Taylor.
4. Boit §,(z) = —% - La formule (X1I1) dounera aprés le change-

ment de £ en —

P =2 T—1) 3 i) CL() J(g)(,fﬁ) el
mod (z 4 ¥/z2—1) < mod (— z 4 Y2?—1),
ou

LEED T 1 ST et !

@Dyt grtt v e S TTpTI (npwtp) 2 TERH

b4
- M o ’ sin2”+2"w-L]_w_
V;-2”+’H(n+v—%) (@ — cosa)*tt
0
mod 2 > 1.
La formule (XV) donne aussi
azw
:z:-l—a =2’TT(11—])RZ: (n+v) Jn::m) i C:(;zD) %

Le développement de Txé? a €té donné par M. Heine pour le

1 SR .
cas v = - Jelal généralisé au cas de v quelcongue dans un mémoire

a ) . P
»our le développement des fonctions en séries infinies® lu devant la
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Société mathématique de Moscou le = janvier 1870 et imprimé en

russe au tome V. du Journal de la dlte Somete en 1871, [J'y ai employé
la notation de M, Heine

gy T = V2 SF[5 .
(1~ 226 + B =?p_;3§[up,z]-ﬁ]-

A la fin du méme mémoire (p. 372) jai donué aussi le déve-

loppement de la fraction ——— pour le cas v = % La méthode que

jal suivie pour obtenir ce developpement conduirait au développement
1
de
z—
M. Heine, javais employé ma formule généralisée.
Plus tard, mais assurément sans la connaissance de mon mémoire,

M. Gegenbauer a publié les deux développements de ce No, aux
Comptes rendus de I'Academie de Vienne en 1874

75. Soit dans la formule (XV) S,(2) = —- On obtient en cecas

— pour » quelconque, si, au lieu de la formule particuliere de

P—

J? I (ata) — .
D =T 1)20’(”4-1;)

I @) CED)  J')

‘l/ in x'

La formule (68) fournit de l'autre coté pour ¢ ==

I (a+ ) " J“+'(a) I (@)
T =2 T~ 1>§<n+) =20l (=D,

ol Ci(—1) se détermine aisément et se trouve égale &

2 H@r+n—1)
(=1 TEvr—1)Nn

Si Pon compare les deux développements de ce No., on conglut

I"@) o TRe—=)TIa GilD)  J7(z)
XVD x =(=1 TRy+n—1) # z¥

En supposant ¥ > — — et remplagant —ﬁ par
x”

E
1

_.____._T.. g-txcosw sin” mdm
}’7]%2’“ 7-——2—)
0

on obtient encore
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My — )T " 2
Tmtze—1)

I (2) =

%J‘ ¢-izeso O (¢os @) - sin?” @ - do,

et si Pon développe e—izeosw selon la formule (XII), en admettant

[
£==C08®, &= —, on trouve

I ) ot (ﬂ(v—l)V M-
2 = Tr+2v—1)
= )
——2 (p+ v)/ (cos @) - (x C, (cos w) sin®* w daw,
»=0

d’ou Yon conclut tout de suite

.4
jC;(eosw) - Cr(cos @) -sin® @ - do =0, p 2 n,
]

n

v Lo s 2y — 7 -TTn+42v—1) .
/ C; (cos @) - C; (cos ) sin®” & do T (T — ) T b D)

1]

76. Les fonctions CJ (z), 21T (v—1) (n-+) (’“)’j) étant cor-
relatives en vertu de I'équation (X1II), leurs proprletes réeurrentes doi-
veut étre intimement lides entre elles.

M ie)

z"(w)"
récurrentes des fonctions H”(a) s'obtiennent aisément des deux pro-
priétés (40) et (2) des fonctions cylindriques, & savoir

Désignons pour brévité par H*(«). Les deux propriétés

) 2ET Hre) = L [He () — Be(a)),

b) dH (a)

+ o Hr o) = 5 [H(2) + Hr(a)],

d'od Ton tire encore par soustraction une propriété indépendante de »
dH"

e S A 2 H* () = H*+ (g)-

Si Pon remarque maintenant que la formule (XIT) devient
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R=w

ZO’ (n—+) Cr (2) H*(a),

"=

(X1 0 = P T (v—1)

et qu'on la différentie par rapport & z, on trouve

ers — 2 TI( ST 150 242 g
=0
= 21T (v —1) ’2 G (2) { H1(«) — H*+ (,a) }
— P TTr—1) {"Z‘: d0n+1 H(a) — 2 MH " (a )}
= A=t
~ d’ot Von conclut, en comparant cette formule avec (XII),
A) () C (z)———.i[w;;@ — dc;z‘(z’], n=1,2,3,--
14C%@)

v =35 —a

La propriété A) sobtient de la propriété a) lorsqu’aprés avoir
multiplié cette derniere par « on remplace ce multiplicateur par le

symbole — —j;— et qu'en méme temps on met C; () au lieu de H’().

En différentiant V'égalité (XII') par rapport & « on trouve

*-9"7'[(11—1)2 _"?'_-t_‘l_/_c ()_ n(m)

n=0
___2vn(u—1){ %2’ Cr (5) *EZ H~ (@)

@

8 3
(]|

2 G (e + @l

N..f.—

_|._

Aa==0

d’on Yon obtient finalement

B) (1) € — 2L o, 4 R0

Cette propriété peut s'écrire
(n4v) [50;—- loa—1+ :_1] —

et si on la différentie par rapport & z, on trouve en vertu de la pro-
priété A)

;+1 - C:—l] s

ae? acr ace ]
¥ 1 w—1
Y 2 712 +vCi= ) [ dz + dz J°
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La combinaison des équations C) et A) conduit & une propriéte
indépendante de v, & savoir

ac) " d(J,:'__1
D) 2 — —nl, = 7z

Nous arrétons la les applications des considérations générales de
cette section pour y revenir bientét dans un mémoire spéeial qui ne
sera. en substance qu'une reproduction amplifiée et sous une nouvelle
forme du mémoire sur le développement des fonctions cité au No. 74.

Varsovie, Aot 1879,



