
Recherches sur 1~ fonctions cylinth'iques et le d6veloppement 
des lbnctions continues en s6ries. 

Par 

N. Sox~x-~:, 

Ces recherches sont divisdes en six sections. 
La premibre est consacrde ~ l'gtude des cons6quences auxquelles 

conduit la propri6t6 r6cm-rente des fonctions cylindriques exprimge par 
la relation 

as.~x) S._~(x) ~ O. (2) S~+~@) + 2 dx 

Comme rdsultat final on obtient le dgveloppemeat d'une fon(.tion 
So(a 27 x) en sdrie de la forme 

(22) So(a-fix ) = JO(a). So(x ) q- 2 ~  (--1)~J~(r~) �9 S.(x). 

Dans la seconde section j'adjoigne h la propri6td (2) cette autre 

(40) nS~ (z) ~ ~ [&_~(z) + &+, (x): 

et je considdre les int6grales dgfinies d'une-forme nouvelle qui poss6- 
dent ces deux propridtds caractgristiques des fonctions cylindriques et 
qui s'expriment lindairement par ces fonctions. 

La troisibme section est consacrge :a l'6valuation des int~grales in- 
ddfinies contenant les fonctions cylindriques. Le sujet a gtd traitd 
rdcemment par M. L o m m e l ,  mais ~ l'aide d'uae mdthode [,eu directe 
et gdndrale. 

Dans la quatribme section j'dtudie les intdgrales ddfinies contenant 
les fonctions cytindriques. J 'y  d6duit une formule tr~s-gdn6.rale et, je 
crois, trbs-importante, s savoir 

~ f J"(b x) . x ~+z. J ~,l/5~q_~):a Y~--~ d x 
fD 3 

b m ~ ~ \ , , - ~ - 1  
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et j'en fats plusieurs applications; par exemple, au No. 47. j'en obtient la 
g@ngralisa~ion d'une formule cgl~bre d's 

Une formule de M. H. Webe r ,  reproduite au No. 39., me con- 
dui~ au dgveloppement d'uue fonction continue pour chaque valeur 
rgelle positive de la variable en sdrie proegdant suivant les polynomes 
cutters d'une forme ddterminge. 

A la fin de la section se trouve une expression tr~s-glggante de 
la fonetion cylindrique de seconde esp~ce yo(~) ,  h savoir 

Y ( . ~  - 2 .  J ~ x ~ - - .  - d x ~ - - , , ,  
Xtx "0 # Xt~ o 

-j- 

La cinqui~me section traite de l'~quation diff~rentielle de B es s e l dont 
on n'a fair aueune mention duns ]es quatre sections prdcddentes. J 'y 
considdre la forme symbolique de la solution~ donnde par M. H a r g r e a v e, 
et je fais voir sur cet exemple particulier de quelle utilit~ peut 8tre 
souvent la forme symbolique lors m~me qu'elle n'a pas d'interprdtation 
directe. Je me permet de remarquer que c'esl par la eonsidgration de 
la forme symbolique de ]a fonction y0(g) que j'ai trouvg son expression 
qu'on vient d'gerire. 

Enfia darts la sixi~me section je pr6sente la gdngralisation des 
eonsidgrations ddveloppges dans la premiere section et yen fats une 
application~ en me rgservant de traiter ce sujet s fbnd dans un mgmoire 
special. 

I. 

Nouvelle origine dos fonctions cylindriques. 

1. Concevons une sdrie de fonctions d'une variable inddpendante x 

(1) so(x), ~,(x), z~(x), . . . S ~ ( x ) ,  . . .  
qui soient li@es entre elles par une relation rgcurrente 

as. 
(~) &+, + 2 ~ _ &_, _ o 

et la condition 

(3) 3j -- ds. 
d x  

Partant de cette dgfinition on peut exprimer tous les termes de la 
sdrie (1) au moyen du premier, qui reste compl~tement arbitraire, et 
de ses d@riv@es de divers ordres. 

d En effet en d@signant le symbole ~ -  par D on peat @crire les 
&luations (2) et (3) eomme i! suit 

(4) &+,  + 2 D &  -- & _ ,  = o, s ,  = _ DZo, 
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et si l'on considgre main~enant D comme une constante, la relation 
r~currente ne sera qu'une ~quation lin~aire aux differences finies dont 
la solutlon g~n~rale sera 

(5) s~ - -  ( -  9 + ~ t ~)~ L + (--  D - -  V ~  ~ ~ ,  
L e t  21/~tant deux constantes (ou fonctions pdriodiques) par rapport ~ n. 

Pour dgterminer ces constantes on pose d'abord n ~ 0 et l'on trouve 

on pose ensuite n ~- 1 et l'on obtient, conform~ment ~ la condition 

S 1 ~- - -  DSo, 
O ~ L  - - M .  

Donc 

2 ~  

et la foncfion S~ qui satisfait aux gquations (4) sera 

(6) S.  ~- (_~+y~-z -~)~+~ ( - D - / / ~ D "  So" 

Ce sera en m~me temps l'expressioa symbolique du tcrme ggngral de 
la s~rie (1), dont l'interpr~tation se trouve dans les deux formules 
suivantes: 

n pair: 
n~ d2S,~ ,~(n2--2 ?) d'So 

-1- n'~[n~'--2~]'"[n~--(n--2)~] ave-S~ 
1.2.-.*~ d x  ~ 

n impair: 

(8) S ~ - -  ~ u  Ve-:a- dx~ ~ - " "  

__~ n[n~--I 2] [nZ--3~] --. [n2-- (n--2) '1 d'8o 1 
~ '~ '~ ' "~  -~Z" ~" 

Si l 'on introdait un nouveau symbole A, fig au symbole D par la 
relation 
(9) D ~ i cos A, 

on obtient une nouvelle formule symbolique tr~s-utile 

(10) 8~ - -  ( - - i p  cos n ~  �9 S0. 
2. Soit maintenant f(x) une fonction quelconque et proposons- 

nous de ddvelopper f (a-~-x)  suivant les fonctions de la sdrie ( 1 )de  
sorte qu'on air 

(11) f(a--]-x) -~ ao(a ) �9 So(X) + 2 Z (--  1)"A, (a ) .  S,(x) ,  

Ao(a), A l ( a ) , . . .  A~(a),  �9 . -  ~tant une s~rie de fonctions d'une seule 

variable a. 
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En diff6rentiant ce ddveloppement par rapport & x on obtient 

~So ~ as. f '(a-Fx) -~- Ao(a) ~ + 2  (--  1)"A,(a) - -~- ,  

ou, en vertu des 6quations (2) et (3) et apr~s une legate transformation, 

(13) f ( , , + x )  = - A, (~). s0 - ~ ( -  1). [A.+I( . )  - -  A._I (~) ]S . .  

La diff6rentiation de ]'6quation (11) par rapport ?~ a fournit 

_ _  d A ~  n = ~  d A , ,  (I3) f '  (t* + x) - -  7E~ So + '2 ~'Y (--  1)" - ~ -  .S,,, 

et si l'on compare maintenant les deux s6ries repr6sentan~ la m~me 
fonction f'(a-l-x), on trouve 

(14) o =  A , +  s o +  ( - 1 ) -  A . + , + 2  d,, A._~ &. 

C'est 6videmment la condition pour que la s6rie au second membre de 
l'6quation (11) repr6sente une fonction de ]a somme a -{- x. Supposons 
qu'elle doll ~tre remplie ind6pendamment de la forme particuli~re de 
la fonction So(x ). Cela conduit ,~ admettre que les coefficients qui 
multiplient les fonctions So, $ 1 , . . .  S~ s'dvanouissent separ6ment~ 
c'est-~-dire qu'on a 

(15) A.+~ + 2 d a .  dA~ d---~ - -  A , - 1  -~- 0, A 1 ---~ - -  ~ �9 

On retrouve ainsi dans la sdrle de fonctions Ao, A ~ , . . .  A . ,  . . .  
les m~mes propri6tds caractdristiques dont jouit la s6rie (1); donc, en 

d 
d~signant ~ par D Iet posant D I -~ i cos A l on obtient 

(16) A. (,~)= (-- ~) '+ D'IGT+-i)" + (--'n' - V-D,~+----1)" Ao (,~1 

----(--i)" cos h a ,  . Ao(a ). 
Quelles que soient les fonctions initiales So(x), Ao(a), la s6rie (11), 
si elle est convergente, reprgsente toujours une fonction de |a somme 
~ .gf. Sg. 

3. Soit f(x) --~ So(x ). D6signons pour ce cas spgcial les fonctions 
A.(a) par J'~(et), de sorte qu'on air 

(17) So(a+x) = JO(a).So(x ) + 2~=~ ( - - ] ) " J " ( a ) . S . ( x ) .  

Tant que le theor~ne de Taylor est applicable d la fonction S O (a + x), 
on pent l'6crire sous la forme symbolique suivante 
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(18) S o ( ~ + x )  = e ~ �9 S o ( X  ) = e " ' ~ ' ~  . So(z); 
de rautre cot4, r4quafion (17), lots qu'on y introduit les expressions 
symboliques (I0), fournit 

En 4galant ces deux d4veloppement~ de la fonction So(a + x) on 
obt-lent 

et 1'on en conclut 

(20) e.,oo,., = 3"o(~) + 2 ~ ' i .  J . ( t , ) .  cos •A. 

On volt done que les coefficients J"(a) ne d4pendent point du tout 
de la forme partieuli~re de la fonetion So(x ) et restent les m~mes 
quelle qu'elle soit; par eons4quent on pent 4erire 

( - D +  ~V-~-47)~+(-~-VDz-47+I)~JOx ~ ~cosn& J ~  (21) g - ( x ) =  ~ ()=(--~ �9 ().  

On volt de plus clue notre fonction J ' (x)  coYneide parfaitement 
avee la fonetion cylindrique de premiere esp~ee, que l'ou d4finit au 
moyen du ddveloppement (20). On peut done 4noneer le thgor~me 
suivant: 

Tant qu'il est ~ossible le ddvdot~ement de la fonction So(a + x) 
suivant les lauissanees enti~res 2ositives de a, a lieu aussi le ddvdctrpement 
suivant Zes fondions cfli~driques J~(a) se~m la fermu~e 

m ~ o o  

(22) ,%(,~+x) = dO (~,) . So (x) + 2 ~ ( - - 1 ) - J - ( , ) .  z.(x). 
rt 1 

Pour x-~-0 on obtient ce coroUaire: 
La foncti~m So (a), ddvelo~v2ab~e suivant la formule de Ma  cla u r i~,  

l'est aussi selon la /brmule 

(23) So(~) = s0(o)- J~ + 2 ~ ( -  U"&(o) �9 d-(~). 

4. La formule (20) fournit, comme on sait, l'expression suivante 
de Ia foncgion d*(a) 

(--~)"-/~,e "ic~ cos nA . (24) d ' ( a )  --~ d "  �9 dA 

Mais on peut en tirer une antre expression remarquable de la m~me 
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fonction. A cet effet remarquons que l'dgalitg (20) a lieu pour chaque 
valeur rgelle (et m~me imaginaire) de A. En la multipliant par 

sin (iv--a)A dA,  O~ iv est un nombre entier positif, ~ une fraction A 
positive, et l'intdgrant entre les limi~es 0 et 0% on obtien~ 

i~o,a sin (~ -- ~)A dA ~ J~ 
A A 

0 o 

-J- 2 i~J~(a) A 
n~- -1  0 

Mais routes les intdgrales au second membre sent connues, k savoir 

sin (p -- a~ A dA 7e 

O, torsque n > r - - l ,  
~c 

r  .sin<p--~)a__ d A  ~ -~ '  " n =--iv - -  1, .~ ~ 1, 
A 

Ou en conclut 

: j  z sin (p_ @) A 
6 '~r176 dA -~ J~ @ 2 i~J~(a), 

0 

c~ 

' 2  
dA = J~ -i- 2 2a'  i" J"(a)nci~-~ Je-~(a) �9 

~J - ~ a~l 
0 

Si l'on remplaee p par p -4- 1 et clue l'on retranehe des rdsulta~s les 
formules primitives, on obtient, en remarquant que la fraction 1 -- @, 
dent le second membre ne d@end en aucune mani~re, peut 6tre rem- 
plac6e simplement par @, 

�9 (25) ~ ~o~Z ~ineA ~ c o s g A d A - ~ - - i ~ J ~ ( a ) ,  0 < @ < 1, 
: t  d 

0 

{e~ ,~ .  a s/n p ~  _ sin (p - 1 )a  d a  = i p J ~  (a) + i p - ~ J p - ~  (~) .  
"do  A 

5. La formule (23) nous fournit immgdiatement le dgveloppemen~ 
d'une fonction So(a), syneefique autour du point ~ = 0, suivant les 
long,ions cylindriques J'(a).  Les d6veloppements de ce genre ont 
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dtd considdr& par M. Ch. N e u m a n n  qui les ddduit par l'intermddiaire 

d'un ddveloppemen~ auxiliaire, celui de ta fraction __.1__1, Ce dgvelop- 

pement auxiliaire, devenu ~ prdsent inutile, peut ~tre obf~nu ~r~s- 
aisdment au moyen de notre formule (22), lorsqu'on y substitue - -  a 

1 
au lieu de a et que l'on admet N0(x ) ~ - ~ .  Alors, en remarquant que 

J ~ ( - - ~ ) - ~  ( - -1)~J~(a) ,  on trouve 
~ c~ 

~_ jo(.). & (x) + 2 ~ J~(~). &(x), (26) 

off 

(27) 
&@) ~- (--D+rD-%-s ~ . • 

2 x 

La fonction (27) n'est autre que celle que M. N e u m a n n  a ddsign& 
par 0 * (x). Pour passer de sa forme symbolique .X la forme effective 
on peut appliquer les formules (7) et (8) ou mieux encore procdder 
de la maui~re suivante. Pour chaque valeur de x diffgrente de z&o 
on peut dcrire 

! _~ t e -*t dt,  (28) x o~ 

fl &ant une constante telle que la pattie rdelle de xfl > O. En vertu 
de cette formule on trouve sans peine 

r162 

- -  ' ) ' + ( ' -  - d r ,  

0 

ou, en introduisant la nouvelle variable r ~---tx, 

_ f (~+ ~'r~4-~?+(-~ - ~'r~--~)- e -od~.  (29) O r (x) - -  j ~z, +, 
0 

En vertu de la condition imposde ~ la constante fl rien n'emp~che 
de remplacer la liinite supdrieure simplement par oo et l'on obtient 
ainsi une formule communkluge sans dgmonstration par M. N e u m ann.  
(Theorie der Besse l ' schen  Functionen, p. 16.) 

6. Si ron substRue - - n  au lieu de n dans les formules (6) et 

(I0) on obtient 

(no) s_~ (~) =- ( -  1). s~(x). 

D'apr'es cela on peut &rite au lieu de (22) 

(3,) ( = , ) o j . ( . ) .  j - . ( . ) .  
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Effectuons sur les deux membres l'op~ra~ion (~ i )P  cos IoA. En re- 
marquaut que d'aprbs ]a dgfinition de la fonct~on S~(x) on a 

( - - i F  cos p A -  S .  ~ (--i?+,, cos p A *  cos ~ A  �9 So 

---1~ { ( -~y+ .  cos (p+~) ~ + ( -  1)- ( - i y - ~  cos O -  ~) 4} so 
1 

on obtient 

(32) s,(a+~)=}~J-~(~){s,+.+(-1).s,_.} 
o o  

= ~ j r  (~). s ,_ ~ (x). 
- - n o  

On retrouve de lh comme cas particuliers les ddveloppements de 
JP(aWx), Op(a-~-x), donnds par M. hi. L o m m e l  (Studien fiber die 
Bessel ' schen Functionen w 10.) et S c h l ~ f l i  (Math. hnnalen, t. III., 
p. 138). 

7. Nous avons d6termin6 la fonction Ao(a ) pour le eas sp4cial 
f(x) ~--So(x ). Revenons maintenant .~ l'6quation g4n4rale (11). 

Supposons que la fonction S~,(x) soit synectique dans ua cercle 
ddcrit du point x = 0 comme centre; les fonctioas S~ �9 �9 �9 S,  �9 - �9 seront 
aussi synectiques dans rint4rieur du m~me cercle. 

Pour x = 0 on obtient de la formule (11) 

(33) f (a)  = So (0) .  A0 Ca) + 2 2 ( -  1)" S, (0) A~ (a), 
1 

ou sous la forme symbolique 

(33,) f(a) = [ so (o )+  2 s,(o) os 1 
1 

Telle est la d@endance entre les fonctions f(a), A o(a). Pour 
qu'elle ne soit pas illusoire, il faut admettre que ]a sgrie pgriodique 
entre parentheses est convergente pour chaque valeur de A I. Cela 
admis, dgsignons la somme de la sdrie pa~ F(icosA1).  On volt que 
cette sgrie s'obtient du ddveloppement (23) de la fonction So(a) suivant 
les fonctions eylindriques, lorsqu'on y remplace J"(a) par ( - - i )"  cos n ~  1. 
Cela permet d'gtablir une simple dgpendance entre les fonetions So(a ) 
e~ F(z). En effet si l'on remplace dans la formule (23) les fonctions 
eylfiadriques J,,(a) par leurs expressions intdgrales (24) on trouve 

(34) S0(a) = ~ - [ - e  ~' ~ � 9  cos ~) dq~, .-g 
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ou encore 

( 3 5 )  s0( ) = �9 = 

On en conclut aisgment 

(36) S~(a) = F ( D , ) .  J~'(a). 

Enfin l'~quation (33') se transforme en eelle-ci 

(37) f(a) -= F(D~).  A0(~ ). 

La formule (36) montre que la s6rie de fonctions So, 31 �9 �9 �9 S,,, �9 �9 �9 
propres ~ servir au dgveloppement d'une fonetion f(~-4-x) suivant la 
formule (11) s'obtient de la sdrie des fonctions cylindriques j0  (x), 
J ' ( x ) , . . . ,  J " ( x ) , . . .  lorsqu'on applique ~ tous ses termes la m6me 
opgration F(D) .  

La formule (37), contenant trois fonctions f(tz), Ao(~), F(DI) , 
permet de ddterminer l'une d'elles lorsque les deux autres sont donndes; 
toutefois il est ngeessaire que la fonction F(/)~) soit ddveloppable en 
une sgrie suivant les puissances entibres positives de D r Si 1'on sait 
ddterminer la fonction F(D~) correspondante ~. des fonctions donndes 
f(~),  Ao(a), on obtient en vertu de la formule (33) le ddveloppement 
de f(a) suivant les fonctions A0(a)~ A L ( a ) . . .  A ~ ( a ) . . .  

Si 1'on admet en particulier .4 o ( a ) =  ~ ,  la formule (33) servira 

au ddveloppement d'une fonefion f(a) suivant tes fonetions de M. Neu- 
m a n n  0~ 0'(~) ,  - . .  0~(~) . . -  l~emarquons en passant que ce 
problbme se rattache intimgment ~ celui des fonctions gdndratrices 

d'Abel. En effet si l'on reprgsente _1 par l'intd~ale dgfinie 

0 

on aura 

f (~)  = j  e --~' �9 ~ ( - - t )  dr; 
0 

la function F (--t) est precis~ment la fonction gdn~ratrice. 

II. 

Nouve]les expressions int@grales ribs fonctions cylindxiques. 

8. Nous avons trouv~ l'expression la plus g~n~rale de la fonction 
S~ considgrge comme terme g~n~ral d'une certaine s~rie. Cette ex- 
pression (6) a gt~ obtenue et a lieu seulement t, condition que ~ soit 
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un hombre entier. Dans le cas ggndral, oh n n'a pas cette signi- 
fication restreinte, la formule (5) doit btre considdr6e comme l'expression 
symbolique la plus g6ndrale de la fonction S, de deux variables x, n, 
satisfaisant '~ l'dquation (2); mais l'interprdtation de la forme symbolique 
est si difficile que sa connaisance ne dispense en aueune manibre de 
la recherche de la forme effective de la fonction S,. Cette recherche 
peut ~tre accomplie avec succ~s de ]a manibre suivante. 

Posons 
b 

/ S~ = O (t, x) . dt  
a 

o~, a ,  b d6signent deux constantes absolues~ O(t,  x) une fonction in- 
connue de t ,  x. Substituant cette expression dans l'gquation (2) on 
trouve 

b 

~x j t~+l -~-0, 
a 

et comme cette &luation doit avoir lieu pour chaque valeur de n ,  on 

en conclut que la fonction �9 dolt satisfaire ~ l'6quation diffgrentielle 

(-~ - t) r x) + 2 ~*", ~) = o, ~x 

qui donne apr~s l'intggration 

r (t, x) ~ e ~ (t) .  

Donc, quelles que soient les constantes a ,  b e t  la fonction ~p(t), 
l'expression 

b 

(as) s~ = ] , ( t ) .  dt 
(__1 

t n - F  l 

a 

satisfait -~ l'6quation (2). 
Pour que cette expression satisfasse aussi .~ la condition (3) il 

faut admettre 
b 

/ *- -h-•  
dt  

a 

ce qui peut s'6crire 
b 

(39) 

b 

P : - b - M  
1 ( t  1 

J ~ "  '%(o - - ~ - )  a~, 
a 

', (t) dfi -('-§ 
" ~ ~ 0  o 
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9. L'expression (38) contient deux eonstantes et u n e  fbnc~on 
arbitraire et ces quantitds ne sont h&s que par uae seule condition 
(30), qui ne peut assurdment servir g |a d&ermination de la fbn&ioa 

(t). Du ehoix de cette fonction ddpendent essent~ellement les propri&~s 
de la fonction S~ et inversement on peut se proposer de trouver une 
fonction ~(t) teUe que la fonction S.  poss4de une propri4tg donn6e. 
Supposons clue ]a fonction S. doit avoir la seconde propri&d r&urrente 
exprim& par l'4quation 

(40) nS.(x) ~-- - ~  [8 . -1  (x)-{- S,+l(x)J  �9 

On s'assure clue cette propri&4, pour n entier, appartient ~ la 
fonetion cylindrique J"(x), ce qui permet d'en g4ndraliser l~ conception 
et d'appeler fonction cylindrique ehaque fonction S, qui satisfait aux 
gquations (2) et (40) quel que soit le nombre n. 

En substituant l'expression (38) duns la formule (40) on obtient 
b 

x t 1 

( <  

et comme eette condition doit avoir lieu qnel clue soit le hombre n, 
on en conctut qffon aura aussi, a(t) &ant une fonction arbitraire, 

b 

f I*(~ 1~ , ( t )  . a , - - r ,  = o ,  

ou, en int6grant par parties, 
b b 

e ,1,(0 �9 ~(t)  - - f i e  -c"  - T .  ,~( t ) .  ,l,'(t) d t  = o.  
O, a 

Cette 6quation donne ~ ' ( t ) = 0  et par consdquent ~p(t)~---eonstante 

1 La condition (41) de- arbitraire, que nous supposerons ~gale ~ -y~- .  

vient apr~s cela 
b 
1 X(t 1 ~  

(42) 1 e �9 t -~ = 0. 

10. Avant d'aller plus loin il est bon de fake quelques conventions 
qui abrggeraient le langage. 

Nous ddsignerons d~s lors la partie rdelle d'une quanti~ complexe 
t par ~ ( t )  et le coefficient de i duns la pattie ima~naire par J(t), de 
sorte qu'on aura toujours 

t = 2~(t) + i j ( t ) .  
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Bn reprdsen~ant, conform6ment s l'usage g6n6ral, la quantitd eom- 
plexe t par un point du plan, nous nommerons vecteur t la droite qui 
joint rorigine au point t, ligne t le prolongement de eette droite au 
dels du point t k l'infini. 

L'intdgrale d'une fonction f(z) prise le long du vecteur t duns la 
t 

direction de 0 ~ t sera ddsignge simplement par t . f (z ) r  dz, et l'int6- 
r  

grab prise le long de la ligne t par ff(z) dz. 
t 

Log t sera toujours reput4 rdel pour t rdel positif. Enfin P ~ e" ~g t. 
Reprenons maintenant notre sujet. 

11. En ddsignant par a,  fl deux constantes telles que _R(xa) < O, 
l~(xfl) < 0, on voit que la conditimi (42) iburnit quutre syst~mes de 
valeurs pour les limites a,  b, s savoir 

l ~ a=oo.a,___o b=--b==~'f' I 
2 ~ a = ~ ' ~ - ,  n arbitraire 

3 ~ a = -  - -  o ,  b = c o  �9 ~, 

4 ~ J(xa) = ~___ (x~, J(xb) = 4- 0% .l:l(n) > O. 

Conformgment .~ eela on obtient quatre solutions particuli~res du syst~me 
de deux 4quations (2) et (40), ?~ savoir 

(43) 

' ! _ ( ' - T  
t~Tl 

0 

S ~  - ~  ~ e T t ~ + l  , 

0 
- - - 5 -  

S.  ~- 2,t----~J e T T g a + l  

0 

. e+ov  i 

Etudions ees solution% en commen~ant par S~. 

i n )  > o .  
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12. i v a n t  tout il faut choisir convenablement le chemin d'intg- 
gration. Si on le suppose sans noeuds et que l'on joigne les points- 
llmites ~ a ,  ~ �9 par une ligne g l'infini telle clue pour tous ses 
points /~ (x t )  ~ ~ cx~ on dolt admettre que le point t ~- 0 se trouve 
darts I'intgrieur du contour ferm4 ainsi obteuu; dans le cas contraire 
l'intdgrale serait 6videmment nulle. 

Ddveloppons maintenant la fonction S~ en une s&ie potentielle. 
L'expression (43) est peu commode pour ce but; dest pourquoi nous 
la transformons en introduisant une nouvelle variable d'intggration 

t,X 
u - ~ - ~ - ,  ce qui donnera 

j ~ ~ 

(;) n 1 u - - - - -  t . e 4 u  e,, _~(~') < o, _~(tr) < o. un+X 

Si l'on d~veloppe maintenant la fonction e ~ en s&ie et que 
l'on se rappelle la formule connue 

r  

1 / ~  du 1 
+-)i J e~ ~,,+p+~ = ~--s ' 

- e$* 

on obtient 

(45) rip-ri(n-}-r) \ 2 J 
p - - - = 0  

C'est precisdment |u s&ie clue t t a n k e l  a prise comme dgfinition 
de la fonction cylindrique de Fremig~re esp~ce pour n quelconque et que 
l'on ddsigne par J~(x ) .  Ainsi S ~ - ~ - J ' ( x )  et nous emploierons dg- 
sormais la notation J ' ( x )  au lieu de S,:. 

xv  duns l'intggrale (43) on trouve encore une forme Posant t ~-- - U  

intdgrale pour la fonction J~ (x), ~ savoir 

l e  ~ o av /g(x~g,)<O, nix~.~,,)<O. (46) + + , ,  

Ces trois formes intggrales peuvent ~tre. considgrdes comme ex- 
pressions immddiates des trois proprig~s rdcnrrentes des fonctions 
cylindriques, g savoir (2) et des deux suivantes 

dPx - ~  J~(x) 
(47) J * + p ( x ) - ~ - ( - - 2 )  ~x~+* - -  , 

(dx')~ 10 entier 
dP x ~ J~(x) 

(48) ~ . -~ (x )=  ~ z , ,+~ 
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Remarquons encore que lorsque n e s t  un nombre entier les trois 
intdgrales (43), (44), (46) se rgduisent ~ de simples intdgrales fermdes 
prises autour de l 'origine le long d'un contour quelconque. On con- 
clut de l~ 

e~( ' -+)  = ~ 2  J~(x) .  tv. 
$ = - - z  

Ce d&eloppement  a 6t6 pris par  M. S c h l S m i l c h  pour dgfinition des 
fonctions cylindriques. II conduit t r~s-s implement  ~ cette conclusion 
que J-~(x) ~ ( - - 1 ) P .  Jr(x). 

13. Soit a = ff ~---e~ i e t  supposons que le chemin de l ' intdgrale 
(43) se compose d'un cercle de rayon 1 dgcrit de l 'origine et d'une 
double ligne eW i. On aura pour R(xe~ i) < 0 

/ '  • 1 7 7  
2~riJ~(x) = _ e ~ , , i /  e ~ , , , _  

r  

e~p i 

U' 

~- f ~ ( ~ -~ -~ ) - "~  idtp 
d t  ~- 

in+ t e 

~--2~ 

f 
+ 2 -0 -+ )  a, 

t n + i  

vY~i 

ou, en posant dans la premiere et la troisi~me int6grale t --~ e o �9 eWl, 
dans la seconde r ~ ~p - -  ~r + 6 et la rgduisant aux limites 0 et ~, 

(49) J~(x) 
O 

ao 

~ " do 1 0 

Pour'~p = ~r et par consgquent R(x) > 0 on obtient une formule 
donn~e par M. S c h l ' ~ f l i  au tome I. des Annali di Matematica (p. 237) 
et reproduite au tome IH. des Mathematische Annalen (p. 143). Pour  
2~(x) < 0 on pourrait  prendre ~ ~ 0; enfin pour des valeurs purement  

37r imaginaires de x on prendrai t  ~ = ~ - ,  2 

( ) 
14. Soit maintenant  a ~ e - - T + ' - ' ,  fl ~ e et supposons 

que le chemin de l ' int6grale (43) se compose de deux lignes a ,  fl 
et  d'un arc de cercle, jo ignant  les points a,  /~. Cette in~gra le  
devient 
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f 
- (  ,) 

2 ~ i J n ( x )  ~ -  e ~ t - 7  _ _  

a 

f •  ~-'l 
or_ e ~. ". e" 

fl 

sg 

2 

dt 

ou, en posant t -~- a �9 u dans la premiere intdgrale, t ~ ~u darts la 

troisi~me et rgduisant Ia seconde aux limites 0 et ~- 

1 f cos (x sin ~p - -  he )  d ~  

0 

": ~ ~_ ,, e:,: (""-  z T  ) } a ,, 

I 

C e t t e . f o r m u l e  a l ieu t a u t  que B ( x ~ ) <  O, l ~ ( x ~ ) <  O, eomme 

cela est nec&saire pour la convergence de la seconde intdgrale. Pour 
des valeurs r&lles positives de x ces conditions se transforment en une 
seule - - s i n  e < 0 qui sera satisfai~ par ehaque valeur de ~ entre 

les limites 0 et ~ - .  La seconde int~grale reste encore convergente et 

par consequent la formule (50) vraie ~ la limite ~ ~ 0, Iorsqu'on 
suppose R(n)  > 0. Ainsi pour les valeurs r~elles positives de x et 

B(n) > 0 on  a u r a  

2 

0 

f c  } + sin 
1 

Remarquons que ehacune des deux parties dont se compose la 
fonction J " ( x )  dans les formules (49), (50), (51) poss4de la propri4~ 
exprim4e par la relation (2). 

15. En remplae~ant x par x - ~  y dans la formule (43) on 

trouve 
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1 ~  •  ~ ( " - - + )  dt 
J " ( x - J r y ) =  e ~ ' e . t , + l  , - - - - /  

l~(x+y),~ < o, l~(x+y) ~ < o, 

~_ (,._ ~_'~ 
et en ddveloppant e 2 t~ selon la formule du No. 12. on obtient 

~=| ~ ,  _ ~ _ / "  ~ (t_Lt) at 
( 5 2 )  J " C x + u )  = ~ . ~  J ~ @ )  - e ~ 

p : _ _ ~  t n - ~  Q'I 

= . ~ '  J~(x)J,~-~(y), R(ya)  < O, .l~(yfl) < o. 

On s'assure aisgment que pour chaque valeur de y on peu~ ehoJsir 
telles eonstantes a ,  fl que non-seulement seraient satisfaites les con- 
ditions J~(ya) < O, _~(yfl) < 0 mais encore ces autres .R(x.+y)a <. O, 

.R(x--~y)~ < O, ou, ee qui est la m~me chose, _ R y a ( t + ~  < O, 

~ y ~ ( l + ~ ) <  o, si ton ~dmet mod ~- < 1. Done 1~ ~ormule (~2) y 
aura lieu pour rood x < rood y. Elle appartient ~ M. S c h l ~ f l i  (1. c. 
p. 136). 

En la comparant avee la formule (22) on conelut 

(53) J--~ (x) + ( -  1)~ J--~ (x) 

= { ( -  D + V ~ )  ~ + ( - ; )  - V~-%~ )C j ,  (x), 
to entier positif, n quelconque. 

16. Diseutons maintenant la formule (44). 
Supposons que le chemin de l'integrale se compose d'un cercle de 

c c e( # _ ~p) ~. rayon _y ddcrit autour du point u ----- 0 et d'une double ligne 

On suppose naturellement - - - ~  < ~p < ~ pour que la condition 

/~e(=-v ')~ < 0 ff~t satisfaite. Dgsignons ce - ~  par h et remarquons 
que R(h)  > 0. 

La formule (44) se rgduit ~ la sulvante 

+(t - -e~"" ; )  ~'- a,~ 

--~- 
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d'ofi~ ell posmat dans la premiere int~grale ~0 ~ a - -  ~p, dans la seeonde 
h u ~ ~ - ~  s et r6duisant la premiere aux ]imites 0 et ~ ,  on obtlent 

apr~s quelques rgductions 

/ f : ,  -z~ 
n / - - -  r  I I - , ~ - L  ~ ~ 

0 

�9 S a + l  

I 

Pour x ~ h on retrouve Ia formule de M. Sch I '~ f l i ;  posant h ~--- x i  
on obtieli~ 

. . { f . f . . , , }  - - - - i  1 �9 " - - -  ~ + T  d s  
(55) J~'(x)-~e '~ . . . .  o'*cosnada--smn~ ~ ( ) ~4-i ' 

~" - -  r  t /  8 - -  

0 1 

J(x )  < O. 
17. Soil 

2h 2h ~ b~ 
d'o~ 

h ~ a + b ,  x e ~ - ( a - b ) h - ~ a  ~ ' ~ b  e, x ~ t / a  i - b  "~. 
La formule (54) se transforme eL devient, h condition R ( a + b )  > O, 

0 

f o } - - s i n ~  -~(.-})-.:(,+~-) d~ . 

0 

Pour n ~---0 on obtient la formule de B e s s e l  

jo  (],/a-V--~_-~*) = 1__ fe,~o~acos(asina) da. 

(Abh. d. Berl. Acad. 1824, formule (55)). En supposant n entier on 
obtiendrait sans peine les formules (50)~ (51), (52) du m6me mdmoire 

de B e s s e l . .  

e (  " .),  
- + . ) ,  p, (~+ 

18. Soit maintenant  a ' ~  T , ~---e et supposolis 
que le therein de l 'intdgrale (44) se compose d'un are de cercle de 

rayon ~ et de deax lignes ~- a~ ~- fl'. On aura 
2 

M a t h e m a t / s c h e  A~a~t lem : ~ V L  
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+T+,  

n ~ n 1 e~ e 2 0  

2 

" - ~  8 4 u  . 

C , C 

ou, apr~s les rgductions analogt~es ~ eelles que nous avons d~j& effectudes 
plus haut dans un cas ,emblable, 

2 

e--Tc- j , ( x ) . . _ ~ ( x , y .  1 ~o~ 

0 

/ C ~ "1'- X 2 
cos ~ - - - ~ -  sin q~ - -  n q0) &p 

ao 

+ a'-.~,~'-~_~'-.e~~ ~, ~. 
J."+'J 

1 

A la limite e ~ 0 on trouve, en supposant /~(n) > 0, 

(57) { 
0 

ae, 

f x ~ ~\ ds ) 
1 

Pour x-----e on retrouve la formule (51). 
Pour x - f f i -  c i  on obtient en vertu de la formule (24), en admet- 

tan~ quo n soil un nombre entier positif, 

0 

r 

T- ** 

=-__~_(-'r {j~-,., r aq, + f,,n [~-(~ - ~)-"-~ ] -e'+'a' t 
D ! 

et par consequent 
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(58) j'~oo.,oos:~,~ =(_,).j;-ooo.,oo.,~ ~ 
0 

1 

d$ 
s#+ X 

La ddmonstration directe de eette dgalit~ singuli~re de deux intggrales 
ddfinies parait presque impossible. Remarquons qu'elle n'a lieu que 
pour les valeurs rgelles positives de c. 

19. Divisons la formule (54)~)ar (~ ) "eg  posons x = O .  S i r  on 

d~_(x)) = 1 pour remarque qu'en vertu de la formule (45) lira x ~ 2"---~-n-- 

x ~ O~ on trouve~ en rempla~ant h par 2h 

h '~ l { / e k r  d a _  (59) ~ --- -~ . 
-0 

~(J~) > o. 

s,.~ 
1 

Si Yon suppose /~(n) > 0, la formule (54) reste convergente, et par 
consdquent vraie lots m~me que R ( h ) ~  0. Si ron y template x par 

~ / - - ~  et qu'apr~s l'avoir multlplige par 0 /h)  ~ on pose h ~ 0, on 
obtieut, en rempla~ant a par h, 

f f [" i, i 1 �9 . - - - - -  ds  
(~o) o = ~ i I ~'~176176176176176 I' "--i'.+' 

- - ~ . /  t /  
o 1 

En ajoutant et retranchant le.~ deux gquations (59) et (60) on trouve 

�9 t T 

(61) f f ~  h~ r176176 ~ �9 e + e  ] s ~ i  

0 1 

r e / .  ~ e _ _  ~ . 2  �9 �9 �9 8 ~ ' ' "  h - ~ - -  r  ~ _ e - 7 ~  ds 

0 1 

(n) > o, B(h) > O. 

Pour n entier on aura les deux formules connues de Po i s son .  
20. l:l;emplagons c par 2c  dan~ la formule (57)~ divlsons-la par 

(~c)"et  posons x ~-O. On obtieut ainsi 

2* 
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�9 7t d8 
(62) 

Si ron remplace h par c dans l'4quation (59) e~ que l'on re~ranche 
du rgsultat la formule (62), on trouve 

(63) Je~o~cos(csin~-nep)dc, o=sinn~J'e--c~- d, + 

T 

-F- sm s--n~ s,,+ 1. 
I 

Les fonctions transcendantes qui sous forme d'intggrales ddfinies se 
sont introduites dans ces dernibres formules m6ritent peut-6tre une 
gtude spdciale qui ne serait pus "~ sa place iei. Nous nous bornerons 

une seule remarque. Les fonctions 

1 1 o 

entrent dans nos formules multipliges par siu ~ z  et par consgquent 
disparaissent du resulta~ pour n entier; mais il suffit de diviser ces 
formules par sin ~ z  et de ddterminer ]es valeurs des expressions de 

0 
la forme -o par les r~gles ordinaires du caleul diffgrentiel pour obtenir 

de nouvelles formules conteuant ]es fonctions men~ionnges correspon- 
dantes & n entier. C'est ainsi que la formule (49) donne pour 
entier positif 

_/e_~s ds sn+ f 

(l'In)~ dn 
0 

et en partieulier pour n ~ 0 

1 

La fonet~on au premier membre es~ l'exponenfielle intdgrale R i ( - - A ) ;  
l~inte'grrale au second membre se ddveloppe aisdment en sdrie suivans 
les puissances enfibres de h. 
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21. La formule (44) peut s'gerire 

x - - + ~ J '  

En ddveloppant la fone~ion exponentielle en sgrie de Ta y l o r  on trouve 

(v~+~-S~ ' ~ ~  {~q~, a~" 
.~--0 " 

et par consequent 

si / - -  X_~_ ~ - 

. 2pgp  " 2 = i j  ( d gu)p" (},'~)~,~+e+," 

Mais l'intdgration par parties r~pdf~e Io lois fournit 

.fl, ae .fl' 

s [ ' ,  a,~ ~ aV~ _t-2~+~+nl~+~+~)-..(~+~ d~ 

no. ~t' an,g" 

~ -  ( 2 n - f - P - 4 - 1 ) ( 2  n-{-i~ -2 )  .--  (2 n-~-Op)  
lI (n.-t-p) 

_ _  1 l'l" (n  + p  - -  �89 2 ~ n + 2 ~  ; 

j . ( x ) = ( ~ ) " e _ ~ , .  ' ~ ( , + p - k )  2 2 . ( 2 x i ) P .  
. / ~  11 (2 n 4 -  p)  l~p 

On en conclut 

' (ox)" J '~<' J"(x)=~',cosx2,(--l?~ m,~+2p-�89 (2x)~p V~ | )=o rI(2n"{-2P)l-f22 

P ~ : r  } 
_~_ sin x ~ 7  (__ 1 ~ rl(~+.2p+�89 - -  1-f(2n-t-~Jo-4-1) T'I(.2p+ t) (2x)~+~ ' 

p = O  
t64) 

O ~ c o s x ~ ( - - 1 p  rl" (n -1- 2p-k- �89 
l ' [ (2n~-2.p-J1 - I)n" (2.p"l- 1) (2X)2"v+l 

p ~ O  

- - s i a x ~ ( - - t ) p  m n + e p - ~ )  (2x)~p. 
-rf (.2 n -4- 2 p ) 1l .~ p 

~------.0 

1 
Ces formules ont dte donndes par M. L o m m e l  pour le c a s n  > 2 

(Studien, w 7.). Les formules (56) du m~moire eitg de Bessel  fournis- 
sent aisdment le dgveloppement de JO(x)  en une sdrie de la forme (64). 

done 
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22 .  L a  formule (44) donne 

f ~  x h d~, J~ ( V ~ )  = - - . _ _ e ~  ~ " ~ =  ~'~ u "+~ 
/ 

a o .  ~r 

et si on dgveloppe la fonction e 4=  on obtient immgdiatement 

(65) ~ ) "  ~=o " ~  ~P~r (Vx) "+p ' 

quelles que soient x~ h. ( L o m m e l ,  Studien w 5.) 
Soit x = r ~ + B "~, h = - -  2 r R  cos cp. On troave 

Q = F r ~ + l C ' - ' 2 r ~ c o T ~ ) ' - -  ~ n2~ . r~ (r.,l/~v~_2e),+p . p -~- O 

Mais In formule (65), lorsqu'on y pose x = r e, h = l~ 2, donne encore 

/V'~--+-~) "+~ = '~=o  .~_-TV~ ,~+~+-V-' 
donc 

P . ~  (--1)q-~P+2qcosPop Jn+p+ql~ ") 
~-~ ~ .)q ]-[(1]"[!/~ rn+q - . 

p~---0 q=0 

Remarquons maintenant que la formule (40) permet d'obtenir 1"expres- 

sion de J'n+q(x--~) ~,U moyen des fouctions cylindriques. Cette expression 
xq 

est celle-ei 
k=q 

(66) Ja+q(x) - - ~ 2  TIq_ n+-2~  ~I (n+k--1)  j n+~ : (x ) ;  
~-  ~=o ~kl~(q--k) 2q--  TI(n+q--{--Ic) 

done 

Q=p~O q~__ .,_~o'(--1)q(n'Jc'-~2k)'f]---(~'AcP-~-k--1)l:~,-F2, CO,P~,, J~p+2k(r) 
= 2 qHl~Hk F l (q -k )  T[ ( n + p - } - k + q )  r ~ 

OU~ en appliquant la transformation 

~ ~ U -.~. U k 

Q _ _ - ' ~  ~ ~ (--1X (n+p-~-2k) H (n-l-p-{-k--1) ja+~+2k (r) 

p~O k=0 ~-0 " h" ~ t "r/J'T'8~-F ) 

Ici la sommation par rapport k q s'effectue au moyen de la formule 
(45) et l'expression de Q devient 
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on, en posant ~ -{- 2k ~ s, 

on enfin, en remarcluant que 

j,,+~d-~ (R) 

COS ~-sk ~) 
- j ~  ~1 ,z* 

k~- .O ~ - - 2 1 :  ~ "~-. ~- 

os ( ~ ) d & i g n e  le plus grand nombre entier contenu dans s 2~ 

7 
Si ron cons[ddre les fonc~ons C: que fournit le dgveloppement 

on aura 

J~ (~ :  + ~ - - 2 ~  costa) ~ 2 ~ r l ( n _  1) ~.(n-t-s) J"+'O') J"+'(~ C~ "cos " 
8) ( / / : + / ~ - 2 r ~ c o ~ )  '~ ~=o r" " ~-~ " ~ ~ ~J" 

Cette formule a &d donn~e par M. G e g e n b a u e r .  
Sous c&te forme eUe ne reproduit pas la premihre formule de ce 

genre, dgcouverte par M. N e u m a n n  et correspondante ~ n~---0. 
Mais la formule (67) donne en ce eas 

j o  (3/r~_{_/~2 _ 2 r/~ cos ~) -~- j o (r). j o  (/~)_{_ 2 ~ J '  (,). J '  (/~) .cos (s ~0). 

Remarquons qu'en diffdrentiant cette formule n lois par rappor~ /~ 
cos q~ on retrouve la formule gdngr~le (67) pour le cas de n entier 
sous cette forme 

23. Aprks les d&eloppements pr&gdenf~ la discussion de la formule 
(46) n'est d'aucun intgr~t; c'est pourquoi nous la passons outre et nous 
nous t~urnons ~ la discussion des trois au~res solutions du sysf~me 
de deax 6quations (2) et (40). On verr~ que ces solutions s'expriment 
au moyen de la premiere ~q~. 



2 4  lq. 8o~rmz. 

Pour le faire voir par rapport aux solutions ~S~" et $ j '  il es~ bon, 
pour pr6ciser les iddes et l'exposition~ de choisir les ehemins d'intff- 
gration de la manibre suivante. 

Soit A~BOJD un cercle de rayon 1 d~crit autour du point 0, OS 
la direction de I'axe r6elle n6gative. D6signons l'intdgrale 

\ 

5~ 

, / e ~ ( ~ - ~ )  t dt 
27ti tn+i 

prise le long d'un r qnelconque, par exemple .1301), par la 
lettre J ( B C D )  etc. Alors la solution g ~ ( x ) =  S~ s'exprime par 
J ( S A B O D A S )  et pour les deux autres solutions on peut prendre les 
chemins O C D A . B C O  et O C D A S .  

Mais d'apr~s notre convention sur la valeur de t ~ on aura 

S; -~ J ( C D A )  --  J(CJBA) -4- J (AS)(1- -e~n~) ,  
S:; -~ J ( O C ) ( I ~ e  - ~ " )  -~ J ( C D A )  - -  J ( C B A ) . e  - ' ~ " ,  

S ; ' - ~  J (OC)  -~ J (C1)A)  --~ J ( A S ) .  

On en tire tout de suite 

S ; , ' ~  e -~ . . . .  S~ ~ (1 ~e-S"~i)S~"; 

d'o/t la troisibme solution s'exprime lin6airement au moyen de deux 
autres. 

Prenons maintenant S'__. et introduisons-y t = ~ = ~ ,  d'o~ 
- -  t l  e~* t l  

t+~_~e_~=q[-, ' d~t dt~ Le chemin S . A ~ C , D A S  se traas- t t t 
forme en O C B A J ) C O  de sorte qu'on trouve 

S'--~ = ~ e-~=~J(OC~BADCO) ~ e ~ J (OC.DABCO)  ~ e~"~.S',:. 

Donc 

S~" ~ e - ~ i  J-~*(~)--e-~=i J~(x) ~ -J -~ (x ) - - v - " z~  J"(x.-~ ). 
1 ~ e  "-'-2n~i 2 i  sin n ~  
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24. Considdrons maintenant la quatri~me solution S~Vqui se rd- 
duit ~ la forme 

~ •  

s l ~ - U ) "  ' ~ - ~  ~" ~( . )  > o. 

Prenons ooi dans les limites avec le m~me signe, par exemple q - ~ i .  
Si l'on admet dans la formule (44) a" ~--/~ ~-- i e t  qu'on y ajoute 

1+-. +/+.,. ( : ) -  , = < , , ,  ~  <,,, 
0---- ~ . ~  2 -  ~ .+1(~0)  e ' :  ( = 0 )  u~+l 

O.-]-~i k- t -~i  

on obtient 
l-{-~i 

. ~ - - - -  /~(~) > O. J ( x ) =  u .7 ;7  ,~+~, 
k+cz l  

Done 
S xv = J "  (x). 

Si t'on pose dans la formule (44) a" ~ -  - -  i ,  f l '  ~-- i e t  qu'on y ajoute 
- - ~ i  l--{- ~ i 

{ f "  + f "  i x~ z "-'=i u,,+~ u--+~ (==0) 
t - o o i  - b ~ z l  

on trouve aussi 
Z-/-aol 

J-<x) (-~Y. 1--!- 2 -  -~ e~, = x 2 ,  ~ , , i . ]  ~,,,+, , .t~(n) > O. 

z - - - ao i  

Done s s v ~ - - J ' * ( x ) .  Les ehemins des intdgrales qni reprdsentent 
n 

S~ v doivent couper en un point l'axe rgelle positive; si l'intersection 

n'a pas lieu, ces intdgrales deviennent nulles. 
25. Soit /~ (k) > 0 et posons l ~ - k .  La dernibre intdgrale peut 

~tre prise le long de la ligne droite passant par le point k et parall~le 
g l'axe imag-inaire. En ddsignant par la lettre a une constante r&lle 

a ( k . - f - r a ) ,  on obtient en ce eas positive et posant u ~- T 

as 

f - 
l e ~(~+'~  ~.(k+~o dr /~(n) > O. (69) ~-(x)=(~)'.~ c~+,,r+,, 

L'intdgrale prise le long de la droite passant par le point - - k  et paral- 
lble g l'axe imaginaire &ant nulle, on a ee corollaire de la formule (69) 
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f e : + dr t~(n) > O. (70) O= -~(*+~'~)+ ~,t*+,-*-'--~ (k+r i ) ,~+, ,  

Ces deux formules nous seron~ bient6t d'une gmnde uti|itd. 

En les divisant par x ~ et posant x ~ O, on trouve 

(71) 

~ __' re+ d ,  

O= ~ (k + ri).+ ~ , 

Ce sont les formules eonnues de C a u c h y .  On" salt qu'elles resteat 
vraies pour/~ (n) > - -  1. On en conclut que les formules (69) et (70) 
restent aussi vraies pour /~(n) > - -  1. 

26. La farmule (69) se rdduit ais~ment ~ eelle que M. L o m m el 
a prise pour dgfinition de la fonetion cyliadrlque J: (x) .  

Pour atteindre ee bat nous partons de la formule bien connue 

- ~ r c o s q t d t ~  ~ . Z W  l~(p) >0, 
0 

qui donne 

r e -+:~+,o~ ( k +  r~) - cos x t .  dr. 

En substituant cette expression dans la formule (69) et changeant 
l'ordre des in~dgrations, oa trouve 

mais en vertu des formules de C a u c h y ,  qu'on vient de retrouver, l'int~- 

grale relative .~ r sera nulle pour t > 1 et ~gale ~ - ) 
pour 

t < 1. Done = 
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1 

J"(x ) - -  x~ 2 f ~-�89 

0 

1 

x ~' . f cosx t . ( l_ t e )~- �89  ! 
- - 1  

On verra plus loin que cette formule n'est qu'un cas particulier d'une 
relation gdndrale qui lie les deux fonctions J~Cx), J'~(x). 

27. Revenons au systbme de deux dquations (2) et (40). 

Apr~s les dgveloppements prdcddents on voit que la solution ggndrale 
de ce systbme sera 

S~ = AJ~(x)  + . B e - ' " J - ~ ( x ) ,  

A et B gtant deux fonctions pdriodiques de n. 
Pour n entier cette solution perd sa gdndralit~ parce qu'alors 

e-,#iJ-'*(x) ~ J " (x ) ;  mats la solution S~' devient en ce cas 

" ~-=---( L-tin- - -  (~1)~  d,~ J + - ~ - J  ; 

donc en dgsignant, conformgment ~ la notation de H a n k e l ,  

dj  n d j  -,~ 
y~(x)~-  ~ (-1)~ ~ , 

vn aura pour solution ggngrale 

S. = AJ ' ( x )  -I- -B Y~(x). 

La fonction cylindrique de seconde espbce :Y~(x) se prdsente sous dif- 
fdrentes formes suivant que l'on prend l'une ou l'autre expression de 
J'(x) .  Ainsi la formule (43) donne 

(72) Y'(x)  = - - ~ - ~ / e  ~ ( ' - / ~  ~) [ t - ' - ~  ( - -  1)" P] logt  �9 
dt 
t 

e./  
c o , a  

La formule (49) a dgjh fourni ~ M. S c h l ~ f l i  l'expressioa suivante 

f. : I :  :Y~(x) -~ i n ( x s i n ~ - - n a )  da  _ ~_ (~e_r [e.O_{_(_l),,e_,,O]dO, 

0 0 

n(x) > o, 

que l'on peut transformer~ en posant e ~ ~- y ~  u t- 1 -{-t, 
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/ (73) Y ' ( x ) = / i n ( x s i , , z - -  nz)da-- e-='(t + Yt" + ' ~  - I/i~+i)"dt. 
0 0 

La formule (55) donne 

r " ( x ) ~ - - -  z t i J " ( x ) - -  2i  - ~ ( s ' + s - - ' )  J ( x )  < O, - T ,  

1 

ou, en posant s -.~ e ~ 

(74) Y~(x)  ~ - -  z t i d ~ ( x ) - -  2 i  ~ e-xi~~ 

L'inNgrale qui entre darts cette formale a did considdrde par  M. t t  e i n  e 
au tome 69 du Journal-ffir Ma~ematik.  

Enfin la formule (69) fournit 

x g (~+r il- 2 ~ (~+~,-~ log (k + r i) k + ri ~ (75) yo (x)__~2JO (x).log 

En y substituant l'expression de e ~(~+~o, employde au No. 26.,  on 
obtient 

oc 

0 
r 

",)-2~J e" l o g ( k + r  9 �9 

Mais les deux gquations (71) diffdrentides par rapport  ~ n montrent  que 
l'intggr~le relative .~ r sera aulle pour t > 1 et sera dgale .~ la valeur 
de ~ d_ a ~(1-t~) n _ _  1 

dn e~r~ pour n ~ - -  ~- lorsque t < 1. Doric en admettant  

a ~ 2 on aura 

1 

4 d 
n,~ ) . . . .  �89 

! ],--r -, ( ,  (l--t 2) ~logl1--t~)_(!_t~)-�89 _ 2Jo(x) . log x V-~" 
7 + os (=t) -- 

t 
0 

d'o% en substituant T f ' (_~ )= / /~ (T l - ,O_2 log2)  ' on obfient, t~ute 
r~iduction faite, 



Fonetions eylindriques. 29 

1 

(76) ro@)=2go (~).log~_2(n'O_~o~)j~(x)+ ~fr xt. ~____~ ~t 
0 

~- 2 j o  (x). log x --  2 (lrl" 0 - -  log 2 ) jo  (x) 

0 

Cette forme de la fonetion eylindrique de seeonde esp~ce Y ~  diffdre 
peu de eelle'donnge par M. N e u m a n n .  

Pour obtenir Y " ( x )  remarquons qu'on a 6videmment 

d ~ ro{~) ( _ z ) + y ~ - ~ ) ~ + ( - 2 ) - r ~ 4 - i ) "  yO(x). 
(77) Y " ( x ) ~ - ( - - 2 x )  ~ (d.x~),, 

En vertu de la premiere de ces deux expressions on trouve de la 
formule (75), en y posant a ~ 2,  

2X) n dn jo (x). logx ~ 2 log 2- J "  (x) 
Y "  (x) ---- ( - Ca ~ ) "  

l f k .je r i - x~ 4(kWrO log(k.q-ri)dr ; je  , 

on, en employant la m~me transformation qui nous a ddj~ fourni la 
formule (76), 

d 1 

(dx~) '~ 

2Xn f " 2~ 
- -  1 l eo s (x sm~)eos  tp.logeos-q0.dq0. 

+ y ; . ~ ' . ( . - -  ~ ) J  - 
0 

La seeonde expression (77) de la fonetion Y* (x) appliqu~e ~. la formule 
(76) fournit 

(78) r"Cx) = {(--  D + V ~ - % - i ? +  ( -  D - / ~ - 1 ) ' }  Z~ �9 logx 
- 2 (r~' o - -  ~og 2) J .  (x) 

r ~g 2 + + 
0 

III. 

Int~grales ind~finios cont~nant los fonctions cylindriques. 
La question a ~t~ trai~Ae par M. L o m m e l  dans un travail r~cent 

(Math. Ann. YLIY~ 520--536) et si nous la reprenons, e'es~ paree que 
les formules de ee savant n'on~ pas ~ute la g~ngrali~A d~sirable. 
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28. En ddsignant par S~ une solution quelconqu% gdndrale ou 
partieulibre, du syst~me de deux dquations (2) et (40), considdrons 
l'intdgrale ind6fmie 

et supposons qu'elle soit ggale ~ (A. S, (x) § B .  S~+, (x)) x ~+1. En 
diff6rentiant eette ggalitg par rapport ~, x on obtient 

x~ d x ~- x '+ 1 S,,+I § A. x ~ ~-' d S, �9 a ~ - 7  

+ B ~ u  ~ (x.+~ ~.+~), 

ce que peut s'gcrire, en vertu des dquations (47) et (48), 

6(x).x~+a.S,~(x)~___x~o+I~fdA.2n.-~IA~BN S . / d B  AN S } 
t t .~ - T  x T ) . W t ~ - - -  ) " + ' I "  

On en conclut 

d~c ' 

6(X) ~--- dA 2n--}-I d~-B 2 n - ] - i  dB 
--~ + ~ A + B =  ~ -  + ~ d~ +1~  

et par consdquent 

(79) j k-dx ~[~1~ § ~.n+ax axd'B'q-B'~x~+'S"(x)dx-- ; 

d.B --~ x'~+l [.BS,+l (x) -~--~ S,(x)l , 

grant une fonction arbitraire. Cede formule peat ~tre ggndralisge 
par l'introduction de (p(x) au lieu de x. A la vdritg, elle se trouve 
dgj~ dans le livre de M. L o m m e l  (Studien p. 70). 

29. Considdrons maintenant l'inte~rale 

.f '~ (x) . s~,(~x) �9 s,(~,x) dx, (80) 

qui sera suppos~e ~gale 

(so3 C.~s~(~x) + BS~+,(~x)] S~(r 
+ [CZ~(~x) + .DS~,+~(~x)~ &+~(~x). 

Su(x), S,(x) ddsignent deux solutions quelconques de deux systbmes 
inddpendants 

qui d~finissent en m~me temps ee qu'on doit comprendre sous 
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S~,+I(x), S~+l(x). Si l'on difference ]'dgalit~ (8"0) e~ qu'on r~duit le 
second membre b, ne plus contenir que les m~mes fonctions cylindriques 
qui entrent au second membre de (80), ce qui se fait ais~ment au 
moyen de deux systbmes d'~quations qu'on vient d'dcrire, on trouve, 
en ggalant les coefficients, 

( ~ ' x  4_.,~'x ] a) a x  = A' q -  ,,~--~- _ ~ - ,  A + Bcp'x "-t- C~, z ,  

b) 0 = 3 3 ' +  ] 33 + ~x r 

[.aqo'x (~,q-l)'c'X l C +.DqJx__ ~ , , x ,  

,t) o = 1 ) ' -  [ r162 + r ] 1 ) -  3 3 r  c ~ ' ~ . ~ . ~  

En diffgrentiant l'gquation d) et en gIiminant du resultat 33 et 33' 
au moyen de l'dquation d) elle m~me et de celle qui s'obtient par 
l'dlimination de A entre les gquations b) et c), on obtient, route 
rgduction faite, 

~ " x 4 _  ~'x 2( /~+1)  ~ ' x X ] D  - = 1 ) " -  L -F~-_ -~ -  + 

_~. [(~,x)2 _ (r _ @ 2  1) ( v'x '}: jr_ (g_[_ l) (/~q-2) Y 
x I p x  ] x epX z 

o x , .  ] +(/2+1) Vx.~x (tt~-l) q_(ttq_] ) V"Zg, x ~'X~x /)" 

L'expression au premier membre a pour diviseur intggrant 

I/~pz.r;x �9 r qui la r6duit g 2-dd~-x -(C " / ~ 0 z - ~ . 9 " z '  ~'x ) . Endi- 

visant done eette dquation par 1/r ~'x. ~px. O'x et rgduisant le second 
membre K la forme 

d 
dx [r �9 Z) '+  ~'(x) �9 ~9] + Z(x) .  1) 

on posera 
Z(x) �9 = a L 

ax V~x.Vx.,r,x~v" ~ 

et on sera conduit au rgsultat final suivant: 
Si Z dgsigne une fonetion arbitraire, c une constante arbitraire 

et que l'on pose 

P = (( ~x)~" -- g~ -4- ~,k-6~-) -- u -- ~ ax ~'x ' 
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les deux expressions (80) seront ggales lorsqu'on dgtermine successive- 
ment les coefficients A, B~ C,'I) et la fonetion #(x) au moyen du 
syst~me des 6quations que voici: 

(q-2.)/~ = dZd~ ~ ( - ~ - + - ~ - +  ~--~-- +''~ +%' ~"~ ~- ~'~ +' ~ 

+ L + c / /~x.  ~x- r162 ~0'x, 

2 B  . ~ , , x =  dD D [ ,r"x ~'x V"x V'x V'x 1 dx o ~ ' x  -F ~x V'x " V x  ~-4(v-4-1)-~-~- 
- -  L - -  c I/9~x" V x .  q C x .  V ' x ,  

A . ~'x = ~-E + C ~x 

o(x) ---- -aT + A . d ' a  ( 2 ~  _4- yv'x)w ~ + B~'~c + C~,'x. 
La formule la plus ggndraIe de M. L o m m e l  correspond ~ L ~---O, 

ou L = / / c p x  �9 ~px- q0'x. ,P'x; dans les deux eas / )  = O, e'est pourquoi 
on peut admettre c - ~ - 0  dans les formules pr~cddentes sans nuire ?~ 
leur ggndralit& Remarquons encore que les coefficients A ,  ]3, C, 1) 
et la fonction a(x) s'expriment lingairement au moyen de la fonction 
L e t  de ses ddrivdes de divers ordres. Si donc on avait 

L =  L, -/- L~ +/,3 -/- "--, 
il suffirait de ealeuler les formules eorrespondantes '~ L ---~ L , ,  L ~ L2, 
L ~-- -La, . . .  et d'ajouter les r~sultats. 

30. Supposons Q ~ / ) ,  ce qu'on ne salt satlsfaire que par l 'ad- 
mission ~ x  = (px. Les formules du No. 29. deviennent en ee cas:  
L ~ qox �9 r 

dD  
2 C e p ' x =  dx 2(/~d-1)  D .  ~0"x ,r~- A- q~x �9 r x ,  

233 q~'x ~ dD d~ 2 (v q- 1) D �9 4 x  ~ x -  qCx, tpx 
dC AqCz-= ~5--4- ( t~--v--1)C.  ,r'x~x d- D.q~x, 

~ - +  (,~+v) A �9 ,~x- "+ BqJx -1- CVx, 
off / )  reprgsente une fonetiou arbitraire. 

Soit ea par~ieulier r ~ x,  1 ) ~  O. On obtien~ en ee cas 

(81) (t,~--,P-) f s,,(x), z,(z), at,~ _=_ (t,-,,) s,,(z). S,(x) 
+ z ls,,(~). &+~(x) - S,(x). s,,+,(x)L 

d'ofi, en posant ~u ~ - -  v, on trouve 
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- 2 ~ s , ( x ) .  2_,(x)  + x i s _ ,  (x).  s ,+l(x)  - -  s , (~ ) ,  s-,+1(x)3 ~ a,, 

g,  6tant la valeur du premier membre pour une valeur particuli[re de x. 
I1 suffit de prendre une solution particuli[re S~(x)-~J~(x)et  l'on 
obtient la formule suivante donnge par  M. L o m m e l  (Math. Ann. IV," 
p. 105) 
(82) J - "  (x ) -  J ~ - I  (x) + J "  ( x ) - J - ' + l  (x) = ~ sin v z ,  

off la constante g, se ddtermine pour x ~ 0. 
Eu supposant v entier et admettant  S ~ ( x ) ~  P(x) ,  S~ (x) 

~ - e - ~ i J - ~ ( x ) ,  on tire de la formule (81) 

)j" ( ~ 2 _ ~ , ~ .  J - . " ( x ) .  p ( x ) .  e ~  
X 

( ~ -  ~,) J - . ( x )  �9 g . (x)  + x [ J - . ( x )  �9 Y.+'(~) + j - , . - l ( x ) ,  p(x)] ,  

d'ofi~ en supposant ~ ~ -  v ,  on trouve 

- - 2 v .  J ' ( x )  �9 Y ' ( x ) +  xEJ'(x).  P+l(x)  + J ' -~(x) .  Y'(x)]  ~ -g~ ,  

ou finalement~ apr~s avoir determing g, pour x ~ 0~ 
2 

(83) J ' ( x )  �9 r ' - ' ( x )  -- g ' -~(x) ,  r ' ( x )  -~ x "  

Cette formule est dgalement due ~ M. L o m m e l .  On en tire 
ais6ment 

~n" " (Y~ 2 ~ 1 

31. Supposons B ~ 0, C---~ 0. Les gquations b) et e) du No. 29. 
donnent pour ce eas 

D'~ = A ~ , ( ~ ' x )  ~- ~ (ep'x)  2. 

Done 1) = +___ A~ ~'x = -+- ep'x, d'ofi r ~ a ~ r et eomme l'6qua- 
tion d) fournit en m~me temps D ~ (epx~ '+~ 0Px) ~+1, on aura finale- 
ment ,  en admettant  cpx ~ x ,  

yx)'(a--}-x)" [2 (t~-}- v -  }- 1) x __+ r 1) a] &(x)  S,(a•  dx 

= x,U-~l(a~_x)* '~l  [S3,+I(Z)  S~,..~.l(a~_x) ~ Sla.(x ) ~v(a-]-,.q~)] . 

Cette formule est ]a gdngralisatlon de celles que contient la troisibme 
section du mdmoire citd de M. L o m m e l .  

Nous arr&ons l~ ces reeherches qui ne prgsentent qu'un intgr& 
mgdiocre. 

IV. 

Int~grales d~finies eontenant los fonctions cylindriques. 

Le sujet a gtg trait~ par  divers auteurs; mais ce qu[ a manqug 
aux recherehes an~r ieures  c'est la connaissance d'une expressio~ de la 

Mathemati~he AJanale~ XVL 3 
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fonetion cylindrique qui soit assez commode pour cette sorte de 
recherches, comme l'est notre formule (69). 

Duns ce qui suit nous nous proposons de rgunir et de coordonner, 
en les gdngralisant, les formules ddj$ connues et d'y adjoindre plus;curs 
nouvelles, tr~s-gdndra]es et souvent tr~s-dlggante.s, en les ddduisant 
toutes ~ l'aide de la mgthode de l'iatggration sous le signe f ,  dont on 
a ddj.~ bien lon~emps reconnu la puissance et l'extr~me fgconditg. La 
diffgrentiation des intggrales ainsi obtenues nous sera aussi d'un bon 
secours. 

Pour abrdger l'exposition et les citations raisons d~s l'abord les 
conventions suivantes: 

a, b, c, r ,  x ,  y ddsigaeront toujours des quantitds rdelles positives, 
h, k deux quantitgs complexes ~ parties rdelles positives; routes les 
autres quantit~s qu'on reneontrera dans nos formules seront censdes 
arbitraires, si l'inverse n'est indiqug explieitement pour chaque formute. 

L'indgalit6 telle que/~ (m) > - -  1 sera 6erite simplement m > --  1. 
Les mgmoires principaux qui traitent notre sujet seront ddsignds: 

le premier mdmoire de M. H. W e b e r  au tome 69 du Journal fiir 
Mathematlk pax (a), le second mgmoire du m6me auteur au tome 75 
par (/]), enfin les deux mdmoires de H a n k e l  au tome VIII. des Mathe- 
matisehe Annalen par 0'). 

Enfin rappelons qu'on a 

' / ' t/ J * i f ) =  ~" - c o s z ,  j T ( z ) =  e . s i n z  7gZ 7gZ 

et que la limite de k/x �9 J ~ ( x )  est finie pour x ~ 0o, quelque soit m. 
32. La formule (69) peut s'dcrire 

qm X~a 2- 2 a  d r  
J " ( q x )  ~ e u,,,+l ' u -~- k + r i ,  m > - -  l .  

- -  o o  

Partant de cette formule on trouve aisdment h l'aide de la mdthode 
mentionnge 

oo 

f ~ t  ~ J~ '  ( q x )  �9 e - l ' ~ '  �9 ~ , + l  dx  

o 

- . , . ~ j e  . . , - 4 ~ j e  x~'+' dx; 

mais le choix de la constante k dans l'expression de J " ( q x )  ~tant 
notre volont6, nous pouvons dvidemment lui attribuer une valeur telle 
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que R (h + 2~--~) reste positive pour routes les valeurs possibles de '3 

ce qui rdduit l ' intdgrale prise par  rapport  /~ x /~ t rfra 
2 r q~ \ m + l  

D'apr~s eela nous pouvons derire 

"rf m �9 qm 

2 h V,-t- x 

c~ 

1 T dr _ _  
2 ~ J  - l q~ \re-.l-1 

ty+ ~ )  

q" 
4 h  I 

, V "+' 
�9 _ y 

- - : o  

et si l 'on donne "X k une valeur telle que R ( k n  t- ~ - ) > 0 ,  onpourra  

remplacer u A- ~ -~  simplement par  u, ce qui rdduit l 'intdgrale 

1 Done 
2reTire 

qm q" 
r ~ ( q x ) . e - l ' : ~ . x ~ + l d x - -  (.2h),,+ ~ e ~ ,  m > - - l ,  (a),(7). 

o 

Cette formule est fondamentale dans l'dtude qui nous oeeupe. 

33. Posons darts la formule qu'on d e n t  d'obtenir h ~ k.4- ri _~- 
2a 2a  

a u  a $  ~ 

et apr~s avoir multipli6 le r6sultat par 1 e ~ ~ dr -~---X- u,,+ ~ intdgrons 

par rapport  ~ r entre, les limites - - c o  et + cx~. On obtient pour 
m>-- 1, n > - - l ,  

j ~  ~ ~--~ az 2 
1_~ [ e ~ e - . . - 2 - ~  dr  

' ( q x )  �9 x ' +  1 dx..~,,j , , ~  
0 - - n O  

= q,',a,,,+' 1 / e ~  ~ �9 y ~ - j  
atq*4-~) 

"2u d r  

ee qui se rdduit en vertu des formules (69) et (70) ~ ce qui suit 
3* 
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p 2  

co 2 = / J " ( q x )  . x "*+~ J " ( z l / ~ )  " ( a2~--~x2)" d x  

0 

am-ha-{.-1 qm Z~ 

OU e l i c o r e ~  e l l  p o s a n t  X --~- a COS cp~ 

Y 
f ,  

co.~' ~ / J " _ _  (aq cos(p) �9 J ~ ( a z  sin r c o s ' +  ~ cp. sin ~+~ cp �9 dcp 
(} 

a ( / / ~ ) , , , + ~ + L  , m ~ - -  1, n ~ - -  1- 

34. Si l 'on  divise l ' in tdgrule  co 2 par  z ~ et qu 'on  pose ensui te  z ~ -  O, 
on obt ien t  

a 

q~+x 
/ J " ( q  x) �9 x,,+ ~ (a ~ - -  x"-) ,~ dx ,  j , , + , + l  (aq) ~ 2" l'Tn. a " + ~ +  ~ . 

0 

m > - - l ~  n ~ - - l .  

I 
1 et  r empla~an t  n - [ - ~  par  n on t rouve  la Posan t  a ~ 1~ m ~ - -  :Z 

fo rme  ord ina i re  de la fone t ion  cy l indr ique ,  communiqude  ~ Ia fin 
du No.  26. 

P o u r  n ~ 0 la fo rmule  de ce No. devien t  

? 
am-I-1 j.,-l-lq~ (aq) ~ . /  J"(qx) �9 x " +  ~ d x ,  

0 

l 35. Posan t  duns l m t e o r a l e  ~ '  m 

par  m on obt ien t  

m >  - - 1 .  

1 - -  - -  et r e m u l a c a n t  n -4- / 

7g 

2 

cos ( a q c o s  q~) J "  ~ (az  sin r s in"+:z-  ~p d e  

o 

ce qui peut s'~crire 
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z$ 
' , 

e~i ~o~ ~ j m - T  (az sin 9~) �9 sin '~+T r d~0 

0 

d'o~, en posant ~ - ~ t - -  ~t cos~p, z = g s i n  r et remplagant 

(az sin ~)m--~ ~, ~i~, oo, x sin~,--x Z d~, j m - ~  (az s in~)  par ~ = 
g~r �9 . H(m-- 1), 

0 

on obtient la formule suivante de M. G e g e n b a u e r  (Jahrb. fib. d. 
Fortschr. d. Math. VIII . ) :  

( ~  co~ v + ~ )  "~ 

~ / f  
d~ eal [2eos~--,u(eos~eosp--sin t~Mn ~eo~)] Sin2m--I ~ sin2m -I ~ d ~ "  

0 0 

En substituant encore les m6mes valeurs de ~, z, multipliant le 

r&ultat par sin ~+~- zp d~P et intdgrant par rapport ~ ~ entre les limites 

0 et ~, on trouve 

~r- 2'~H(m -1)  

0 0 

0 

Mais l ' in~grat ion par rapport ~ 0 au premier membre peut &re 
effectu~e au moyen de la premibre formule de ce No. et lint~grale dent 

1 1 

. m-~-  - T  J ~ ( a g ) .  Done en sub, il s 'agit sera dgale ~ sm r  

stifuant et remarquant que l'intdgrale par rapport s r s'exprime aussi 
par une fonction eylindrique, on trouve finalement 

Jm(a2) . J'~(att) 
2$ 

( v . - : + +  

0 
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Cette formule est ~galement due h M. G e g e n b a u e r  (Jahrb. fib. 
d. F. der Math. V I I ,  303). 

36. Posons clans l'intggrale ro I h ~ a a -2--u ~--- 9-(k~ri~- ' multiplions 
a u  a s  s 

1 2 2u dr le rdsultat par ~ e u~+~ et intdgrons par rapport  'X r entre 

les limites - - c ~  et c~. On obtient,  en admettant q - ~ b ,  n >  m >  - - 1 ,  

1 dr 
( b x )  . x ~ +  1 d x  . ~ ] e  ~ "~  

~ a - { - 1  

ao 

~ _ _ b ~  ctz ~ 
- -  b m 1 I ~ 2a a----'2~-u dr 

a m  + 1 2 ,g 2gn - -  zn 

Les deux intdgrales prises par rapport  k r aux deux membres 
s'expriment au moyen des fonctions cylindriques en vertu des formules 
(69) et (70) et le rdsultat final sera 

J n ( a ~ )  
co 3 = t J m ( b x )  . x~+ 1 

0 

__ b" (ga~_Z-b : / )  . . . . .  ~ j  . . . . . .  1(z I / a e - -  b"- ) pour a > b, 
(fi t  

co 3~--0  pour a <  b, n > m >  -- 1. 

Posant z ~ c, / / ~ - - - ~ - c : =  y, on obtient une autre forme de 
l'intdgrale to a : 

= j "  J'("Y~ J-, (b ~ y~ - c-) ( V y - ~ )  ',' dy fO3 y a  - -  1 

c 

__ b"a, ( J / ~ i  ) . . . . . .  ' j  . . . .  ' (c ~/a"--~--~ -) pour a > b, 

~ a ~ 0  pour a < b ,  n > m > - - . 1 .  

37. Divisons l'intdgrale e% par b "~ et posons b ~ 0. Cela con- 
duit "~ ces deux formules 

av 

0 

J . . . . . .  ' ( a t ) - -  a ' + i c  . . . . . .  t. ['jn(a_ y 2 
( y ~ - - - d ) ' , d y ,  2 " H m  , _ ]  y~ - 1 

r 

1 ~ 1  < m < n > 2 m-~- :2  . 
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1 1 
Posan t  en par t icul ier  n ~ ~- et r emplagan t  m + T par  - -  m on 

obt ient  
r 

2m+tcm f sin ay .  dy  1 1 

Pour  m ~ - 0  cela reprodui t  la formule de M. M e h l e r  (Mathem. 

Ann .  V, p. 141),  (fl). 
D iv i san t  lu premiere formule de ce No. par  z . . . . .  ~ et posant  z ~-, 0, 

2 m  - -  n -]-- 1 ~ q, on t rouve 

/ d  n+q+l>O, Ca), (7). 
~n_+__~--! 

2q 1 
c~ ~(ax)'xqdx=a-qYt ~ - n ~ q : i  ' q < -~' 

H -5 
0 

Lu seeonde formule de ce No. donne  pour m - - - - 0  

Jn--t(ac) __ f "  Jn (ay )dy  1 
ac"- ~ ~ j  y~_~ , n > ~ .  

r 

38. Posons z ~ 0 darts l ' in tdgrale  ~3 et l 'on obt ient  

/ T  b" , b~)~- ra--1 
co~ = /J"(bx) .J"(ax) .x~"-"+~dx-~ (a'- pour a > b, 

2~-;"-1 ~ ( n - - m - -  1) 
o 

w s ~ O p o u r  a < b ;  n > m > - -  1. 
On n ' a  connu  jusqu"~ prdsent  que quelques cas t r~ -pa r t i cu l i e r s  de 

eette formule impor t an t e ,  "~ savoir : 1 ~ m ~ -  - -  ~ n ~ O ( f l ) ;  2 ~ m ~ O ~  
n ~ �89 30 , m ~ -  ~,  n ~ �89 le faeteur  d iseont inu  de D i r i e h l e t ;  
4 ~ m ~ 0, n ~ l ( f l ) .  Gdndral isant  un  peu ces eas partieuliers on 

t i re  de la formule r 

1 / j a  (ax) cos b x . d x  ~--- 

o 

1 

1/-~ (aZ_ b".) : 

(2a) ~ n ( n - ~ )  
pour  a > b ,  

1 
0 pour  a < b ;  n >  

ao  

j J  (bx) sin(ax)dx �9 ~ 1 $ .  II$ 

0 

V~-. ('2b) ~' 

pour  a > b, 
1 

s O  pour a < b ; ~ - > m > - - - - .  
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ao 

f 5" n = m + l ;  e%= J . , (bx ) . J . ,+ l (ax )dx -~  ~ pour a > b, 

0 

e o ~ 0  pour a < b ;  m > - - l .  

a 
39. Rempla~ons darts l ' i n t~a l e  co 1 h par h + V 7  et apr~s avoir 

multiplid le rdsultat par ~le~-~ dr u.~+ ~ int~grons par rapport .~ r entre 

les limites - - c r  et oc. On obtient ainsi 

m ~; Xm+ . :2  

ar 

2 =  

Le premier membre se r4duit immddiatement .~ 
a~ 

j J" (~x) J~(ax) e-"~:~'dx; 
0 

quant au second membre, il se transforme en 

(2hy,,+~ e ~ 21 

- - r 1 6 2  

a ~  
~u d r  

(,,.+a?+, 

a 9  ~ 

~,,~(~+~ ~ 
(u  + a ).~+1 ~ 

~~ *Er et comme il est dvidemment permis de remplacer sous lmt%ra le  
a 

u q- ~ simplement par u, ce qui gquivaut .g un ehangement de la 

eonstante k qui entre dans u - ~  k -~ - r i ,  le second membre se rdduit 
q'+a* 

finalement -k ~l? e J . . . .  Donc 

f 
~ ,  a" + q"- 

% ~ J " ( q x ) ' J " ( a x ) ' e - a * ' x d x =  ,)~e ~+~ j , , , (  aq ") 
~'TU[]' 

O 

> - 1, (~), (7) .  

I1 est dvident que la formule reste vraie lorsqu'on change a en une 
quantit4 quelconque ~, 
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40. La formule qu'on vient d'dcrire conduit ais4ment s deux 
dgveloppements des fonctions continues en sgries proegdant suivant 
les polynomes entiers de la variable. 

Le premier de ces d4veloppemenbs s'obtient comme il suit. 

Posons h - ~  1, x2 = y ,  a ~ 2 i  l / r ,  q = 2 i  / s  et d4signons 

e-  ~. J"(2ir '~y)  = ep,,(r, y ) .  
(i F~)"  

La formule co 7 prendra la forme 

Qr~ 

e J " ('2 i ]frs) 
- vy , , . c f , , ( r , y ) .~ ,~ ( s , y )dy~ - -  (ilG-s)" 

0 

n=uo rn 8 n 

~ g n .  g(m +n)" 

Mais en ddveloppant q~,,,(r, y) suivant les puissances de r on trouve 

t a r o  

06 

T '~ _ y,, y~ - i  r,, - - ' ~ n ~ ( m - - ~ n ) g ' 6  g ( n - -  l ) g ( m + n - - l ) g l  

y~--  2 
! 

- I -  H ( n _ 2 )  r [ ( m . + . ~ _ 2 ) y [  2 �9 . . 

Donc, en substituant les dgveloppement~ de q~,~(r, y), q),~(s, y)~ on 
obtient 

j :  
n ! 

- ' Jy"  T : ( y ) .  T:,(y)- dy  --~ n n H ( m + n )  
o 

Les polynomes T], (y)  possgdent les propri&4s suivaates 

d T,~ 

+ ] )  aT-- ,,, dy , 
(m + + 

Tr , -1  T n 

y~-t d ~ Y~ ' 

Y 

et satisfont s l'4quation diff4rentielle du second ordre 

ay2  u - ~ -  + - ~  " = o .  

Pour d4velopper une fonction f i x )  en tree sdrie de la forme 
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r(x) r: (x), 
n~--O 

multiplions ee d~veloppement suppos~ par e - ~ x " 1 ' ~  (x) e~ int~grons 
depuis 0 jusqu's oo. On obtient 

a~ 

a .  -~ n n .  r l (m+n)  ~f(x) �9 e--~x m T "  , , ,  ( x ) .  d x .  
0 

Un des d6veloppements les plus importants de ce genre s'obgent de 

la formule co~, lorsqu'on y pose h -~  1 - -  7% x ">- ~ .  y ,  y ~ 2 i ~ / r :  on 
obtient 

e - -  

'~ . e -~  . y"~,>,(r, y ) d y  - -  1 - - k  
( l _ _ k j , a ~ - i  ~' 

0 

d'ofi l'on conclut 
a~ 

d ' e  k y k ~ 
. e -  'J ym. T,,~ (y )  d y ~ n n ( i  -- t0"+~+~ ' 

0 

et par consdquent en vertu de la valeur de a,~, 

g,u = (7~g,;q_-~+ r T,,':,(y), R k  < 1. 
71~0 

Ce]a nous fournit la foncfion g~n&atrice de 1~(m-kn)~, en posan~ 
k 

I--I: -- ~' savolr 

~y 
8 

= ~ = ~ n ( m + n )  �9 T~ (.v)., . ~ .  (1 -~  c~)lnq-t ~----0 

La m~me formute ddveloppd suivant tes puissances de k donne 

y~ T~(y) T,~-t (y) T~--e(y) T~ 
nn.n( , ,~+n?= no q- rr l  -l-- n2 q - " "  q- n~ 

41. Revenons encore ~ la formute eo 7 et posons-y h ~ l ,  a ~ 2 r i ,  
q-~- 2s i .  On aura 

f 

2 /  e-*" .x'~,~+lq~(r 2, x:) .  ~, , (s  2, x2 )dx  -~- J~"(2rsi) 
~-- (rsi)" 

Supposons que 2m-]-  I soit un hombre entier pair ou zdro e~ dcri- 
vons la formule comme ~a 
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- �9 x ~ + ~  . ~ . ~ ( r - , x 2 ) . ~ , , , ( s - , x  - )  d x  = ( r s O  '~ 

On aura aussi en rempla(;ant m par m-[-  1 et multipliant le rgsultat 
par r s 

f . . . . . . . . .  (rsi) ~+1 " 

Si l'on ajoute ces deux formules on obtient un r~sultat qui peut s'~crire 

S 

-~~ :e~-~+, [~,,, 0 -2, x:) + r  x ~,~+~ & ,  x~] . [~,,, (s ~', x~-)+s z .  ~m+, (s "~, x~)] dx 

(rsi) m -~- r 8 .  (rsl)m+L-- ~ 

ou, en posant 2m -{- I -~ 2c et dgsignant 

,~  o X ~ .  q)~( "-, ") ~ r x ~ . , + t  (r'2,x 2) --~ q)c(r , x), 

j e-~" x~-cCPo(r,x). ~ r  d x  ~-- J r  �89 _~_ r s  J ' + � 8 9  (2-------Ls-z5 
(rs i )  c - .~ ( rsi)  ~ + 

La fonction r se ddveloppe en sgrie toujours convergente 

*o(~,x) =~Uj(x).~",= 
off 

on conclut 

2 j e - ~  . x 2o U :  (x)  . ~ ' C x ) d ~ .  = O, 

o o  

~ - ~  . ~ o  v :  (x) . ~ :  ( x ) d x  = 

- -  o o  

off 

•l ~ > n ,  

n-l-1 1 

( ~ )  ddsigne l'entier de n .  
2 

Les fonctions U o coincident avee celles que M. H e r m i t e  a con- 

siddrges au Comptes rendus 1864, t. LVI l I ,  p. 93. 

et en substituant les sgries (Pc(r, x ) ,  ~Pc(s, x )  dans la formule pr~c4dente, 
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42. Revenons maintenant "~ la formule (54) pour en obtenir uue 
autre qui nous sera tr~s-utile immddiatement et duns la suite. 

Posant dans la formule (5,t) x ~ - h i  et rempla~ant ensuite h par 
x h  on trouve 

o 0  

4: } i - "  " ~ -T( ,+~)  e~ �9 J ( x h i ) = ~  ~l 'r176176 s~+~ 

0 1 

et encore, en changeant n e n  - - n ,  

.f.-,,, } i ~ J -  " ( x h i )  ~ -  _1 " ~ ~ 1 7 6  n - T (~+ 7 )  s . - i d s  . 
T~ 

0 1 

Ces deux formules fournissent par la soustraction 

-~(~ (s"+s-") - =  s i n , , =  { i ~ J - " ( x h i ) - - i - " J " ( x h i ) }  �9 

1 

Mais si l'on &rig s4pardment les deux termes dn premier membre et 
qu'on transt'orme le premier terme en posant x s  ~---r~ le second terme 

en posant x_ = r ,  on obtient la formule dont il s'agit: 
8 

Jc 
j :  I~ .n " 

- '- ( '+ f )  . , - , a , .  = ~  { ~ s - . ( x J . ) -  ~-"J~(~hO}. 
0 

i 
Pour n -.~ - -  .4 et n -~- .,- elle donne les formules de L a p l a c e  

e 2 
~-YT- = -~ r ~ 

o 
c~ 

-~('+~) ~ ' -= e - ~ , ,  y~- 
o 

Pour n entier oa d4termine la valeur du second membre selon la rdgle 
ordinaire du calcul diff&entiel et; l'on trouve 

e - ~ ( ' + ~ )  r ~ - l d r  - ~  ( x i )  �9 { ~ i J ~ ( x h i )  - -  Y ~ ( x h i ) } .  

0 

h 43. Rempla~ons dans l'intggrale eoj h par -27 et apr~s avoir mul- 
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k r  hr  

tipli4 le r~sultat successivement par e ~ dr e-~. dr r / / r '  -//~- intggrons par 

rapport  ?~ r entre les limites 0 et ~ .  On obiient ainsi les deux formules 

, ,  > -  os ~,(qx)e-~x ~ d x - -  V~ @+~,)~+�89 ' - ~ '  

0 

/ j  l-I" (m -{- ~12 ) 2h(2q)m 
o s" ~,(qx)e-a~x,,+ldx ~-- ~f~ (q2+h~),n+.~ " ~ m > - -  1, 

o 
dont la seconde s'obtient de la premiere au ~noyen de la diffdrentiation 
par rapport  ~ h. (~es deux formules out lieu seulement lorsque 
R(h)  > -4- J(q) comme cela est ndcessaire pour la convergence des 
inf~grales ~ la limite supdrieure. 

44. La formula r poss6de une analogie manifeste avec la formule 
o l ,  surfout lorsqu'on la rdduit ~ la forme 

r 

co: . - ~ / J " ( p x )  Jm(qx)e- l '~ 'xdx  
0 

1 

4h 1 p~"qy 1 [*- -?~ m > -  2 " 
V~"n(,~-~) (2~)"+I J e 

- - 1  

Cela donne l'idde de soumettre la formule r 7 aux m~mes opgrations 
qui, appliquges s wl, out conduit ?~ eo~, eo.~, co:, ~s. 

1 e- ~ -  ~u dr u multipliant par ~ u~+~ et in- Ainsi en posant h ~ 2 c '  - - - -  

tdgrant par rapport ~ r de --  cr jusqu'~ ~ ,  on trouve 
r 

_ _ / g " ( p x )  . jm  (qx) .J"  (z } / ~  ~) (k/C-'i ~ 5 ) "  d x 5) 9 

1 

p" q~ z" c '~+'+~ [y"+"+~ (~ V~ + p v ~ _ ~  qt) 

I I  
1 m > - - y ,  n > ~ l .  

On obtient de 1"~ pour n = O, z-~-O, en difl~rentiant le r&ultat par 

rapport  ~ c, 
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1 

- -1  
1 

m >  2~ 

ce qui est la  formule de M. G e g e n b a u e r  ddduite au No. 35. 
c 

45. Posons m a i n t e n a n t  dans  l ' in tggrale  eo~ h ~ . ~  mul t ip l ions  
ct~ c3 2 

le rdsultat  par  ~ e -~ - "~-~ dr u,+i  et in tdgrons  par  r appor t  & r en t re  les 

l imites - -  ~)  et oo. On ob t i en t ,  en supposan t  p -~- a, q ~ b~ 
a~ 

(Vx~+_~) ~ x d x  
0 

1 

a m b m c - - n z m - - ~ +  t f 
. . . . . . . . . .  I J . . . . . .  t (z l /~--a~--b')--4-2abt)  

~, 2 / J  
(z 

X ( l /c  ~ -  a"--  b'-'-~-o--2~abt) . . . .  ~-~ (1--F)~'-�89 
1 n > m > - - ~ ,  

off 
a = l  pour  c ~ - <  ( a - - b )  ~-, 

a e - ~  b ~ _ _  C~ 

a ~ - - 2 a b  pour  (a - -b )  ~ < c 2 < (a-~b)  ~ 

a = - -  1 pour  c" > (a-{-b)  2. 

Pour  z ~ O, n = m A- 1 on  obt ient ,  en mu l t i p l i an t  la formule  pa r  
c~+ ~ et diffdrentiant  par  rappor t  & c, 

aa 

~. = f  J"(ax).J"(bx).J,~(c.~) d~ 
Xm--1 

0 

= [ ( a - ~ - b - ~ - c ~ ( a - ~ b - - c  ( b - t - c - - a )  ( c 2 F a  - b)] m -�89 1 

1 \ m m m J ~ > - - -  

ou eo~t ~ 0 su ivan t  qu 'on  peut  former un  t r i ang le  ayan t  pour  c6tds 
a~ b~ c ou non .  

P o u r  c e ~ -  a'- -}- b ~-, z ~ 0 la formule r donne  
% 
Z - -  d x  a ~ - l b ~ - - t  

~(ax)J*',(bx) J~(x~/a')--~ b~)x~_ ~ (VAT, S), .  ~ . . r [ ~  ~ n - - m - ~ '  
O " 2 

n > m >  
2 



Fonctions eylindriques. 47 

46. Les formules que nous avons d&elopp&s eonduisent ~ plusieurs 
~utres souvent tr~s-remarquables. 

Multiplions l'int~grale r par b f ( b ) d b  et intggrons entre les limites 
0 e t c .  On trouve 

a"+ ~+1(ax )d  (b ) . J ; " (bx )  . b d b  - -  1, 
o o o 

off a d&igne la plus petite des deux quantitds a, c. 
En diff~rentiant cette formule par rapport ~ a,  on obtient 

c 

, v ,  , ~  +' + 0 pour a > c ;  m >  - -  1. 
o 0 

1 
Cette formule a gtg &ablie par H a n k e l  pour m entier. Pour m -~- ~_ 

elle reproduit les formules de F o u r i e r .  
47. Soit dans la premiere formule du No. prde~dent c > a e t  par 

eonsgquent a ~ a. Rempla~ant J " + 1 ( a x ) p a r  son expression que l'on 
obtient de la formule du No. 34., lorsqu'on substitue m - - n  au lieu 
de m ,  "~ savoir 

x~+* P _ 
J'~+t(a x)  - -  02' ~-n-~,,+l . /  J '~ "(xY)" y . . . .  +~(a~'--ye) '* d y ,  m +  1 ~ n :> - 1, 

0 

on trouve 

j 'b,~+~f(b) db 

0 

= . k  [ x , , + , a x  t J . . . . .  (xy)r ay[f(b) J,~(bz)bab. 
�9 + , ,++, ]  d o v+ . 

Mais l'intggration par rapport ~ x peu~ &re effectude au moyen de la 
formule eo~, qui donne par la substitution de m -  n au lieu de n ,  y 

au lieu de a ,  

j " b~ (Y~--b~J--~--I pour y > b, 
J . , ( b x ) J  ,~, " ( y x ) x " + t d x  ~ y.,_. 2 - = - ~ r [ ( _ n _ l )  

o 
0 pour y < b ;  n < O ,  m > - - l .  

Done  en introduisant eette valeur dans la formule pr6c~dente et posant 
b,,,+lf(b) . ~  .F ' (b) ,  n -~  - -  p ,  on aura 

1 Y 

"2s~l~r: F. ~ ~ _~ [ '~ ,  " 2 b ~ v-~db 0 < / ~ < 1 ,  

o 0 



48 N. So~iNz. 

ou encore, en posant y-~-ax, b----yt, 
1 l 

2asmp~ x" dx F (axtjdt 

0 0 

C'est la ggndralisation, d'ailleurs connue, d'une formule edl~bre 
1 d ' A b e l  qui s 'obtient pour p ~ ~-. 

48. Multipliant la formule gdndrale ~s respectivement par  f(b)bdb~ 
F(a)ada et intdgrant par rappor t  ~ b entre les limites 0 et c, par 
rapport  k a entre les limites c et oo, on trouve,  en supposant toujours 
n > m > - - l ,  

ao r 

a, ~ [ ' J " ( a Y ~ )  X~,,+, x f f j - - i ~ i ,  7- d (b) J"ibx) bab 
0 o 

. . . . .  ,(~ v ~ )  -2) ( ~ )  ....... lb;q,.lrl/A?b4 
o 

0 r 

a~Z-T 

o~ ~ d~signe la p]us petite des deux quant i t is  a ,  c et fl dgsigne la 
plus grande des deux quantitgs b, c. 

Posant  z ~ 0 on trouve deux formules moins gdndrales 
Pour les ddterminations spdciales des fonctions f(b), F(a) ainsi 

que de la limite c ces formules fournissent une foule d'autres qui ne 
contiennent plus que les intdgrales simples. 

Il faut choisir pour cela les fonetions f(b), F(a) et la conskante 
c de telle mani~re que les intggrales 

j ' /  (al/S-4 ) ada 
0 c 

puissent ~tre exprimges en terraes ~nies au moyen de fonctions connues. 
Les cas off cela rdussit sans que l'on donne -~ c une vzleur spgclaIe 

sont ceux que nous avons considdrdes duns la section prgcddente; ceux 
off c a une signification sp~ciale sont h chercher parmi les formules 
de cette section. 

49. Le cas le plus simple est celui qui correspond .~ f(b)-~ b% 
]; '(a) ~ a - ~ .  On trouve en ee cas 
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0 

0 
n : > m > - - l ,  

a~ = ~-~ (d/x'+Y~)-- J=(bx):~"+t d x  

0 

oo 

a 2 g - - I  

Z 
1 ~ .< n > m 2> - - 1 .  

Supposant c > a dans la premigre de ces formules et transformant 

l'intggrale au second membre par la substitution y ~-  I /a  e -  b 2, on trouve 

[ " J n ( a ~ )  j , , + l ( c x ) x m d  x 2mllm Jn(az) 
(r -F e'*' , " '  

0 

n > m > - -  1, c > a ,  

d'ot) l'on tire pour z---~ 0 

J "  ( a x )  �9 J '~+~ (cx)  x '~-'~ d x  = ~ r ~  
o 2 n H n  d'~+ l 
0 

n > m > - - l ,  c > a .  

La formule to~2 donne encore pour z = O, c < a 

"J'~(ax) j ,~+l  (cx) x m-"  d x  

0 

r 

a-'~ c - - " - I  f (a"._b~),,- , ,  -~ b~",+ 1 rib. 
2n-7'~-lll(~z --m--  1) �9 / 

0 

I 
Le cas paxticulier correspondant ~ m = - -  V ~ n ~ 0 a gtg re- 

marqu6 pax M. W e b e r  (/i). 

Supposant b :> c dam l'int4grale eoaa et substi tuant au second 

membre 1 / ~  - ~  b ~ - x ,  on obtient 

Mathemati~che A.unalem XVI. Jk 
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ao 

{ "J" -~(cYx~+yO J " ( b x )  x '~+' d x  

0 

r 

y ._~,_ ,  J " - " - '  (yx) x"-'~ d~x 1 (x~+b~) ~ ' ~ < n > m > - -  l .  
o 

L'intggrale qui entre au second membre s'exprime au moyen des 
fonetions eylindriques, eomme nous le ferons voir tout -~- l 'heure .  

50. Considdrons I'intggrale 

T 
f J ~ ( b ~ ' + ' ~  - 1 < ~ < 2~ ~ .~, 

~ 1 4  ~ J  (,T2....{_ h~)n...j-1 ,~ . , 

0 

et remarquons qu'on a 
~o 
j ~2 

0 

En vertu de cette formule l ' intdgrale co14 
suivante 

t~o ~ 

e~ - -  lI~.  +1 l,v y ,  d y  J "  (bx) e 

0 0 

ou, en effectuant l'int6gration par rappor~ 'X x au moyen de la for- 
mule eo~, 

0o 

b m h m - n  (Y"~Y-Y ) y . . . . . .  1 d y  
fD14 ~ 2ra+l .~q .  ~ 

0 

r162 

_ ~..~-- /";~(~+~_) 

0 

Donc en vertu de la formule du No. 42. 

fi}14 

~rb" td"-" 
~'~+ll'in. ~in (n--m) = 

~ / Jm(bx) x '~'+1 dx 
(x ~ + h~)~ + l 

0 

se transforme en la 

y~ 

h X ra+l dx~ 

X n-  .,-- 1 d x .  

3 
- -  1 < m  < 2 n +  2 ,  

{ i . - . , J ~ - .  (w, i)  - i ~ - .  J . - ~  (bh,) } , 
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et lorsque n - -  m ~--n~mbre entier l, 
oo 

" J~(bx)x m+1 dx __ bm+~h-~ i ~ 
�9 ( . , + h , ) ' o + ' + ,  - ~ + ' + l n i J ~ -  {~i J ' (bhi)  --  Y'(bJ, i)} 
0 

Cette derni~re formule a did &ablie par H a n k e l  pour m entier. 
D'apr~s eela on derira 

o 

_.~ =d'-'y '~ { i , ~ j _ , , ( b y i ) _ _ i _ , ~ j . , ( b y i ) }  , 
2~ l'i" (n-- 1) sin m~ 

I 
b > c )  . T < n > m > - - l .  

51. Posons maintenant f(b) = b " J P ( q l / ~ )  ( ~ / ~ ) P ,  3"(a) 

= a-'~JP(y~/a--i-~c--c ~) ( 1 / ~ ) "  et l 'on trouvera en vertu des formules 
co., et e%: 

co 

a, .c~+p+ l " f  J " ( a ~ )  J'~+P+'(c x2V~) x~m+Xdx 
j V~-,+ ~-~ (v~%~)-,+~+ ~ 
t) 

o 

a < c ,  n > m >  - - 1 ,  p > - - l ;  

k y } x ~'-~ 
r 

a~ 

p 
T 2 n - - 1  ? 

Y 
c > b j  y > a ~  n > m > - - l ~  n > p > - - l .  

La premiere de ces formules fournit pour z ~ O~ q ~ O, lor~u 'on  
remplace m -[- p -Jr- 1 simplement pax .p, 

f J" (ax)  . J~ (cx) x~=-"-~+ ' dx  
0 

a 

22 . . . .  p- l -2a--ne--  p f (a~--V) . . . . .  ' (c~--b2) ~ - ' - 1  b ~''+' db ,  
- -  n ~ ( p - - - - - . - ~ )  j 

0 

a < c ,  n > m > - - l ~  p > m > - - l ,  
4 *  
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off l'int~grale au second membre s'exprime par 

I U m  -Tl ' (n--  m ~  1) a2'* c~P-~"-~.F(m -- p .~ 1 
2 Hn 

, m-4:- l ,  n--{-l~a--~-). 

52. Soit  c ~-  cc  dans la premiere formule du No.  48.,  c ~ 0 dans 
la seeonde. On aura 

0 

i T j , , ,  (bx) x m+ l d x  

0 

T 

x "+1 d x j  f(b) J'~(bx) �9 bdb 
0 

a 

= f r < ~  ~- o ~ ( , e ~ -  ~) ( ~ -  ~' ) ~  . . . . . .  

0 

j (  J " - " -  _ 

g ~  - -  m - -  1 

U 

n ~ > m > - - l ,  

. f ' F ( a )  J'~ (a~/~-.-~cU) . ada  
0 

c~ 

b 

a o  

= ~ " . ]  ( V z ~ - - ~ ) "  ~ . . . . . .  ~ 
0 

I 

b m + l  d b  

~ a  

~aZ# - 1 

b �9 

53. Soit f ( b ) ~ b " e  4~, On aura 

co 

. I  (~'~--4-~+ ~1 " 
0 

a 

a,(~h),,+, J . . . . . . .  ~ ( z ~ )  
o 

n D, m > - -  1, 
et pour z ~ - 0  

b ~ 
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, ~ f  d ~ (ax)  e - ~ "  x ~'~'''+1 d x  

O 

_ _  l 4~ ( a 2 _ x 2 ) ~ _ ~ _ l  x ~ +  L "dx, 

0 

n > m > - - l .  

Soit  f ( b ) ~  b" J~(cb*l/~"+~) On t rouve ,  en supposant  

n > m > - - l ~  p : > m > - - l ,  

r 

-. s  : , - ~ . - , ( q y ~ _ : ) ( ~ 5 " - " 7 ' : . . . + ,  e~ 
0 

=..f ,. .. .... .... 
( ~ ) f - - a  t z v a  - - o  j 

0 

d'ofl~ en posan~ /0 - - - - -m-q -1 ,  q ~ 0 et ciiffgrentiant le rgsultat  par  
r appor t  'h c on retrouve la formule e%. Ainsi  cette derni~re est la 
cons4quence de la formule raa. 

b ~ 

Soit  f (b )  ~ J ' ( b q i )  e 4~, On ob t ien t  pour  n > m > - -  1, 

J~(~Y~+ : )  J . , (2hqx)  e --~'e x"+ 1 dx 

0 

a 

j ...... , 
1 ~ / / a  2 - -  b 

~-~'~" j . . . . .  (zl/a'.'__b 
2h~'m a,~ " - - - z - -  

o 

d'ofl pour  z ~ 0 ,  2hq = p ,  

J~ (ax)  J ' ( p x )  e-~'~' x . . . . .  +~ d x  

0 

b= 

J'~(bqi) e 4J, b,,,+1 db,  

a 

e ~' J',, " ~J' - -  b:) . . . . . .  l b,,+1 rib. 
2*,- -rnr[(n__ra_l) in ,  a n h . /  - 2a e (a 2 

0 

Soi~ f ( b )  .---~e - ~ b .  b " .  On aura~ en supposant  toujours n >  m > - -  1 



'~J~ (a ~V-~-~) x ~'+~ az 

O 
a 

V s  . . . . .  ~= ~ , a - - o -  
( V - )(----:--) as, 

x 2 /  

d'ofi pour z = 0  
0 

f J=(ax) xe"+ldx 

0 
a 

S e-~'~ (a ~" - b") '*-m-l b~"+ I db. 

ea ver~u de la valeur r 3 

~l . . . . . .  lq,~-~,- 
"o" bm 

ada  

o , s = 0  pour y < c ,  

d '~' (bx) x.,+ 1 dx~ 

pour y > c, 
p > n > m > ~ l .  

0 
1 

0 a  en tire pour m - - - - - - - - i  en remplagant e -:,~ laar 

ebb+ e-l'b d'6 -- e - '~  1 
2 ~ et posant b~---aye n >  - - 5 ,  

j Jn(ax) dx 
~,~ x ~ + h ~ 

0 
1 

2 
0 

Un cas particulier (n--~.O) a gtd calculg par M. W e b e r  d'une 
mani~re iaexacte: dans sa formule manqtle le second terme ((16) w 2 ,  
form. (15)). 

54. Consid6rons maintenant quelques cas partleuliers de la seconde 
formule du No. 5"- ). 

Soit F ( a ) : a  ~. J~!vYa~)--~ of~ p > n > - -  I .  On obtlent 
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L'infiigrale a~,~ ne diff6re essentiellement de l ' inhigrale to z et se 

rgduit  ~ eette derni~re pa r  la t ransformation x ~ / / ~ .  Si done 
on calcule sa valeur selon la formule r on obt iendra ,  en rempla~ant  
p - -  n - -  1 par  une seule let tre n .et supposant y > c, 

�9 --~;-- x~'+ 1 d x ,  

o 

ce qui n 'est  autre chose que la formule to 2. 
Soit  F ( a ) ~  e - l ' ~ a  ~-1, On trouve en ee eas 

f ( ~l~ j . . . . . .  ~ (c~/-~-_---~.) V h ~ - V  e -J''~ d a  

b 

y~-. b'r, (x~_~hz. .~c, l~q- �89 ' 
0 

et comme r in tggra le  au second membre s'~value au moyen de la for- 

Ix Iu l e  s ~ O n  a u r a  

a o  

"~ "c e -*'~ d a  

b 

- -  ~-~_-~-~) ~ { J . . . . . .  �89 (ib ~ / ~ )  

- -  i . . . . .  �89 J "  ~ + � 8 9  

d'o/1 en part:iculier pour  c ~ - 0  

~7 ~. /"e-h" (a~-V') . . . . . .  ~ da 
b 

COS ( n - - m )  ~, 

- -  i . . . .  �89 f " - ~  ~r ( b h i ) } .  

I e s t  ent ier ,  il faut modifier les tbrmules eou- Lorsque n - -  m - -  V 

formgment ~ l 'expression de eo~4 pour co cas. 

La  formule eo17 pour n ~ -  m ~ - ~  a dig donn~e par  M. W e b e r  (~). 
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.55. Revenons encore ~ la premiere formule ggngrale du No. 48. 
et admettons c > a ,  [ (b )  -~- J " ( b h i ) .  Puisqu'on a 

J ~ (ch i). c x J  ~+I (cx) - -  ch i J  ,~+z (ch i). J m (cx) 
J m ( b h i )  J " ( b x )  b d b ~ - ~  ~ + h ,  - 

0 

on obtient 

0 

"c" " f J " ( ~ )  J"(ex)'c"+~ d:~ 
- - c h i J " + ~ t  n ~ ) j  ( x~y.Z_+~), ~ x ' + h '  

0 

0 

= ( h i ) , ,  ( V ~ _ ~ )  ~ , n > m > - ~. 

b'+ 1 db 

Si l'on remarque que les 4r intggrales au premier membre ne 
different I'une de l'autre que par la valeur d'un param~tre, celle de 
m, qui est remplac6 par m - J - l  dans ]a premiere intggrale, e~ que 
l'on compare l'6galitd obtenue avec l~ formule (82); on est conduit 
d'admettre 

a~ 

0 

" a ~ ( " ~ )  (J~)" {J-",(~7,0+ a , , }  2 sin m ~ (ll:.-~_-h-~),~ 

ce qui~ substitu6 dans la formule prdcddent% fournlt 

J" '  (chi )  C,,+~ .j- j,,,+z (ch i )  Cm = O, 

d'ofi l'on conclut 

C,, = - -  a,,, . i -'~', J,~ (ch i ) ,  

a,,, grant une fonctioa pgriodique de m(a,~ ~ am+O. 

56. Pour dgterminer cette foncfion revenons encore une lois ~. 
la premiere formule du No. 48. et posons f ( b ) ~  J - " ( b h i ) ,  en ad- 
inerrant toujoum c :> a. Si l'on remarque l'r 
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r 

f j_,,,(bhi)J,~(bx)bdb= J--"n(eM)'exJra+l(exl+ehiJ--rn-l(eht)'J'~(r x) 
x ~ + h t 

0 

2 sin m~ x ~ + - -  
~ ( h # ' ~  x ~ + h  ~ , 

on obtient 

c a  tcn ) J  ( ~ ) ~  x~+h' 
0 

00 

+ chi J-"-~ . . . .  f" d"(agx~z2) J~a(ex)xrn+ldx 

0 
a 

0 

_ [ "  _3_ 2sin~,~ J2 ( a ~ )  x~"~+~ax n > m > - - l ,  ~ > 2 m -  2'  

0 

et si l'on substitue clans cette Squation la valeur de eols qu'on vient 
de trouver et que l'on fitilise la formule (82),  on obtient 

J~ (aW~-~) h '~ . ~  ( ~ ) , ,  r 
a 

- -  ~ 
0 

0 

Cette 6quation montre que a., ne dgpend pas de c; quant ~ la 
pdriodicit6 de la fonction a.,, ddterminge par ce t~  gquation, elle se 
ma~ifeste par la transformation suivante. La premiere inNgrale au 
second membre peu~ ~:re gerite 

a 

0 

et se r~duit au moyen de l'intdgration par parties 

o.-'ql(--m) 

0 
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la seconde inhigrale se reprdsente eomme 

J ' ( ~ Y ~ )  x ~'~-~ (:c,+h--~) ,Zx 

=:  [ ' J " ( a V ~ )  x~,~_,dx_ .2 f J " ( a V ~ )  

o 0 

x 2m-1 dx  
x ~ + h ~ , 

o/~ le premier terme se calcule au moyen de lu formule du No. 37. : 

F J ' ( a V ' - ~  ) x~m§ - -  2ra'[-[ma-n j . . . .  1 (az)  ,-~/ _ _  ( ~  . . . .  ,. 
d c y ~ ) "  

0 

D'apr~s eela l'gquation qui ddtermine a,~ devient 

j ,  (a z~l/T:---i~) h '~'-' 

0 

a~ 

2, ~i. ( m - - l )  ~ [ ' J n ( a V ~ )  x ~',-1 dx  
~(jd) ',,-~ , . /  ( ~ ) , ,  : t - + h ,  , 

0 

ce qui prouve la pgriodieitd de eette fonetion. Nous allons d~montrer 
maintenant que ao, ~ 1. 

57. A eet effet reprenons l 'gquation qui dgtermine 6., et tmns- 
formons la seconde int~grale au second membre par la substitution 

, , , 
- -  x ~ - -  e -u ~'+~ d y ,  x'~+h ~ h h + ~ -  

o 

qui fouruit 
r 

o 

co r 

e-"', d~, f J"(~l/~) -X--x.~, , ,+ ~ 

0 0 

Mais l'int~grale par rapport .~ x au second membre peut ~tre 
remplae~e par une autre, prise entre les limites 0 et a ,  en ver~u de 
la premibre formule da No. 53., qui donne sa valeur ~g'ale 
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aa(2y)~'n+l ] z e ~v b~=+t rib. 
0 

Done 

< ) = ~ a . - , . - ~  ( z V ~  ~-) ~ " - ' - ~  b~-,+~ ab 
2 a  a 7 ' 

0 

X 
(2y) m+l 

0 

ou encore, en vertu de la formule du No. 42., 

? 

~) = 2 , i n ~ = . a "  ( l~ - - -  ) " 7 { i " J - " ( b h i )  
0 

- i - , .  J ~  ( b a O  } 7 , ~  rib. 

En substituant cette valeur duns l'gquatiou qui d&ermiae a,, on 
trouve 

(VV:-~)" r a~ 
a 

. . . .  I J . . . . .  , ( z / a - ~ - - b  ~-) ~, ~ ]  J "  (ba~') b"+' a~ 
a ~ , . ]  

o 

d'ofl I'on conclut, en vertu de ]a ibrmule e%, que a,, ~ 1. 
Done fmalement 

a~ 

~',~ = ]  ~4-.-~z),, . ,  + h, 
0 

. s . ( a ~  (l~i)-,{ J - " ( e ~ O  - i - ~ , .  j , , , ( e h i ) } ,  
.,. ~i. == ( g ~ -  h,) .  

n ~ m ~ - - l ,  a ~ c .  

En multipliant cette formule par a% et la diff&entiant par rapport 
"~ a on s'assure qu'elle a lieu pour n > m - -  1 > - -  2- 

Pour  z ~ h la formule qu'on vient de trouver ne sera qu'une 
ggndralisation de la formule ~1~. 

Lorsqu'on suppose m e-tier~ t o u s l e s  caleuls pr4c4dents forebear 
en d4faut, parce qu'alors il faut employer la formule (83) au lieu 
de (82); mais |r rgsuRat final sera le m~me qui s'obtient lorsqu'on 
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dgtermine la valeur du second membre de la formule COts pa r  la rggle 
ordinaire da caleul diffdrentiel. Done en ce cas 

o o  

~'ls -----y (V~)------~, z~+h~ 
0 

_ J . ( a ~ )  (hi) . ,{  ~iJ.~,(chi) - Y,~(chi)  } .  .2 ( r g - : ~  ) . 

Cette formule pour z ~ 0,  n entier  a dr6 obtenue par  H a n k e l .  
1 

Posant  duns la formule gdadrale r m ~ ~___ ~- et diffgrentiant les 

r6sultats par  rapport  ~ c ,  on trouve pour z ~ - 0 ,  l entier  

J~ (ax) x ''~ cos (cx)  d x  
x ~ x ~ -t- h~ 

0 

�9 t i  (hi).~,_~_l e _ ~  ' J " ( a h i ) ,  n > t 5 - -  ~ .~ , a < c,  2 1 <  n - J - ~ - ,  

; J ~  (ax) x 2z-bt s i n  (cx) dx 
�9 x" x" ~-  h ~ 

0 

(h i )  2~-~ e - ~ / ' .  J ~ ( a h i ) ,  n > 1 3 - ~ - 2 -  - - : Y '  a < c, 2 1 < n - J r  ~ .  

Ces formules ont  gig communiqudes sans ddmonstrat ion par  t t a n k  el. 
Duns ]e second mdmoire de M. W e b e r  se t rouvent  aussi les cas 

particuliers de ces formules correspondants  h n ~ 0, / ~  t), ainsi  que 
le eas part icul ier  de la formule gdngrale ahs correspondant  ~ z ~ - 0 ,  

1 
n = v ,  m = O .  

58. Considdrons l ' intdgrale qui s 'obtient  de r~s pour z ~ O, n -~- m ,  

J J"(ax) J "  (cx):~dx 
r176 ' 9 ~ x~ -4- h ~ 

0 

. . . .  ~ J " ( a h ~ ]  { J - * ~  ( c h i )  - -  i - e "  J , ,  ( c h i ) }  
- -  2 s i n  m ~ 

et substituons-y 

ata 
f ,  I It  x ~ \ 

I i ~ - -  " "i-~+~,d " 
~ + ,,~ = ~-h- h:; ; x~.~ - ~h j e @" 

0 

On obtient  
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~9- '~  ,n a x  " cx) e ~A x d x  

0 0 

o 

de sorte qu'on peut dcrire 

0o 

\Y~ / 7  
0 

= ~ J " ~ ( a h i ) { J - ' ~ ( c h i ) - - i - ~ ' ~ J ' ~ ' ( c h i ) } ,  a < c, m > - -  1. 

Remarquons maintenant  que les deux membres de cette dgalit6 devien- 
nent  synectiques par  rappor t  ~ a si on les divise par a '~, et comme 
elld a lieu pour a < e, on en conclut que, divisde par  a",  elle aura 
lieu h condition rood a < c. Donc en substi tuant ai au lieu de a e t  

posant au premier membre c~--a  ~ -~-x ,  on obtient  
Y 

: 
h t e --a~\ ( ) 

- - ~ ( x + - , - ~ - )  ~n a e h x  d x  J ~ - ~  

o 

"t*~' J " ( a h )  { J - ' ~ ( c h i ) - - i - 2 ~ ' J " ( c h i ) }  a < c, sinm~ 

OU enfin, en supposant h rgel et dgsignant 

o~ 

h h ._~ pe,  ~ (c ~ _  a 2) = q2, ach 

- -  d x  

o 

m > - - l .  
t 

Pour m ~ -~- ~ on obt ient  les formules connues. 

59. L' int6grale o20 se transforme au moyen de la  formule wt en 
une aurae qui ne contient  pas d'exponentielles. 
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La formule mentionnde donne 

Donc 

oo 
C / x \ ' , +  I 1 / j  zy~ 

: = I,~) - ~ z J  "~ (qy) e -  u 
0 

y"+' dy 

2 x m + l  / "  -- ~ ] J,,(2qt)e-~t,,,+~dt. 
q J 

0 

- - _ _  ,a ,,~+1 -(~+~,"-)zJm +'X xr"dx f i 3 2 0 -  qr+, 

o o 

+-"+~ n ( , ~  - -~) / '  
= .  ~_ ~+(~y '  1 ~ 2 q t > ~ + ~ a t  1 

V =  ~q+,J  {~+(t.-+~>:~}"+.i' m > - -  ,~, 
0 

Cette derni~re intdgrale s'exprime en consgquence par les fonctions 

I M e y e r  Vorles. iib. d. Theorle d. cylindriques. (Comp. pour m ~--- -~- y 

best. Int.~ p. 310.) 

60. Posons q ~ b dans la formule cos, mul t ip l ions- la  par  

b",+~J'~ (z I / ~ )  '~db et intdgrons entre les limites 0 et 
a;  on obtient ea  vertu de co2: 

( ~V~+-~)-+,,,+ 1 
0 

a 

~,,,n (m-• r 
- -  ~..~ a,;-.,Z,_gU y J.(zt/a-=-'--~) ( ~ ) "  

0 

Pour z ~- -0  eela donne 

m > - - -  

b ~"rt-1 db 

(b~+h~)" + �89 
t 
2 '  n > - - l .  

, ]  ~ ~- ~=-~~-~_~1~bb.-,-,~{~-b~-)-~v+b'- ,) . . . .  -~~h 
0 0 

~2mam+'~+lh-~m--1 dF(m i 
- ~ ) ,  0')- "~'§ "4--~, m-t-l, r e + n + 2 ,  a~ 
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6t .  

et int~g'tons en~e les limi~es 0 et a. En d~signan~ par Q ' -~ (b~ i )  
l'expression 

~in ( n -  m) = 
3 

on trouve p o u r / o > O ~  n : > - -  l ,  - - 1  < m < 2 n +  

aa 

o 

hm-n a-rn--1~ /~ 

o 

Remarquons maintenant que Q"-~(z)~--Q~--~(z). Si done on pose 
successivement n ~ q + s, m ~ e / ~  s e t  puis n ~ q - -  s, ~n = q + s, 
on obtient deux formules eontenant au second membre une m6me in- 
trig-tale dont l'61imination fournit 

ao 

2"]'l (q + s) h~ 'a -  , . ]  - ( ] ~ ~ 2 ~ - ~  �9 ix,+h~fl+, +, 
0 

. . . .  ~:s s / - ' J P + q + S ( a V x - ~ + ~ )  x2q+2v~'ldx 

o 
3 

1 o > 0 ,  q --t_: s > - -  l , q ~__ 3 s > - -  V . 

_ •  Soit z ~ 0 ,  s ~ l  T + q  4 ~ n "  On trouve en ee cas 

a~ 

j j  3( ) n+ a x  

0 0 

1 
n > q - - u  q > - - -  

1 on obtient d'ofi pour q---- 4 

2q+�89 
(x~ +h~) q+ -~ 

3 

oa r 

J x"+�89 ~ - -  ~ d x- ~--4-~' ~ >  -2, 
o o 

62. Une autre relation e'lggante entre deax intggrales ddfinies 
fournit la formule ~s- Si l 'on y template h par h-a t- y et qu'apr~s 
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avoir multipli~ par  e-i~ J "  (py)y~ dy on int~gre entre les limites 0 et  cx~, 
on obtient 

o { ~  + (~ +~)~}', +,l- 

o {q~ + ch + ~)~}~+~ ' 
1 a l ~ ( h )  > -4- J ( q ) ,  I t ( k )  > -4- J ( ~ ) .  n > 2 '  m >  - -  -~ ,  _ _  _ _  

On en troave pour p -~- O, apr~s avoir divisd la formule par  ~*:  

y2,, dy 
(z,:+ x) 2 ~ r - -  ~-m--~n  - / e - ~ ' J '  

(~' + @ + u)q ' '+ �89 
o o 

Cette formule reste gvidemment vraie, lorsqu'on admet h ~ ~ a i  et 

qu'on prend en m~me temps q ~ b, m < 2n  --~ l ~ .  Si l 'on pose encore 
a ~--- b ~-- 1, on obtient finalement 

ct~ 

g xm d x 
" (x) e;(~+ ~) (k+x)2,,+t 

o 

Pour n - ~  0 cela donne 

~ ' ~ r f ( . ~ - -  '--~ I r o: ,~ . 
'. 2 ,  �9 ~ y" - -  - '~dq~  

. . . . . . . . . . .  c k' I e - ~ -  ~ �9 

0 

f j x u' d x  
" (x )  e"x+ ~) x + 

t 
0 

1 
(,o+ ,-)l, s . . . .  

7 )  ay ,  

0 
1 1 

Or l ' in~gra le  au second membre est connue: elle a gtd employde par  
H a n k e I pour obtenir les ddveloppements sdmieonvergents des fonctions 
cylindriques (Math. Ann. ], p. 49 I ) ;  sa valeur est 

,, rr (-~)v~-k,~ ~-~;+.~(,:+ �89 J_-'~(k)--~-'~:'j'~k) 
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Done on aura 

f J " ( x )  e~(~'+t) "~ - -  rt]~'n J'~*(k)--g~niJ-'~(k)sin 2m= , ---~- <: m < ~ - , 1  1 

et pour m ~ - 0  

fo '  =i jo (k ) .  J~  d(~t  ~) ~ -'~ __ -~- 

On en cone[ut 

c~ m - -  ~ d x ~  J-,~, (l~) ~- ~ sin (x+~) 
=k~, (~) ~+~ 

o 

g0(k)= 0(x) ~+k dx, 

/ 5  ~o.(x+k) 
o 

1 1 - - u  

On peut transformer cette expression dl6gante de la fonetion YO(k) 
de la mani~re suivante. Remarquons qu'on 

cos (~ q- k) 
x-l-k 

done, en substitumat 

J J x q - k  

H 
1 

~]'~i,,t(~+ 1~). at; 

O o o 

ou enfin, en vertu des formules du No. 38., 

I ~176 

Y~ ~ - -  ~ 4  x +----~ q- in //1 --  t '  

zf 

T ~ 1 7 6  
- -  2 f J ( z )dz  g x q------k {- in (keoscp) dcp, 

Par tan t  de eette expression on trouve en vertu de la formule (77) 
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0 o 

V .  

Equation diff6rentiello dos fonctions cylindriquos. 

Les fonctions cylindriques J " ( x ) ,  J - "  (x), Y"(x)  satisfont, eomme 
on salt, ~- rdquation diffgrentielle lindaire du second ordre 

(85) 1 (1 y dx---~ + 7c dx + -- = 0 ,  
dont nous avons compl~ement ignor6e l'existance dans tout ce qui 
prdedde. 

C'est en partant de cette 6quation que H a n k e l  a construit les 
sgries et ]es int~grales ddfinies de la forme 

b ~ 

x~ f e . ( t 2 -1 ) "  ' V dt ,  
a 

qui reprdsentent les fonctions cylindriques. 
Nous reprenons cette 6quation pour 6tudier la forme symbolique 

de sa solution. 
63. La solution symboHque de l'6quation (85) a gt6 donnde par 

M. H a r g r e a v e  (Philos. Trans. 1848 p. 31) sous la forme 

y ----- x" (1 + D 2 )  " -�89 e sin x +x V, cos x , n > - - ~ . l  

Considgrons les solutions particulibres qui en rgsultent. 

Soit C 1 = 0, C = 2 �9 La ibnction sin x est ddvelop- 

pable suivant les puissances enti~res l~ositives de x. Si l'on effeetue 

ce dgveloppement ainsi que celui de ( i + / ) 2 )  . . . .  2t selon la foxmule du 
binSme, on obtieat la s6rie qui coincide prdclsdment avec la s6rie de 
J"(x ) .  Done 

( ~) - - ,  n > - ~ .  (86) d"(x) = V~. ~"~ ~ -- ~ 

64. En remarquant qu'on a 

*inX= fcosx t .d t=k  t r  le':~r 
x Jo  2 j  . d  

- - !  0 

on trouve immddiatement la forme ordinaire de la fonction J " ( x )  
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1 

= 

- - 1  

- a t  

~- l e~ c~ sin~" tP dtP" 

0 

Faisons ici une remarque importante. Lorsqu'on a ~. effeetuer une 
op4ration quelconque r (/)) sat  une intggrale d4finie et qu'on l'aecom- 
plit, comme nous venons de faire, sur la fonction qui se trouve sous 
le signe f ,  il est n4cessaire, pour que le r4sultat ne soit pas faux, 
que cette opdration n'ait introduit aucune fonction qui ne serait pas 
uniforme entre les limites de l'int~grale. Pour 6claircir cette idde, 
prenons comme exemple la fonction J~ Si on la reprdsente par 

~/d~c~ on trouve 

ce qui est vraie, la fonction / 1 - - c o s ~  introduite par l'op4ration 

F ' I -~-D ~ restant uniforme entre leg hmites 0 et x. Mais si l'on prend 

u 0 

on obtient 
2g 

, f o  �9 /1.-[- D2.J~ ~. --~ os(xsmcp)eos q0 dq0 ~ 0, 
o 

ce qui est faux, et la raison e n e s t  que l'op4ration / i  + / ) ~  a introduit 

la fonction cos q~/l--sin~p qui perd son uniformitg entre les 

limites pour ~ ~ -T" 

65. O n a  

ro 

D'aprbs cela on peat 6crire 
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0 

d'ofl l'on obtient 
a D . ~  

J"(x)~ F_~. 2~iZ(, _ ~) l " ":'-~j~ e-xlt-'~(t2-2it)~-~-e-~(~''? ( ~ t2 2it) =-�89 

0 

0 

0 

et finalement, posant x t  ~ u ,  
o0 

0 

+ 0 - "  ~" - �89 a.  2 x /  / 

0 

C'est d'une formule analogue que H a n k e l  a obtenu le ddveloppement 
s~,miconvergent de la fonction J~(x) .  

66. La formule (86) fournit 

J=(x)~- 2x" (i.~_/).)~_~. (I_~/)~),~--: sinx 

,"rr(m- ~) j,,,(~> , 
~ x -  (1 + D'-')--~ m > 

o.r[ (~, _ 9 x" ' , 

M~is en vertu de la formule eo~ on aura 

co 

-~ ,_  ( y ) . y  .e  �9 e ly ,  
(1 + D~) " -~  ~-~-~- �89 ,, ~ , , o - ~ -  1) 

0 

m > n .  
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Donc 
~o 

I 

d ~ (x)  ~-- 1 /2  ~ - , - - i - x - -  ~ / J (Y) d y  
n t~ - ~) rr(m-~- i)~/ (z-Y)~ 

0 

0% en rempla~ant x par - - x  et remarquant que la fonefion J r { x )  zp 

est pair,  
~m 

rr (n  - -  T ~ -  ~ I o tY) �9 

0 

1 
r e > n >  - - ~ .  

1 
Pour m-~- ~ on retrouve une formule du No. 62., en remplagant n 

par - -  n. 
67. Considdrons maint, enant la seeonde solution particuli~re qui 

sin n~ 
s'obfient de la solution gdndrale pour C - ~ - 0 ,  C 1 ~-  

2//u lorsque n est un 

nombre entier. Nous nommerons cette solution C~ (x) de sorte que 

(87) 

Comme on a 
1 

cosx 1 / s i  
- n x t .  

on trouve 

C.(x) -~ C,x"(l + 

d d t  - t ~ d t  " 2i  d r ,  Z ~ ( x a )  > O, 

Qo~ 1 

Ao,  
- ' ~  " 6  

ou, en posant t x  ~ a~ dans la premibre intdgrale, t ~ cos r dans la 
seconde, 

$ 

0 
1 ~ > - - - - .  
2 

La forme (a) de lla solution particuli~re de l'dquation (85) a dig 



70 N. S o ~ .  

eonsiddrde par M. W e b e r  au tome 75 du Journal fiir Mathematik. 
La forme (b) nous semble prdfgrable parce qu'elle a lieu pour chaque 
valeur de x. 

68. La solution particuli~re C~ (x) dolt s'exprimer lingairement au 
moyen de J"(x)  et J-'~(x),  ou J"(x)  et :Y~'(x,) et l'on peut admettre 

C,~(x) ~-- A,~J"(x) + .B,,J-'*(x) ou ~- a~J~'(x) + b~ Y•(x). 

En considdraut la valeur de x'C~,(x) pour x ~ - 0 ,  on trouve aisdment 
B,, ~ b,, ~ 1, paree que c'est &eette condition que nous avons ddter- 
mind la constante C I. Quant ~ la constante A~ ou a ,  ~elle peut ~tre 
ddterminde, s l'exemple de M. W e b e r ,  au moyen de l'intggration 
ddfinie. Si Yon multiplie la fonetion C,~(x) par xq dx et que l'on in- 
tdgre par rapport s x entre les limites 0 et ~x~ on obtient, apr~s un 
calcul assez eompliqud, A~ ~ - -  cos ~ ~ en supposant - -  �89 < n ~ �89 

~ �89 Cette valeur de A~ reste vraie pour n ~--�89 comme on s'en 
assure immddiatement, et pour n ~ -~-, puree qu'on trouve aisdment 

d C~ (x) C,+ l(x) 
d x x n x n  3 

ce qui conduit "~ admettre A,+I ~-----.4~. Done fiaalement _A~ ~ - -  cos n 
pour n ) - -  -~-. Qaant ~ la coustante a , ,  elle a dtd ddterminde par 
M. W e b e r  et dolt ~tre admise dgale ~ 0. Remarquons en passant 
que les formules ndcessaires pour eerie ddtermination s'obtiennent im- 
mddiatement de l'intdgrale eo 4 si on la diffdrentie par rapport ~ q et 
qu'on pose ~ ~- O, ou, encore mieux, si on la diffdrentie par rapport 

n e t  qu'apr~s avoir introduit sous le signe f l a  diffdrence d J - n x  d J n x  
on admet n ~-. O. d~ dn 

69. Posant 

COS X 

X 

on obtiendrait une formule analogue .~ eelle du No. 65. 

Enfm l'application de la formule ca s fournit 

yO(x) ~ - . -  2 [ JO(y) cos(x--y) dy 
"t 

X - - y  

ce qui est assurdment faux, l'intggrale contenant les dldments infini- 
merit grands. Pour dviter eette circonstance, dcrivons 

1 cos ( - - x )  

et Yon obtieat an rdsultat juste 
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a~ 

f j  cos (x-t-y) d y .  y o  ( x )  ~ - -  " ( y )  �9 ~ + y 

0 

La formule (87) fournit encore 

Y~(x)~- ~ "  ~ 

0 

VI. 

l~ouvelle m~thode pour obtenir les d~veloppements d'une fonction 
continue en s4ries. 

Si l'on rgflgehit sur la mgthode que nous avons suivie dans la 
prgmi~re section pour obtenir les dgveloppements (22) et (23), on d~- 
couvre aisgment que son succ~s repose essentiellemeut sur les deux 
fairs suivants: 1 ~ que routes les fonc~ions de la sgrie (1) sont exprimables 
au moyen d'une initiale So(x) par les formules (6) et (10), et 20 que 
ron sait d6velopper e ~Ic~ en une sgrie proc6dant suivant les cosinus 
de multiples de A, ou~ ce qui et la m~me chose~ que ron sait dgve- 
lopper e ~ en une s6rie suivant les fonctions 

( -  D + D~r~-l)~ + (-- ~ -- ~ : ~ - 1 )  ~ . 
2 

On voit d'apr~s cela que ]es consid6rations de la premiere section se 
preterit tout naturellement ~ une grande ggngralisation. 

70. Supposons que l'on air form6 une sgrie de fonct~ons 

(I) So(x ) ,  S,  ( x ) ,  S 2 (x ) ,  . . .  S , , (x ) ,  �9 . .  ' 

en suivant la loi, exprim6e symboliquement pax la relation 

(H) s .  (x) . . ~  , ~  (.D) . So (x), ~o (D) = 1. 

Supposons de plus clue [on air obtenu d'une mani~re quelconque le 
dgveloppement suivant 

qui a lieu pour chaque valeur de x et pour une sdrie plus ou moi~  
restreinte de valeurs de a. 
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d En rempla~ant x par le symbole D ---~ ~ -  et multipliant l'ggalitg 

(III) par So@), oa obtient 

(Iv) so (. + x) =~'~o= s~ (x). ~ (~), 

d'oh pour x ~ 0 on trouve encore 

n ~ o o  

(v) So (,~) = ~  s~ (o). ~(~). 

Les limites entre lesquelles ces deux ddveloppements ont lieu se d~ter- 
minent dans chaque cas particulier comme on verra plus loin. 

Si le ddveloppement (III) reste vrai aussi pour chaque valeur 
de a,  on peut 6crire, en dchangean~ entre elles les lettres a ,  x, 

~ o a  

(vI) ~ = ~ ( ~ 1 .  ~ (x), 

d'oa, en rempla~ant de nouveau x par D et multipliant par So(x), 
on obtient 

7 t ~ c ~  

So (~ + x) = ~ r , ,  (x). ~ (a), 
~ = 0  

(vii) 

et pour x ~ - 0  

(VIH) So(~) = ~ T ~  (o). ~ (~), 
~ t ~ 0  

ot~ 

(IX) To(x), T,(x),  T2(x), . . .  T~(x) , . . .  

reprdsente une sdrie de reactions formge selon-la loi symbolique . 

(X) T~ (x) ~- ~, (D) .  S o (x).  

Ainsi partant du ddveloppement (HI) de la fonetion exponentielle nous 
avons obtenu les ddveloppements (V) et (VIII) d'une fonetion queleon- 
que So(a ) suivant les fonctions de la 

�9 0(~), ~,(~), ~2(~), 
ou de la sdrie 

~(~), ,~,(~), ~(~}, 

Ccs deux dgveloppements ainsi que les 
~tre appel~s correlatifs. 

Faisons quelques applications de 

sdrie 

�9 . . ,  ~ ( ~ ) , . . .  

deux sdries de fonctions peuvent 

ces formules gdndrales. 
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off 

o~(~)= n(,-~)n, r 
.(~--1) 2 ~-s 

+ 1.~-(~+~--l)(~+~-~)" ~--n . . . . .  } 

71. On 6tablit tr~s-simplement la formule suivante 

1 f C z ~  dt (z ~ - f  
2=i ,I t-~ ~ nO,-1) ' B(,~3) < 0 

ofz vest arbitraire et le chemln d'intdgration commence au point 
oo ~, entoure en sens positif le point t ~ 0 et revient au point de 
d@ar~. 

En introduisant au lieu de tune nouvelle variable r ~--t + #, 
on trouve 

o~ le cbemin d'in~gration entoure ]e point r ~-z~ correspondant 
t ~ O. Comme ce chemin est du reste arbitraire, on peut le supposer 

l 
form6 d'uae ellipse aux demiaxes -~(_R + -~-)et ~ ( /~  - -  -~),d6ente 

autour du point r = 0 comme eentr% et d'une ligne droite qui 
conduit d'un" point de cette ellipse ~ co.  ~. 

Cela pos6, transformons la dernibre int6grale, en y introduisant 

l ( s  ' )  une nouvelle variable eL admettant r ~ + y . On s'assure ais6- 

ment qu'~ l'ellipse que parcourt r eorrespon~d une circonf~rence de 
rayon R que dolt parcourir s e t  qu'~ la ligne droib qui conduit r 
co ~ correspond un fragment de l'hyperbole qui conduit s au m~me 
point oo ~. On aura done 

P F ~ / 1 \ ' l  t x 1 1 (Xl) e .  TT<,--,> __1 ) 
~-- # , _ ~  2~ V 

~ [~ij ~ 1 ~, 1 _ _ ~ \ - "  - , -  1 1 
~v-- I 2 

1 La fonction (1--2z. T +-~)-" se d6veloppe en sdrie suivant les 

puissances entibres de -~, ~ savoir 

( , .1 - ~ .  T + O~ (~).s-% 
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! reste et cette s&ie sera assardment convergente ~.ant que rood 7 

moindre que le plus petit des deux modules de z + ~ ~ 1, ou rant 
que rood s reste plus grand que le plus grand de ces deux modules. 
Comme darts notre intdgrale rood s > / ~ ,  il faut admettre rood 
(~ + / / ~ )  < / ~  et alors on peut dgvelopper la fonction qui se trouve 

sous le signe f .  Ainsi en supposant rood (z + / / ~ - - ~ - 1 )  < / ~  on aura 

~tJ 

e "o-'~'T'<'- '> ~ ' C :  ' f , ( , + r )  .... - ' ,  ' 

_ ~'nc,-,> ~ c: (~). 
r162162 

ou encore~ en effectuant les intdgraLions par parties, 

, 1-~( ,+~-)  ~ 

Or la premiere forme (43) de la fonction cylindrique J ' ( x )  peut 
s'~crire 

~ ~  

i" F~("+5) d,i J . ( . i )  -= . ~ = j  ~ . . . .  (,>,+. , ~ ( ~ r i )  < o, 
av.y 

ou, en posant t i - ~  s ,  7 i--~ ~ ,  

" J e ~ ( . +  ') J " ( a i )  ~-- ~ ~ .  % as 

Donc finalement 

R(.~) < o. 

(xu) =-'-~ J~+~(~ i) ~ o = 2 " r T ( ~ - U ~ ( . + ~ ) c : ( o .  ~"(.h)" ' 
n---~0 

rood (z -4- Vz  2 -~-1) < R. 

Ce ddveloppemeut conduit "~ deux ddveloppements d'une fonction 
continue. 
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72. Si l 'on remplace en premier lieu a par  le symbole D ~-___d 
dx 

et qu'on mult ipl ie  le rdsultat pa r  So(x ) on obtient 

(XIII)  &(,+x) = 2 . n ( , , -  1) ~ (n + ,,) c." (,) J:+.(i~) 1).& (x), 
~,=o (i D) ~+~ 

~od (z + VT:-i- 1) < g,  

d'ofi pour x == 0 on trouve encore 

n ~ o o  

(XIV) S~ "~ ~o= (n--l-v) a.C~(z), rood (~ • V?~-~- I) < i% 

a ,  ~--- r I  (v ~ 1 ) . ~  so ~**+2~) fo) . , )  

Remarquons que les coefficients dans les formules ( X l I l ) e t  (X.IV) 
�9 1 

s 'expriment  ais4ment au moyen des intdgrales ddfinies, lorsque v > - -  ~ .  

On aura en ce cas 

J~+'(i~ /)-& (x) 
(iD)~-* 

~_. l_ f e  r sin~"+ ~" co. dco. .D* S o (x)  
1 

0 

~-- t f s o ( " )  (x + cos en) �9 sin * '+z"  e .  dea 
1 

n 
0 

et 

a~ ~ - - -  - - -  # ~ " J  (cos ca) �9 sinS~+ 2" co �9 d e .  

0 

Quant aux conditions de convergence des deux ddveloppements 
(XI I I )  et: (XIV) ,  on les ddtermiae aisSment. Soit  z 1 le poiut  cribique 
de la fonetion So (z.-{-x), le plus proche ~ l 'origine. Le d4veloppement 
de .Taylor, c ' e s t -~ -d i r e  la repr&enta t ion  de la fonction S o (z.-{-x) par  

a~ &,rx_____L 
*) So (~') (0) ddsigne la valeur de la deriv~e dx"  pour x -~  O, 
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l'expression e~DSo(x) n'aura lieu qu% condition rood z < rood z 1 et 
comme au d6veloppement (XlII) correspond la condition de la tbrme 

rood ( z _ - 4 - / ~ )  < / ~ ,  on doi~ admettre rood (z _ - 4 - / ~ )  < rood 

(~ +/~,-~7-1). 
73. En supposant B ~ - o o  duns la formule (XI), on pourra con- 

sid6rer la condition rood (z __~/z-v~-i-- l) < / ~  comme satisfaite pour chaque 
valeur de z ,  quelle qu'elle soit. Si l'on remplace alors duns la for- 

mule (XII) a pa r - i - ,  z par i D  et qu'on multiplie le rdsultat par 

So(x) ,  on obtienf~ 

(Xg) So(a+x)  _ 2 , r l ( v _  l ) ~ o  (n + ~ ) =  j~+,(.)~ c; (i z) _ So(x), 

et ce ddveloppement aura lieu en m~me temps que la ibrmule de 
T a y l o r .  

l La formule (XlII) donnera aprbs le change- 74. Soit So (x) = -~- 

merit de x ea - - x  

off 

1 - - - -2~n(v-1)~ .~  (n + ,,) O[, (z) J~+'(iD> Tx~ 
x -- z (i D) "+~" x "+1 

rood (z ~___//z~'~-- 1) < rood ( - -  x _+ I / ~ ) ,  

J~'+"(iD) ]-I'n __ 1 " ~  ]7(n+2p) 1 
(i D/Z+ * ~cn+ l 2u+~ . ~ J  ~----o 2~PWPYI(n'q-)'27P) xn+~P+t 

z~ 

Tl'n f sin u~+~" o) �9 de~ 

J 
0 

rood x > I. 

La formule (XV) donne aussi 

~--~'.),rl(~,-l)z_, (n+v) ," . , - -  _~_. 

Le d4veloppement de 1 a 4t4 donn4 par M. H e i n e  pour le 

c a s v  ~- 1 .  Je l'ai gdn4ralis4 au cas de v quelconque duns url mgmoire 

,,Sur le ddveloppement des fonctions en sdries infinies" lu devaut la 
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29 janvier 1870 et imprimg en Soci&g mathdmatique de Moscou le ~ -  

russe au tome V. du Journal de la dire Socidtg en 1871. ~J'y ai employd 
la notation de M. H e i n e  

p - - 1  

1 11 -~ = 

A la fin dR m~me mgmoire (p. 372) j 'ai donng aussi le dgve- 
1 

loppement de la fraction 1 pour le c a s v  ~ T"  La re&bode que 

j 'ai  suivie pour obtenir ce ddveloppement conduirait ati d&eloppement 

de 1 pour v quelconque, si, au lieu de la formule particuli~re de 

M. H e i n e ,  j 'avais employd ma formule ggngralisge. 
Plus tard~ mais assu%ment sans la connaissance de mon mgmoire, 

M. G e g e n b a u e r  a publid les de ux d&eloppements de ce No. aux 
Comptes rendus de l'Academie de Yienne en 1874. 

J j_'. 
75. Soit dans ]a formule (XV) S o ( x ) ~  x,  On obtient en ce cas 

.~"=~ , - -  . j~+,  (,) ~:(i.D) J '(x)  J" (a+x) 
---- 2~ T I ( v - -  1)~jo  ~n-t-v) , ,  i" x" 

(--t-x)" 

La formule (68) fournit de l'autre cord pour ep ~ 

~ = a o  

J~(a+x)  ~ 2 , 1 T r v - - 1 )  ~ ~ (n-}-v)  J~'+'(a) J~+'(x) 
(~+x)" .=o a" x" 

- -  C~ ( - -  1) ,  

off C~(- -1)  se ddtermine aisgment et se trouve dgale 

r[ (.~ + n - 1) 
( - -1)~ u ( ~ , - -  1)Un 

Si l'on compare les deux d~veloppements de ce No., on con~lut 

(XVI) J"+'(x)  l"v~ n(.2~,-1)r~** c~lil)) J ' ( x )  
x" ---~ ( - -  "J -ff(-2~ + n  - 1) ~ x" 

1 J'(x) 
En supposant v > - - - ~  et rempla~ant - ~ T -  par 

1 1- f e - i . r  sin2, ~ 

0 

on obtient encore 



78 N. So~r~. 

J~ (x) ----- ~~-~ g('- *) nn. e. x" 
17(n+2~-,) 

.--&- 
g 

et si l'on d4veloppe e -I~r selon la formule (X/I), en admettant 
X 

-~- COS(0~ ~-- -~-~ on trotlve 

.p~.O 

J"+'(z) ~ ' - ~  ( ~ ( , - -  1)) 2 rrn. ~ 
x" 13" (n-{- 21,--  1) 

(p + , , ) fc;  (co~ co). i~v(~l~ ~" O~ (co~ co) sin~' ~ d~o, 
0 

d'ofi Yon conclut tout de suite 

'C; (cos co) �9 0: (cos ~ ) .  sin~" ~ .  d ~  = 0 ,  p <> n ,  

~z 

f c ~  " ~, Yl'(n-{- i~,,-- I) (cos ~) �9 C~ (cos co) sin~" o d ~  = ~,_~ ( ~ ( , _  t))2 n n - ( ~ +  ;) 
0 

,' d~'+'~ (i~) 4t,%nt cor- 76. Les foactions C ~ ( x ) ,  2" ]7 (v - -1)  (n + v) i~(i~,)" 

relatives en vertu de l'gquation (XII), leurs proprigtgs rgcurrentes doi- 
vent ~tre intimement liges entre elles. 

D4signons pour brgvit4 d~+' ( ia )  i~(i'~) v par H~(a).  Les deux propridtgs 

rgcurrentes des fonctions H "  (a) s'obtiennent ais4ment des deux pro- 
pridt4s (40) et (2) des fonctions cylindriques, .~ savoir 

a) "+" H~(~)- - - -  1 

b) d t t "  (=) ~ x 

d'ofi l'on tire encore par soustraction une propridt4 inddpendanie de v 

e) ~ "  (~> ~ ~ , ( ~ )  = ~,+~ (~). 

Si l'on remarque maintenant que la formule (X|I) devient 
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(XII') e"' = 2"II (v--1)  .~7  (n+v)  C:(z) Fl,,(a), 
' ~ = 0  

et qu'on la diff4rentie par rapport tt ~, on trouve 

e " "  = 2"]'[(v-- 1) E dC~,(z)dz ~+*'a ]E.(a) 

= ~.-~ n ( ~ , -  ~) .~ '  a: (~) { . H . - ,  (,,) - -  m ' + '  (,,) } 
' r i c o  

= 2 "-1 g ( v - -  1) ~ dz  , , = ,  d - - - - -T- - -  ' 

-d'ott l'on conclut, en eomparant eette formule avec (XII'), 

. t [,~c:+,(,) ,~c.'_,~,~ t A) (n-t-v) C~ ( z )=  ~ dz dz , n ~- 1, 2, 3 , . . .  

i dC,"(z) ~,Co"ff)=~ d~ 

La proprigt4 A) s'obtient de la. propridt4 a) lorsqu'apr~s avoir 
multipli4 cette derni~re par a on remplace ee multiplicateur par le 

symbole d et qu'en m~me temps on met C~ (a) au lieu de t/'(a). 
du  

En diffgrentiant l'4galit4 (XII') par rapport $ a on trouve 

~ o a  

e"" = 2~rl . (v_l)  ~o= n+~z__ C~,(z) dH"(-)a,~ 

" v :  (z) " + "  H e  (.) ~--- 2 "H(v - -1  - - T  a "- 
% n--~-O 

, 1 ~ - ~  n + ~  
+~=~ --~--- C:(z) [H"- '(a)  + H"+~(.)] , 

d'o~ ]'on obtient finalement 

Cet~e propri6t~ peut s'gcrire 

( n + v ) ? C : _ _  t . x ,, ] . - - t  ,, C:_,], C:+, - u C~_, �9 It,+, - 

et si on la diffdrentie par rapport s r on trouve en vertu de la pro-  

da: , r ,~o~, ae:_, ] 
c)  " --dW + re: = y L - - E -  + - - a ~  
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La combinaison des gquations C) et A) conduit ~ une proprigte 
inddpendante de v, h savoir 

dc~ nv:,=- dv~'_.l 
D) z dz dz 

Nous arr6tons 1~ les applications des considerations g~n~rales de 
cette section pour y revenir bient6t dans un mdmoire spdcial qui ne 
sera: en substance qu'une reproduction amplifide et sous une nouvelle 
forme du mgmoire sur le dgveloppement des fonctions cit6 au No. 74. 

V a r s o v i e ,  Aofit ]879. 


