
~ber einige Beziehungen, die mit der Funktionalgleichung 
der Riemannsehen ~-Funktion itquivalent sind. 

Von 

Hans Hamburger in Berlin.~) 

Wie an anderer Stelle gezeigt wurde~), gilt der Satz: 

185 f (s)  g~eich einer ganzen Fu~k$ion yon endlivhem Geachlet~$ 
dividier$ dutch ein Polynom, ~o ist f(e)---konst. C(~), wenn auflerd~,a~ 

1. f ( s )  /i~r ~t(s) > 1 dutch eine absolut konvergente Dirichle~he 

l~eihe veto Typus ~ a. dargestellt wirg, 

2. f ( s ) der _~unktionalgleichung 
$ 1--8 

(A) ~ , r  f(8)=,~ ~ r f ( 1 - 8 )  
~ten~t. 

Dieser Satz bleibt offenbar nioht mehr richtig, wenn man start 1. 
aaur verlangt, dab f(s) lfir ~R(s)> 1 sieh duroh eine absolut konvergente 

Diriohletsehe Reihe des al]gemeineren T y p u s ~  ~- darstellen lasse; denn 
~----. 1 'in 

<tann kann  man,  wie man  le icht  einsieht, aus der Theorie der/_, , -ReVert  

1) Diese Note gibt unver~ndert den Inhatt eines Vor~rages wieder, den ich im 
Hamburger Mathemat. Kr~nzehen am 5. 0kt. 1921 gehalten babe; ihre Resultate habe 
5eh bereits Ostern 1921 einigen befreundeten Mathematikern mitgeteflt. Bei meiner 
:Rfiekkehr aus Hamburg am 10. Okt. land ich einen' Brief yon Herrn C. Siegel (GGttiagen 
vor, der einen neuen Beweis des am Anfang dieser Note zitierten 8atzes iiber die 
~-Funktion enthRlt. Der Siegelsche Beweis stimmt in wesentliohen Punkten mit dem 
hier verSffentliehten iiberein (w167 1--2), ist abet in e'iner Hinsioht einfacher (vgl. Fult- 
~ote ~e)). Ich betone, dab Herr Siegel, dessen No~e aueh in den Math. Ann. er- 
~cheinen wird, yon meinen Untersuehungen keine Kenntnis hatte, 

8) Hans Hamburger, ~ber die Riemannsehe Funl~ionalgleiehung der C-Funk~sn. 
1. Mitteilung. Math. Zeitsehr. 10 (1921), S. 240-254, im folgenden lmrz mit 1. M~lg. 

~itiert. Vgl. insbesondere Satz 1, S. 240-241. 
Mathematische Annalen 85. 
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unendlich vide Funktionen herleiten, die allen gestellten Bedingungen 

geniigen. Andererseits sind die beiden Typen der Reihen ~ ,  a,n__;, ~ 57 an 

beziiglich ihres funktionentheoretischen Verhaltens in nichts voneinander 
verschieden, so dab man die Spezialisierung ~, ~ n, die mithin fiir den 
zitier~en Sa~z fiber die ~'-Funktion wesentlich ist, aIs eine Voraussetzung 
yon anderem, etwa mehr arithmetischem Charakter anzusehen hat. 

In der vorliegenden Note habe ioh mir nun die Aufgabe gestellt, 
allein aus den allgemeineren funktionentheoretischen Voraussetzungea: 

% ~. f(s) geniigt der Funktionalgleichung (A), I. f (8 )=  
n = l  rt 

einige Folgerungen zu ziehen. Die bier anges~ellten Untersuehungen fiihren 
zu dem Ergebnis, dal~ sich (A) durch andere mit ihr iiquivalente be- 
merkenswerte Relationen (B), ({3), (D), (E) ersetzen l~l~t; hierbei werden 
die ReIationen (A) his (E) in dem Sinne miteinander /~quivalent genannt, 
daft gleichzeitig mit der einen yon ilmen die vier iibrigen gelten. Als 
Nebenresalta~ ergibt sieh ein neuer Beweis des oben zitierten Satzes tiber 
die $-Funktion (w 3). 

Urn das Ziel der folgenden Betrachtungen deutlich zu maehen, seien 
hier die mit (A) ~quivalenten Relationen angefiihrt, die man erh~ilt, wenn 
man in (A) fiir f(s) speziell die Funktion ~(s) einsetzt; in diesem Falle 
lauten die abgeleiteten Relationen: 

(B) die ~-Relation: 

(C) die Partialbruchzerlegung der Funktion i cot i~z  : 

- -  ~% + ~ z 2 + ~  ~' 

. (D) die Fourierentwicklung: 
~1~ ao 

2 Z~ -g 

(E) die Pois~onsche Summa~io~8/ormel~): 

8) Vgl. A. Krazer, Lehrbuch der Thetafunk~ionen, Leipzig 1908, S. 96; dort finden 
sich auch genauere Literaturangaben. 
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(E) gilt fiir nile Funktionen 9 (u), die in jedem endlicher~ Intervall von 
beschr/inkter Variation sind und im Unendlichen gewissen Konvergenz- 
bedingungen geniigen. 

Die hquivalenz der fiinf Beziehungen ist wohl bereits fiir die speziellen 
hier in der Einleitung angegebenen Formeln nicht allgemein bekannt. 
Beispielsweise ist oft die ~-Relation (B) aus Formel (E) abgeleitet worden ~), 
es ist aber wohl noch nicht bemerkt, da$ auch umgekehrt (E) aus (B) 
folgt. 

Den folgenden Betrachtungen, die zu sinngemi~l]en Verallgemeinerungen 
der Formeln (B)bis  (E) fiihren, ist statt (A) eine etwas allgemeinere 
Funktionalgleichung zugrunde gelegt (vgl. die Beziehung (I)), die fiir 
manehe Untersuchungen yon Bedeutung ist. Ferner sind die Beziehungen, 
deren Aquivalenz im folgenden naehgewiesen wird, mit rSmischen Ziffern 
numeriert und dutch den Druck besonders kermtlieh gemacht. I m w  5 
endlieh sind die Vorausse~zungen, unter denen diese Beziehungen miteia- 
ander /~quivalen~ sind, in den 8i~tzen 1 bis 3 noch einmal zusammen- 
fassend formuliert. 

Im iibrigen sei bemerkt, da0 in der vorliegenden Note - -  im Inter- 
esse einer karzen und iibersichtliehen Darstellung --2 weniger auf Heraus- 
arbeitung einfacher Konvergenzbedingungen Weft gelegt wurde (imbe- 
sondere bei den Verallgemeinerungen der Poissonschen Formel), als darauf, 
mehrere scheinbar verschiedenartige Beziehungen als aus einer gemein- 
samen Quelle entspringend aufzuweisen. 

w  

a) f ( s )  sei eine in der ganzen kom~lexen Zahlenebene de]inierte 
eindeutige analytische Funktion der Verdnderlichen s = a + i t ,  sie sei 
/ e rner im  Endlichen iiberall regul~ir bis au] die Stelle s = 1., wo "f(s) 
einen Pol erster Ordnung haben mSge; mithin sei ( s - - l ) f ( s )  eine 
ganze Funktion,  und zwar, wie welter vorausgeeetzt werde, yon endtichem. 

Geschlechte a ) . 
b) f ( , )  lasse sich in der Halbebene ~ > 1 dutch die abaolut ko,n- 

vergente Dirichletsche Reihe 

(1) f ( s ) =  = -~ 

darstellen. 

4) Vgl. Krazer, 1. c. FuSnote 2), S. 96--98. 
s) Auf die e~was weitergehende Voraussetz'ung a) des Satzes 1 der 1. Mtlg., 

S. 240 m f(s) dur~te dort endlich viele Pole haben -- wird hier im In~ereaoe der 
einfacheren Formeln verzichtet. 

9* 
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e) Es sei 

(2)  

eine zweite ]iir o > 1 absolut konvergente Dirichletsche tleihe und es 
bestehe zwischen f(s) und g(s) die Funktionalgleichung 

[ : ' 1_, 
( I )  n - ,  r(-2- ) f ( s ) =  n - - - i -  F g ( 1 -  s) 

Um von dieser Beziehung zu einer neuen mit  ihr ~iquivalenten Be- 
ziehung iiberzugehen, die der v~-Relation (B) entspricht, bilde man das 
Integral  6) / , o  

J - - 2 ~ i  n - 2  U f(s)~-Z~ds; 

hierbei bedeute R einen im positiven Sinne zu durchlaufenden reehteckigen 
Integrationsweg mit  den vier Eeken ~, • iT,  1 -- ~ • iT ,  (~, > 1, T > 0). 

Setzt man 2 f ( 0 ) = -  a o und bezeichnet man mit  b o das Residuum 
yon f ( s )  flit s = 1, so wird nach dem Cauehyschen Integralsatz,  da die 
zu integrierende Funkt ion nut  fiir s = 0 und s-----1 Pole 1. Ordnung hat, 

bo 
(3)  J =  -- a o +  

In den Punkten ~, -t- i T ist nun aber nach einer bekannten Abschiitzung 
der F - F u n k t i o n  7) 

(4) I-" f ( s )~ -  O t e - 7 l ~ ' t , T i r - - /  

und ebenso wegen (I )  in den Punkten 1-~, +__ iT. Mithin gilt mit 
Riicksicht auf das nach Voraussetzung-endliehe Geschlecht der ganzen 
Funktion (s --  1 ) f ( s )  naeh einem oft angewandten Iunktionentheoretischen 
Satz yon Phragm6n-LindelSf s) die Beziehung (4 )  gleichmiil]ig auf den 
beiden Seiten des Reehteeks R ,  die der Achse der reellen Zahlen 
parallel sind. 

Geht man zur Grenze T ~ - c ~  iiber, so ergibt sieh demnach in Ver- 
bindung mit (3) 

6) Vgl. Hi. Mellin, ~ber eine Verallgemeinerung der Riemannsehen Funktion ~ (s). 
Acta soe. se. fenn. 24 (1899), S. 39-40. 

~) Es ist lim F(a  + it) --i]2-~. T. J. Stieltjes, Sur le d6veloppement de 
t=| - f f l t l  ~189 

e ~ [tl 
log F(a ) ,  Journ. de math. pures et appl. (4) 5 (1889), S. 425-445. Vgl. aueh Lip. 
~hitz, Uber die Darstellung gewiMer Funktionen dutch die Eulersche 8ummenformel, 
Joura. Iiir die r. u. angew. Math. till (1859), S. 11--26, siehe insbes. S. 20. 

a) E. Phragm6n u. E. LindelSf, Sur une extension d'un prineipe elassique d'ana- 
lyne, Aeta Math. 81 (1908), S. 881-406, insbes. S. 885. 
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;,q-i~ 

~r- i F  f ( s ) ~ - ~  d s  - -  - - -  

7-ir 

oder wegen (I) 
7+i0o 

Oo+ f ' -~ f ( s ) ~ - ~  d s  

l--y+i~o 

1 f b o 2~ i  = - -  0~~ + V,-7 ~- 
l - - r - - i~  

1 + 7 + i ~  
1 , .  , - .  

1 - - ~ - i ~  

~,--~ ~ 

naehdem man noch suf der rechten Seite yon (5) die Integrationsveriinder. 
liclae i -  8 durch s ersetzt hat. Subsfi~uiert man flit f(s)bzw, g(s)  die 
fiir o = 7 absolut konvergenten Dirichletsehen Reihen (1) bzw. (2), so 
karm man wegen der absoluten Konvergenz Summation und Integration 

enter Benutzung einer Formel yon 

b0 2 Z b . , - ~ -  --- r  

vertausohen und erh~lt aus (5) 
~,+i Qo 

aoA-~-~- ~ a,  F -~ 

SehlielMieh ergibt sieh, wenn man 
Mellin ~) die Integration ausfii~t, 

a o -~- 2 Z a,~ e -"~"~ ~ 

odor bequemer gesehrieben, indem man auf~erdem fiir die Reihen die Be- 
zeichnung O(r) einfiihrt, 

(R) 

wobei 
(6) a_ .=~ . ,  b . = b . ,  ~o=~o=0, ~_ .=-~ . ,  k . = - ~ .  
gesetzt ist. 

Andererseits folgt aueh umgekehrt (I)  ebenso aus (II),  wie Riemmau 
die Funktionalgleichung de~ ~-Funktion aus der Jar v~-Formel 
abgeleitet hat1~ wofern nur die Dirichletsehen Reihen (1) und (2) fiir 
f (s)  und g (s) beide eine absolute Konvergenzhalbebene besitzen. 

9) Hj. Mellin, Abrifl einer einheifliohen Theorie der Gamma- und hypergeome- 
~rischen Funktionen. Math. Ann. 68 (1910), S. 805--887, vgl. insbes. S. 815-816 und 

~S. 818--319. 
xo) B. Riemann, Ober die Anzahl der Primzahlen unter einer gelgebenen GrS13e. 

Gesammelte Werke, herausgegeben yon H. Weber, 2. Aufl. Leipzig 189g, S. I45--1~8, 
eiehe insbes. S. 146-147. 
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w 
Man bilde nunmehr den Ausdruck 

(7) F ( z ) = z  ~ e-=.~ d~. 
0 

Man iiberzeugt sich leieht, daft, wenn man fiir 0 (1) erst die eine, 

dann die andere der beiden Reihen (II)  in alas Integral (7) einsetzt, sich 
beide Male fiir ~ (z ~) > 0 Integration und Summation vertauschen lassen~), 
und man erh/ilt, indem man bei der gliedweisen Integration der linken 
Seite yon (II)  die Integralformel 

e �9 - -  = e d u  ~ e -  2 a b  

o ~/; o 
benutz t  1~.), 

(iii) I ~--~ ~ - ~  z~+ ~ ' 
n = l  n = l  

wo die Dirichletschen Reihen linker Hand flit jeden Wert yon z mit po- 
sitivem reellem Teil absolut konvergieren. 

Setzt  m a n  

0 

so erhalt man die entsprechende Relation 

(III ' )  O(z)=bo+2 b~e-'~,. �9 ~o + I' = ~  ~ z~__~ , ~ + ~  
~ = 1  

Umgekehrt kann man aus (111) die Funktionalgleiehung (I)ablei~en, 

1~) Der genaue Wo~laut des Satzes, aus dam sioh hier die Vert~uschbarkeit 
QO 

yon Summation und Integration folgem l~l~, lautet: Ist Z u ~  (x) eine fiir jeden 

positiven Wart yon x absolu~ mad gleichni~llllg troavergente Reihe stetiger Funktionen 
a a  

9 

0 ~ = t  ~-----1 0 

Wegen des Beweises dieses Satzes vgl. baispie!sweise H. Hamburger, Beitr~ige zur 
Konvergenztheorie der St~eltjesschen Kettenbriiche, Math. Zeitsehr. 4 (1919), Hilfs- 
satz 2, S. 195--196. 

~-) Vgl. z. B. C. Jordan, Cours d'analyse (2. Aufl. 1894) II, S. 165-167. 



Funkt iona lg le ichung  der  R iemannschen  ~-Funkt ion .  135 

indem man ebenso wie Riemann bei seinem ersten Beweis der Funktional- 
gleiehung j3) das Schleifenintegral 

(-) Z . ~  d~ 
L .=1  

untersueht, unter L einen schleifenf5rmigen Integrationsweg verstanden, 
der sich 1/ings der Achse der positiven reellen Zahlen vom unend]ieh fernen 
Punkte her dem Nullpunlrte nghert, diesen im positiven Sinne umkreist 
und endlich l~ngs der Achse der positiven reellen Zahlen zum unendlich 
Iernen Ptmkt zurfiekkehrt. 

Endlich ergibt sich aueh (II)  aus (III) ,  wie man erkennt, wenn man 
den Landsbergschen Beweis ~) der Jaeobischen z%Relation naehbildet. 

w  

Aus ( I I I )  folgt dutch einfache Integration 
oo Go 

(s) -bo log~ + ~ v  b" log ( ~ , + ~ )  = c + ao~-  2 ~ Y -  ~ .  ~ ~-"~,,z. 

hierbei muB die Integrationskonstante C reell sein, wenn, wie iibrigens 
nut in diesem Paragraphen vorausgesetzt werde, alle iibrigen Gr58en auf 
beiden Seiten reell sin& 

N~ihert man sich mit z der Achse der imagin~ren Zahlen, d. h. geht 
man zur Grenze x = 0 ( z  ------ x + i y  gesetzt) tiber, so ist der imaginiire Tei[ 

n = l  
l~ <: y <: l~+~ bestimmt ist. Integriert man diesen Ausdruck noch einmal 
yon 0 his y, so erhMt man nach Division durch i 

f g ~  

(9) bo -~ u + Z b . ( u - l . ) ,  z~< u < z.+,. 
n= l  

Integriert man an~lererseits den imaginiiren Teil des Ausdrucks rechter 
Hand yon (8) yon 0 bis y und-geht -zur  Orenze x----0 iiber, so ergibt 
eich, indem man endlich diesen husdruck dem s (9) gleichsetzt, 

(Iv) b . ( u - O  ,,ov'-bo~, 1- ~-'"~os 

, ,  , ,  , ,  i 

13) I. c. FuSnot~ 1o), $. 146. 
~4) G. Landsberg, Zur Theorie dot Gaul3schen Summen und der linearen Trans- 

~ormationen der t~-Funk~ionen. Journ. f. reine u. angew. Math. l U  (I893), S. 284-253, 
vgl. insbes. S. 235-288. 
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SpeziMisiert man die Diriohletsehen Reihen (11)und (21), indem man 
2,, 1,, = n setzt, so l~iBt sich in wenigen Zeilen zeigen, dal~ ( I V ) n u r  
mSglieh ist, wenn alle b,, und a gleich derselben Konstanten b sindl"~'). 
Damit ist dann Satz 1 der 1. Mtlg., der am Anfang dieser Note zitiert ist, 
von neuem bewiesenl~). 

Umgekehrt liil~t sich, wie auch in der 1. Mtlg. gezeigt wird17), aus 
(IV) die Funktiona]gleiehung (I) herleiten. 

Notwendige und hinreichende Bedingungen fiir das Bestehen yon (IV), 
wenn nur die ~,~--n, abet die l,~ beliebige positive Zahlen sind, sind in 
einer zweiten Mitteilung angegeben, die in der Mathematisehen Zeitsehrift 
erseheinen wird. 

w  

Es sei q) ( z ) eine in einem StreiJen - ,  -. x < fi ( ~z, fi ~ O) regu- 
lgre analytische Funkt ion mit den beiden Eigenscha/ten" 

1. es existiere eine positive Zahl 7 (7 ~ a, y < fi), derart, daft die 
beiden Integrale 

(10) qS(7-k iy  ) dy ,  f r 
- - : 1 3  - -  "~t3 

konvergent sind ; 

~. es mdgen sich zwei Folgen positiver Zahlen y~, Y2 , . . . - - - ,oc  ung 
y~, y~,. . .---~ oc bestimmerb lassen, derart, daft, unter 2' (z) und G(z) die 
Funktionen aus ( I I I )  und ( I I I ' )  verstanden, 

(11) l i m ~ ( x + i y ~ ) = O ,  l i m ~ ( x - - i y ' )  ~ O, 

{ l i m q b ( x @ i y ~ ) F ( x - ~ - i y , ) -  O, l i m r  

[12) lim~(x+iy,)G(x§ limr 

und zwar gleichmdfiig in x,  wenn x dem Intervall -- y ~ x ~ y angehdrt~S). 

~'~) Vgl. FuBnote e), 1. Mtlg., S. 252-253. 

~6) Der in Fullnote ~) zitierte Siegelsche Beweis fotgert a,, b, = b sehon aus 
( I I I ) ,  ohne erst (IV) zu bilden. 

~) 1. Mtlg., w 4, S. 253--254. -- Ich mSchte nicht  unterlassen, an dieser Stelle 
darauf hinzuweisen, dall Herr Tschakaloff in Sofia, wie er mir giitigst brieflich mit- 
geteilt hat, in einer Abhandlung: Analytische Eigenschaften der Riemannschen Funk-  
tion ~-(z), die in bulgarischer Sprache (1914 ) i a  Sofia als selbst~ndige Drucksehrif~5 
erschienen is~, einen Beweis der Riemannsehen Funktionalgleiehung verSffentlicht hat, 
der in wesentliehen Punkten mit  dem zitierten Beweise des w 4 der 1. Mtlg. fiberein- 
st immt.  

~s) Die seheinbar so unhandliche Bedingung (12) l~13t sich in speziellen F~llen 
wesentlich vereinfaehen, da sich dann oft eine Folge yon Z~hlen yv konstruierer~ 
liiBt, we . F ( x q - i y ~ )  besehri~nkg bleibt oder nut  wie Iog~y~ unendlich wird. Vgl. die 
FuBnote ~a) am SehluB. 
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Nnnmehr bilde man die [ntegrale 

(~a) 
: '+ i :r - : , + i ~  

Da sich wegen der Voraussetzung (12) das Integral ~ als Integral fiber 
den Rand des Streifens - -y  ~ x ~ 7 auffassen IgOr, so ist nach dem 
Cauchysehen Integralsatz ~ gleich der Summe der in dieaem Streifen ent- 
haltenen Residuen, mithin wegen (III ' )  

( ~ )  3 = ;  , 

wobei die a, und ~.. fiir negative n durch die Formeln (6) bestimmt sind. 

Wegen (III') ist O(z) - - G ( - - z ) ,  es lg~lt sich mithin (18) auch in 
der Form 

schreiben. Setzt man fiir G(z) die fiir 7-~ iy  ahsolat konvergent~ 
Dirichletsche Reihe linker Hand yon (HI') ein, so l~i~t sich wegen ihrer 
absoluten Konvergenz und der der Integrale (10) die Reihenfolge yon 
Summation und Integration miteinander vertauschen, mithin wird 

; . bo .-'-". b 
y-i~ a : l  7 - i ~  

Da abet wegen (11) jedes einzelne der Integrale yon (15) l~ings der 
Geraden 9 ~ ( z ) - ~  gleich dem Integral lgngs der kchse der imagia~en 

Zahlen ist, so ergibt aich, indem man schlieillich noch den Wert dot 
Reihr (14) dem Ausdruck (15) Rir ~ gleichsetzt, 

_ = b , ,  f(r r g 

l , e-~,,l,,~(~ iy))dy + ~ ~ b,, (iy) + ~ 1-- , 

(v) 

. . . . . . .  n n | l  

+ � 9  

i i  i i  i i i i  
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Entsprechend erhMt man, wenn man in das Integral (13) F (z) statt  
G (z) einsetzt, 

(v') 

Umgekehrt  lii/~t sich aus (V) die @-Relation (II)  folgern, indem man 
I 

q) (z) = e' z' setzt 1,). 
Ist  eine im Interval l  - - o~  < u < oe reelle, nicht analytisehe Funk- 

tion g~(u)gegeben,  die in jedem endliehen Intervall  yon besehriinkter 

Sehwank~ng ist und far  die das IntegrM f lq~(u ) [du  konvergiert, so lgl~t 

sieh fiir ~ (u)  eine (V) analoge Summationsformel beweisen, wenn aul~er- 
dem die Funktion 

(16) r  f qv(u) e'udu 

in einem Streifea -- r < x < fl (a,  fl > 0) regul/ir analyfiseh ist und den 
Voraussetzungen 1. und 2. geniigt~~ 

Denn setzt man in (V')  fiir ~b(z) die Funktion .(16) ein, so erhMt man 
, .  

+ao 

da nach dem Fouriersehen Integraltheorem 

!_ 

ist ~). 

~9) 1. c.  Ful3note '). 
go) Ist ~ (u) zweimal stetig differentiierbar und ist lira ~ (u) = 0, lfm ~P (u) = {~, 

so ergibt die partielle Integration yon (16) 

1 [" . 

Konverglert augerdem noeh ~/cp'~l e r l u l  du, so sind die Voraussetzungen (10) und 

(II) gowill erfiiUt. Vgl. auch Fullnote Is). 
gl) Vgl. Jordan, 1. o. FuBnote lg), II. S. 233--235. Die Jordansche Bedingung: 

+ |  

f I ~ (u) I du konvergent, ist hier nach u erfiillt. 
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Entsprechend leitet man aus (V) die Beziehung her" 

'*V') 2~ Z b , , 9 ( 2 ~ / , , ) = . t i c " a .  ep(u)e*~,,Udu. 

w 
Unsere bisher gefundenen Ergebnisse k6nnen wit in den folgenden 

S~itzen zusammenfassen: 

Satz 1. Unter den in a), b), e) gersachten Vorauseetzungen /iir 
die Funktionen f(s) und g( s) bestehen auch die Beziehungen (II), (III), 
(III'), (iv), (v), (v'), (*v), (*v'). 

Die AquivMenz aller Beziehungen besagt" 

Satz 2. Sind vier Folgen yon Zahlen 

%, a x ,  . . . ,  0 < 2 a <: ~.~ < . , .  --* o o ,  

b O, b 1, . . . ,  O < l  1 .< :  l.~ < . . . - . * . c x ~  

voreelect, derart, daft eine einziee der ach~ Beziehungen (II) his (* V') 

erli~llt ist und die Reihen ~ la,~l ~y, ]b,, I beide konvergent sind, so 
,,=i 12 ' , ,=l  ~: 

gelten alle i~brigen der acht Beziehungen, auflerdem sind die d~reh die 
Reil~en (1) und (2) in, der Halbebene a ~ 2 delinierter~ Funktionen i~ber 
die ganze Ebene ]ort~etzbar und endlich besteht zwischere ihnen die $'uuk- 
tionalgleich~ng (I). 

Dutch genaue Priifung der bei don einzelnen ~berg~ingen yon einer 
Relation zur andern benu~z~en Voraussetzungen ergibt sioh such noch 

Sa~z 3. Sind die Reihen 

- ~  , 

n----'l It, 

konvergent, wdhrend die Reihc 

I a,, I e-"*,," 

~ t  a~ keine Konvergenzhalbebene besitzt, 

so s i ~  i~n~ner noch di; Bezieh~,~gen (II), (III), (V'), (*V) miteinander 
~tuivalent (d. h. wenn eine Relation gilt, gelten such die drei ar~der~), und 
zwar such dann noch, wenn die 1, keine ~ositiven, sondern bdiebige 

komplexe Zahlen si~d. wo]ern nut die Reihe--'~t b'' �9 --5~konvergiert und 
n----I , I.  I 

die Gerade x = r der VorausseSzungen 1. und ~. des w 4 im Inner'~ der ab. 

8oluten Konvergenzhalbebene yon ~ a, e eeIeeen ist. 
n = l  
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w  

Stellt man ~hnliche Uberlegungen an der allgemeinen Epsteinschen 
~'-Funktion ~") an, so erh~ilt man fiir (II)  die bekannte Relation zwischen 
v~-Funktionen mehrerer Ver~inderlichen. Welter ergibt sich, wenn man die 
v~-Formel der Transformation (7) unterwirft, an Stelle yon ( I I I )  die be- 
merkenswerte Relation 

iv 

�9 . . g p=l 

~i---~ -- ~ ~---~ -- ~ W%p---~ -- ~ 

Hierbei 

~ -~-r" g~,h,, | ~ . ~  e ~=~ 
z ~ ] ~  e ~=z '  ' . . .  Z z ~ + q ~ ( ( h + m ) ) .  

Tgbl---.--r ~--_--~ ~.p--_~_--ao 

bedeutet q~ ((m -~- g)) ~ q~ (m~ -~- g~, m~. n u g~, . . . ,  m~ -~- gp) eine 
positiv definite quadratische Form yon iv Ver~inderlichen, z/ ihre Deter- 
minante und r die zu ~ reziproke Form. Diese Formel tritt in einigen 
neueren zahlentheoretischen Untersuchungeu yon Hardy und Heeke auf. 

Setzt man 
L" F(z) = Y  logk -- -~ -Z- ' 

so l~[~t sieh auf diese Funktion der Satz 3 anwenden, wobei L(z)  eine 
L-Reihe bezeiehnet, deren Koefilzienten eigentliche reelle Charaktere 
modulo k mit der Nebenbedingung g(k--1)-----1 sind. Denn wegen 
F (z)  = --  F ( - -  z) besitzt F (z) auger der Darstellung dutch eine 
Dirichletsche Reihe eine Partialbruchzerlegung, derart, dab die Relation 
(III)  erfiillt ist. In diesem FaDe erscheinen die Beziehungen (V') und 
(*V) als gemeinsame Quelle yon Formeln, die Primzahlsummen dureh 
soiche Reihen darstellen, welche die nichtreellen Nullstellen der ~-Funktion 
enthalten ~8). 

19. Oktober 1921. 

,9) p. Epstein, Zur Theorie allgemeiuer Zetafunktionen. Math. Ann. 56 (1903), 
S. 615-644; vgl. in~bea. S. 62~-627. 

~s) Die Woraussetzung 2. fiir ~ (z )  vereinfacht eioh bier dadurch, dab sich e~ne 

Folge yon positiven Zahlen y~ konst~ruieren i~ t ,  ffir die .-~(x-bly~) _~ O l o g g y , ,  

tL' I I T  (x-b ~y~) ~ Or log 9 y~ ist. ggl. etwaE. Landau, Handbuoh der Lehre yon der 

Verteilung der Primzahlen, Leipzig 1909, I. S. 3~1-~42 und S. 521. 

(E~ngegsngen am 21. '10. 1921. 


