
258 

IV. Ueber die Schwingungen einer kreissfiirmigen 
elastischen Scheibe >; con G. Kirch h o fJ: 

D i e  Entdeckung C h l a d n i ’ s ,  die Ruhelinien eiiicr sctiwin- 
gcndeii Scheibe durcli aufgestreuten Sand siclitbar zu niii- 

cheu, leitete aiirli die Aufriierksamkeit der Mathciiiatiker 
nrif dns Probleni der scliwiiigeiiden Scheiben. Frl. S o p h i e  
CT erin a i n hat  das Verdiciist , zucrst einen Versiich zur 
Losung des Problems gemacht zii haben; aus einer Hypo- 
these, die sie iiber die Krsfte ersoiinen Iiatte, niit dcr cine 
elastische Platte Formveranderungen widerslrebt, entwickeltc 
sie, unterstiizt von L a g ra  n g e,  die Differentialgleichungen 
fiir die Schwinguugen eincr solchen. Sic war im Stande, 
diesc Gleicliuiigcii fiir den Fall einer rechteckigen Scheibc 
zri iiitcgriren, utid erhielt i n  Bczieliung auf die Hiilie der 
Tiinc und die Kiioteiilinien, clic diesc begleiten, l\esultate, 
die init ihrcn Bcobachtungcn iii Uebereinstiininung waren. 
I)iese Uebcreinstimmung knnii indcsseii nur als eine zufsllige 
nugesehen wcrdcn; jciie Differeiilialgleicliuiigcii sind iiiclrt 
die richtigeh; denn es ISFst sicli nacliweisco, dab  sic cine11 
Widerspruch gegen sicli selbst i u  sich tragen. Die Scliuld 
Iiiervon fillt auf die Hjpothese, von der Frl. G e r m n i n  
ausgegangen ist. 

Auf eiiier festeren Gruiitllage hat P o i s s o n  eiiie zweite 
Theorie der Schwingiingen eiiier Scheibc aufgebaut. Die 
allgemeineu Gleichuiigcn fur das Gleichgewiclit uud die Be- 
wegung cines beliebig gestaltcten elastischeii KBrpers waren 
durch N a v i e r  und durch ihn aufgestellt; aus diesen leitetc 
er die entsprechendeii Gleicliungen fiir den Fall ab, dafs 
der K6rper eine sehr dUnne Platte ist. Diese Gleichungen 
hat e r  integrirt unter der Annahme, d a t  die Platte cine 
kreisformige ist, und so scliwingt, dak  alle Puokte, die 
gleich weit vom Mittelpunkte nbsteheo, sich immer in dem- 
selben Schwingungszustande befinden. E r  fand , dafs eine 
1) S. C r c l l e r  Journal f i r  mine und angcwandte Mathemaiik Bd. XL. 
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solche Platte unendlich viele TCIue geben kann, von denen 
der tiefste Too von 1, der zweite von 2, der dritte von 3 
Knotenkreisen etc. beglcitct wird; er berechnete die Ra- 
die11 der Knotenkreise, die zu den beiden tiefsleu Tbneii 
gehbren, und faiid eine gute Uebereiustimmung mit deii 
Wertheu, die S a v a r t durcb Messung dieser Hadien erhnl- 
ten hatte. 

Aber auch die Poisson'sche Theorie der Scbwingungeu 
einer Platte bedurfte einer Berichtigung. Ich liabc nach- 
gewicsen , dals den drei GrSuzbediuguugen , die P o i  s s o ii 
entwickelt hat, iin Allgemeiiien uicht gleicbzeitig genUgt 
werden kaun, irnd babe zwei Grluzbedingungen entnickelt, 
die an die Stelle jener zu setzen sind. Hieruach batte es 
keine Schwierigkeit die Schwingungen einer krcislbrmigen 
Platte im allgeineinen Falle durch die Recbnusg zu verfol- 
gen. Nacb der Tbeorie P o i s s o n ' s  war dieses nicht mbg- 
lich, da bier sich schon der Widersprucb seiner drei Grluz- 
bedingungen zeigt, wabrend in dem von ihin behandelten 
speciellen Folle diesen gleiehzeitig genUgt werdeii kann, uncl 
dieselben gleichbedeuteud siud init den beiden von mir auf- 
gestellten. 

Bevor ich die Resultate ineiner Recbnung angebe, mufs 
ich folgeude Bemerkung voranscliicken. In den Gleichuu- 
gen, die sicb auf das Gleichgewicht uud die Bewegung ei- 
nes beliebig gestalteten elastischen Karpers beziehen, komlnt 
eine Gralse vor, die ich 8 iienneii will, fur die bisher, den 
theoretiscbcn Betrachtungen P o  i s s o n' s und den Beobacb- 
tungen von C a gn ia r d - La  t o  u r  gemafs, der Wertli 4 an- 
genommen worden ist. Hr. W c r t h e i m  hat aus seinen 
Versucbeu auf eineu d c r u  Werth von 8 schlielsen zu 
mlissen geglaubt, n8mlicli a d  den Werth 8 = 1. Da die 
Grblse 8 auch in den Gleichungen vorkommt, die sicb auf 
die Schwingiingeii einer PIalte bezielien , so habe ich die 
Recbnung iu Beziebung auf dic Tbne und die Knotenlinieu 
einer Kreisscbeibe far beide M'erthe von 8 angestellt. Es 
zeigte sicb, dals der Unterschied beider Rechnungen immer 
nicht erheblicb und desto kleiner ausfiillt, je haher der Ton 

17 * 
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ist. Ich begntigte mich daher far die hiiheren T6ne die 
Rechnung allein unter der alteren Annahine far 8 durchzu- 
fahr en. 

Die Knotenlinieu, die zu irgend eineln Tone der Kreis- 
scheibe g e b e n ,  besteheu der Theorie gemah, welches auch 
der Werth von 8 sey , aus Kreisen, die coucentrisch siud 
mit der Peripherie der Scheibe, und I)urclimesseru, die die- 
selbe in gleiche Theile theilen. Eiueu jeden Ton kann 
man cliarakterisiren diirch die Zahl der Durchmesser und 
die der Kreise, die in der zugeh6rigeu Knotenfigur sich 
finden. Es bezeichne m die Auzalil der Durchinesser, p 
die der Kreise ; d a m  werden sich die Schwinguugszahlen 
der T h e ,  welche eiue und dieselbe Scheibe geben kauu, 
ordnen lassen in eine Tafel mit doppeltem Eiugange, mit 
einem in Beziehung auf m und einem iu Beziehung auf p. 
Die Hbhe der T i h e ,  die eine Scheibe liefert, ist abblugig 
von ihrer Griifse, Dicke und ilireln Stoffe; jedoch sind die 
Intervalle zwischen zwei enlsprecheuden Tiiiien vou dieseu 
Bediagungeii uiiabhangig und bei alleu Kreisscbeiben dic 
nsmlichen. Die beiden folgenden Tafelii elithalten diese In- 
tervalle; die erste ist unter der Aiiiiahine e=;, die zweite 
unter der Anuahme 8 = 1 berecbnet; in  jeder ist die An- 
zahl der Schwingungeu angegeben, die bei den einzelnen 
Tbueu in der Zeit vollfiihrt werden, in der bei dem Grun& 
ton der Scheibe eine Schwingung geschieht. Der Grund- 
ton iet derjenige Ton, dessen Knotenfigur aus zwei auf ein- 
snder senkrechten Durchmessern besteht. 

e = ;. 
p .  m=O. m = l .  m=2. m=3. m=4. m=5. 
0 1,0000 2,3124 4,0485 6,1982 
1 1,6131 3,7032 6,4033 9,6445 13,3937 17,6301 
!2 6,9559 10,8383 15,3052 20,3249 
3 15,9031. 

p. m=O. m = l .  m=2. m=3. 
0 1,0000 2,3274 
1 1,7284 3,9072 6,7111 10,0762 
2 7,3344 11,4003. 

e = i .  
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C h l a d n i  hat in seiner Akustik Beobachtungen Uber 
die Tone einer kreisf6rmigen Scheibe mitgetbeilt; aus die- 
sen ergaben sich die folgenden Schwiugunpahlen: 

m=o. m = l .  m P 2 .  ni=3. m=4.  m=5. r. 
. O  i,o 2,a 4,O 6,O.. .6,4 
1 1,6 3,6 6,O 9,O ... 9,5 12,7 17,O 
2 6,4+ 10,l 14,3 19,0 
3 14,3 ... 15,l. 

Das hinzugefiigte Zeichen + deutet bier an, dafs der 
beobacbtete Ton etwas Mher war. Die beobachteten Ton- 
verhliltnisse stimmen etwas besser mit denjeaigen iiberein, 
die unter der Annahme O = +  bezeichnet sind, als mit 
denjenigen, die sich bei der Annahme 8 = 1 ergeben ha- 
ben; indessen steht zu hoffen, dafs genauere Beobachtun- 
gen der T h e  aaf eine bestimmte Weise ffir die eine oder 
die andere dieser Annehmen sprechen nerden. 

In  Beziehung auf die TonoerhBltnisse bemerke ich bier 
noch Folgendes. Wie die Schwingungszahlen der Tone, 
die eiu frei schwiugeuder Stab geben kann, sich immer 
mehr und mehr den Quadraten der ungeraden Zablen nB- 
hern, je h6her die Tone werden; so nlibern sich auch die 
Schwingungszahlen der hfiheren T h e  der kreisfilrmigen 
Scheibe den Quadraten gewisser Zahlen, nlmlich den Qua- 
draten von m+2p. Diese Thatsache bat schon Cl r ladni  
durcli Beobachtungen festgestellt; und die Tbeorie bestltigt 
sie, welchen Werth man auch fur 8 annebme. 

Urn mit Htilfe der bisherigen Angaben die absolute H6he 
der Tone einer Kreisscheibe berechen an kl)nnen, ist es 
noch nathig die Bestimmung ILir die B6be des Grundtones 
bier henusetzen. Dieser ist von den Dimensionen und dem 
Stoffe der Scheibe abhtiogig; bezeichnet I ibren Radius, 6 

ibre halbe Dicke, q den E l a s l i c i t l t s a o ~ ~ ~ e n d e n  und 4 die 
Dichtigkeit ibrm Stoffes, so ergiebt sich die Anzahl der 
Schwingungen, die in der Zeiteinhoit bei dem Grundton 
vollffihrt werden : 



262 

bei der Annabine 8 = $ : +c 1,04604, 
@ 

und bei dcr Auuabme 8 = 1: +c 1,02357. 
e 

Durch Beobachtung ist diese Grafse, soviel mir bekaiiii t, 
bisbcr nicht ermittclt wordeu. 

Icb koinine jetzt zur Angabe der Wcrthc der Radien 
der Knoteiikreise, die zu den verscliiedenen TBneu gelill- 
ren, wie sie die Kcchiiung uiiter den beiden Annahincn 
far 8 iiiid wie die Beobachtung sie geliefcrt hat. Dic An- 
ordnung der folgeuden Tafeln, in denen diese Werthe 
euthalten sind, ist entsprccheud dcr Auorduuiig in deli Ta- 
feln fur die HBhe der T h e ;  der Radius der Scheibe ist 
= 1 gesetzt. 

e=:. 
11. m=O. m = l .  m=2. m=3. m = l .  m=5. 
1 0,68062 0,78136 0,82194 0,84523 0,86095 0,85256 

0,39151 0,49774 0,56043 0,60365 
0,84200 0,87057 0,68747 0,89894 
0,25679 

3 0,59147 
0,89381. 

2 l  
8=1. 

I 
11. m=O. m=l. m=2. in--3. 

1 0,67941 0,78088 0,82274 0,84681 
0,49715 
0,87015. 

Die Beobachtungen , dereu Rcsultate nun folgeu, sind 
von Hrn. S t r e h l k e  aiigcstellt, dcr die Giite gehabt hat, 
sie mir mitzutheilen. Hr. S t r ell 1 k e hat seine Messungen 
an secbs sehr sorgfaltig gearbeiteten Scheibcn ausgefiibrt, die 
durch I, 11, 111, IV, V, VI bezeichuet werdeu sollen; die 
vier ersten wareu von Glas, die beiden letzten von Metall; 
Dicke und Durchmesser der Scheiben waren, nach Pariser 
Maak, ungefiihr die foigenden: 
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Dicke. Durdiniwr. 

Scheibe I 1 Linie 6 2011 
1’ II 1,l w 7 .  
’1 111 + 7 .  
M I v  3 ’ ’  7 1’ 

. v  g m  5 .  
m v 1  + *  6 .  

Die an diesen Scheiben gemessenen Radien der Knoten- 
kreise, waren, dime in Theilen des Radius der Scheiben 
ausgedrtlckt : 

Scheibe I. 
p. m-0. in=]. 
1 0,6793 0,7811. 

Scheibe 11. 
p. m-0. m-I. 
1 0,6783 0,7802. 

Scheibe 111. 
p. m-0. m=l .  m=2. m=3. m=4. m=5. 
1 0,6780 0,7800 0,8210 0,8417 0,8601 0,8717. 

0,3915 0,4977 0,5605 0,6038 
0,8414 0,5697 0,8867 0,8981. 

Schcibe IV. 
p. n-0. m=l .  m=2. m=3. m-4. m=5. 
1 0,6770 0,7799 0,8205 0,8145 0,8601 

0,3911 0,4971 0,!5608 0,6043 
0,8411 0,8698 0,8870 0,8983 
0,2373 

3 0,5921 
0,8954 

4 
Scbeibe V. 

I 
m=O. m=l. 

1 0,6781 0,7796 
Scbeibe VI. 

p. m=O. n-I. n=2. 
1 0,6783 0,7803 0,8213- 
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Die an den verschiedenen Scheibeu erhaltenen Resultate 
stimmen auf einc ausgezeichnete Weise unter einander fiber- 
ein, und mit den Resultaten der Rechnung, sowohl derje- 
nigeu, die unter dcr Aiinahine 8 = ;, als derjenigen, die 
unter der Annahnie 8=1  angestellt ist. Fiir die eine oder 
die andere dieser Auuahmen entscheiden die Messuugen der 
Radien dcr Kiiotenkreise nicht, da der Unterschied der 
Werthe,  die die Rechnuug bei beidcn ergiebt, ein zu ge- 
ringer ist. 

V .  Beschreibung des Gyreidometers , eines Instru- 
mentes zur genauen Messung der Farbenringe; 

von E. W i l d e .  

z u r  Erzeugung der repectirten Nezoton’schm Farbenringe - -  

ist d o n  vor einigen Jahreu von J e r i c h a u  ’) eine Vor- 
richtung ersonnen worden, die sich vor aiideru z, zu dem- 
selbeu Zwecke bestimmteu durch die dcu Glaseru gegebenc 
Stellung auszeichnet. Dadurcli n~mlich, dafs in diesem Ap- 
parate, den J e r i c h a u  ein Gyreidoskop (vou d yCeog, der 
Kreis; .rd BlJo~,  die Gestalt und axdnso, icli sehe) genaunt 
hat, einem planparallelen Glase gegen cine bewegliche Ho- 
rizontalebenc, in der sich die Convcxlinse befmdet, eine 
geringe Neiguug gegeben ist, wird ninn in dell Stand ge- 
setzt, beide Gliiser allmalig und mit sebr kleiuer Abnahnic 
ihrer Entferuuug iinmcr inehr niiheru , uud die Aenderun- 
gen, die nach uud nach in dcn Farbcn dcr Ringe eiutre- 
ten, beobachten zu kilunen. 

Fiir das Gyreidometer habe ich diese zweckmetige Au- 
ordnung der Gllser im Wesentlichen beibehalten, sonst 

1) Diue Ann. Bd. 54, S. 139. 
2) Die Beschreibung einer von Ritch ie  EU eben diesem Zwecke angegc- 

benen Vorrichtuog finder man in Jiesen Ann. BJ. 44, S. 176. 


