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U n  t c I' s u  c hi1 n g e n i i b  e r d i  e W n h 1's c h e i n  1 i c hlrei t 
Von Herrn Gehebnen - Rat11 und Kitter Bessel. 

d e  r B e o b  a c h t u 11 g s f  e h  1 e r. 

D i e  Wahrscheinlichkeit eines Beobachtungsfehlers kann von 
seiner Griifse abhtngig angenommen werden, aber sie ist s o  
lange unbekannt, so lange unbekannt ist, auf welch Art 
er aus seinen Ursachen entsteht. Wir verdanken indessen 
LapZace das merkwiirdige Resultat , dab,  atis einer grolsen 
Anzahl gleichartiger Beobachtungen , die nta?i~sc?~ei tz l~c~s~e~ 
Folgerungen gezogen werden kiinncn, ohne dars es niithig ist, 
das Gesetz dcr Wahrscheinlichkeit der Fehler zu kennen. 

Wenn man eine solelie Reihe von Beohachtungen einer 
Erscheinung , deren matheniatische Theorie bekannt ist , bcsitzt 
und wenn man die Constanten dieser Theorie, diesem Resultate 
gem%fs, bestimnit , so  giebt ihre Vergleichung mit den eir~zel~ien 
Beobachtungen der Reihe , Urtterschiede zu crkennen , durch 
welche man eine practische Bestinimung des Gesetzes dcr 
Wahrscheinlichkeit der Fehler der amgewandten Beobachtungsart 
erlangen kana Findet man nlmlich, dafs in rn Flllen, unter 
der vorhandenen grorseii Anzahl p derselben, der Fehler zwi- 

1 schen w e i  einander sehr nahe liegentle Grenzen x und x - - i 
f6lIt , so ist die Wahrscheinlichkeit dieses Ereignisses , welche 
ich durch p x  bezeichnen werde, = -, oder 

q x  = -. 
Rlacht nian diese Bestimmung einer Anzahl Werthe von cpx zu 
Ordinaten einer Curve, deren Abscissen die Fehler x sind, so 
stellt diese Curve das Gesetz der Wahrscheinlichkeit der Fehler 
dar, und zwar desto richtiger, je griifser p und i sind. Kann 
man dahin gelangen, die Ordinaten dieser Curve , unbestimmt 
durch eine Function p x  darzustellen, s o  ist hierdurch das 
Gesetz der Wahrscheinliclikeit der Fehler der angewartdten Be- 
obachtungsreihe gegeben , und es ist kein Hindernik mehr 
vorhanden , wenn es darauf ankommt , aus einer beliebipn 
Anzahl von Beobachtungen derselben Art, ihre ruahrschein- 
kichsten Resultate zu ziehen und die tvahrscheinlichen Fehler 
derselben zu berechnen. Das was ich hier gefordert habe, 
namlich das Vorhandensein einer sehr zahhichen Beobach- 
tungsreihe einer Erscheinung , deren mathematische Theorie 
hekannt ist , kann aber nicht immer vorausgesetzt werden ; 
wenn es fehlt,, so kano der hier vorgezeichnete Weg zu der 
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Restiinniultg des Gesetzes der Wahrscheinlichkeit der Fehler 
nicht betreten werden. 

Um in allen FIllen anweudbare Vorschriften zur Benutzung 
einer Reobachtungsreihe zu erhalten , hat Gauss, in seiner 
anfhglichen Darstellung der Methode der kleinsten Quadrate, 
die Snnahme verfolgt, dars das arithnietische Mittel aus einer 
Anzahl gleichartiger Heobachtungen einer gleichbleibenden GriXse, 
ihre wahrscheinlichste Bestimmung sei. Er hat gezeigt , dak 
diem Annahme gleichbedeutend ist mit der Bedingung , dafs, 
auch in dcm allgemeineren Falle, in welcheni die beohachtete 
Gciirse nach einein gegebenen Gesetzc verkdedich ist , die 
Summe der Quadrate der ubrigbleibenden Unterschiede zwischen 
den Beobachtungen und der darauf gegriindcten Theorie, den 
mijglichst Lleincn Werth erhiilt ; ferner , dafs die eine wie die 
andere n bestimmtes Gesetz der Wahrscheinlichkeit der Fehler 
cdmlic 

fordert, wo rnm den niittleren Werth der Quadrate der Fehler, 
oder den Werth des bestimmten Integrals 

f x z q x  dx 
-3 

bedeutet. Wenn kein Grund vorhanden ist , i n  den1 speciellerr 
Falle die Armahme des arithmetischen Mittels zuruckzuweiscrt, 
so ist also auch keiner vorhanden, in dem allgenieinen Falle 
von der Methode der kleinsten Ouadrate abzuweichen ; allein 
dieser Mange1 eines Widerspruchs gegen das eiae oder das 
andere, ist kein Beweis des StattGndens des angegehenen Aus- 
druckes von Qx, und man inub sich anderiveitig YOU seiner 
Anwendbarlieit auf eine gegebene Beobachtungsreihe %beraeugen, 
ehe man gencigt sein * kann, der darauf gegrundeteii Berech- 
nung des ruahrscheinlichen Fehlers , sowohl der Beobachtungen 
selbst, als ihrer Resultate, irgend ein Gewicht beizulegen. 

Da aber nicht bezweifelt Mterden kann, dafs die Function QX 
van der Art der Beobachtungen, auf welche sie angewandt 
werden SOU, abhingig ist, und man ihren, dieser zugehiirigem 
wahren Ausdruck , wenigstens im Allgemeinen , nicht kennt , so 
muk die Autlb'sung der Aufgabe , aus vorhandenen Beobach- 
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tungeri eirier Erscheinung , deren matherriatisclie Theorie gegcben 
ist , (lie Besten Resultatc zii zieherr , auf die Getrachtung einer 
mlllkiidich blei~enclcn Function ps gegriinilet werden. Die- 
scm Gesichtspunkte siird Lnpluce, Gauss und Poisson in den 
hcn~unclcrni~gswiirtigen Ahhandlongen gefolgt , welche sie iiber 
die gegcnwartige Materie bckannt geinacht haben. Das We- 
sentiiclistc dcr. l'hcorie dieser Matcrie hat schon Lagrnge Zuni 
Gegcoytaride ciner, in tlcn Turincr RlCinoiren f i r  1770 - 1773 
gedrnckter~ Abhantllon~ gcinacht. 

Wcnn ich , nach solchen Vorgiingern , Untersuchungen iiber 
tleii;selbeti Gegcnstancl anstelle, so mufs ich zu ihrer Entschul- 
digttng sagen, dars ich eine Bnsicht verfolgen werde , dercn 
Yerrolgang aufser iler Absicht der genanntcn grorsen Geometer 
lag. Icli werde nkulich die Entstehungsart der Beobachtungs- 
feliler nus ihwn Ursuchen, zuni Griinde des Folgenden machen. 
Weirii man ailfangs die Fehler einer gewiasen Beobgchtungsart, 
a's :ms einer , auf gegcbens Art wirkenden Ursaclic hervor- 
gclrertd tetrachtct , so wird dadurch ihre jcdesmalige Griirse x 

cine gegebene Function cines Arguments 0 ,  rvclches in der- 
sellrcn Art \villkiihrlich ist , wic das Fallen cines Wiirfels. Aus 
den1 Auailrucke f = f g  kann aber der Ansdruck Q.r abgeleitet 
rvertkt,, und dnrcli diesen wird  man in den Stand gesetzt, alle 
lihlgeru!tgeri wclche iiiaii nus der Beobachtungsrciho ziehcn 
kann , c\cr Wahrsc3~eialiclikeitsrechtiiing gcniafs zu ziehen. 
Cnter diescr \-Ora-tlsSCtZulJg, welche fordcrt , dafs das h y u -  
?itcnt einer gegclbencn Function als willkiirlich angesehen werde, 
wiirdc i:ian also niit Uiirccht die Fiinction des Fehlers, welche 
seine ~~7ahrscl~einliclikeit ausdriickt, als willkiirlich betrachtetl. 
Ich w e d s  diese Beincrltung verfolgen, arich auf cinige Bei- 
spielc an:vcnilcir, clurch welche zugleich anschaulicli werden 
wirdi dars I;:ilie vorkommen kiinnen, in ivclchen es ein In- 
teresse hat, die gerviihnliche Voraussetzung dcr Willkiir dcr 
Function Cp-t. zn vcrlasscn. Ceioijlinlich sind diese F3le aber 
nicht, indcni inan meistens iiber die Function fg cben so zwei- 
felhaft sein wird, als iiber die Function @s; dann findet die 
Eetrachtung der ersteren keiiie Anwendung, und die Voraus- 
sctzung tlcr Willktir der letztercn tritt an dereri SteIb. In der 
WirkIichkeit wird es auch selten erlaubt sein, die Fehler eirter 
Ursache zuzusclircihen; viehnehr werden im Allgemeitien meh- 
rcre, iiieistens viele von cinander uoabhangige Ursachen zusam- 
nienivirkcn. Hierdurcli wird es niithig , die Zusammensetzullg 
der wirklich vorkomnienden Fehler ilus mehreren Ursachen , zu 
untersuchen. Ich bin dadurch zu Clem merkwurdigen Resultatc 
gelangt, (ids viele von einander unabhsngige Fehlerursachen von 
gieicher Ordnutig durch ihr Zusanimenwirken Fehler hervor 
bringen, ( h e n  Walirscheinlichkeit naherungsweise dieselbe ist, 
welche dnrcli die Voraussetzung des arithmetisehen Mittels, 
ocler durch die Redingung der kleinsten Quadrate, gefordert rvird. 

Hierclurch findet eine auffallendc Uebereinstininiung zwisehen 
diescni Gesetze der WahrscIieinlichkeit der Fehler untl der Vcr- 
theilung derselben in wirklich gemachten Beobachtungsreihen 
ihre Erlliirung ; welche Uebereinstinimung ich in hiiufigcn Fiillen 
bemcrkt und auch einigemale bekannt gemacht habe, z. B. in 
der , am 29*a . h i  I 8  15 an den vcrstorbenen node gesaodten 
und in dem Astr. Jahrh. 1818 S. 234 getlruckten, friihesteu 
iiffentlichen Nachricht von einer Anwendung der Iehler zuim 
RTaaCse dcr Genauiglieit der Reob;lclitungen, und in den Fun- 
damentis Astrononiiae pro no. 1755 1). 19. Icli nenne ilicse 
Uebereinstimmung auffuldend, weil sie auf eine ullgemeinc, das 
jeder Beobachtungsart Eigcnthiin~liche iibenviegende Eigenschaft 
deutet , indem nicht angenommen werden kann , dars die ver- 
schiedenartigsteii Bcobachtungsreihen , eben so  verschiedeii- 
artige Gcgenstiinde betreffend , ohne eine solclie Eigenschaft, 
ilcni angefiihrten Gesetze der Wahrscheinlichkcit dcr Fehlcr 
schr nahe entsprechcn wiirdcn. 

1. 
Ich fange mi t cler hufsiichung der WahrscheinlEclikeit 

- Cpx. dx an, niit welcher crwartet werden kann, dnL ein 
Beobachtungsfehler zwischcn 5 und x -+ dz  fiille, wenn er, 
auf gegebene Art, yon cincr Ursache abhkgt,  fur welche 
jeder zwischen zivei Grenzen - a: und a: Iicgencle Werth gleich 
niiiglich ist. 

Die zu J: und J: + dz gehkirigen Wcrthe cler Ursache be- 
zeichne ich durch 4" und g + dE, die gegebene Art der Abhgrt- 
gigkcit der ersten Griifse w n  der zmeiten, durch x x fg, \YO- 

durch d.z = dfz  wird. Die Wahrscheinlichkeit, dafs der 
Fehler zwischcn I und x + dx falle, ist cinerseits p x d : q  
anclrcrseits ist sie, der Annahnie zufolge , dafs jeder z,wischcri 
- a: und 

Man hat also 

iiegende Werth von p gleich niiiglich ist == dE - .  
2c 

Qxdx = 9 
251 

und wenn man fur clx + seinen Ausdruck schreibt : 

[I1 
woraus 2 durch die Gleichung x =fg weggeschafft werden 
kann. 

Wenn die Elemente p ,  2, r .  . . . . aus einer Reihe von 
n + 1 Beobachtungen bestimmt werden sollen, so ist bekannt- 
lich das System dcrselben das wahrscheinlichste, welches das 
Product 

a = Cpx . Qx' . fpxn . . . . pJn) 
so grofs 31s miiglich macht, oder welches die Gleichungen: 
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clx dx' dX" 

dx dX' dx" 
dr dr dr 

0 = fprx.- + q x 1 .  - + lp'x". - +. . . .  
a'x. - + q ' x ' ,  - +@'&.I/* - +. . . .  

. . . .  dq 4 47 (@).. 
0 = 

u. s. w. 
erfiillt . in welchen Q'x . p'x', . . . . .  f ~ r  

dQx dQx' 
~ - . . .  
dx px dXt q X r "  

geschrieben sind. Bei dcr Bcstiinmung der wahrscheinlichsten 
Eleinente kommt also nicht somhl  px, als (p'x in Betracht; 
will inan dieses, oRne in [I] k durch .r ersctzt zu habcn, also 
durch F ausdrucken so  crhiilt man, durch Differentiirung 

woraus nun k, durch Y = f&', wegzuschaffen ist. 

von x eingeschlosscn sinll, sind t f a .  
drats des mittZe,.cn Fchlers einer Beobachtung ist 

Die Grenzen t a, zrvischen welchen dic niiiglichen Werthe 
Der Ausdruck des Qua- 

-a +a 
der mahrschei&Ae Fehler einer BeobachtuDg = mk, findet 
sich aus der Aufliisung der Gleichung: 

mk 

J q X . a x  == aJiqxax 
0 0 

oder, nach der Eipfiihrnng von g &I unter der Voraussetzung 
dafs x = 0 unc! F = 0 zusammengehiiren, und f(-$) = -ff 
ist, aus der Gleichung: 

[4]. . . . . . . . . . . . .  f ;. d.5 = $Jj.f& 
0 0 

woraus R gefunden und dann 

wird. 
mE s fR 

2. 
Zur Erlkterung des Vorigen Werde ich es auf zwei Bei- 

Das erste Beispiel sol1 die Annahme 
spiele anwenden. 

x = a sing 
verfolgen, und f ~ r  E sol1 jeder Werth gleich miiglich, oder 
oc = f . n  sein. Man erhiilt ohne Weiteres aus den Formeln 

1 1 
c11, 123 [PI, 

cpr = - 
Q'X = - 

r ~ ( a u - m )  
X 

aa-xz 
mrn = Saa 

Die Fnrmel [4] ergiebt 

oder 

woraus 

und 

1 - (?OS K = 4 ,  

K = 60' 

a\r3 ntb = nsin60' = - 
2 

hervorgehen. 

der Gleichungen (O), wenn darin 
Die ruahrscheinlte~i Eleiiiente folgen am c!er AuflFsung 

X ip'x = ____ 
an - x x  

gesetzt wird; fiir den einfachsten Fall, in welchem eine immer 
gleiche GrGfse p , durch die Beobachtungen 

bestiinmt werden soll, folgt p aus der Aufliisunp der Glci- 
chnng : 

p = h,  ?z,r, h" . . . . .  .I'@) 

- .  
statt deren die Methode der kleinsten Quadrate die Aufliisung 
der Gleichung 

0 == h-p+?z'-p+. . .  .+ P - p  
= { A  + h'+. . .  .+Acn) \ - (n+ 1 ) p .  . . . . .  ..[6] 

fordert. Das Verhiiltnifs des :mBtZcren F'eMrrs ztm %ah- 
scheinliciien ist 3 1 : k -= i :v3 = 1 : 1,732, nach der 
gewiihnlicheu Theorie, als ruahmcheinlichte angenommen, rviirde 
es 1:0,4769364v2 = 1:0,6945 sein. 

Ein diesem Reispiele entsprechender Fall wiirde vorhandcu 
sein , wenn der Winkel zwischen zwei Punkten, von beliebigen 
und nicht angegebenen Punkten der Theilung cines Kreises an, 
gemessen wzre, welcher Kreis eine bekannte Excentricittt und 
nur eine einfache Ablesung besitzt , iibrigens aber fehlerfrei ist 
und fehlerfrei angewandt wird. Wird in diesem FaIle der An- 
fangspunkt einer Messung durch u, der Pnnkt tler Theilung, 
welcher in der Richtung von ihrem Mittelpunkte nach dem Mit- 
telpunkte der Bewegung der Alhidade liegt , durch A ,  die Ex- 
centricjtgt durch e bezeiehnet, s o  ergiebt die Messung , statt 
des wahren Winkels p, 

p +2e singp cos (u - A + $ p )  
Man hat also, den im Beispiele angewandten Bezeichnungen 
zufolge : 

und u sowohl \vie das davon abhangige E ,  ist, der Annahme 
geaniifs, vollkommen millkiihrlich. Man sollte also p durch die 
AuflSsung der GIeichung [j], welche v m  2n + f ta  Grade ist, 
bestimmen, und sein so bestimmter Werth wiirde dor taahr- 

2e s in jp  = a; u - 90'- A + bp = $ 

25 * 
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8chcitzliclslc sein , der a m  den vorhandenen Beobachturigen 
gefdgcrt werden kann. Dafs er desto weniger, j e  griifser n 

ist , yon dem arithmetischen Mittel acts allen Beobachtungen 
abweicht , welches inan durch [€I] erhblt , kann soivolil in dem 
vorhantlcneii Fallc leicht naehgewiescn wcrderi , als es auch aus 
ilcr nllgenicincn , ron LapZace gcfundeneu Eigcnschaft folgt, 
rrelcher aufolge die Bestimmung der Elemeiite desto freier 
YOII F.z mird, j e  grafser die Snzahl der vorhandenen Beob- 
achtungen ist. Der malmcheirzliche Fehler ist 2,568 Rlal so 
grofs, als man ihn durch Verfolgung der Hypothese, a d  wel- 
cher die Methode der kleinsteri Quadrate beruhet , schltzen 
wurcle. 

Weirs man nichts von der U w c h e  der Abweichungen der 
verscbiedciien Messungen des Winkels p von eiiiander , so cr- 
scheineii sic als rvahre Beobachtungsfehlcr und es ist kein 
Grmd rorhandcn, melcher sich dcr Anwendung des arithnieti- 
sclicn Mittels , oder allgemeiner der RIcthode der lileiristen @a- 
tlratc , aucli aur diese Beohaclitungcn , widersetzte. Man erhllt 
aber dailurch , in dcni Iietrachtcten Falle , .nicht den wahrschein- 
licitsten Werth von p und cine vie1 zii Blcine Bestimiriung sei- 
nes .rvahrsclicinlichcn Fehlers. Ein andercr , dem Uejspielc 
gleichfalls entspreclicnder Fall ist niir in ineiner eigenen Praxis 
vorgekoninien : ich hatte deii Uiitcrschicd ziveier LBngcn durch 
elnz R2iliromcterschra~ibe, oft wiedcrholt gcmessen , und bc- 
rnerkta , als ich die IZeohachtungcn untereinander verglich , dafs 
griifsere positive odcr negative Abweichungen .van dcnl mitt- 
leren Rcsultate der Mcssungen hiiufiger vorkjimen als kleinere; 
was soivclhl der Hypothese, a d  welclier die Methode dcr klein- 
sten Quadrate herullct als der ge~~iihnlicheri Erfahrrtug wider- 
sprach. Ich konnte nicht zweifeln, dafs in diescm Fdle  cin 
gariz anrlcres Gesetz der WaliI.scheitiliclikeit der Fehler statt- 
finden miissc , und fand wirklich bei einer hierdurch veran- 
lafsten nbheren Prufung des Apparates , dah die Mikrometer- 
schraube in dem Uinfange jcder ganzen Dreliung sich nicht 
den Angaben ilirer Tromniel proportional forthewcgte , aber in 
vcrscliiedenen Drehengen wiederkehrcnde , dern Sinusse des 
von eineni geivissen Anfangspunkte an gczbhlten Drehungs- 
rvinkels proportionale Ungleichheiten zeigte. Dieser Fall ent- 
sprach aIso dcm Beispiele. -41s ich die erkannte Fehlerursache 
durch Rechnung heseitigte, hatte ich das Vergniigen, meine 
Rfessungen in sehr befriedtgender Uehereinstimmung zu findcn ; 
woraus also hcrvorging , dafs der Apparat nur geringe sonstige 
Fehlerursaclien besafs. 

Das ziueite Beispiel soll die Annahme 
x = aE% 

rwfolgen , und jedcr zivischeri den Grenzen - c1 und d: liegende 
Werth von $ soll gleich miiglich scyn. Die Formeln [i], [23 
und [3] ergeben in diesem Falle: 

1 
2x 

rnm = 4aa.4 
Die Formel [4] ergiebt die Cxleicliung: 

Cp'x = - - 

odcr 

und man erhzlt dadurch: 
R3 = i a 3  

Beobachtungcri dieser Art ergeben die cvahrscheiolichsten Wer- 
the der Eleniente, wcnn man, in den Glcichuyen (0) 

1 
2 x  

Q'X = - - 
setzt : in dem einfachsten Falle , in welcliem eine imnier gleiche 
Griifse p ,  durch die Beohachtungen 

bestimint werden soll, folgt also p aus der Auflijsung der 
Gleichung : 

p = ?L, h', h" . . . . .?P 

I 
+ . . I  .+- 1 I 

oder, wenn man das Product: 

durch P bezeichnet, aus der Aufliisung der Gleichung des 
ntm Grades: 

o = -  
h-p + h .  P - p  

( h - p )  (1;-p) (I"--p). . . . . 

c7g1 

Das Verlidltnifs des mittleren Fehlers zum wahrscheinlichen ist 
= q 4 :  \ / 5  = I : 2,409. 

Dieses Beispiel ist eins von denen, in welchen man rricht 
zu der Bestimmung von p, sondern zu der Bestimmung ciner 
davon verschiedenen Grenze gelangt , ntimlich der Grenze 
p +Jzpx:dz; man gelangt zwar itumer nur zu einer Grenze, 
welthe diesen A d r u c k  hat, ailein wenn p ( -x )  == p x  ist , so 
ist sie von p nicht verschieden, was hier, wo alle x gleiches 
Zeichen !laben, nicht stattfindct. In dem gegenwartigen Falle 
erhalt man die Grenze 

= P+&- f E . . d E  = p + + a x .  
-a 

Das Quadrat des mittleren, auf diese Grenze bezogenen Feh- 
lers, ist bekanntlich *) - - mm-&mc14 = ,$5aa& 

*) Gauss Theoria eombin. obaervationum etc, Guttingne 1823 
1'. 7. 
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und den wahrscheinlichen Fehbr findet man 
- ++2 - -- a x x  = 0,420. ax&.  

Wenn das die Methode der kleinsteii Quadrate ergebende Feh- 
lergesetz auch bier angewandt werden sollte, wurde man ihn 
= 0,6745.v&.aorx- = 0 , 2 0 1 . a a ~  finden. 

Es ist nicht schwer, auch diesem Beispiele untergeord- 
aete Falle , welche wirklich vorkomnien k6nnen , aufzufiiiden. 
Einer von ihneo ist vorhanden, wenn die Llnge einer Stange, 
welche eine kugelfiirmig gekrumnite Endflache hat , auf einem 
mikronietrischen Apparate geniesqen werden sol1 , welcher den 
Fehler hat, d a h  der Mittelpunkt der kugelfiirmigen FlLche nicht 
sicher in die gerade Link zrvischen der Rilikrometerqitze und 
dem Punkte, von welchem an die Liinge gezs'hlt wird, gebracht 
werden, sondern innerhalb der Grenzen - x  und cc willkiirlich 
davon entfernt sein kann. Bezeichnet man den Halbmesser der 
Kugelfltche durch r, so  ist, fiir ein convexes Ende der Stange, 

"T r  x = -By f i r  ein concaves x = Ei und also a = 
Dafs n und A- stets gleiches Zeichen haben, liegt in der Natur 
der Sache. 

In beiden Beispielen, welche ich gegenwiirtig verfolgt habe, 
ist das Gesetz der Wahrscheinlichkeit der FehIer betrachtlich 
verschieden von dem oft erwahnten Gesetze 

3 

- 1  
2r 2r ' 

- X I  

Q x  = 1 ,eemm 
V(2d 

In dem ersten derselben sind sogar die sich den Grenzen nB- 
hernden Fehler weit wahrscheinlicher als die kleinen, und fiir 
die Grenzen selbst wird Qz = 00. Dieses findet in vielen, und 
vermuthlich aucb h#ufig vorkommenden Fallen statt. Wenn 
jeder Fehler aus einer eiiizigen Wrsache entstgnde , s o  wurde; 
meiner Meinung nach, kein Grnnd vorhandcn sein , zu erwarten, 
dafs die Abnahme der Zahl der Fehler sich mit dem Zuneh- 
men ihrer Griifse verbundeii zeigen werde; so wie es, seltener, 
nur bei sehr einfachen Beobachtungsarten vorkommender Aus- 
nahmen nicht zu gedenken, in der Wirklichkeit der Fall ist. 
Da ich die Absicht erreicht zu haben glauhe, melche i i c h  
zu der Verfolgung einiger Beispiele veraiilafste , so verlasse ich 
diese, und bemerke dariiber nur Iioch, dafs jeder Versuch, 
das der Methode der kleinsteii Quadrate (wenn inan sic als 
wahrscheinlichste Methoile betrachten will) zum Grunde liegende 
Gesetz allgeniein als das wirklich vorkommende zu erkennen, 
nothwendig vergebens sein muk, da die Beispiele zeigeri , dafs 
Bedinpngen , welche nicht blofs mathematisch niiiglich sind, 
sondern auch practisch erfullt werden kiinnen , auf davon glnz- 
lich verschiedene Gesetze fuhren. 

3. 
Ich werde nun die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers unter- 

suchen, welcher am der Zusanzmmruirkuny mehrer, von ein- 

ander unabhlngiger Ursachen entsteht. fJm nicht unniithige 
Weitlluftigkeit herbeizufiiliren , werde ich voraussetzen , dafs 
jede dieser Ursachen so wirkt , dafs sie positiven und negativen 
Fehlern von gleicher Griifse gleiche Wahrscheinlichkeit giebt ; 
fcrner werde ich , als Maak dieser Wahrschciulichkeit, die Ge- 
wifsheit des Vorhandenseins der TJrsache , aus welcher ein 
Felilcr entstcht, oder, was dasselbe ist, das zwischen den 
Bufsersten Grenzen des Fehlers genonimene Integral fQz.dz = 1 
annehmen. Itpdem ich schon gezeigt habe, wie aus einer gege- 
benen Art der Wirkung der einen Fehler erzeugenden Ursache, 
die seine Wahrscheinlichkeit ausdriickende Function hervorgeht, 
so ist es auch unniithig, die erstere in detn Folgetiden ferner 
zu betrachten. 

Man erhalt eine deutliche Vorstellusg von dem Zusamnien- 
wirken verschiedener Fehlerursachen , wenn man die Einheit, 
durch welche die Wirkung jeder derselben, oder der Beitrag, 
den sie zu dem Gesammtfehler liefert, gemessen wird, in un- 
endlich viele gleiche Theile (it") theilt und diese Wirkung von 
t i  - zu fortgehend annimmt. Die Wahrscheinlichkeit , dafs 
i L 
eine der Ursachen die Wirkung x erzeuge, ist der Anzahl von 
Fiillen proportional , in welchen diese Wirkung sich, unter einer 
unendlich grofsen Zahl N von FllZen, zeigt. Bezeichnet man 
diese Anzahl dureh EQz, so ist der Ausdruck der Wahr- 

i 
scheinlichkeit des Vorkommens von x = -@. Die Wahr- 

scheinlichkeit , dafs eine audere von der vorigen unabhlngige 
Fehlerursache die Wirkung y hervorbringe, hat eben so den 
Ausdruck iQry; dafs eine dritte die Wirkung z hervorbringe, 

i den Ausdruck -p2 z ;  u. s. w. Die Waahrscheinlichkeit, dafs 
i 

diese Ursachen tugleich die durch x ,  y, I,. . . . bezeichneten 
Wirkungen hervorbringen , ist ilas Prodnct aller Wahrschein- 
lichkeiten der einzelnen, also, wenn die Anzahl der von einander 
unabhangigen Ursachen = p + i gesetzt wird , 

i 

i 
i 

I 

- -- ,+14z-@,r.@zr.  ' ' ' .  

Wenn nun 

gesetzt wird, so ist die Wahrscheinlichkeit, dafs die Ce- 
samnitwirkung aller Ursachen , oder der Gesamnitfehler , = rt 
sei, die Summe aller Werlhe, welche der eben gegehene AuS- 
druck erh$lt, wenn fiir I, y ,  z,. . . . alle von zu - fort- 

sclireitende Werthe gesetzt werclen, welche mit der Bedingung 
5 fu + z + . . . . = n vcreinbar sind. Bezeichnet man diese 

Wahrscheinlichkeit durch 

x + y + z +  . . . .  = ?I 

1 1  
I i 

i 

1 

+n, so hat man also 
L 

9. = --ppz,p1y.qJ2z..  * . . . . . . . . . [ 7 ]  
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in welchein Ausdrucke &as Sommenzeichen z die angegebene 
Bedeutung hat. 

Die Aufgabe, die Function +ra zu finden, ist also gleich- 
bedeutend mit der Aufgahe , die g d k i e r t e  Sumination auszu- 
fiihren. Da dic Sornmntion einer Reihe von Werthen einer 
Function, deren Argument voii eitier Grenze zu ciner anderen, 
in arithinetischcr Progressioti , und zwar clurch uncndlich kleine 
-4endenmgcn fortgcht, sich auf cine Integration zwischen diesen 
Grenzen redicirt , wid unscrc Aufgahe p solcher Summationen, 
also anch p successivc Integrationen crfordert , so  erhalt sie 
hierdurch einc Scliwierigkeit , welche nur i n  besonderen Fallen 
dcr Functioncn 9 x, PI y . cp, z . . . .  iibersteiglich ist. Wenn 
-2, y, z,. . . .  nicht jede beliebige Griifse haben kSnnen, son. 
dern tler Hcdingung unterworfen sind, dafa sie sich in den 
Grcnzen resp. t a ,  b ,  c .  . . .  befinden miissen, so ge- 
sellt sich zu dieser Schwierigkeit noch eine andere, gleichfalis 
sehr betriichtliche , riknlich die Schwierigkeit, jede Integration 
in  ihren gehiirigcn Grenzen auszufuhren. Offenbar ist dann +a 

keine stctigc Function volt 7 2 ,  sordern sie erhllt andere und an- 
dere Ausdriicke , jenaclidcni n sich zwischen den verschiedenen 
ihrer GriiTse naeh aufeinander folgenden Combinationen von 
+ a, b ,  7 c,. . .  Befindct. 

4. 
Obgleich ilas, was ich eben gesagt ,habe, nicht erwarten 

IBfst, dafs man, ohne die Aufgabe von einer andern Seilo auf- 
zufasscn , cin allgemcin befriedigcndes Resultat dadurch erhal- 
ten werde, so werdc icli doch den Ausdruck [7] zu verfolgen 
anfangen. BInn lrann dadurch zu zrvar speciellen , aber doch 
der Aufinerksamkeit nicht unwerth erscheinendcn Reaultaten 
gelangen. 

ursachen 
Nimmt iiian zuerst nur zmei zusammenwirkeiide Fehkr- 

so verwandelt sich [i'] in: 
I 
i 
7 nn-M 

q. = - W J X  45,y 

58. 38c 

und die durch E und y zu erfiillencte Redingung ist 

Schafft man dadureh y fort, so wird 
n = x+y.  

+a = - I; q x  P I  (n - x )  
1 
i 

I I 
i c 

und diese Summe muk iiber allc, von - xu fortsclireitrndc 

Wertlic von 5' ausgedehnt werden , welche z nicht auberhalb 
der Grenzen Ta, und zugleich n--5 niclit aufscrli;ilb dcr 
Grenzen b bringen. Dic Grcnzen, iiber welche IL nicht Iiin- 
ausgehen kann, sind offenhar (a + b) .  

Unter Vorbehalt der gehiirigen Begrenzuni: des Irttc- 
grals, ist 

1 
i 
--c q x  q/ (n-x) = fQ-2 cp, (n- x) dx 

Die Bedingung, dafs r zwischen - a und a liege, fordert, 
dafs das Integral nicht iiber diese Grenzen hinacs ausgehehnt 
werde; die zweite Bedingung, dafs n--5 zrvischen --b und G 
liege, fordert aber auch, dafs das Integral niclit iiber ilie Gren- 
zcn n--b iind n+b hinausgehc. Es geht hieraus hervor, dafs 
man die gehiirige Regrenzung dcs Integrals erhiilt , wenn man 
- a ,  a, 7 ~ 4 ,  n+b nac'h ihrer Criifse ordnet und die beiden 
miftleren als Grenzen des Integrals annimmt. Das Integral 
geht nicht his zu a, wenn n-a<-6 urid >A, oder n<a- PI 
und > a t  b ist , wovon jedoch die Bedingung ra > a  + b wcg- 
gclassen werden kann, i d e m  sie nur fordert , dafs n die Grenze 
seiner miiglichen GrSfse nicht iiberschreite ; cs erlangt also die 
Grenze a nicht, sondern n+b statt derselben, wenn n<a-b ist. 
Dagegen fiiigt es nicht von -a an , menn n + Q < - -b und >b, 
oder I Z < - U - ~  und >-a+b ist, rvovon aus dem angefiihrten 
Grundc die Bedingung TZ <-a-  b weggelassen werden kann; 
es  f;ingt also nicht von der Grenze -a an, sondern von n- b 
statt derselben, wenn n>-u+b ist. Wenn man diejenige 
von heiden Functionen , deren Greuzen sich am weitesten aus- 
clehnen, als die erste von beiden, also o>b annimmt, erhalt 
man also: 

. .  
+n =J q x . Q ! ( n - x )  d x ,  wenn n zwischen -a-b und a + b  

--a 

. . . .  . . . . . . . . . . .  . . . . .  . . . . . . . . . . . . . . . . . .  = f&. q,(n -z) d-5 .'. -a + b a - b I n-b 

CS]. 

=zz f ~ * . ~ , ( r a - z )  dz. . . . . . . . . . . . . . . . .  a i b .  . . .  .a + b [ n-b 

Dab diese Formeln die Bedingung $n =: $(-n), der sie, 
der Annahmc @x = Q(-z) und pry = q,(-y) gemzfs, 
entsprechen mussen , wirklich erfiillen , bemerkt man leicht. 

ursachen so annehmen, d a b  die eine innerhalb der Gren- 
zen T; a, die andere inncrhalb b liegenden Fehlern eine 
6estiindige Wahrscheinlichkeit giebt ; also 

Ich wcrde diese Formeln auf einige Beispiele anwenden. 1 1 ,  1 
cpz = - Qry = - Zuerst werde ich die beiden zusammenwirkenden Fehler- 1 2a 2b 
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Die Formeln [8J ergeben fir diesen Fall unmittelbar 1 Als zrueites Beispiel werde ich fur eine der beiden zu- 

+n = n + n + b  wenn n zwischen - a - b  und - a + b  
4ab 

sanimenwirkenden Fehlerursacheo , die in den1 ersten Beispiele 
des 2ten Art. abgeleitete , also 

. . .  . . . . . . . . . . . . . .  --a + b . .  a--6 

. . . . . . . . . . . . . . .  a- b . . . . .  a -k -b 

- 2 b  
4ab 

4 ab 

- -  
- --n+a+b - 

Indem n von 3: (a+b) zu (a-h) iibergeht, wiichst also 
+n gleichfiirmig von 0 bis -, welchen Werth es behiilt, wlh- 

rend n sich zwischen -a+6 uud a -b  bcfindet. 

1 
2a 

1 1 QX = - , 
a V(au-.-.-) 

und fiir die andere die eben angewandte, also 

q,y = - 1 
2 b  

annehmen. Dadurch werden die Formeln [ 8 ] .  

dr 
( a r + 2 6 )  wenn n zwischen -a--b und -a +t 

1 - (u-u‘). . . . . . . . . . . . . . .  . - -a+b, .  . . .  a--b 
dx 

n-b 

I e ‘ J  ’a dx - - -(. ..--u‘). . . . . . . . . . . . . . . .  a - - b . . , . .  ~ f b  
2b.n v ( a n - x x )  26a 

n-b 

wo die Winkel u und u’ aus den Fornieln: 
n-6 

; sin u‘ = - s inu  = - n + b  
a n 

hervorgehen. 

Der in diesem Beispiele verfolgte Fall findet unter andern 
statt, wenn man der Ablesung der Theilungen des im Art. 
zur Erliiuterung gewghlten escentrischen Kreises eine optischc 
Paraltaxe %eilegt, und den Ort des Auges, von welchem ihre 
GrXse ablldngt innerhalb der Grenzen, zwischen welchen diese 
ron --b zu 6 iibergeht, willkiirlieh~ annimmt. 

Als drittes Beispiel werde ich beide zusammenwirkende 
Fehlerursachen , von der Art der im lden Beispiele des 2tei:” Art. 
abgeleiteten , also 

annehmen. 
die Integration von 

Bei dieser Annalime setzt die Erfindung von +n 

1 dx - 
r Z  . V(au--xx)  ~ ( - b b - ( n - - s ) 2 )  

zwischen den in den Formeln [8 ]  angegebenen Grenzen voraus. 
Diese Function ist also eine elliptische Transcendente der er- 
sten Gattung, deren Ausdruck unter die Form: 

dY 
~ J Y ~ l - y Y ) v ~ l - ~ w  

gebracht werden kann. Man erlangt diese Reduction sehr 
leicht, wenn man den, dureh Eleganz und Vollstandigkeit der 
Entwickelung des Meisters wurdigen Formeln folgt , welche 

JucoBiQ) gegeben hat. 
und y f i r  5 schreibt, so lehren sie, dafs 

Wenn man in diesen Formeln x f u r y  

JY 
Y-( f-yu)V(L’-iv‘yy) 

-- - ax - v { (-4 ( x - 8 )  (-7) 
wird, wo (unter der V’oraussetzung a>/3>y>d) unter L und fi- 
die Ausdriicke : 

2L = Q W r ) ( P - 4 1 +  P b - P X Y - 4 )  
2 s  = V((.-r>(P-4) -i+m -8)) 

4 

verstanden werden, und die Relation zwischen x und y die 
folgende ist . 

1 )  wenn x nicht kleiner als o? und nicht griifser als 8 ist 

2 )  wenn x nicbt kleiner als y und nicht griifser als p ist 

Die vier Factoren des Quadrats des Nenners des Diffe- 
rentials, welches mit diesen Formeln verglichen werden soll, 
sind : 

x - a .  x+a I x - n f b . x - n - b .  
Wenn itens n zwischen - a - b  und --a+ b Mllt, ist ihre 
Reihefolge : 

x - a .  x - n - b .  x + a .  x - n + b  

*) Fundamenta novi theoriae funct. ellipt. Regiomonti 1829. 
Man findet daselelbst auch iihnliche Formeln fur den y. 12. 

Fall, in welchem ilcr Nenner 

ist. 
v t - (x- 4 (x -PI (x - - )  ( x  - 4 1 
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I1 

1,oo 
-v 

0,80 
0,70 
0,63 
0,56 
0,50 
0,44 
0,37 
0,30 
0,20 
0,OO 

und das Integral wird von --a bis n + b  genommen. 
hat also 

uiid das Integral von y bis f i  zu nehinen. 

Man 

a = u ,  , 3 = n + - b ,  y = - u ,  d’=n--Z, 
Hieraus folgt 

ZL = v 4 a b  + S(nn - (a-h)’] 

2~ = Q 4 a b - + { n n - ( a - - b ) 2 )  
und die Grenzen des Integrals = - 1 und + 1. 

Ileihefolge : 

und das Integral w i d  von G -b  bis n’$. b genommen. 
hat also 

llnd &is Integral yon y liis p zu nchmen. 

4 

Wenn 2tens n zivischen --a+h und a--b fdlt,  ist ihre 

x - a .  x-n- -6 .  r - n + b .  x + a  
Rhn 

& = a ,  , & = n + b ,  y = n - - b .  6 = - - a  
Hieraus folgt 

4 

4 
2L == y . ( ( a + b ) ” - n u )  ++{(-a-b)z--nnf 

2M = y-{ (a+ b y -  nn ) -${ (u-b)2-??n\ 
uiid dic Grcmcn de.5 Integrals = - I imd + 1. 

Rcihcfolge : 

und das Integral wirtl w i  n- b his a genommen. 
also 

a = n + b ,  P = a ,  y = n - P ,  6 = - a  
und das Integral von y bis ,3 zu nehmen. Das TJebrige folgt 
hieraus wic in dem ersten Falle, was auch eine Folge davon 
ist, d a b  +a = +(--n) scin mnfs. 

Wenn stens n zivischen a--b und a+ 6 Eillt, ist ibre 

r - 7 1 - b .  x - f l . 2 - n f b .  r+a 
Mail hat 

Rlan hat also in alleri drei Fiillen 

111 

m 
0,15 
0,12 
0,lt 
0 , l O  
0109 
0,os 
0,08 
0,07 
0,07 
0106 

Den Zahlmwcrlh des Integrals hat .LC .~C?L~PC,  iip 3kea Tlieile 
der Exerciccs du calcul in tGgra1, in eiuc Tafel gebracht , deren 
Argument # ist. 

5. 
Ich habe diese Beispiele verfolgt, um dadurch in einigen 

specicIIen Fiilleri anschaulich zu niaclien, in welcher Art die 
Bescliaffenheit dcr Functionen p und q, durch ihr Zusammen- 
wirken vcriinclcrt. wid.  Die drei Beispiele sind dicser Absiclit 
angcincsscn gew3ilt: das erste setzt zmei Fchlerursachen vor- 
aus, wclchc gri;fsercn urid kreineren Behlcrii gleiche Wahr- 
scheinlichlieiten beilegen; (Ins zrucitc rerbitrdct einc solche 

Fehlerursache mit einer andercn , deren Wirkungen dcsto wahr- 
scheirilicher wcrden, j e  griifser sic sind und fiir welche Cps, 
an den Grenzen ron E ,  sogar bis i n s  Unendliche wachst; das 
clritte betrachtet endlich das Zusammenmirken zweier Felder- 
ursachen der letzteren Art. Um lcichter als durch die erlang- 
ten Porineln clas Resultat dicses Zusammenwirkens zw eier von 
cinander unabhhgiger Fehlerursachen iibersehen zu Itiinnen, 
haBc ich die Zahlenwerthe von (a+b)+n zuerst fiir die Vor- 
aussetzung a = 5 und 6 = 5, dann fiir die Voraussetzung 
n = 6 und -6 =i 4 berechnet und fiihrc sie hicr an: 

t n  - 
0 
I 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 

- + n  
cv4 

0 
f 
2 
3 
4 
6 
6 
7 
8 
9 
10 

a = 6 und b 4 
I - 

0,83 
0783 
O , H 3  
0,73 
0,63 
0252 
0,42 
0,31 
0,21 
0910 
0 ) O O  

I1 

0,58 

O)G9 
0,63 
0,56 
0,49 
0,42 
0,33 
0,23 

M 

0,60 
0,76 

0,oo 

I11 
-rvv 
0,6 1 
0,64 
cn 

0,GO 
0,5t  
(446 

0,39 

0,34 
(432 

0,42 

0,36 

In1 Deispielc I11 ist eigcntlich der Wcrth van $12, ail der Grcnze 
von n ,  unbestimmt; allcin fur ein unendlich wenig kleincres n 
driicken ihn die berechneten Zahlen aus. Durch dieseTafeln wird an- 
schaulich , wie das Zusammen~virlien zweier Fehlerursachen griis- 
seren Fehlern, in1 Allgcmeincn, kleinere Wahrscheinlichkeiten giebt, 
sklbst wenn die (lea einzelncn zugehorigrn Cp und p, diese Ei- 
genschaft nicht hnben. In  dcm Beispiele I1 ist (lac etarlic Zu. 
sainnicndrIingen dcr Fchler an dcn GrenmI1 dcr XIS der einen ilirer 
Ursachen Ilervorgehenden , giintlich verschmundcn , und es zeigt 
sic11 darin im Ganzcn ein mit dcni Wachsen vo~i n verbundsnes 
AIInehnien von +n. In den1 Beispiele 111 ilriingen sich die 
Fchler in dcm ersten berechneten Falle bci n = 0 ,  in den1 
zwciten bei n = 2 ,  noch stark zusainnien, aber die Werthe 
von n, fiir welche diescs stattfindet, licgen nicht nichr an den 
Grenzcn. DaB etwas Aehnlichcs aus dein Zusammenwirken 
zweier Fchlerursachen entstehen niiisse , begreirt man auch 
leicht ohne Qcclinung; allcin diese weiset es in den ihr  ent- 
worfenen Fiillen niiher nach. 

Man kann a m  syeciellen FBllcn allerdings nichts Allge- 
meines folgern ; allein ich bemerlie , ]lei Gelcgenheit der gegen- 
vviirtigen Verfolgung einiger derselbcn , d a b  die dadurch erlang- 
ten Resultate dcr Vermuthung nicht zuwidcr sind, dafv d.as 
Ziisanimenwirken einer pof i en  ArtzahZ. voti eiiiarider unabhtn- 
giger Fehlernrsachcn, dic Gcsetzc rler einzelnen rniigcn sein wie 
man will, eineni Austlruckc \on +n ntheren kiinnc, wclcher die 
Eigenschaft besitzt, init dem Wacheen der Werthc von n fort- 
wahrend abznnch~~~en. 
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oder jede griirsere Zahl von Fehlerursachen ausdehnen kann, 

Nr. 359. 

setzt werde, sobald /t - vI , n - u2 ,  u. s. w. ausserhalb 
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6. 
Man kann, durch weitere Verfolgung der Formel [TI, 

Ieicht einen Ausdruck von +n erhalten, welcher das Resultat 
des Zusammenwirkens dreier Fehlerursachen angiebt. Fur zivei 
Fehlerursachen @x und ply habe ich oben gefunden: 

+D = f ;x cp,(a--x) dx 
-a 

welcher Ausdruck aber die Hinzufiigung der Bedingung fordert, 
dafs statt p, ( a - x )  N z d  gesetzt werde, wenn n - x  ausser- 
halh t b liegt. Fuhrt man, um die Bezeichnutigen n und +n 
auch fur das Zusammenwirken dreier Fehlerursachen beibe- 

halten zu khnen ,  statt ihrer andere ein, nlmlich v statt n 
und Fv statt + D ,  oder schreibt man statt des obigen Aus- 
druckes : 

-a 

so kann man, bei der Aufsuchung von +n fiir drei Fehlerur- 
sachen, dieses Fu statt des vorigen p x  und Cp2z=Q2(n-v) 
statt der vorigen p, (u - x )  anwenden ; unter der Bedingung, 
dafs statt Q2 (n - u )  Ndl  gesetzt werde, wenn n --Y aufser- 
halb c liegt, wird das Integral zwischen den Grenzen von 
v = + (afb) genommen. Man erhalt also 

- 

- A - e  - 5 b  
Die hier geforderten successiveii Integrationen sind aber 

nur in sehr eingoschrankten Fallen der Bedeutung von 
Q, PI,  p2. . . . . ausfiihrbar, und selbst wenn sie ausfiihrbar 
sind, wird die wirkliche Berechnung von +ny dmch die Ne- 
benbedingungen, welche die Begrenzungen der Integrale erfor- 
dern, auf’serordentlich erschwert. Urn wenigstens den Anfang 
dieser Schwierigkeit anschaulich zu machen, werde ich den 
ngchst - einfachen Fall, nlmlich den Fall dreier Fehlerursachen, 
verfolgen. Die Formeln, welche ich dadurch erhalten werde, 
sind nicht nur hier anwendbar, sondern immer wenn cin In- 
tegral 

5 .  qi y. p x .  dy . dx f lQ 
iiber alle Werthe der veranderlichen GrGCsen ausgedehnt wer- 
den soll, fir welche x +y + B einen gegebenen Werth D hat: 
sie kGnnen also noch anderweitige Anwendungen finden. 

Urn abzukiiirzen , werde ich das Integral 

Jbl (u-  2) Qx dx durch [A, i] 
h 

bezeichnen. Daraus folgt, den Formeln [B] gemgfs : 
/mfc 

-a 

wenn 9)-a-b  < - a + b . .  . .Pu = [ -a ,  v+b]  
v>-a+6 <a--b ...... Fu = [u-b, u+b] 
V> a - b  < a + b . .  . . ..Eb = [v-b, a] 

Man sucht 

q n  = f :2(n-”)F”.d” 
- a - b  

unter der Bedingung, dafs statt Cp2 ( n - v )  Null gesetzt werde, 
wem n--u aufserhalb c liegt. Setzt man nach und nach 
fiir F-u die eben gegebenen Ausdriicke, so fordert die Anwend. 
barkeit des crsten derselben, dafs y>--n-b und <-a+b 
sei ; die jetzt hinzugekommene Bedingung fordert , dars 
n--u>-c und <c,  oder v>n--c und <n+c sei. Fallt 
n-c zwischen -a-b und -u+b, also n zwischen --n-b+c 
und - a  + b.+ c ,  so wird das Integral von n - c angerechnet, 
fir kleinere n von - a  - h. Fiillt n + c zwischen - a - b und 
- a + b ,  also n zwischen --a--b+c und -uafb+c, so wird 
das Integral hiezu n+c genommen, fiir grNsere n his zii --a+& 
Insofern der erste der drei Ausdrficke von Fv, bei dem Inte- 
grale in Betracht kommt, hat inan also, unter der Annahnie 
a = b = c :  > >  

+ta = J p , ( n - p ) [ - a ,  u+b]  do, wenn n>-a-&--c  < - -a -b+c  

= J n + i 2 ( n - v ) [ - a ,  u + b ] d v , .  , . . .. n)--a--bfc <-a+b--c  

-a-b 

n-c 

= f -a+a Q , ( n - u ) [ - a ,  u+b]du. .  . . .  . . , n > - a + b - c  <--a+.h+c 
n-C 

26 15r Ed. 
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fordert, dafs Y > - u + ~  uud <a--b sei; die hinzukommende 
Bedingung, dafs v>n-c uucl <n+c sei. Fiillt n--c zwi- 
s&n -a + b u l ~ d  a - 6 , also n zwischen -a  + -t + c und 
a - b + c ,  SO wird das Integral von n-c angerechnet, f ~ r  

also n zwischen ---n+b--c und a-b-c, s o  wird das hi- 
tegral his zu n+c genommen, fiir griikere n bis zu a--b. 
Insofern der zmeite der drei Ausdriicke von Fu bei dem lntegrale 
in Betracht kommt; hat inan also, unter der Annahmea=b+c: > 

[iZ].. 

Die Anwendbarkeit des dritten der Ausdriicke von Pu 
fordert endlich , dalk v>a- b und <a+b sei; die hinzukom- 
mende Bedingung, dafs v>n-c und <n+c sei. F3 l t  n - c  
zmischen a--b und a+b, also n zwischen n--b+c und afbfc, 
so wird das Integral von n - c  angerechnet, fiir kleinere n 

[-a--b, nfc; 
+n z= [ n - c ,  n+c; 

. . . . . . . 
S I I u - 6 ,  n f c ;  
- [ n - c ,  n + c ;  
= r I z - c ,  a+&; 

von a-6. a+b, also n zwi- 
schen a-6- c mid a+ b - c ,  so wird das Integral bis zu n + c 

genommen, fur griibcrc n his zu a+&. Insofern der dritte 
der -4usdriicke von Fu bei dein Integrale in Bekacht koinint, 
hat man also: 

Fallt n+c zwischen a - b  UII 

- a ,  v + b ]  wcnn n>-a-h-c < - u - b + c  
-a ,  u+B].. . . .  n>-a--6+c <-a+6- -c  
--a, u+ b l  
v - 6 ,  u+b].  . . . . . n>--a+6-c < - a + b + c  

0 - 6 ,  V f h ]  
v - 6 ,  u ] . . . . . . n >  u - 6 - c  < a - b + c  
v - 6 ,  a ] . . . . . .n> a - - b + c  < a + b - c  
u - b ,  a ]  . . . .  .n> u + 6 - - c  < a + b + c  

u.-b,  ~ + b ]  . . . . . .  n > - a + 6 + c  < n - b - c  
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p. in dem Falle a? b +  c 

. . . . . . .  
. . . . .  

. . . . . . . . .  

+n = [-a-6, n+c; - 0 ,  u+63 wenn n>-a-b-c  <--n-&+c 
+n = [ n - c ,  n + c ;  -a ,  v + b ]  .n>--a--b+c <-a+b-c  
$0 = [ R-c, -a+&;  -a ,  v + b ]  

+[--a+&, n + c ;  v - b ,  v f b ] .  n > - a f b - c  <a--b-c 
+n = [n-c, --a+6; --a, v f h ]  

+[ -u+b ,  a - 6 ;  v - 6 ,  v f b ]  +[ a - b ,  n+ c; u--by a 1.. . . . .  .n> a - b - c  <-a+b+c 
+n = [ n-c, a - 5 ;  v - 6 ,  u+b]  +[ a-b, n+c;  v--by a ] ....... n>-a+b+c < a--b+c 
+n = [ n - c ,  n+c;  u--by u ] . . . . . . .  n> a--b+c < a + t - c  

. . . . . . .  +a z= a - c ,  a + 6 ;  v - b y  a ] n> 0 + 6 - - c  <: a + b + c  
Es kann kein lnteresse haben, die noch vie1 weitliuftiger 

werdende , und die Unterscheidung mehrerer besonderer Fdle 
fordernde vollst6ndige Entwickelung des -4usdruckes [I 11 , oder 
gar eines , noch mehr als vier Fehlerursachen beriicksichtigen- 
den, zu verfolgen und die zahlreicheren Unterbrechungen der 
Stetigkeit von -+a aufzusuchen. Dafs der Fortgang auf diesein 
Wege in abschreckende Weitlhftigkeiten fiihrt, und doch kein, 
eine Uebersicht gewahrendes Resultat geben kanu , wird durch 
die Formeln [i2] und [12*] anschaulich, urid daniit ist die 
Absicht ihrer Entwickelung erreicht. 

7. 
Es sind indessen Besondere Fdle rorhanden , in welchen 

das Zusammenmirken mehrerer Fehlerursachen , zu einem ein- 
fachm Resultate fiihrt. Mit diesen wcrde ich mich jetzt be- 
schlftigen. 

Einer von ihnen ist der Fall, in welcheni die verschie- 
denen Fehlerursachen iiach demselben Gesetze der Wahrschein- 
Iichkeit wirkcn, welches zur vollstlndigen Rechtfertigung dcr 
Methode der kleinsten Quadrate nothwendig ist. Ich werde 
zuerst nur zmei solcber Fehlerursachen annehmen also 

setzen, und f: 00 als Grenzen yon z und y betrachteo. 
ist (Art. 4) 

Dann 

-a 
welcher Ausd~uck auch 

geschrieben werden kann , oder wenn man 

setzt : 

. I . ,  ,[i2*] 

Da das Integral bekanntlich = vv ist, so wird 

oder +n erhBlt wieder dasselbe Gesetz, welches f i r  die ein- 
zelnen Ursachen angenommen wurde , welches nun aber von 
der Constante 

h h  
l / ( h h + M )  

a 0  

statt der in 9% und q,y stattfindenden h und h,, abhlngig ge- 

fur h ,  und - ' f i r  h,, wo- worden ist. Setzt man __ 

durch also E mid p die mittleren aus den einzelnen Ursachen 
entstehenden Fehler werden, so wird 

1 

P l f 2  

und es geht hieraus hervor, dafs das Gesetz der Wahr- 
scheinlichkeit des aus beiden Fehlerursachen zusammen- 
gesetzten Fehlers Iz) keinen andern Unterschied von den zum 
Grunde gelegten Gesetzen der Wahrscheinlichkeiten der ein- 
zelnen hat, ids den, dafs der mittlere Werth des Quadrates 
von n, die Summe der mittleren Werthe der Quadrate von 
x u n d y  ist. Da diese Iviederhervorbringung des zuin Grunde 
gelegten - Gesetzes bei zwei Fehlerursachen eingetreten ist , so  
tritt sie auch bei der Verbindung des dadurch zusammen- 
gesetzten Fehlers mit einer neuen Fehlerursache derselben Art 
ein, u. s. w. Man hat also den mittleren Werth des Quadrats 
des ails einer bdiebigen Anzahl ahnlicher Fehlerursachen zu- 
sammengesetzten Fehlers 

und 
mrn = aN+/3,8$yy+etc.. . .  

nzz -- 
+ n =  -- 1 2mrn . . . . . . . . . . . . . .  [i3] 

rnv(2.rr)  a 

Ein anderer, der Aufmerksamkeit wiirdiger Fall ist der, in 
welchem die einzelnen zusammenwirkenden Fehlerursachen ihren 
Wirkungen von gleicher Grafse gbiche, iibrigens aber emem 
beliebigen Gesetze folgende Wahrscheinlichkeiten geben. Dafs 

erhalte, ist dann offenbar genau so wahrscheinlich , als wahr- 
die Summe aIler Wirkungen x + y + z +. . . . .  den Werth R 

26 * 
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scheinlich ist, dafs die Summe der Fehler voii eben so  vielen 
Beobachtungen, als Fehlerursachen vorhanden Bind, = n werdc. 
Die Aufgabe +n zu bestimmen, ist also in diesem Falle von 
der von Laplace *) aufgeliiseten Aufgabe die Summe der Feh- 
ler einer Anzahl gleichartiger Beobachtungen zu tinden, nicht 
verschieden; und sie ftihrt, eben so  wie diese, zu dem merk- 
wiirdigen Resultate , dafs eine Anzahl voneinauder unabhhgiger, 
zwar nach einem willkiirlichen, aber simnitlich nach einem glei- 
chen Gesetze wirkender Fehlerursachen , den Ausdruck von +n 
der oft angefiihrten expotientiellen Formel [ 131 destomehr nahert, 
j e  gri&r sie ist. Poisson hat splter **) eine meisterhafte 
Analyse dersclberi Aufgabe gegeberi ; auch die RCchcrches sur 
la probabilith des jugements desselben grofsen Geometers, ent- 
halten Vieies was sich darauf bezieht. 

8. 
Ich werde in diesem und dem folgenden Art. zeigen, dafs 

beliebig wirkende Fehlerursachen , also willkiirliche Atinahmen 
der Functionen px, Q,y, i p tLz , .  . . . sowohl, als auch der 
Grenzen T u ,  T6, 7-0,. . . .von x, y, 2 , .  . . . , unter gewissen 
Redingungen , zii der Erzeugung eines Beobachtungsfehlers zu- 
sammenwirken , clessen Gesetz der JTahrscheinZichkeit das- 
seZ6e ist [13], rvelches die MetAode der kZeinsten Quadrate 
zur n, a Ar s c A e i n  l i c  A s  t e n  macht. 

Der Ausdruck [I]: 
1 
ip 

+rz = - Zpx.p,y.Q,z. .  . . 
in welchem ,u. + 1 die Anzahl der voueinander unabhzngigen 

Fehleivrsachen bezeichnet , wiirde von der Schmierigkeit , wel- 
che die gehiirigen Begrenzungen vuri z, y , z , . . . . seiner Ver- 
folgung in den Weg legen, frei sein, wenn die durch die Be- 
dingung 1: +y + z +. . . = n hervorgebrachte Abhangigkeit die- 
fier Griiben voneinandcr nicht vorhandeu wlre. Man kann ihn 
aber von dieser Bedingung befrcien, also x, y, Z .  . . . als von- 
einander uriabhangig betrachten , wenu man ihn , unter dem 
Suminenzeichen , mit einer Function von x +y + z . . . . multi- 
plicirt, welche die Eigenschaften hat , fur jeden nichtverschwin- 
denden Werih von x+ y f z + . . . --n zu vcrschwinden nnd 
fur .r+y+z f. . . - n = 0 den Werth i zu erlangen. Da 

1 i  
X, y ,  z,. . . . sich von zu7  verlndern (Art. 4)  so hat 

die Function : 
8ini.n f x + y + ~ + .  . .-nt 

c c 

i7r (.+y+.+. . .-n) 
diese Eigenschaftcn und man erhdt durch ihre Einfiihrung : 

wo das Summenzeiclicn sich geradezu auf die Grenzen 
+&, Tb,  Tc,. . . . bezieht. 
- 

Man kann aber diesem Ausdrucke cine weit zweckmls- 
sigcre Form geberi, indem man sich erinnert, dak  

ist ; denn dadurch werden x, y, 5,.  . . voneinander abgesondert 
und der Ausdruck erhslt die Form: 

oder, da i unendlich grofs ist und man die einzelnen Summen durch Integrale ausdriicken kann: 

-m 

Setzt man, statt der imaginaren Exponentialgrijfsen unter 
den sich auf x, y ,  z,. . . heziehenden Integralzeichen, ihre Aus- 
driicke durch die trigonometrischen Linien, z. B. 

60 kann man den in v-1 multiplicirten Theil derselben weg- 
lassen, weil er aus den zwisehen den Grenzen a, + b ,  F c  ... 

uxv-1 
e - COS ~r + v-1. sin c.& 

u. S. w.) verschwindet. Ferner kann man von 
e - cosun----I sinun 

gleichfalls den in v--1 multiplicirten Theil weglassen , da das 
von einer negativen , bis zu einer gleich grofsen positiven Grcnzc 
genommene Integral von 

-unV--i - 

cos ux . cos uy . cos uz . . . sin un . du 

*) Theorie onalytique dee probabiliUs. Paris 1812. p. 304. 
**) Connoissance dcs Terns 1827 p. 273. 

***) Auf cine ahnliche Formel, in welcher aber die Begrenxungen aller Integrale gleiclb Mind, gclangt Poissut~ (probobilitCs des juge- 
ments p. 256) bei der Auflijsung einer andern Aufgabe. 
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welcher Ausdruck fur jede AnzahI Fehlerursachen und jede An- 
nahme von q x ,  Cp,y, (BfLz,. . . . richtig, aiich nur der Form 
nach von den im 6te l l  Art. gegebeneri Ausdriicken, z. B. [ii], 
verschieden ist. 

Ehe ich diesen Ausdruck weiter verfolge, werde ich seine 
Anwendung durch ein Ueispiel erllutern. Ich werdc das 
zweite der im 4ten Art. ausgefuhrten Beispiele wieder vorneh- 
men, also 

394 359. 

setzcn. 
integrirt : 

Man hat also nach [14], indcm inan zuerst nach y 

a cosux sin u6 
COA un 1 clu 

-03 -a 

y 16 y \Uu-.”.A,) 
--Q) Xa ‘ 

Integrirt man zuerst in az iehung auf u und erinnert man sich, dafs 
J s k  ru. du y 
-00 

fiir &den positiven Werth von r = a, fiir jeden negativen = - c ist, so wird z. B. 
d16 d.V a d x  - % f - - b  d.z JWJL u( z + n + 6 )  uv(au-z.x) z= aJ d ( a a - Z X )  v ( a u  - xrj 

--m -a - n d  -a 

wofiir ich, um abzukiirzen a[-@--B, a] - a [-a, - n - b ]  schreibcn werde. Man erhslt also: 

Itens n>-a-b und <-a+b, oder ---n>a-b und < a t 6  
so ist n-b<-a und -n+b>a ,  weshalb die 3te und 6te  
dieser Griirsen = [--a, u] werden, die 4te und 5te aber ver- 
schwinden. Setzt mail, wie im Art.; 

sinu = n+b . 
a 

it--h 
s m u r  = - 

a 

1 1 
+n = -{(if+.) - (;a-u) +*+a - (ia-u) + (;a+u) ; 8ba 
wenn 2tens 

n>-a+b und <a--t, oder -n>-u+b und < a - b  
SO geht keine der Griif‘sen - n - b ,  n-6, - - n + L ,  n+?, 
iiber die Grenzen Tu hinaus und aile Glieder cIes Ausdruckes I bleiben ungeandert, so  d a b  man erhilt : 

wenn 3tens 

n>a--L und <a+6, oder -n>-a -b  und <--.u+b 
SO ist --n -b<-a  und n+h>a, weshalb das l t e  und 8te 

der Glieder des Ausdruckes = [-a, U] werden , das 2te und 7te 
aber verschwinden. Man erhalt also 

f +. = - f a +(if-.’) - (ia+d)- (ia+u() + (fa--d)+a 
8671 

Dieses alles ist iibereinstimmend init den im 4ten Art. gefun- 
denen Formeln. 

Die friiher auf die Begrenzungeu fallende Schwierigkeit 
wird durch den Ausdruck 11141, auf die in Beziehuug auf u 
auszufihrende Integration iibertragen. Es ist kein Grund vw-  
handen, entweder der Form [it] oder der Form [I41 inz AZZ- 
gemeinen einen Vorzug einzurgumen , sondern die vortheilhaf- 
teste Wahl zwischen beiden hangt von der Beschaffenheit der 
Functionen @x, PI y ,  pa z, . . . ab. Allein da der vollstandige 
Ausdruck von $n, immer wenn die Begrenzungen der einzelnen 
Fehlerursachen nicht T.0 sind, nicht stetiq ist, und seine An- 

wcndung zur Rearbeitung einer Reobachtungsreihc, aus diesent 
Grunde , in unuberwindliche Weitlk~ftigkeiten fiihreii wiirde, so  
ist eine Naherung, welche sich von dem Ausdrucke von 
wenig entfernt und die Uriterbrechungeri seiner Stetigkeit nicht 
hesitzt, wirklich wiinschenswerther als der streng richtigc 
Ausdruck. Kommt es darauf an, die Frage: oh eine solche 
Niherung iniiglich ist, zu beantworten, und, im Falle ihrer 
Bejahung , dieselbe aubusuchen, so erscheint der Vorzug der 
gegenwartigen Form, vor der friiheren, sehr grofs. 

9. 
LapZace hat bekaniitlich gezeigt , dafs die Entwickelung 

von Ausdriicken , melche als Functionen qrolser ZaUen be- 
trachtet werden kiinnen , durch die Beriicksichtigung dieses 
Umstandes , im Allgeineinen erleichtert werden kann. SowohI 
er selbst , als aucb Poisson, haben hieraus, bei dcr Auiliisung 
vieler Aufgaben der Wahrscheirdichkeitsrechnung , grofsen Nutzen 
gezogen, und auch die gegenwartige wird dadurch, falls sie 
das Zusammenwirken vieler Fehlerursachen von nicht sehr 



welches den griifsten Werth, desseii er fahig ist, erlangt, wenn 
u = o gesetzt w i d ,  f i r  dnigermaafsen betrlchtliche Werthe 
von u x ,  uy, uz,. . ., deren Cosinusse merklich kleiner werden 
als I, sehr klein werden mufs. 

Wenn man cs claher als eine Function von u betrachtet, 
so ist es zweckmafsig, ihr die Forni: . i ieWu zu geben, 

in welcher U eine Function von u ist, die fur u = o ver- 
schwindet und mit u wachst, und in welcher M den griifsten 

Werth des Products, also d a r Q x  dx = 1, f b,y.dy=i, U.S.W. 

sind, die Zahl I hedeutet. 
-a -b 

Ich wahle also die Form.: 

[lS]. . . . . . , 

-a -b 

und werde nun U aufsuchen. 

Entwickelt man (px . cos14.~ dx in die Reihe 

1 uuzx u 4 x 4  116x6 L 24 720 
q z d x  1----+---+ . . .  

und bezeichnet man : 

f p x  dx =a2; f :4(px dx = a,4 ;sz6 Qx dx = E:;. , . . 
-a -a -a 

mo also a2 den mittleren Werth des Ouadrats des aus der 
ersten Ursache hervorgehenden Fehlers , a: den mittleren 
Werth seines Biquaclrats u. s. w. bedeuten, so bat man 

a* 4 qxcosuxax=  i - - - - U U + - - U 4 - - 3 u 6 + .  2 24 720 . . . f 
-a 

I ") Theorie niinlytique dee probobilitda p. 96. 

-C 

und ellen so 
f~,ycosuydy = l - - - u u +  P" - u * - ~ u 6 + . . . .  P: P6 

2 24 720 

y6 U 6 f . .  . . &.*. COS UZ dz= l--uu 7% + -2- Y4 114- 'L 
2 24 720 

-C u. s. w. 
Nimntt man, auf beiilen Seiten des Gleichheitszeichens, die 
Logarithmen von [Is] und setzt man 

[aZ] = a2 + p" + yz +.. . 
c.41 = a4 + p4 + y4 +... 
c.3 = .: + p: + Y? +. . .  
[a61 = .6 + p6 + y6 +.. . 
[a".; -J = a*&': + pzp; + y y ;  + . . . 
r.41 = 4 + Pf + Y: + . . a  

so erhalt man 

Ich werde zuerst nur das erste Glied dieses Ausdruckes 
berficksichtigeii , also, der Formel [ 141 gemafs, 

[ i q . .  . . . . , .+a = ,$J e 2 cosun.du 
- 2 1  uo 

--m 

annehmen. Das in diesem Ausdrnck vorkommende bestimmte 
Integral hat Laplace, mie ich glaube zuerst, gefundcn *I; 
auber diesem Integrale werde ich splter noch einige andere, 
die darauf reducirt werclen kijnnen , gebrauchen und deshalb 
alle zugleich hier anfiihren : 

Man erhalt jedc folgende dieser Formeln (lurch zweimalige Dif- 
ferentiirung der vorangehenden in Beziehung auf II. 

Der Ausdruck [ i 7 J verwandelt sich hierdurch in : 

welche Farmel jedoch nur in den Fallen als eine Annlerimg 
an den wahren Ausdruck von +n angesehen werden kann, in 
wrlchen gezeigi werden kann, dafs der Einfluk der wegplas- 
senen Glieder von [ I S ]  van geringer Bedeutung ist, 
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Man vervollstsndigt den Ausdruck [17], indem man ihn, I oder mit 

1- 3c.41- c.:i 114- 30[cc61-i5[cc2*$1 
u6-etc,, .. 24 720 

multiplicirt. Man erlidlt dadurch 

-0c 

und durch die Anwendung der angefiihrten Ausdriicke der hier vorkommendeu Integrale : 
nn 

Hieraus geht hervor, && der Ausdruck [is] eine Anriaherung an $n ist, wenn die jetzt hinzugekommenen Glieder, nlmlich: 
nn 

u. s. w. 
fiir alIe Werthe von n sehr klein sind. 
erlangeii, also fiir keinen Werth dieser Griifse der Grenze: 

Man bemerkt leicht, dafs sie den griifsten Werth, dessen sie fiihig sind, fgr 0 

iiberschreiten. 

Die Grijfsen CL, ccL, a%,. . . . kijnnen immer als von glei- 
chcr Ordnung bctrachtet werden, eben so p p, , pz , . . . ; 
y, yI, yz ,. . . .u. s. m. Wenn auch cc, p. y ,. . . . als von glei- 
cher Ordnung arrgesehen werden kijnnen, oder wenn die ein- 
zelnen Fehlerursachen mittlcre Fehler von gleicher Ordliung 
hervorbringen, von der Ordnung einer Griifse L-, und wenn die 
Anzahl der zusammenwirkenden Fehlerursacher~ , wie obcn, 
durch p + i  bezeichnet wird, so ist [u'] von der Ordnung von 
( p + i )  6'; [ct4] und [4] sind von der Ordnung von 
(,u + 1) A4; [tee], [cc"~:] und [a:] von der Ordnung von 
(p+ 1) Eb, u. s. w. Man erhiilt also das erste Glied des eben 

entwickelten Ausdruckes von der Ordnung von - das 

zweite Glied desselben von der Ordoung von ~- , 11. S. w. 

Wenn also die Annahme, dafs cc, 3,  y, .  . . von gleicher Ord- 
nung sind, statthaft ist, so ist der Ausdruck [Is] mit desto 
griilserem Rechte als eine Annaheruny an  +n anzusehen, j e  
gTCJser die Anzahl der zusamnaenrvirkenden Fehlerursachen 
ist. Es ist dagegen kein Grund vorhanden, ihn fur eine Na. 
herung zu halten, wenu eine oder einige der Fehlerursachen 
betrachtlich griifsere Wirkungen lursern als die ubrigen oder 
wenn ihre Anzahl nicht grok ist. Uebrigens benierkt man 
leicht, dafs die Reihe 1191 nicht convergiren, also auch nicht 

1 
P t  1' 

1 

(P4-i)' 

Folgerungen zum Grunde gelegt werden kann , ivelche nicht 
ails dem schnellen Kleinerwerden ihrer friiheren Glieder allein 
gezogen werrlen kiinnen. Die Natur des Busdruckes vou +n 
bringt n%mlich, wie ich vbrher gezeigt habe, mit sicb, dafs er 
eine nicht - stetige Function von n ist ; dieser Eigenschaft kann 
die Reihe nur entsprechen, wenn sio nicht convergirt, und 
allycniein folgt hieraus, dafs +n nicht durch cine convergirende 
Reihe ausgedriickt werden kann. Anderc Anwendungen, i~~elche, 
in der Wahrscheinlichkcitsrechoung , yon den1 Principe der 
groJsen Zrrltlen gemacht worden sind und gemacht werden 
kiinnen, sind im Allgenieinen, in dieser Beziehung , in einein 
gleichen Falle. 

10. 
Frille, in welchen nicht v i d e  von einander uiiabh$ngige 

Ursachen zusammenlpirkten, urn einen Beobachtungsfehler zu 
erzeugin , sind rvahrscheinlich sehr selten; selbst in sehr ein- 
fach ersclieinendcn Reobachtungsarte~~ kiinnen oft zahlreiche 
Ursachen ihrer Fehler nachgewiesen werden. Um dieses durch 
ein Beispiel zu erliiutern , werde ich annehmerl. dafs eine Reihe 
von Entf'ernungen eines Fixsterns von den1 Scheiteipunkte oder 
Pole, mit einem, nacb Reichenbachscher Art eingerichteten 
Meridiankreise beobachtet sei und versuchen , die Ursacben 
der Fehler aufmziihlen, welche sich in der Zusammenstellung 
ihrer Resultate verrathen. Das lnstrunient mufs zuerst auf 
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den Stern ciugestellt rverden, und dicse Einstellung kann aus 
verschiederren Ursnchen fehlerhaft werden , niimlich itens, wcil 
eine Grenze der Kraft des Fernrohrs vorhanden ist, innerhalb 
welcher seine Richtung willkiirlich bleibt ; weil der Punkt 
des Bildes tIes Sterns, den inan ir, die Absehensliriie zu brin- 
g, n beabsiclitigt , innerhalb gewisscr Grenzen willkiirlich sein 
kann , wclche bci grofsen und hellen Yternen ohlie Zweifcl wei- 
ter auseinandcr liegerr , a h  bei kleiiicrcn weniger hellen, und 
woraus herrorgchcn kanh, dafs bci Nacht und bci Tage, oder 
bei hcllereni und wcnigcr hellem Himmel, verschieclcne Punkte 
gewshlt vverden; 3tells wcil cler Stern sich selten oder nie ruhig, 
sondern in zitternder von dcm Mangcl des Gleichgewichts der 
Luft herriihrentler Bcwegung zeigt, und also eine, zwischen 
den iiufsersten Grenzen dicser Bewegung liegcnde Wahl ge- 
troffeii merdcn mufs. IIiezu gesellen sich Fehlerursachen, 
welche voti dcr Einstellung dcs Instruments ganz unabhiingig 
sind, z. B. 4tens ein Einflufs der Elasticitat seines ICIetalls, wet- 
cher, zufiilligen ZuTscren Umstanden zufolgc, bald diesen, bald 
jenen Werth crhalten, ilach zur Folge haben kann, dafs die 
Richtung cles Fernrohrs, in dein Augcnblicke dcs Ablesens der 
Beobachtung, nicht nith'r dieselbc ist, welche sie bei seiner 
Einstellung war; !jte11s eine Unsichcrheit dcr Angabe iles Krei- 
ses , welche aus kleinen Unglcichheiten der Eritfernurigen seiner 
cigenen Theilstriche und der Theilstriche der Nonien hervor- 
geht, und welcher sich nls verinilerlichcr Fehlcr lufsert , da 
gewiihnlieh , bci jeder Wicderholung der Beobaclitung, anderc 
lheilstriche zur Coincidenz gelangen ; 6fe11s die aus der begreriz- 
ten Schbl'e dcs optisclien Hiilfsmitiels , wodurch die Ablcsungen 
erlangt werden, hervorgt:liendc Unsicherheit ; 7tells die aus dem 
Umstande hervorgehendeii Pehler, dafs die Schatzung der An- 
gabea der Konien nur z. B. bis auf die Iliilftc des kleinsten 
Zwisclienraumes von 2", welehen sie angeben , getrieben werden 
kann, wodurch alle an den vier Nonicn dieser lnstrumente ab- 
qelesenen Beobachtungen, sich iminer mit einer vollen , einer 
viertel, lialben oder dreiviertel Secunde , nie aber mit andcreii 
Theilen derselben schlicfsen. Ferner kommen dazu iiufsere 
Umstinde, z. Iz.  tens der Einflufs dcr KFrperwiirme des Be- 
obachters auf den Kreis oder andere Theile des Apparats; 
gtells der Einflufs einer , im Allgemeinen vorhandeneri, Verschie- 
denheit der Wiirme zwischen dem unteien und oberen Rande 
des Kreises , welcher Spannuiigen in seinem Metalle und Ver- 
anderungen seiner Ii'igur erzeugt. Auch veranlafst tofens die 
Voraussetzung , dafs die Wasscrwage der Alhidadc bei jeder 
Ablesung, sich im nicht beeintrachtigten Zustande des Gleich- 
gewichts befinde, cinen zufllligen Fehler ; i i t e n s  geht ein sol- 
chcr aus der Annahme hcrvor, dafs das Instrument zwi- 
schen zwei mit einander zu vergleichenden Beobachtungen 
in vollkommen gleichem Zustande geblieben sei, wshrend doch 
die Bemerkung von Aenderungen , welehe es in kiirzerer oder 

Iangerer Zeit erfiihrt, nicht selten ist. Rlit dem sogenannten Beob- 
aehtungsfehler vermischt sich auch 12tens der Einflufs , welcheo 
die fehlerhafte Aniiahnie hat, dafs der Zustand der Atrnosphlire, 
s o  wie Barometer und Thermonicter ihn angeben, gcnau der 
sci , wonach die Griifse der jedesmaligen Strahlenbrecliung sich 
richtet , und i 3f""s der Eiriflufs kleiner Unvollkommeoheiten der 
Rediictionseleniente cler Beobachtungen. Ich rverde verniuthlich 
in dieser Aufziihlung von Ursachen, welche zur Erzellgung 
eines scheinbaren Beobachtungsfchlers zusammenwirken , meh- 
rere iiberschen habcn , so wie ich der zuf6lligen Unachtsamkeit 
in cler Ausfiihrung einzelner Momentc iler Beohachtungen, nicht 
vortheilhafter oder iinruhigcr Beleuchtung der Fiideu und der 
Thcilstriche, der EirifIiisse der K;ilte auf das Instrument u. s. w. 
nicht habe crw8hnen wollcn. Iminer aber wird durch diese 
Aufziihlung von Fehlcrursachen der Zmcck erreicht , bemerklich 
zu niachen , dafs selbst diese einfache Beobachtungsart eicen 
Gesammtfehler zeigen nwrs, welchcr aus zahlreiclien Ursachen 
entsteht , deren jcde voii den iibrigcn unabhiingig wirkt. 

Es ist das Bestreben des Kiinstlers, melcher ein Instru- 
ment verfcrtigt, seine cinzelnen Theile so anznordnen, dafs sie 
das was sic leisten sallen, rnit g ~ c i c h h ~ s i ~ ~ e r  Genauigkeit 
leisten. Es wiirde unnutz sein, eioem Kreise einen grofsen 
Halbinesser und bis auf KIeinigBciteu sichere Theilungen au 
geben , wenn er nur ein kleines, wenig sicliere Einstellurigen 
gewlhrendes Fcrnrohr tragen sollte. Wenn es dagegeu in cler 
Absicht liegt , in den ersteren Bezichungen das Aeusserste zii 

leisten, s o  ist jcdesmal auch die Absicht vorhanden , eirr dieser 
Leistung angcmesseiics Fcrnrohr anzuwendcn. Auch die Was- 
serwagc, nodurch der Scheitelpunkt erkannt werden sol1 , giebt 
der Kiinstlcr gZeichmkys<ye Vollcndung , und sein ganzes Nach- 
denken wendct er an, uni nlk: Thcile des Instruments so aus- 
zufiihren, dafs nicht die Mangelhaftigkeit des einen, den Vor- 
theil vernichtc , welchen die Vollentlung der iibrigen hervor- 
bringt. Dcr Beobachter , der das Instrument anwendet , be- 
strebt sich gleichfalls , dicser Anmendung eine der Genauigkeit 
dcs Instrumerits gZeichnu>~sip Sicherhcit zu geben. Er wird 
Beobachtungen als ungeniigend crketinen, wenn die lufseren Um- 
stiinde so ungiinsf-ig sind, dafs sie ihm Zwcifel erzeugen, wel- 
che er fur zcngZeichm&~sig mit der Gcnauigkeit des Apparats 
J&t. Wiihrend er z. B. eine, bis auf einige Secunden gehende 
Unsicherheit, welche das Zittern tler Luft verursacht, fiir sehr 
bedcutend biilt, werm er init einein grofsen utid genauen lo-  
strumente beobachtet, mufs sie ihm unbedeutend erscheinen, 
wenn er ein niit eincm schwachen Fernrohre versehenes Instru- 
ment von kleinem Halbniesser, welches, nuch bei der ruhigsten 
Luft, vie1 griifsere Unsicherheiten iibrig Idssen wiirde, anwendet. 
Es ist nicht die Gr$w cler Unsicherheit, melche diesen Un- 
terschied veranlafst , sandern nur ihr verscAiedaies VerhaltniJs 
zu anderen vorhandenen Fehlerursachen. 
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Grenzen. 
-v 
O"0 - 0"i 
0,l - 092 
0,2 - 0,3 
0,3 - 024 
074 - 015 
015 - 0,6 
0,6 -- 0,7 
0,7 - 0,8 
0,s - Oj9 

Aus dicser Darstellung der Beobachtungen im Allgemeinen 
und der wesentlichen Beschaffenheit eines guten Apparats und 
einer, ihni angemessenen Beobachtungsreihe , scheint niir her- 
vorzugehen, dals man die heiden Annahnien, unter welchen 
clas ini Qtfn Art. erlangte Resultat naherutigsweise richtig ist, 
nicht fur so selten gerechtfertigt halten darf, als man, ohne 
genauere Betrachtung der Beobachtungsarten und Apparate, 
vielleicht gcneigt sein miigte. Die erste dieser Annahmen ist, 
dafs viele Ursachen zur Hervorbringung des Beobachtungsfeh- 
fehlers zwanmtmruirken; die zweite, dafs unter den, aus den 
einzelnen TJrsachen hervorgehenden mittleren Fehlern, keiner die 
iihr[qen betrh'clttlich iihertreffe. Wenn diese Annahinen er- 
Iaubt sind, nzhcrt sich iminer die Wahrscheinlichheit des Ge- 
sannntfehlers n eincr Beobachtung , der Form: 

nn 

Beobb. 

35,O 
2830 
17,7 
8,O 
477 
2,O 
190 
0,3 
023 

d. h. demsel1)en Gesetze, wovon GauJs zuerst gezeigt hat, dafs 
es das ron der Vorschrift des arithmetischen Mittels gefor- 
derte ist. 

11. 
Bhne Ausnahme kann zwar die Richtigkeit der beiden 

Annahnien, worauf dieses Resultat beruhet , nicht vorausgesetzt 
werden , und ich habe selbst , im Art., einen Fall angefiihrt, 
in welchem sie nicht stattfand; d d  war eine, die ubrigen 
betrh'chtlich iibertrrffelide Fehlerursache vorhanden und sie 
folgte fur sich a k i n  einein ganz anderen Gesethe, wefshalb 
dieses iii den Bcobachtungen vorzugsweise hervortrat. Aber 
es scheint, dafs die Bcobachtungaarten , wenigstens die astro- 
nomischen, selteiz so einfach sind, dafs sie nicht die Annahmen 
und ihr Resultat inehr oder weniger rechtfertigen solltm. 

Ich halte f ~ r  zweckmarsig, hieriiber das Zeugnifs von 
astronomischcn Beobachtutigen selbst anzufiihren. Ich habe 
(in den Fundamentis Astronomiae pro -40. 1755 p. 19) abge- 
zahlt, wie viele Fehler sich , bei verschiedenen Beobachtungs- 
reihen Bradleys, iniierhalb enger, von 0 bis zu den griifsten 
Fehlern fortgebender Begrenzungen fanden. Die eine dieser 
Abzahlnngen habe ich auf 300 Beobachtungen der Decliuationen 
einiger hiiutig beobachteten Sterne gGrundet ; die andcre auf 
300 Beobachtungen der Rectascensionen in Zeit ausgedruckt; 
die dritte auf 470 Beobachtungen weit zusammengesetzterer 
Art , nsmlich der Rectascensionen einiger Fixsterne , so mie sie 
atis k e n  Rectascensionsuaterschieden von der Sonne, deren 
Rectasccnsionen aus ihren beobachteten Declinationen berechnct 
worden sind, hervorgehen. Diese Abzahlungeii werde ich jetzt 
auf den Fall von 100 Beobachtungen reduciren, und sie mit 
cler auf die Annahme 

gegriindeten Theorie, so vergleicheii, d a t  ich rnm durch die 
Summe der Quadrate der Fehler bestimme, wiihrend, in den 
Fund. Astr. selbst, eine andere Bestimmungsart angewandt 
worden ist. 

1. B e o b a c h t u n g e n  d e r  Decl ina t ionen  
m = 3 l"6237 

Grcnzen. - 
0"0 - O"4 
O,4 - 0,8 
0,s - 1,2 
1,2 - 1,6 
ly6 .- 2,O 
2,O - 2,4 
294 - 2y8 
2,s - 3,2 
3,2 - 326 
3,6 - 4,O 
4,O etc.. . . 

Bcobb. - 
2270 
19,3 
18,3 
9,3 
930 
727 
393 
5,0 
2,7 
1,3 
2,0 

? heorie 
v 
1925 
1893 
16,2 

10,6 
13,6 

7J9 

595 
3,6 
2,2 

i ,4 
I J 3  

2. B eo  b a c  h t u n  g e  n d e  r R e c  t a s  cen si o ne o. 

rn = - -!- O"2283 Zeit. 

Grenzen. - 
o"0 - o"1 
0,l  - 0,2 
0,2 - 0,3 
073 - 0,4 
094 - 0,5 
0,s - 0,6 
0,6 - 0,7 
097 - 0,8 

0,9 - 1,o 
1,0 etc.. . . 
0,s - 019 

Bcobb. 
w 
20,o 
iR,7 
16,6 
12,4 
10,B 
7,7 
535 
3,0 
291 
1,5 
127 

LJnt ersch. - - 475 
070 

-f- 1,s + 2,9 + 0,4 
0,o - O,3 - 0 , l  

- 0,3 

1 u t  e n R e c t a  s cen  si o n e n. 
033 Zeit. 
Thoric. 
w 

19,6 
18,4 
16,s 
13,6 
1076 
7,s 
5,4 
326 
2,l 
1,3 
1,3 

Untersch. - 
- 024 
- 013 
- 0,3 + 1Y2 
- 0,2 + 0,1 
- 0,l 

076 
070 

- OY2 
- 0,4 

Diese *drei Beobachtungsreihen sind von sehr verschie- 
dener Art; ich werde aber noch ein viertes Beispiel anfuhren, 
bei welchein die Fehler durch wieder andere Ursachen hervor- 
gebracht seyn miissen. Ich nehme es von 100 lnectascen- 
sionen des Polarsterns her, welche ich in den J. 1813 his 1815 
mit dem iilteren Passagen - Instrumente der Kiinigsberger Stern- 
warte beobachtet habe. 

27 
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1. Ein Regulator vnn P. Bofenschen in Hannover in 
Mnliagoni-Kasteti mit Stiftcngang nnd Queck- 
ailber - Pendel. Gelit einen Monat.. . . . . . . .  fur  

2. Ein Rcgulafor voii Lion vor 10 Jahren in Ham- 
burg geinaclit, mit Stiftengang und Rostpendcl 
van 5 stiihlrrncn und 4 messingcncn Stangcn mit 
Gewicliten , s t ag ig ,  mit Schliiasel flufzuziehen 
fiir. ................................... 

3. Ein Rcgulntor i o n  J .  A. Libbertz in Hamburg  
mit Emaillc - ZiRerblatt, auf eine bewndcrc Art  
eingericlitet, indem das Werk nnr 3 Rtider und 
2 Getricbc hat; die Erfindung ist yon Dr. Fi-ank- 
Zili in Philadelphia. 8 l g i g  und mit Scltnur 
mm Aiifziehrn rind QuecksilberPendel fiir . . . .  

4. Ein Regulator in  Mahagoni Kasten mit vier- 
rckigem ZifTcrl*latt 1-on J. A. Libhertz in Ham- 

Nr. 359. 

#. 
300 

200 

250 

4. R e c t a s c e n s i o n e n  des  P o l a r s t e r n s  
m = l”3093 Zeit. 

$L 
260 

750 

200 

200 

Grenzen. - 
o”0 - 0 4 
0,4 - 0,s 
0,8 - 1,2 
1,2 - 1,6 
1,6 - 2,O 
2,O - 224 
2,4 - 2,8 
2,s - 3,2 
3,2 - 3,6 
3,6 etc.. . .  

Hnll. 
D U C .  

33 

94 

25 

25 

Beobb. + 
25 
22 
19 
11 
9 
8 
2 
3 
I 
0 

Jntersch. - 
- 110 - 0,l 
- 0,s 
-k 2,7 + 0,5 
- 2,o + %4 - 1,2 
- 0,l  + 096 

Die aus diesen vier Reispielen hervorgehende nahe Ueber- 
einstimmung der Erfalirnng mit der Forderung welche die 
Theorie , unter der Voraussetzung des Stattfindens der beiden 
oft erwlhnten Annahmen niaclit , ist geeignet dieses zu recht- 
fertigen; uod zwar dcsto geeigneter, j e  zahlreicher die von an- 
dereir Kcihcii astrnnoiiiischer Bcohachtnngon hergenominenen 
Beispiele sind , welche ich fiir dasselhe hiitte anfuhren k6nnen. 
Es ist nicht wahrscheinlich , dars die einaebzcn Ursachen, aus 

deren Zusammenwirkung die Fehier s o  verschiedenartiger Beob- 
achtungsreihen entsteheti , jede fur sich , dasselbe cxponentielle 
Gesetz der Walrrscheinlichkcit ihrer Wirkuttgen hahen sollten, und 
dafs, aus diesem Grunde, den1 7tcn Art. zufolge , dieses Gesetz 
sich auch in ihrer Zusammenwirkung zeigte; vielmehr ist es 
wahrseheinlich, und durch die friiher angefiihrten Verfulgungen 
specieller Falle nuch anschaulich gervorden , dars iliese einzelnen 
Ursachen nach sehr verschiedenen Gesetzcii wirken , urid die 
nahe Uebereinstimmung zwischen der Erfalirung und dcm ex- 
ponentiellen Gesetze nur durch das Zusamn~ncn~virken einer 
grofsen Zahl derselben hervorgebracht wird. 

Diese IJntersuchung fiihrt also, im Allgenleinen (nicht ohne 
mijgliche Ausuahme, deren eine ich angefiihrt habe) zu den1 
Gesetze dcr Wahrsclicinlichkeit der Fchler zwiick , auf welches 
die Methode der kleinateir Quadrate Anfangs gegrundet wurde, 
und we ches spatere Betrachtungen iiber die Willkiir, melche 
das Gesctz der Fehler immer hat, weun die Brt ihrrr Entstc- 
hung aus Eker Ursachc nicht bekannt ist,  wieder aufzugcheri 
veranlabten. 

R e s s e l  

Verzcichnifs meiner astrsnomischen Uhren , welchc ich ffw beigesetzte Prcise zu vcrkaufen bealsichlige. 

Ioll. 
he. 

38 

25 

32 

burg. Mit Schliissel aofztizielicn nnd Queck- 
silbcr - Pcndel. Grahanas Hacken. 8tagig. fiir 
Ein Stagiger Box-Chronometer von LeviftNr. 512 

Dieser Clironomcter ist jetzt beim Ulirmachcr Lo- 

Ein alter Regulator yon J. Rfagellan in Malta- 
goni -Kasten nnd niit (2ueckaiIher - l’cndel, a d  
Sternzeit ajustirt,  Grcilranis Hacken. Mil Schliis- 
scl aufzuziehen, fur. .  .................... 

Ferner ein Gregorianisches 5fufsiges Teleskop mit 
Gestell f i i r . .  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

5. 
in einem ICasten, fur. .................... 

rentzen in Altona, cler ihn sehr lobt. 

6. 

Hamburg ,  Voratadt St. Panli hinter der Reeperbahn, iin 
Munat Ju l i  1838. 

5”h. BZacker. 

I n h a l  t. 
(Beil. eii Nr. 357.) Schreiben Sr. Excellenz des Herrn wiirklichen StaatsRaths v. Fuss , Mitglieclr niid bc\tttndigen Secretairs dcr &i- 

serl. Academic der Wisseneclinften in  St. Petersburg, an den  IIerausgeber. 

Untersnchungen uber die Wahrscheinlichkeit der Beobachtnngen. 

1’. 361. 

Von  Hecrn Celieimen-RaLh 11. RiLter Bessel. p. 369. 

Ukas an den dirigireiiden Senat. p. 361. 
Schrciben des Herrn Y .  Boguslaruski, Directors d e r  Breslauer Sternwarte,  a n  den €Ieraus<eber. 

Verzeiclinirs von astronoinischen Uhren, welche Th. Blacker fiiiir beigesetzte Preise zu verkaufcn beabsichtigt. 

y .  367. 
(Nr. 358. 359.) 

p. 403. 

Altona 1838. Octobei 4. 


