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w  

Die Aufgabe. 

Po inea r~  und andere haben die Gestalt tier Integralkurven der Difle- 
rentialgleiehung 

(A) [ k x q - l y q - f ( x , y ) ] d y = [ m x q - n y + q ~ ( x , y ) ] d x  

in der Umgebung des Nullpunktes untersucht. Dabei sind f (x ,  y) und 
~p(x,y) Potenzreihen, die mit Gtiedern mindestens zweiter Dimension 
beginnenl). Werm welter ein fiir allemM 

kn -- lm ~ 0 

vorausgesetzt wird, so zeigt sieh, dal~ die Integralkurven n~iherUngsweise 
wie die Integ~atkurven der einfaeheren Dif[erentialgleichung 

(kx  q- ly )gy  = (rex + n y ) d x  

sich verhalten, und zwar sind die naehstehendvn F~ille zu unterscheiden. 

ErsSer Fall: 
(k--n)~-- t -41m>O, k n ~ I m : > O .  

Der Nullpunkt ist ein Knotenpunkt; d. h. alle in hinreiehender N~he 
des Nullleunktes verlaufenden Integralkurven gehen dureh diesen hindureh 
und haben daselbst bestimmte Tangenten. 

x) Uber die Literatur vergleiche man die Artikel vonPainlev~ und Liebmann 
in der Enzyklol~die der mathematischen Wissenschaften II. 1.1, w167 24--30 und III D. 8, 
w 3. Eine ausfiihrliehere Darstellung der wichtigsten F~ille finder sieh in Absehnitt XII 
des Buches yon Horn, GewShnliehe Diffe~ntialgleiehungen beliebiger Ordnung. 
Leipzig 1905. 



( k - - ~ ) ~ +  4Zm > 0 ,  k ~ - -  Zm < 0 .  

Der Nullpunkt is~ eiu t,~at~(~.nl~; d.h.  dutch ihn gehen nut zwei 
In~egl~lkurven, und zw~ mi~ versehiedenen Tangentenrichtungen; sie 
teilen die Umgebung in vier Winkel~ume, it/denen die a~aderen Integral- 
kurven vertaufen. 

Drlt~er Fed/: 

Der Nullpunk~ is~ wieder ein Kuotenpunk~. 
Viert~r F,d~: 

(~-~)~+ ~lm <0, k + ~ + 0 .  
Der Nullpunk~ ist ein 8 ~ u d d ~ ;  d, h. die Integmlkurven winden 

sie, h unendlich oft um ihrl hemm und haben ilm ztmx asympto~i~e~en Punkt~ 

t~r n l Cer .Fall: 

(k  - r~) ~" + 4 lm < o ,  ~ + ~ = o. 

Dot Nultpunkt ist im Mlgemeinen wieder sin Strudelpun'~, Ausnahms- 
weise k~nn er aber auch in einen W & b , / : ~  aussrten; d . k  die Integral~ 
kurven sind geschtossene Kurven mit dem Nullpunkt ha Innem. 

Maa komm~ zu diesen Resulta~n, indem man die Di~rentiatgteiehuug 
dutch gewisse unendliohe Reihen integriert. Da  es sich abet bier um die 
Ge~d~ der Integrallmrven handelt, also ailes im Reellen sieh abspielt, ~o 
erscheint die Voraussetzm~g, dab f(~, y) und ~o(~, y) Potenzreihen sind, 
etwas weitgehend, und es liegt nske, die Existenz und Gestalt der Integral- 
kurven zu untersuehen, wenn ira wesentliehen nut vorausgesetzt wird, daft 
die Funktionen f ( x ,  y), 9(~, Y) im Vergle~ek zu den l i n ~  Gliedern 
verh~iltnism~Big klein sind~ D~nn IgB~ sic& die Integration niekt meht 
dutch die Poincar6schen'Reihen leisten;, wir w~rden abet auf andere 
Weise zum Ziel~kommen. Dabei wird sich in den vier ersten F~llen~ 
falls nicht alL~awenig iiber f(~, y) und ~ ( ~ , y )  vorau~geset~t wi~)~ 
wieder das obige Resulta~ ergeb~n. Nut im fiinft~n Fall trit~ ein neuer 
Typus hinzu, indem es vorkommen kann, dab unendlioh viele ge,ehlossene 
Integralkurv~n auftreten, und glele~hzeitig solche, dis sieh unendlich of~ 
urn den Nultpunkt hemmwinden und dabei zwei geschlossene Integral- 
kurven zu asymp_~tischen Linden haben; dafiir hat bereits Herr L iebmann 
a: a. O. ein Beispiel angegeben. 

Indem ioh die anderen F~lle fiir else Fo~etz~ng aufspa~e, belmndle 
ieh in. dieser Arbeit nut den ersten mud dritten Fall, we also ein Knoten- 

~) Man vergleiche dagegen die Belspiele auf Seits I28 unten und 1~I. 
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punkt zu erwarten ist. Die Konstanten b, l, m, n, die Variablen x, y 
sowie die Funktionen f (x ,  y), qD (x, y) werden natiirlich durchweg reell 
vorausgesetzt. Als Hauptresultat wird sich dabei ergeben der 

F u n d a m e n t a l s a t z .  Die Funktionen f (x ,  y), q~(x, y) mdgen in 
einer geu,;,sen Umgebung des Nutlpunktes stetig sein und stetige partieUe 
Ableitungen f:, f~, q9 k, qg~ besitzen; /erner sei 

f(O, O)= O, qo (0, O)= O, 

nnd endlieh mdge es eine positive Zahl ~ geben derart, da f t  
p p I r 

lira If~(x,y)!+lf~(x. y)l-blq~x(x,y)l~-Iq~y(x, y)i = 0 
�9 =o  ( l ~ l + l y l )  ~ 
y = O  

ist. Wenn dann einer der drei Fdlle 

(I) ( k - - n ) ~ + 4 1 m ~ O ,  k n - - l m > O ,  
(II)  ( k - - n ) ~ + 4 1 m = O ,  k n - - l m = ~ O ,  [ l [ + l m [ - - ~ O ,  

( I I I )  ( k - - n ) ' ~ + 4 1 m = O ,  kn - - lm=~O,  [ l [ + ] m ] > O  

vorliegt, so geht dutch jeden in geniigender Ndhe de~ Nullpunkte~ ge- 
leqenen, abet vom Nullpunkt verschiedenen Punkt x o, Yo genau eine 
Integrallcurve der Dif/erentialgleiehung (A), und all diese Kurven gehen 
such d~trch den Nullpunkt. 

Im Fall (I) haben sUe Kurven im Nullpunkt eine gemeinsame 
Tangente mit Ausnahme einer einzigen, die eine andere Tangente hat. 

Ira Fall (II)  geht in ~eder Riehtnng genau eine Kurve durch den 
_N ullpun~. 

Im Fall (TII) ha/ben au.mahmslos alle Kurven im Nallpunlct ei~e 
gemeinaame Tangente, und zwar gibt es unter diesen Kurven eine, die 
yon allen anderen zugleieh durchsetzt wird. 

Fig. 1. Fig. 2. Fig. 3. 

Die drei F~ille sind in den c]rei Figuren veranschaulicht. In Fig. 3 
ist die st~irker gezeichnete Kurve die, welche von allen anderen durchsetzt 
wird. Wesentlich ist also, dab ihr obererZweig nur auf der einen (reehten) 
Seite von anderen Kurven beriihrt wird, ihr unterer Zweig nur auf der 
anderen (linken) Seite. 
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DaB dutch den Punkt xo, Yo genan eine Integralkurve geht, i s t  leicht 
zu sehen. Denn nach dem Mittelwer~satz ist 

f(xo, Yo)= xof '(axo, aYo) § Yof~(Oxo, aYo) (0 < ~ < 1), 
also nach unseren Voraussetzungen gewiB 

If(xo, Yo)l < e(IxoI + fyol), 
und ebenso 

t ~(~o, Yo)t < ~(lxo! + I Yol), 
wo e beliebig klei.n sein daft, wenn nut i~o I, t Yol klein genug sind. Daraus 
ergibt sich, dab die Funktionen 

(1) ( kx  ~- ly ~- f (x ,  y), 
m x - ~ n y - ~ ( ~ ,  y) 

an der Stelle Xo, Yo nicht beide zugteich versehwinden kSnneu; denn 
andernfal!s wiirde daraus folgen: 

(kn ~- lm)xo~- -- n f (xo, Yo) • lq~(xo, Yo), 

(kn - zm)yo = mf (xo ,  Uo) - k~(xo ,  yo); 
also: 

iXot~tnf(xo,  yo)l+itv(x~,Yo)i tni~-ilt 
- l k . - Z m l  < ~ I k ~ - . ~ i ( t x o l +  TYot) ' 

]Yo] ~_ < [mf(xo, yo)l+]k~(xo,tkn_lml Uo)t < e-]mt+]]cl(tX~ + ] Yo ]), 

und daher (lurch Addition: 

~tnl+tzt+l~i+tki 
t r  - - - - ~ n ' ~  . . . .  (IXoI + }Yot), 

was aber falsch ist; wenn e klein genug, also wenn I Xo I, ] Yo I klein genug. 
Von den beiden Funktionen (1) ist daher mindestens eine an der Stelle 
xo, yo und wegen der Stetigkeit aueh ill einer gewissen Umgebung dieser 
Stelle von I~'ulI verschieden. ]st das etwa die erste, so kann man der 
Differentialgleichung (A) die Form geben: 

dy _~_ mx ~-ny + q~ (x, y) 
dx kx+ly+f (x ,  y) ~ 

Hier ist die reehte Sei~e in der Umgebung yon xo, yo ster und hat 
eine stetige partielle Ableitung naeh y; daher ist gewi~ die Lipsehi tz -  
Bedingung erfii|tt, und folglich geht eine und nut eine In~egralkurve dutch 
den Punkt xo, y o. 

Wenn aber die erste der Funktionen (1) an der Stelle xo, yo ver. 
schwindet, so ist, wie wit sahen, die zweite yon Null verschieden, und 
man kann der Differentiatgteichung die Form geben: 

dx ~ - b l y + f ( x ,  y) 
d y ~ m x + n y + ~ ( x ,  y)" 
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Hier ist, wenn y als die unabh~ngig Ver~nderliche betmchtet wird, wieder 
die Lipschitz-Bedingung erfiillt, so dab auch jetzt eine und nur eine 
Integralkurve dutch den Punkt xo, Yo geht. 

Der iibrige Inhalt des Fundamentalsatzes ist wesentlich schwieriger 
zu beweisen. Wit behandeln zuerst einige Spezialfiille, wobei wir zum 
Teil mit noeh viel geringeren Voraussetzungen tiber die Funktionen 
f (x ,  y), q)(x, y) auskommen werden. 

w  

Der  Spczialfal l  k = 1 ,  l = O, n > O. 

Hier handett es sich um die Differentialgleichung 

[ x + f ( x , y ) ] d y - - - - - [ m x + n y + q ) ( x , y ) ] d x  (n > 0), 

die wir unter Einfiihrung einer Hilfsveriinderlichen t dutch das System 
ersetzen: 

a-7 = - x - f ( x ,  y ) ,  

(B) ~y 
~-r = - m x  - n v  - q ~ ( x ,  y )  ( n  > o ) .  

V on diesem beweiseff wit den 

Satz 1. Sind t~, a, b positive Zahle~z, die der~ Ungleichungen geniigen: 

v~nb ~ Im]a, o~<1;  

sind ]erner die Funlaionen f(  x, y), qJ ( x, y) im Bereieh 

l x l < a ,  l Y i < b  

de/iniert u~d stetig und geniigen sie daseIbst den Ungleichungen 
,~a 

If(x, y)I _-< z-4-~ (! x I + I y t ) ,  

lv y) l =< b- l: la (! i + I Y 
sind endlich x o, Yo i~'gend zwei Zahlen des Bereiches 

i~oi < ~ ,  !yoi<b: 
so haben die DiHerentialgleichungen (B) mindestens eln System yon 
lntegraten x =  x(t), y =  y(t), welches /i~r t >= O existiert, dauernd in 
dem Bereich ]~t < a, ] y] < b bleibt ~nd ]i~r t = 0 die Werte 

~(o )=  ~o, v(o)=yo 
annimmt. Fiir ]ages solche Integralsystem ist 

lim x(t)  = O, tim y (t) = 0. 
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lm Definitionsbereich der Funktionen f(x, y), ~ (x ,  y)  ist 

i x _ ~ f ( x , y ) l < a _ ~  aa ( a + b ) < 2 a ,  h-~-6 , 

. @nb-lmla~ , l m x + n y + ~ ( x , y ) t < z l m l a - { - n b - t -  ~ - ~  ( a t b )  

-~,nb ~ Onb < 2nb .  

Ferner gehSrt die Umgebung yon xo, 7to 

i = - ~ o l  < ~ -  i~oi, t y - u o i < b - l y o  
dem genannten Definitionabereich an. Nach einem atlgemeinen Existenz- 
satz ~) gibt es also ein System yon Integralen x~-~ x(t) ,  y = y ( t ) m i t  den 
Anfangswerten x ( 0 ) ~  xo, y ( 0 ) = Y o  mindestens im Intervall 

0 < t_~ Min (a--Ixol b--lY~[~ 

MSglieherweise gibt es sogar mehrere solehe Systeme. Wir wollen zeigen, 
dab aueh ein Integralsystem existiert, das sieh his zu beliebig groiSen 
Werten yon ~ fortsetzen l~iSt. Dazu beweisen wit zun~ehst, daB, soweit 
sich ein Integralsystern fortsetzen l~iBt, stats die Ungleichungen gelten: 

(1) l=(t)} < ~e--~', ly(t)t < be-~', 

wobei 

:2) 
also 

(3) 

Q = ( 1 -  e)Min (I, ~), 

~n ~ 1 .  o <  =<1, 0 < .-:-~_~_ 

Andernfalls sei n~imlieh t I die untere Grenze derjenigen Werte t, fiir 
wetche die Ungleiehungen (1)  nieht beide gelten; dann ist 

l~(t)!_-<,,e-~', ly(t)t=<be--" ~ii, o__<t<t,, 
und zwar gilt fiir t = t 1 mindestens einmal Gleichheit. Nun fotgt aus 
den Differentiatgleiehungen (B),  indem man die erste mit  e ~, die zweite 
m i t e  .~ mu[fipliziert und dann beide yon 0 his t x integriert: 

tt  

e ~" x ( t l )  = % - f f ( x  (t), y (t)) e~dt, 
0 

tt  

entrY(t,) = Yo -- f l m x  (t) + q~(x(t), y (t})] en'dt.  
0 

~) Satz 2 meiner Arbeit: Ein neuer Existenzbeweis fiir die Integraie elnes Systems 
gewShnlicher Differentia!gleiehungen ' Math. Ann. 78 (1918), S. 378-384. 
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Daher mit  Riicksicht auf unsere Voraussetzungen: 
t~ 

,,..t_ ~ a a  ( a e _ e t + b e _ e , ) e , d  t e',tx(tl)l < w . j  
0 

_~ a q_ y:~_ eaa (ea-e)t, - -  1) =< a -q-- a(ea-e~t ,  - -  1) = a e  (i-el~, , 

und ebenso: 

0 

= b + ~anb (e(~_e}t, _ 1) < b + b ( e  ~n-e~t, - -  1) = beC~-e)t,; 

also sehliel~lich: 
t x ( t , ) [ < a e - e ' ~ ,  ly(t~)l < be-e" ,  

im Widersprueh damit, daft mindestens einmal Gleiehheit gelten mull  
Damit sind die Ungleiehungen (I )  bewiesen. 

Wenn nun kein Integralsystem bis zu beliebig groflen Werten von t 
fortgesetzt werden kSnnte, so sei T die obere GrerLze derjenigen Werte t, 
his zu denen eine Fortsetzung mSglieh ist. 8ei ferner t o e ine  Zahl, die 
beliebig wenig kleiner als T ist. Dann gibt es naeh dem oben angezogenen 
allgemeinen Existenzsatz ein Integralsystem mindestens im Intervall 

to ~ / <  to + Min (a-I '~(to)t  b - - l ' ( to ) l )  
- -  .-~ 2 a ' 2rib ' 

also wegen (1) mindestens im Intervall 
l~v-et* 

t o < t < t o +  

Hier ist abet die reehte Seite gr613er als T, wenn nut t o nahe genug an T 
angenommen wird. Also gibt es ein Integralsystem, das sieh iiber T hinaus 
Iortsetzen l~l~t, im Widerspruch mit unserer Annahme. 

Naehdem hiermit die Fortsetzbarkeit bis zu beliebig groflen t sieher- 
gesgellt ist, folgt sogleich aus (1): 

lim x (t) = 0, lira y (t) = 0,  
t m ~  $=av 

womit Satz I vollstindig bewiesen ist. 
Setzt man in Satz 1 spe~iell f ( x , y ) =  0, so lautet die erste Diffe- 

rentialgleiehung des Systems .~B): 

dx 

Daraus folgt: 
X ~ X 0 e - t ~  
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und wenn x o + 0, so ist also auch umgekehrt t eine eindeutige Funktion 
yon x. Setzt man diese in y ~- y (t) ein, so erweist sich y als eindeutige 
Funktion yon x und geniigt als solche der Differentiatgleichung 

x ~ = m x + n y + q ~ ( x , y )  ( n >  0). 

Wit erhalten somit 

S a t z  2. Geni~ffen die positiven Zahlen ~, a, b, n und die reeile 
Zahl m aen Ungleichungen: 

~nb  > tmla ,  v ~ < l ;  

ist ]erner die Funktion q~ (x, y) im Bereich 

t l<a, Iv]<b 
de/iniert und stetig und geni~gt sic dasdbst der Unglei~hung 

eind endlieh %, Yo irgend zwei Zahlen des Bereiche8 

O < ! x o t < a ,  iyot < b :  

8o hat die Di]]erentiatgleiehung 

x ~ - ~  r e x +  ny  + 9~ (~, y) (n > 0) 

mlndestens ein Integral y, due liar x ~ x o den Wert Yo annimmt und 
]i~r ~--~ 0 eben]all8 dem Grenzwer$ Null zustrebt. 

w 

Weitere Einsehr/inkungen zur Erzwingung eines Knotenpunktes. 

Nach Satz 1 miinden die Integralkurven des Systems (B) 

z = x ( t ) ,  v = y ( t )  

fiir t--* cx~ in den Nullpunkt ein. Damit  ist abet noeh nicht gesagt, dai~ 
der Nullpunkt ein Knotenpunkt ist; denn die Kurven brauchen in ihm 
keine Tangenten zu haben und kfnnen ihn beispielsweise auch nach der 
Art eines Strudetpunktes unendlich oft umwinden. Ei_u Beispiel dafiir ist 
das System dx 

2 y  
,~--i- = -- x + log (:~+y~) ' 

dy 2 x  

g)  ~ -- Y log (x ~ + y~) ' 

bei dem in hin~eiehender N~he des Nullpunktes die Voraussetzungen yon 
Sat, z 1 erfiillt sind. Dutch Einfiikrung yon Polarkoordinaten 

:~ - -  r q, Os c o ,  y ~ r s i n  
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geht aber das System fiber in: 

dr 
d--~-~--- r,  

do 1 1 
~ -  ~ ~ ~ g  r l o g  1 

Hier kann man sofort integrieren und findet: 

( � 8 8  1 
r = r o e - t ,  co ---- co o + log t + log -- log log ~ .  

Fiir t - ~  c~ nimmg a lso  r naeh Null ab, w~ihrend ~o unbegrenzt w~hs t ,  
so daft der Nullpunkt ein Strudelpunkt ist und kein Knotenpunkt. 

Um daher im Nullpunkt eine bestimmte Tangentenriehtung zu er- 
zwingen, sind weitere Voraussetzungen notwendig. In dieser Richtung unter- 
suchen wit zungeht die speziellere Differentialgleiehung 

dy 
(C) z~-;  • n y  + q~(x,y) (n  > 1). 

Sa t z  3. Wenn die Funktion q~Ix, y) in der Umgebung des Null- 
Tunktes stetig ist und der Bedingung geni~gt: 

lira ~ ( x , y )  _ 0  
~=o Ix1+iyt 
y = 0  

dann gilt /i~r ]gales Integral y = y ( x ) der Di]]erentiabyleiehung (C) ,  wel- 
ches ]i~r x---* 0 dem Grenzwert Nul l  zustrebt4), die Gleichung 

lim y(x) = 0. 
a~=0 X 

Man beacbte, dal~ der Saf~z night mehr gelten wfirde, wenn in (0 )  
n ~ 1 w~re, well ihm dann schon die Differentialgleichung 

dy 
x ~-~x = n Y 

mit dem al!gemeinen Integral y. = C Ix I n offenbar widersprechen wiirde. 
Wir wollen Satz 3 jetzt fiir positive x beweisen; indem man x - -  --  x '  

setzt, ergibt er sich dann auch fiir negative x. Aus der Differential- 
gleichung (C) folgt, indem man sie mit x -n-1 multipilziert mid dann 

yon x 1 bis Xo integriert: 
:r 0 

X o ' Y ( X o ) - - x : ~ y ( x ~ ) =  f ~o(x , y (x ) )x -~- Idx  ( O < x l < x o ) .  

Nach den Vorausse~zungen yon Satz 3 kann man aber nach Vorgabe einer 
beliebig kleinen Zahl , gin so kleines x o angeben, da~ 

l g ( x , y ( x ) ) ] < , ( x + l y ( x ) ! )  ffir o ~ . x s  

4) Nach Satz 2 gibt es solche Integrale. 
Mathematisch,  e Zei t schr i f t .  XV. 9 
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und dann folgt aus der vorigen Gleichung: 
a~ 

(1) x'~"ly(x~)I<x~"]y(x,o)]+ef(x,+ty(x)l)x,-"-~dx ( 0 < x : < x o ) .  
xa 

W~ire nun nicht, wie in Satz 3 behauptet, 

lira ,Y,,(:)- = O, 

so k~nnte man eine positive Zahlg angeben dera~t, dat~ 

lim sup ,l,,,y (,)!..> 

isiS), Dann lie$]en sieh zu jeder bdiebig kleinen Zahl 5 zwei Zahlen x, 
und O, und zwar 

0 < x : <  ~, G > g  

ausfindig maehen derar$, da~ 

I u(,  > G > g, 
x, 

l u ( ' ) i < g a  fiir 

ist. Aus (I) wiirde dann folgen: 

r < x;"l  y (x:)[ < x :"  IY(~)I + ~ f (~  + 2 e x )  ~ - ' - :  dx 

oder also: 

oder: 

n--I 

G < Xo~lY(Xo)IX: - '  + ~ _ ~  (1 -~ 2G), 

uncl um so mehr: 

Diese Ungleichung ist aber lalsch, wenn s und ~t hinreichend klein ge- 
w~hlt sind (man beachte, dab % zwar yon e, abet nieht yon ~i abh~ingt). 
Damit. ist Satz 3 bewiesen. 

5) Damit werden die beiden F~ille, daft der lira sup endlich oder unendlieh ]st, 
beide zugleich umf~I~t. 

~) Hier kann es n~iitig werden, fiir ~r eine etwas kleinere Zahl zu w~hlen; doch 
bleibt x o dann fes~ und jedenfalls  yon ~ unabh~ingig. 
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w  

Der Fall k = r  wenn f ( x , y ) = O ,  ist. 

Sehon oben wurde darauf hingewiesen, dab Satz 3 fiir n = 1 nicht 
mehr gilt. Betrachten wir jetzt diesen Fall, also die Differentialgleiehung 

d . , i  
= Y + y) .  

Speziell fiir q~ (x, y) ~ 0 sind die Integralkur~en die Geraden y ------ Cx ,  
so dal~ in jeder Richtung eine Integralkurve dutch ihn hindurehgeht (aaller 
in Riehtung der y-Achse). Wenn man in Analogie zu Satz 3 etwa ver- 
muter, dag es bei dem System (D) ebenso ist, worm nut  

lira ~ (z, y )  0 
~=o, t~I+lyl = 
y~O 

vorausgesetzt wird, so ist diese Vermutung falsch. Vielmehr kann es dann 
beispielsweise sein, dab alle Integralkurven die Y-Achse beriihren; z. B. bei 
der Differentialgleiehung 

x ~ y  ~ 
log 

mit  dem atlgemeinen In te~a l  

y = x (O + tog log ~-~{) 

gilt offenbar ~[iir jedes Integral die Gleichung 

lira =~ -~ oc. 
:g=O ~' 

Es kann abet aueh sein, daft die Integralkurven im Nullpunkt tiber- 
haupt keine Tangenten haben; z. B. bei der Differentialgleiehung 

1 x cos tog log dy 
x~-~ ~ y  -- - 1 

log 
mit  dem atlgemeinen Integral 

y = x (C + si .  log log ~ )  

ist offenbar 
lim sup Y- ~ C -{~ 1, 

x=O X 

lira inf ~ C - - l ,  
~ = 0  ~r 

so dal~ keine Integralkurve im Nullpunkt eine TangenCe ha~. 
9* 
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Diese Beispiele lehren, dat3 wir, um zu erzwingen, dal3 in jeder Rich- 
t.ung Integratkurven dutch den Nullpunkt gehen, yon der Funktion cp (x, y) 
etwas mehr voraussetzen miissen. Wir beweisen in dieser Hinsicht 

S a t z  4. Wenn die Funktion ~p(x,y) in einer gewissen Umgebung 
des ~ullpunktes stetig ist, und wenn es eine pos'itive Zahl ~ derart gibt, daft 

lira q (x,y) ~- 0 
~=o ( lz l+ly l )  ~+~ 
y=i )  

ist, dann hat die Di//erentialgleichung (D)  sowohi [iir positive ats /ii.r 
neffative absolut hinreichend kleine x minde,s'tena ein Integral y ~ y(x),  
[~r wdches der Grenzwert 

lira y(x) 
x=O X 

existiert und einen vo~yegebenen endlichen Wert c hat. 

Es genfigt wieder, den Beweis fiir positive x zu fiihren. Se~zt man 
(laml y = xz ,  so geht die Differentialgleiehung (D) fiber in: 

(1) ~dz = ,p(x, zz) 
d x  x ~ 

und es kommt nur darauf an, zu zeigen, dat~ diese neue Differentialg|eichung 
ein Integral z hat, welches ffir x--~ § 0 dem Gr~nzwert c zustrebt. Zu 
dem Zweck definieren wit eine Funktion o)(x, z) durch die Gleichung 

[ c,~(x,z):= ,r(x,x~) �9 bz~+,~ .fiir x > 0 ,  

(2) o~(0, z ) =  0. 

Nach den Voraussetzungen yon Satz 4 ist dann o)(x, z) in einem gewissen 
Bereieh 

(3) O<_x~'a, tz--ct<b 
stetig, und unsere Differentialgleichung geht iiber in: 

1 dz r,)(x,z) fiir x > 0  
~x ~-i 4x 

oder wenli man i : ~ =  v setzt: 
I dz T 

(4) ~T~=(,~( v ,z). 

Ffa' diesc Differentialgleichung ist abet v = 0 gar keir~ singulS~rer Punkt 
mehr, und sie hat naeh dem in Ful?note :~) angezogenen Existenzsatz 
mindestens tin Integral, das ffir v ----- ~), d .h .  ffir x = 0 den Wert z = c 
annimmt; w . z . b . w .  
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w  

D e r  Fall k = n =  1, / = 0 ,  r e + O ,  wenn f ( x , y ) = 0  ist. 

Hier handelt es sich um die Differentialgleichung 

ely 
~E) x~x = y + m x  + +p(x,y) (m # 0). 

Sa t z  5. Wenn die Funktion el(x, y) in einer gewissen Umgebung 
des Nullpunktes stetig ist, und wenn es eine positive Zahl J derart gibt, daft 

l i m  cf ( z ,  y )  - -  0 
~=o (Ixl+l~l) 1++ 
y=O 

ist, dann gilt [iir jedes Integral y = y(  x) der Di][erentialgleichung (E), 
welches /iir absolut hinreichend kleine, sei es positive ocler negative, 
x exisiiert und /i~r x ~ 0 dem Grenzwert Nul l  zustrebt 7), zugleich die 
Beziehung 

lira y ( x )  _ ~ .  
~ = 0  ~'~X 

Auch bier geniigt es wieder, den Satz fiir positive x zu beweisen. 
Wenn man die Differentialgleichung (E) dutch m x 2 dividiert und dann 
yon x~ bis x o integriert, erhiilt man: 

xo 

t, 1) Y(X')+l~ = mzo + l o g  - - )  ~ +  dx  (O<x ,<x<, ) . ,  
z, 

Nun bezeichnen wir mit  0 eine festgew~hlte Zahl des Intervalles 

und setzen 

o < , 0 < - -  
1 -I- ,~ 

so dal~ p > 0 ist. 
xo so klein wiihlen, dal~ x o < 1 und 

!,2) I c f ( x , y ( x ) ) p < ( x + l y ( x ) t ) l + + < ~ 2 ( x + ] y ( x ) p ~  

Nun zeigen wir zun/ichst, daf~ 

3) 

ist .  

beliebig kleine Zahl xj 

( 1 - - * ~ ) ( 1 + 6 ) = 1 + o ,  

Nach den Voraussetzungen von Satz 5 kann man (tann 

fiir 0 < x ~ x  c. 

lira sup I y (z) l _ endlich 
X = 0  X 1-+9 

Denn andernfalls kSnnte man eine beliebig grol3e Zahl G und eine 
ausfindig machen derart, dab 

ly(x)l  < G  fiir x j < x < x  o 

") Nach Satz 2 gib~ es solche Integrale.  
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und zwar Gleichheit flit x =  x r 
auf (2) folgen: 

Gz7 a 
I'*t 

Dann wtirde aus (1) mit Riicksicht 

~=!Y-~(x~)t<i~ + ~ - + - l o g  + 5 'tmlx ~ dx 
gt 

XO 

< l o g  + mz,, + 4- g[m[ # ; 
oder also: 

a < lmi etog• - ) i I l + a  " ~1 m ~  + I o g ~  I m l x ; ~  - 
l 2 

Da  aber G beiiebig grog und xt beliebig klein .sein kann, ist~ d ~  un- 
m6glieh, I)amit ist die Formel (3) bewiesen. Da abet die gleiehe l~ber- 
legung aueh gilt, we.nn 0 dureh eine etwas kleinere Zahl ersetzt wird, so 
kann der limsup in (3) nur Nult sein. Itienlaeh k6nnen wit x o ( < l  ) so 
klein denken, dab antler der Ungleielmng (2) auch die folgende bestehg: 

(4) tii  o<  xo. 

Dann folg~ aber aus (1) mig Hilfe you (2) und (4): 

Y(Xo) Af_~ ( X t - #  + a~l- e'~ 1+'~ 
< mzo + l ~  ~ d x  

y (~o) �9 d~ 

< Y(~o) --F log + - - x - .  
~ o  l m l e  o 

Da das gil~, wie klein aueh x~ is~, so ergibt ~ieh: 

lira sup l y (~)-+ log l l =  endlich, 
�9 =0 I m X  

und folglidt : 
lira y ( x )  = _ ~ .  W,  z, b. w. 
tr l~4~g 
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w 

Existenz einer die IZ-Achse beriihrenden Integralkurve im Fall 
k ~ l ,  l ~ 0 ,  n ~ l .  

Wit wendea uns jetzt zu der Differentialgleichung 

(F I Ix + f(x ,  y)]dy ----- [mx -~ ~y + ~ (x, y)] dx 

Diese werdea w]r im n~ichsten Paragraphen aui die bereits 

(~_>_~). 

behandel~en 
Spezialf~lle, we f(x,  y )~ .0  is~, dadureh zuriiekffihren, dab wir eine die 
Y-Aehse beriibrende Integraikurve als z~eue krummlinige Y-Achse ein- 
fiihren. Um zun~chst die Existenz einer derartigen Integralkurve be- 
weisen zu kSnnen, miissen wir fiber die ~hlnktionen f(x,  y), q~(z$, y) 
etwas mehr voraussetzen. 

Satz 6. Sind a, b, ~ positive Zahlen, die den Unglei~hunge~ 
geniigen : 

nb~ a + b s  I m la ~..,4...~.; 

Bind ]erner die Funktionen f (x ,  y), q~(x, y) ira Bereich 

I x l s  } Y I s  
de/iniert und stetig und geni~e~ 8ie daselbst den U~gleichungen 

t/'(x.yl)-f(x.~,y~.)t _< ~ (t.,~!+lx~l+ly~J+l~,l ~., 

1 v(~ .  y~) _ v(~., y0)l _<-z- 2+!Y~I+I~, I 

ist endlich f (0 ,  0) = 0, f ( 0 ,  0) ---- 0: 8o hat die Di//erentialgleiehung (F) 
in dem Intervall 

1 

o=<tyI<e(~+~)  V4~ 

minde~stens ei~ Integral der Form x ~  S2(y), we L~(y) in diesem Inter- 
vatl stetig iat und eine etetige Ableitung ~2'(y) besitzt. Auflerdem ist 

lira a ( Y ) - ~ 0 ,  l i m ~ ' ( Y ) ~ 0  ffir a<(~,  
v=olyt *+" y=o ty l o 

so daft die Kurve x-----Q(y) ira ~Tullpunkt die Y.Achse beri~hrt. 
Zum Beweis dieses Satzes bemerken wit ~nnhehst, daft aus unsern 

Voraussetzungen weiter folg~: 

(1) { ff(x'Y)i~na~(lxt+lY'[)a+~'<nbO ~+~ 

i~(~,  u)l = T ( l ~ l  + lul) . 
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Nun definieren wit gewisse Funktionen 

x~= x~(t), V,---=Y,(I) ( v = l ,  2, 3 . . . .  ) 

einer Variablen $, die :> 0 sein soll, rekursorisch dutch die Forme}l 

( 2 )  x 1 = 0,  y l - -  0 ,  

e-, f y,)e~dt, 
(s) 

Man sieht leicht, dal~ diese Integrale existie)en, und dab die Funk t i~en  
x,,, y~ den Ungleichungen geniigen: 

(4) )y, ) __< be--',  
also fiir t ~  0 hie aus dem Definitionsbereich yon f (~ ,  y), 9~(x, y) her- 
ausfallen, so dab die su!~essive Berechnung mSglich ist. In  der Ta~ sind 
die Ungleiphungen (4) ~iir v = 1 wegen (2) richtig. Gelten sie abet fiir 
einen bestimmten Weft v, so is~ auf Grund unserer Voraussetzungen fiber 
die Zahlen a, b 

Also folgt aus (3) mit Riieksicht auf ( i ) :  

weil in (F) j a n  ~ 1  sein soll. Ebenso: 

Die Ungleichungen (4) bleiben also auch richtig, wean man ~ dutch ~ ~ 1 
ersetzt, und gelten da_her allgemein. 

Nun beweisen wit (tie weite~en Ungteich~mgen: 

i ae_n~(i+~) - 
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Zun~icht ist niimlich 

x,-- x1~ O, y ~ - -  y ~ - - = b e - a t ,  

so dall flit v----2 die Formeln (5) richtig sin& Wenn sie aber fiir irgend 
einen Weft v gelten, so ist mit Riicksicht auf die Voraussetzungen yon 
Satz 6 und mit Rficksicht auf (4) 

na~ ~t~ e - at 
i f (= , ,  y,) - f (x , -a,  Y,-~) i s T e- ~,--1' 

nb~ ~t~ e - a t  
I ~(x~, Y,,)-- ~(X~-I, Y,-~)I <--__---~ -~" 2,_1" 

Daher folgr aus (3): 

' t f n a $  e -at nag e -nt( l+z)  ae -'~'t(1+'~) 
l~§ etgt= 2" -~+" - i <  ~" ' 

t 

weil j a n  ~ 1 ist; and ebenso: 
r  

i f' Vl ~ .  t a ~ -  a~(l+~) 

t 

<: e - . t  f nb~ e -at') 
= 2 2,_1 d r =  

l 

~ n b S ~ . _ n t ~ e - a t ]  
4 - 2- - l j  ea~dt 

be-at(l+`)) b e - a t  

2" ---- 2" 

Damit ist die Allgemeingiiltigkeit der Ungleichungen (5) bewiesen. 
Aus ihnen ergibt sich abet sofort die Existenz der Grenzwerte 

l i m x , = x = x ( t ) ,  

(6) l imy , :=y-~y( t ) ,  

und zwar gilt die FehlerabschRtzung: 

a e -  at(t+`)) a g -  nt 

Ix - x,l <-_ -2-v~_~ :<= 2 ,_1 ,  
b e - a t  (7) l u -  u,t.=< 2-~_~. 

Aul~erdem ist wegen (4) auch 

~ ~ ~ ae -at, (8) txl < ae-ata+`))< 
iyl <__b~-,', 

so dab auch die Funktionswerte von x, y hie aus dem Definitionsbereich 
yon f (x ,  y), q~(x, y) herausfallen. 
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Aus den Voraussetzungen von Satz 6 folgt dana welter wegen (4), 
(s) und (7): 

und daher is~ 

nad . . e  - a t  I f(~, y)  - -  f ( x , ,  Y, ) f  <= - 2 -  e-  ato 2 " -~ '  

n b ~  v - a t  
I ~ (  ~ ,  Y) -- ~ (~',, Y,)I < _ _ e - a t ,  .... 

4: 2,-i' 

r162 r 

lira f f(x~, y,)ddt= f f(x, y)etdt, 
~'=Qr t t 

lim ~ [ m x ~ . . ~  q~(x~, y ~ ) ] e a t d t =  ~ [ m x  + q ~ ( z ,  y ) J e ' t d t .  
~'...~ '~ t t 

Somi~ erh/itt man sehlieBlich aus (3), iadem man ~ unbegrenzt 
wachsen l~Bt: 

x = e - ~ j f ( x ,  y ) e t d t ,  

r  

(9) 

t 

Multipliziert maa abet diese Gleiehungen mit  e t bzw. e ' t  und differermiert 
sie dann naeh t, so folgt: 

(10) -dr = - -  x - -  f ( x ,  y ) ,  
dy 
Tl-i = - -  n y  - -  m x  - -  cp( x ,  y ) .  

Daraus erkennt man, daft die Kurve mit den Gleichungen 

�9 = ~ ( t ) ,  y = y ( t )  
eine Integralkurve der Differentialgl~ichung (F) ist, die wegea (8) fiir 
t--* cc in den Nullpunkt einmiindet. Wir wollea jetzt zeigen, dal~ sie 
im Nullpunkt die positive Y-hchse beriihrt und dall sie aueh eine Glei- 
chung der Form x-~  ~ ( y )  hat. 

Nach (1) und (8) ist 

(11) ] m x - - ~ c f ( x , y ) I < I m t a e - a t ( l + ~ ) - ~ - n b ~ - n t ( l + ~ < : n b ~ e - . t ( l + ~ )  

Daher 

t t 

Aus der zweiten Gleiehung (9) folgt somit 

(12) u ~ _ ~ - - ' ( 1 -  ~-a") .  
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Setzt man jetzt zur Abkiirzung 

(13) 5 log (I + ~) ----- to, 
1 

b~ 1 ~-  
(14) 2(1§ ( ~ )  =Yo, 

so ist nach (12) insbesondere 

Uo. 

Fiir t ) to aber ist (I -~ ~)e -"~ ( i, also 

1 -  e - " ~  ~ > 6e  - " ~ ,  

so dab aus (11) und (12) folgt: 

ny ~- Imx-k cf(x, Y)I, 

und folglich naeh der zweitea Gleichung (10): 

(15) g-7 ~ 0  fiir t ~ t  o. 

Wenn dahe~ t yon ~ an unbegren~ w~ichst, so nimmt y dauernd ab, 
und zwar yon einem Weft, der mindestens gteieh Yo ist, angefangen bis 
herab nach Null (wegen (8)). Daher ist auch umgekehr~ im Intergall 

( l o )  o < u < uo 

t eine eindeutige Funktion yon y. Setzt man diese in die Funkfion 
x ~  x(t) ein, so erweist sich auch x als eine Funktion yon y: 

die im Intervall (16) existiert, eine stetige Ableitung ~t(y)  besitzts) 
und Iiir y-~, 0 wegen (8) ebenfalls dem Grenzwert Null zustrebt. Wit 
kSrmen also zum Intervalt (16) noch den Anfangspunkt y =~0 hinzu- 
nehmen und definieren 

0 7 )  D ( 0 ) =  0. 

Aus (12) and (8) folg~ weiter: 

limSg(~)--lim ~(t) . ~ 0  fiir ~ ,  
~=o y:+~ -- t=~ [y(t)] :+ 

(18)  

~) Es ist n~mlieh 
d~ 

e ' ( ~ O - - ~  = ~ - - . v  + ~ +  ~,(~ , y), 
dt 

und hier sind Z~hler und Nenner stetige Funktionen yon t. 



140 O. Perron. 

woraus sich auch die Differenzierbarkeit an der Stetle y----0 ergibt, und 
zwar ist 

( 1 9 )  = o .  

Endlieh folgt aus (10), (11) und (12): 

Daher ffir genfigend groge t 
d x  

i .Q, ( y ) t = i dz I -dt l K e_~,~, 
~7 

wo K eine Konstante. Mit Riicksicht auf (12) folgt hieraus noch: 

(20) lim "(')'(y~ -~ 0 fiir ~ <  5, 
y=O Yr 

( P  woraus sich wegen (19) die St~tigkeit yon ~2 (y) auch an der Stelle 
y -~ 0 ergibt. 

Damit ist Satz 6 bewiesen, soweit er sich auf positive y bezieht. 
Man finder aber, indem man statt der Gleiehungen (3) die folgenden zu- 
grunde legt : 

o0 

t 

t 

dutch genau die gleichen Schliisse, wobei nut y jetzt negativ, und d gy 
dt  

positiv ausf~llt, daft auch fiir negative y ein Integral x = ~2(y) existiert 
mit den entsprechenden Eigenschaften. Der Beweis von Satz 6 ist da- 
mit vollendet. 

w  

Die Integralkurve des w 6 wird als krummlinige ~-Achse eingefiihrt. 

Wir wollen die Differentialgleichung (F) jetzt welter behandeln und 
dabei fiber f ( x ,  y) und ~(x ,  y) die in dem Fundamentalsatz Seite 123 
formutierten Voraussetzungen machen. Dann gilt fiir f ( x ,  y) in hin- 
reichender N~ihe des Nullpunktes der Mittelwertsatz 

f (x 1 , y , )  -- f (x~,  y~)--~ ( x ~ -  x~) f ; (~,  ~7)-k (Y~ -- y~.) f~(~, '7); 
~ = # x , - 4 - ( 1 - - ~ ) x ~ _ ,  ~ - - - - -~y ,A - (1 - -O)y . ,  0 < : ~ <  1, 
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und entsprechend ffir ~ ( x ,  y) .  Aus den Voraussetzungen fiber die parti- 
ellen Ableitungen sch|ieBt man aber weiter, dab in einer gewissen Um- 
gebung des Nullpunktes alle Bedingungen yon Satz 6 erffillt sin& Nach 
diesem Satz gibt es also ein Integral x ~ .Q(y) ,  fiir welches 

lira P'(Y) = 0 ,  lim~:(i~2--0 ffir o <  (1) y=o ly] 1+~ y=o [y 

ist. Setzt man x = f 2 ( y ) i n  die Differentialgleichung (F) ein, so sieht 
man weiter, dab ffir die Funktion ~2(y) die folgende Identit~it besteht: 

(2) ~ ( y ) + f ( D . ( y ) , y ) : [ m _ Q ( y ) + n y + ~ v ( ~ ( y ) , y ) ] . Q ' ( y ) .  

Nach dem, was wir in w 1 bewiesen haben, geht dureh jeden Punkt 
in einer gewissen Umgebung des Nullpunktes eine und nur eine Integral- 
kurve, und nach Satz 1 mfinden sie alle in den Nullpunkt ein. Eine 
von ihnen hat die Gleichung x ~  ~Q(y) und bertihrt daher im Nullpunkt 
die Y-Achse. Ob auch die andern im Nultpunkt eine bestimmte Tangente 
haben, wissen wir zun~chst nicht. Um diese Frage zu priifen, fiihren 
wir neue Variabetn ein, indem wir setzen: 

(3) x = ~ +  f2(V), Y~- ~t, 

oder nach ~, V aufge]Sst: 

(4) ~ = x - -  P-(y), ~ = y .  

Die Differentialgleichuug (F) geht dadurch fiber in: 

= [m ~ + m r~(v) + n ~l + ~ (~ + P-(';), ~)] [d~ + P.'(,j)&t]. 

Setzt man nun 
[ f(~+~(~),  ,])-f(~2(q), ,]) ffir ~ # 0, 

P ($, ,l)= 
t~(f~(,j), '~r) ffir ~ = O, 

und ebenso 

q~(.(2(~?), ~) fiir ~:-~-0, 

So ist naeh dem Mittelwertsatz 

wo iibrigens ?~ noch yon $ und ,/ abh~ngt, und eine analoge Darstellung 
gilt fiir Q(~, ~1). Daraus erkennt man PI.~, q) und Q($, ~1) in einer ge- 
wissen Umgebung des Nultpunktes als stetige Funktionen von ~, q, und 
aus unseren Voraussetzungen sowie aus der erste:~ Gleichung (1) folgt leicht: 

t 5) lim P(~'  ']) : (), tim --Q--( ~-:Z(-)--- =- 0 

q:O v:O 
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Brster Fall: 
nach Satz 3 

Der Differentiatgleichung aber l~gt sieh die Form geben: 

[~,+ Q ( ~ ) +  f (D (~), ~ )+ .~P(~ ,  ~)]d~ 
---~m~+m~(~)+n~? + 9 ( Q ( ~ ) ,  ~) + ~Q(~, ~)] [ d ~ +  ~'(.~l)d~l], 

und diese vereinfaeht sieh wegen der Identitii~ (2) zu: 

.~[1 + P(~, ~ ) -  m.Q'(~) -- Q(~, ~/) D' (,~)] d~ t 

oder kiirzer: 

(6) ~[l +R(~,~)]d~?=[m~+v,~+~q(~,~)]d~., 
wobei wegen (5) und den beiden Gleichungen (1) auch 

(7) Iim /~('~'*~) = 0 ,  tim 8(~,~) ~ 0  fiir e<r 
~=o ( ! ~ I + t , l )  ~ ~ = ~ l ~ t + l ~ l )  ~+~ 

Die bier eingefiihrtei~ :Funktionen R(~, ~), S(~:, ~) sin/[ in einer ge- 
wissen Umgebung des Nullpunktes stetig. Dasselbe gilt, wenn 

geset~t wircl~ auch yon ~(~,  ~2), und wegen (7) ist 

(8) lim ~(~; ~) ~=o (t~t+l~l)t+~ ~ 0 file a < &  

Die Differentialgleich~ang abet nimmt die einfache Form an: 
(9) Sd~ == [m~-[- n~ + q~(~, ~/)] d~. 

Sie hat jedenfalls die Integralkurve ~ = O, weleher nach (4) die im 
Nullpunkt die Y-Achse beriihrende Kurve x = .O(y) entspricht. Fiir die 
iibrigen Integralkurven unterseheiden wit drei Fiille. 

m = 0 ,  n > 1. Dann ist fiir jedes andere Integral 

also auch 
lira ~ -  0 

1ira = l i ra  = o ;  

alas besagt aber, dab jede yon der Integralkurve x = D(y) versehiedene 
Integralkurve im Nullpunk~ die X-Achse beriihrt. Damit ist fiir die 
spezielle Differentialgleichung 

(In) [x+f(x,v)]dy=[ny-}-cp(x,y)]dx ( n > l )  

der Fundamentatsatz bewiesen. 
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Zweit~r FaR: m ~ 0 ,  n ~ - 1 .  Dann ~db~ es nach Satz 4 sowohl 
ffir positive ats fiir negative ~ eine Integralkurve, fi/r welche 

einen vorgegebenen endlichen Wert c hat; also ist auch 

lira y- ~ lira ~ ~ lira ~ (~) 
z=o z ~=o ~ + "~ ('l) .~=o 1+ . -  

und zwar hat x alas gleiehe Vorzeichen wie ~.  Damit wird der Fuada- 
mentalsatz fiir die spezielle Differentialgleichung 

( I Ia )  [x ~-f(x, y)] dy = [y -~- cf (x, y)] dx 

bewiesen sein, sobald wit noch zeigen k6nnen, dab in ]eder Richtung 
nut eine Integralkurve durch den Nullpunkt geht. Nun geht abet d i e  
Differentialgleichung ( I Ia )  durch die Substitution y----xz iibe~ in: 

oder we, n man zwei Funktionen ~v(x, z), co (x, z) dutch die Gleichungen 

~(x ,z)={lOl- l -~  f(:e, xz) fiirtiir x-~0,x+0' 

~~ I-l-~cf(x'xz) fiirfiir xX4:0'= O 

definiert, in: 

(10) [l +sign(x).lxI~.yJ(x,z)]dz-~[~o(x,z)--zW(x,z)]Ixl~-~dx. 

Auf Grund der Voraussetzungen des Fundamentalsatzes erkennt man 
abet, dal~ die Funktionen ~p(x,z),  co(x, z) in einem gewissen Bereieh 

stetige partielle Ableitungen nach z haben (insbe~ondere auch stetig flit 
x : 0). Daher ist fiir die Differentiatgleichung (I0) ,  wenn man noch 
lxl~-~v setzt und z als Funktion yon v sucht, die Lipschi tz-Bedingung 
erfiillt, und folglich gibt es nur ein Integral, welches fiir v ~ 0, d.h. x---- 0 
den  Wert z-~--c annimmt. Jedur veto Nullpunkt ausgehende Halbstrahl, 
der nicht in die Y-Achse fiillt (d. h. c ~ endlich), wird also ~ur yon einer 
Integralkurve der Differentialgleicha~g (IIa)  beriihrt. Das gleiche gilt 
aber auch yon der positiven und negativen Y-Achse, wie man erkennt; 
wenn man in ( I Ia)  x und y ihre Rollen tauschen lfil~t. 
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Drifter Fall: m =~ 0, n = I .  Damt ist nach 8atz 5 

lira ~.~ = - -  o o ;  
~=0 m 

also 

lim Y 
v = o  m ( ~ - ~ ( y ) i  = -'- oo .  

Hieraus folgt im Verein mit der ersten Gleichung (1): 

lira - = O, 
V=0 Y 

so dai~ die Integralkurven die Y-Aehse be~ihren. Und zwar hat 

m ( ~  CV) - *) 
in hinreichender NiChe des Nullpunk~s stets das gteiche Vorzeichen wie y. 
Die Integratkurven liegen also flit positive y s~mtlich auf der einen, fiir 
negative y auf der andern Seite der Kurve x = (~}(y). Damit ist der 
Fundamentalsa~ almh bewiesen flit die Differentialgteiehung 

( I I Ia )  [ x + f ( x , y ) ] g y = [ m o x - ~ y ~ - q ~ ( x , y ) ] d x  ( r e#O) .  

w  

Zuriiekfiihrung des allgemeinen FaRes auf die behandelten 8pezialf/ille 
mit tIilfe einer affinen Transformation. 

Wit wollen jetzt die allgemeine Differentialgleichung (A) durch eine 
reelie a.ffine Transformation 

(1  t r -  ~ Z.. - ~o & + 0 
y --= ~ ,  X + ~ Y, " 

in die im vorigen Pa.ragraghea behandetten Differentialgteichungen iiberzu- 
fiihren versuchen. D~bei wird es getingen, die in dem Fundamentalsatz 
unterschiedenen drei Fglle (I) ,  ( I I) ,  ( tU)  der Reihe naeh gerade auf 
die Differentialglelchungen (Ia) ,  ( t Ia ) ,  ( I I I a )  zurfickznfidhren~), womi~ 
der Fundamentalsatz vollstgndig bewiesen seia wird. 

Dutch die Transformation (1) geht die Digerentialgteiehung (A) fiber 
in. die folgende: 

#) 

~*) Diese Transformation ~st yon alien Autoren bereits benutzt wolden und wild 
bier nut der Vollst~indigkeit halber nc<-.hma~s durchgefiihr~. 
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Dabei ist 
I i  = (k~l + i%)~ - (m c~1 + n~) ~1, 

(3) = (k~, + l ~ )  ~.~- CruZ1 + nZ~.)~, 
--- - (k~,+ l,~.~) ~. + (ma,+ n,.~)~, 

IF(X, Y)=flgf(aiX +p, Y, ~. X +fl.. y ) - f l ,  q~(a,x+z, Y, a.,X + g~ Y), 
(4) [ q) (X, r )  = - a ,  f(a, x +  fit Y, % x + fl~ Y) ~- a, ,p (a, x + fl, Y, % x A- f19 Y). 

Die in dem Fundamentalsatz iiber f ( x ,  y), q~ (x, y) gemachtert Vor- 
ausse~zungen iibertragen sich daher unmitfelbar auf F ( X ,  Y) q)(X, Y). 

Nun miissen wir die drei Fgl]e des Fundamentalsatzes trennen. 

Erster Fall: 
( k - -  n)2~ - 41m > O, k n - -  lm > O. 

Hier hat die quadratische Gleichung 

m n--O 

zwei versehiedene reelte Wurzeln von gleiehem Vorzeiehen. Wir bezeieh- 
nen die absolut kleinere mit ~, die absolut~ grSgere, mit a; also ist 

~ > 1 .  1o1>[~1>o, 
Nun wghlen wir die Transformationskoeffizienten ~ ,  fl~, %, fl~ so, dal~ 

~ a l =  k ul-Zv l ae, ~ fll~---- k fl l"~- l fl.j, 

ist. Das ist mSglich, well ja e, a die Wurzeln der obigen quadratischen 
Gleiehung sind. Hierdurch werden al, ~ bis auf einen willkiirliohen 
Proportionalit~tsfaktor eindeutig bestimmt; ebenso fl~, fl~. Man sieht 
auch sofort, dag a~ rio ~ a~fl~ 4= O, dab die getroffene Wahl also zulhssig 
ist. Die Proportionalitgtsfaktoren wollen wit so w~hlen, dai} 

1 

ist. Dann ergeben sieh fiir x, ~, ,u, ~ aus (3) die Werte: 

Die Differentialgleiehung (2) ist daher die folgende: 

[ X + ~ ( X ,  y ) ] d Y = [ r Y + ~ ( X , Y ) ] d X  (~ > 1)~ 
Mathematische Zeitschrift. XV. 10 
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sie hat also die Form der Differentialgleichung (In) des vorigen Para- 
graphen. 

Zweite~, Fall: 

(~-n)~+4z~=o,  k n - t ~ + o ,  It}+j~l=o. 
Hier ist 1 ~ m =~ 0, k -~ n # 0. Die Difierentialgleichung (A) nimm~ 

also, wenn man sie durch k dividiert, bereits die Form (IIa)  des vorigen 
Paragraphen an; eine affine Transformation ist nieht mehr nStig. 

Drifter Fall: 

(k-,~)'+~lm=o, kn-Zm+0, Izt+Imi>0. 
Wenn jetzt l = 0, so ist k = n + 0, m + 0; Die Differentialgleichung (A) 
geht daher schon, indem man sie dutch k dividiert, in die Form ( I I Ia )  
iibe.r, und es ist keine affine Transformation mehr n6tig. Daher sei jetzt 

l + o .  
Dana folg~ aus 

(k-4- n) ~ -  4 ( k n - -  lm) ~ (k -- n) '  + 41m ---- O, 

weil k n -  l m =~ 0 ist, gewiB aueh 

k - + - n + O .  

Fiir die Transformationskoeffizienten w~len  wit nun die Werte 
- 2  

eq--  1, /~ ,= t (k+n) .  

Dann ist % fl~-- a,.fi~ + O, die Wahl also zul~issig. Fiir n, 2, f*, ~ findet 
man aber ans (3) sogleieh die Wer~e: 

~r  2 = 0 ,  / t = - - / = ~ 0 ,  ~' ~-~- 1, 

so dall die ~ransformierte Differentialgleiehung (2) die Form ( I l i a )  des 
v0rigen Paragraphen hat. 

(Eingegangen am '21, |2. 1921,) 


