Uber die Gestalt der Integralkurven einer
Differentialgleichung erster Ordnung in der Umgebung
eines singuliren Punktes.

Von
Ogkar Perron in Heidelberg.

§ 1.
Die Auigabe.

Poincaré und andere haben die Gestalt der Integralkurven der Diffe-
rentialgleichung

(4) (kz 41y +[(2, y)]dy = [mz+ny + o(z, y)]dz
in der Umgebung des Nullpunktes untersucht. Dabei sind f(x, ) und
@(z,y) Potenzreihen, die mit Gliedern mindestens zweiter Dimension
beginnen?!). Wenn weiter ein fiir allemal

kn—1Im=0
vorausgesetzt wird, so zeigt sich, daB die Integralkurven niherungsweise
wie die Integralkurven der einfacheren Differentialgleichung

(kzx +ly)dy=(mz+ ny)dz
sich verhalten, und zwar sind die nachstehenden Fille zu unterscheiden.
Erster Fall:
(k—n)+4lm>0, kn—1Iim>0.
Der Nullpunkt ist ein Knotenpunkt; d. h. alle in hinreichender Nihe

des Nullpunktes verlaufenden Integralkurven gehen durch diesen hindurch
und haben daselbst bestimmte Tangenten.

Y Uber die Literatur vergleiche man die Artikel von Painlevé und Liebmann
in der Enzyklopidie der mathematischen Wissenschaften II. 1.1, §§ 24380 und III D. 8,
§ 8. Eine ausfiihrlichere Darstellung der wichtigsten Fille findet sich in Abschnitt XII
des Buches von Horn, Gewdbnliche Differentialgleichungen beliebiger Ordnung.
Leipzig 1905.
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Zweiter Fall:

(k—n)+4lm>0, kn—1Im<o.

Der Nullpunkt ist ein Sattelpunkt; d. b. durch ihn gehen nur zwei
Integralkurven, und zwsr mit verschiedenen Tangentenrichtungen; sie
teilen die Umgebung in vier Winkelrdume, in denen die anderen Integral-
kurven verlaufen.

Driiter Fall:

(B —n) 4 dIm=0.
Der Nullpunkt ist wieder ein Knotenpunkt.
Vierter Fall:

(B—n)4+4lm<0, ktno0.

Der Nullpunkt ist ein Strudelpunkt; d. h. die Integralkurven winden
sich unendlich oft um ilin herum und haben ihn zum asymptotischen Punkt.

Finfier Fall:
(b—n)+4lm<0, k+n=0.

Der Nullpunkt ist im allgemeinen wieder ein Strudelpunkt, Ausnahms
weise kann er aber auch in einen Wirbelpunki ausarten; d.h. die Integrak
karven sind geschlossene Kurven mit dem Nullpunkt im Innern.

Man kommt zu diesen Resultaten, indem man die Differentialgleichung
durch gewisse unendliche Reihen integriert. Da es sich aber hier um die
Glesialt der Integralkurven handelt, also alles im Reellen sich abspielt, so
erscheint die Voraussetzung, daB f(w, y) and ¢ (=, y) Potenzreihen sind,
etwas weitgehend, und es liegh nahe, die Existens und Gestalt der Integral-
kurven zu untersuchen, wenn im wesentlichen nur vorausgesetzt wird, defl
die Funktionen f(x,y), ¢{%,y) im Vergleich zu den linearen Gliedern
verhaltnismdBig Klein sind, Dann 188t sich die Integration nicht mehr
durch die Poincaréschen Reihen leisten; wir werden aber aul andere
Weise zum Ziel. kommen. Dabel wird sich in den vier eraten Fillen,
falls nicht allzuwenig iber f{z, y) und @{w,y) vorausgesetzt wird?®),
wieder das obige Resultat ergeben. Nur im fiinften Fall tritt ein neuer
Typus hinzu, indem es vorkommen kann, da8 unendlich viele geschlossene
Integralkurven auftreten, und gleichzeitig solche, die sich unendlich oft
um den Nullpunkt heramwinden und dabei zwei geschlossene Integral-
kurven zu asymptotischen Linien haben; dafiir hat bereits Herr Liebmann
a. 2, O, ein Beispiel angegeben.

Indem ich die anderen Fille fiir eine Fortsetzung aufspare, behandle
ich in dieser Arbeit nur den ersten und dritten Fall, wo also ein Knoten-

st

*-"} Man verpleiche dagepen die Redspiele auf Seite 128 unten und 131
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punkt zu erwarten ist. Die Konstanten k, I, m,n, die Variablen x, y
sowie die Funktionen f(z,y), ¢(x,y) werden natiirlich durchweg reell
vorausgesetzt. Als Hauptresultat wird sich dabei ergeben der

Fundamentalsatz. Die Funkiionen f(z,y), ¢(x,y) miogen in
einer gewissen Umgebung des Nullpunktes stetig sein und stetige partielle
Ableitungen o, £y, P4, @y besitzen; ferner sei

£(0,0)=0, ¢(0,0)=0,
und endlich moge es eine positive Zahl & geben derart, daff

i V5@ 0 L+ U@ ) [+l 0d (2, 9) |+ op (2, )] _ g

7=0 (Jel+iyh?®
y=0

ist. Wenn dann einer der drei Fille

(1) (k—n)"+4lm >0, kn—1Im>0,

(I (k—n)+4Ilm=0, kn—Im=+0, |l|+|m|=0,
(D (k—n)'+4lm=0, kn—Ilm=+0, [I+|m|>0

vorliegt, so geht durch jeden in geniigender Ndhe des Nullpunkies ge-
legenen, aber vom Nullpunkt verschiedemen Punkt z,,y, genau ene
Integralkurve der Differentialgleichung (A), und all diese Kurven gehen
auch durch den Nullpunkt.

Im Fall (I) haben alle Kurven im Nullpunkt eine gemeinsame
Tangente mit Ausnahme einer einzigen, die eine andere Tangente hat.

Im Fall (II) geht in jeder Richtung genau eine Kurve durch den
Nullpunkt.

Im Fall (II1) haben ausnahmslos alle Kurven im Nullpunkt eine
gemeinsame Tangente, und zwar gibt es unter diesen Kurven eine, die
von allen anderen zugleich durchsetzt wird.

* §

Fig. 1. Fig. 2. Fig. 3.

Die drei Fille sind in den drei Figuren veranschaulicht. In Fig. 3
ist die stirker gezeichnete Kurve die, welche von allen anderen durchsetzt
wird. Wesentlich ist also, dal ihr oberer Zweig nur auf der einen (rechten)
Seite von anderen-Kurven beriihrt wird, ihr unterer Zweig nur auf der
anderen (linken) Seite.
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DaB durch den Punkt z,, y, genan eine Integralkurve geht, ist leicht
zu sehen. Denn nach dem Mittelwertsatz ist
F(@s 30) = 2o e (320, 395) + oy (B2, B1) (0 <D <1),
also nach unseren Vorsussetzungen gewiS

Lf (2o, o) | < el @]+ %)),

Lo (%0, 9o)| < e(l @]+ |96 1),
wo & beliebig klein sein darf, wenn nur |,|, |y,| klein genug sind. Daraus
ergibt sich, daB die Funktionen

(1) { kz+ly+f(=, y),
mz+ny+¢(2, y)
an der Stelle z,, y, nicht beide zugleich verschwinden konnen; demn
andernfalls wiirde daraus folgen:
(b —Im)x, = — nf(xy, yo) + Lo (%, 4,),
(kn —1Im)yy=mf(x,, 4) — k@ (2, ¥,);

und ebenso

also:
o f (2, Lo (2o, %) !
%x(}%g%# 1 {2 ?{}jrifimiig ?9’)§<8§§:}£j‘§m§iqx{}}+Iy{}D’
(%, 1 k Los Yo &
|gol e S IE b0 Cor )] Lo LE (5 1 1)),

und daher durch Addition:
+ill+im] 41k
7014 196 < e PLE L 1 g,

was aber falsch ist, wenn ¢ klein genug, also wenn ||, | y,| klein genug.
Von den beiden Funktionen (1) ist daher mindestens eine an der Stelle
%y, Y, und wegen der Stetigkeit auch in einer gewissen Umgebung dieser
Stelle von Null verschieden. Ist das etwa die erste, so kann man der
Differentialgleichung (A) die Form geben:

dy __mx+ny+o(x,y)
dus bxt+ly+fz, y)°
Hier ist die rechte Seite in der Umgebung von a,, y, stetig und hat
eine stetige partielle Ableitung nach y; daher ist gewiBl die Lipschitz-
Bedingung erfiillt, und folglich geht eine und nur eine Integralkurve durch
den Punkt =z, y,.
Wenn aber die erste der Funktionen (1) an der Stelle z,, y, ver-
schwindet, so ist, wie wir sahen, die zweite von Null verschieden, und
man kann der Differentialgleichung die Form geben:

de__ kx+ly+f(=, 9)
dy me+nyte(z, y)
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Hier ist, wenn y als die unabhiingig Verinderliche betrachtet wird, wieder
die Lipschitz-Bedingung erfiillt, so daB auch jetzt eine und nur eine
Integralkurve durch den Punkt z,, y, geht.

Der iibrige Inhalt des Fundamentalsatzes ist wesentlich schwieriger
zu beweisen. Wir behandeln zuerst einige Spezialfille, wobei wir zum
Teil mit noch viel geringeren Voraussetzungen iiber die Funktionen
flz, y), ¢ (2, y) auskommen werden.

§ 2
Der Spezialfall £=1, I =0, n > 0.
Hier handelt es sich um die Differentialgleichung
[z + (2, y)ldy=[mz+ny+ oz y)dz  (n>0),
die wir unter Einfilhrung einer Hilfsverinderlichen ¢ durch das System

ersetzen:
dx

d't‘=“”—f(i”sy)’
(B) o
8 mz—ny—g(z.y) (n>0).

Von diesem beweisen’ wir den
Satz 1. Sind 9, a, b positive Zahlen, die den Ungleichungen gendigen:
dnb>mla, ¢<1;
sind ferner die Funktionen [(z,y), ¢ (wx, y) im Bereich
lz|<a, ly|<b
definiert und stetig und geniigen sie daselbst den Ungleichungen

|F(2, )| S s (2] + 19D,

dnb—{m|a

lp(y)| £ — 5 (=] +1yls

sind endlich x,, y, trgend zwei Zahlen des Bereiches
fzo| <@, |y|<b:
so haben die Differentialgleichungen (B) mindestens ein System wvon
Integralen x=x(t), y=y(t), welches fiir £ > 0 existiert, dauernd in
dem Bereich |x| <a, |y| <b bleibt und fiir t =0 die Werte
2(0)=2 ¥(0)=1y,
anmimmt. Fir jedes solche Integralsystem ist
limz(t)=6, limy()=0.
F 2

=
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Im Definitionsbereich der Funktionen f(w, y), ¢ (%, ) ist
&
|2+ f(@ y)| <a+ =5H(a+b) < 2a,

dnb—|mla

ime+ny+ ¢z, y)|<|mla+ b+ =23 (a+b)
= b - Inb < 20b.
Ferner gehort die Umgebung von zy, 4,
[z —m|<a—[ml, |y—g|<b—{y]
dem genannten Definitionsbereich an. Nach einem allgemeinen Existenz-

satz®) gibt es also ein System von Integralen » = x(#), y = y(¢) mit den
Anfangswerten «(0) = 2,, ¥(0) = y, mindestens im Intervall

0t < Min (25!, Pel).

Maglicherweise gibt es sogar mehrere solche Systeme. Wir wollen zeigen,
daB auch ein Integralsystem existiert, das sich bis zu beliebig grofen
Werten von ¢ fortsetzen 1ifit. Dazu beweisen wir zuniichst, daB, soweit
sich ein Integralsystem fortsetzen laBt, stets die Ungleichungen gelten:

(1) |2 (t)] <aeet, |y(t)| <bee,
wobei

'2) 0 =(1—9)Min(1, n),

also

¢ ﬁ &ﬂ

Andernfalls sei nimlich #, die untere Grenze derjenigen Werte ¢, fiir
welche die Ungleichungen (1) nicht beide gelten; dann ist

|a(t)] Saee,  |y()| Sbeet fir 0<t<t,

und zwar gilt fir #=1¢ mindestens einmal Gleichheit. Nun folgt aus
den Differentialgleichungen (B), indem man die erste mit e?, die zweite
mit e®* multipliziert und dann beide von 0 bis ¢, integriert:

£y
ehz(t )= :zrﬁ—»bf‘f(:v{t}, y(t))eidt,

1

eriy(b) = yo— [Imz (8) + @ (2 (1), y (1)) ] entat.

®) Satz 2 meiner Arbeit: Ein neuer Existenzbeweis fiir die Integrale eines Systems
gewdhnlicher Differentialgleichungen, Math. Ann. 78 (1918), S. 878 384,
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Daher mit Riicksicht auf unsere Voraussetzungen:

A
erlz(t,)| <a +faiab(we—ee + beet)etdt

-—eM

und ebenso:
tl
ent | y(4,)] < b +ﬂ| m|aeet 4 200ImIE (g omee  oer) | ened

&M}

) == bem—elt;

also schlieBlich:

lz(t)| <aemes,  |y(t)] <beeh,
im Widerspruch damit, daB mindestens einmal Gleichheit gelten muf.
Damit sind die Ungleichungen (1) bewiesen,

Wenn nun kein Integralsystem bis zu beliebig groen Werten von ¢
fortgesetzt werden konnte, so sei 7' die obere Grenze derjenigen Werte ¢,
bis zu denen eine Fortsetzung moglich ist. Sei ferner #, eine Zahl, die
beliebig wenig kleiner als T' ist. Dann gibt es nach dem oben angezogenen
allgemeinen Existenzsatz ein Integralsystem mindestens im Intervall

i —1z{% b— t,
ty 1 <t + Min (2=lzlioll 2= ¥(WI[),

also wegen (1) mindestens im Intervall
| O
b, St <ty ST o
Hier ist aber die rechte Seite groBer als 7', wenn nur #, nahe genug an 7'
angenommen wird. Also gibt es ein Integralsystem, das sich iiber 7' hinaus
fortsetzen liBt, im Widerspruch mit unserer Annahme.
Nachdem hiermit die Fortsetzbarkeit bis zu beliebig groBen ¢ sicher-
gestellt ist, folgt sogleich aus (1):

limz(t)=0, lmy(t)=0,
t=o0 t=w

womit Satz 1 vollstindig bewiesen ist.
Setzt man in Satz 1 speziell f{z,y)=0, so lautet die erste Diffe-
rentialgleichung des Systems {B):

dx

2?=—-x.

Daraus folgt:
x=x,e¢,
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und wenn x, + 0, so ist also auch umgekehrt ¢ eine eindeutige Funktion
von z. Betzt man diese in y = y(£) ein, so erweist sich y als eindeutige
Funktion von z und gentigt als solche der Differentialgleichung

m%:mx+ny+cp-(x,y) (n>0).

Wir erhalten somit

Satz 2. Geniigen die positiven Zahlen 9, a, b, n und die reelle
Zahl m aen Ungleichungen:

dndb>|mla, J<1;
ist ferner die Funktion ¢ (x,y) im Bereich
x| <a, |y]<b
definiert und stetig und gentigt sie daselbst der Ungleichung

o ()| < P22 (15 11y ));

sind endlich x,, y, trgend zweir Zahlen des Bereiches
0<|ml<a, |yl <b:
so hat die Differentialgleichung

2% — vzt ny+p(z,y) (n>0)

mandestens ein Integral y, dos fir x=x, den Wert y, annimmi und
fiir x— 0 ebenfalls dem Gremzwert Null zustrebt.

§ 3.
Weitere Einsehrinkungen zur Erzwingung eines Knotenpunktes.
Nach Satz 1 miinden die Integralkurven des Systems (B)

e=z(t), y=y()
fir -—o00 in den Nullpunkt ein. Damit ist aber noch nicht gesagt, daf
der Nullpunkt ein Knotenpunkt ist; denn die Kurven brauchen in ihm
keine Tangenten zu haben und koénnen ihn beispielsweise auch nach der
Art eines Strudelpunktes unendlich oft umwinden. Ein Beispiel dafiir ist
das System

dx

at +10g\$ +y?)?
Y _ 2=
dt = 7Y T gy (x®+y%)°

bei dem in hinreichender Nihe des Nullpunktes die Voraussetzungen von
Satz 1 erfillt sind. Durch Einfikrung ven Polarkoordinaten

T=rcosw, Y=rsinw
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geht aber das System iiber in:

ﬁlj,___ do 1 1
a— "

dt logr log 1

Hier kann man sofort integrieren und findet:
r=re”, w=wo+log(t+10g%) ~loglog?~l;;‘

Fiir { — oo nimmt .also 7 nach Null ab, wihrend o unbegrenzt wichst,
so daB der Nullpunkt ein Strudelpunkt ist und kein Knotenpunkt.

Um daher im Nullpunkt eine bestimmte Tangentenrichtung zu er-
zwingen, sind weitere Voraussetzungen notwendig. In dieser Richtung unter-
suchen wir zunicht die speziellere Differentialgleichung

(©) 23 —ny+ p(z,9) (n>1),

Satz 3. Wenn die Funkiion ¢(z,y) in der Umgebung des Null-
punktes stetig ist und der Bedingung gendigi:
lim - —
oD #1191
y==0
dann gili fir jedes Integral y— y(x) der Differentialgleichung (C), wel-
ches fiir x — 0 dem Grenzwert Null zustrebt*), die Gleichung

¥

lim 2 — ¢,
z=0 F

Man beachte, daB der Satz nicht mehr gelten wiirde, wenn in (C)
n <1 wire, weil ihm dann schon die Differentialgleichung

mit dem allgemeinen Integral y = C|z|" offenbar widersprechen wiirde.
Wir wollen Satz 3 jetzt fiir positive z beweisen; indem man & = — &'

setzt, ergibt er sich dann auch fiir negative z. Aus der Differential-

gleichung (C) folgt, indem man sie mit z~"~* multipiiziert und dann

von z, bis z, integriert:
Tp

"y () — 2 "y (%) = [ oz y@)a " Hde (0<2 <5)

Nach den Voraussetzungen von Satz 3 kann man aber nach Vorgabe einer
beliebig kleinen Zahl & ein so kleines z, angeben, daB

lp(z.y (@) <e(z+ly@)]) fir 0 <z,

4) Nach Satz 2 gibt es solche Integrale.
Mathematische Zeitsehrift. XV.
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und dann folgt aus der vorigen Gleichung:

Xy
(1) ="y @) <wy(m)l+e [ (a4 |y @) de (0<a, <ay).
1
Wire nun nicht, wie in Satz 3 behauptet,
A
e} % '
so konnte man eine positive Zahl g angeben derart, daB

lim sup L3211 ly (“"‘)f

Fe=f

>9g

ist®), Dann lieBen sich zu jeder beliebig kleinen Zahl & zwei Zahlen %,

und @, und zwar
O<a, <8, G>¢

susfindig machen derart, daB

ly (x}§<2{¥ fir ;<2< 9

ist. Aus (1) wiirde dann folgen:
G, " <o "y (el <"y (@) |+ e [ (z -+ 202)a™"  da
1

<"y (ay)| -+ LLEEE) pion,
oder also:
G <ag"|y(m) e + 8_1<1+2G)s
oder:

G( -1 ) vﬁ...} +x3 1?{5’3)12{?"!

und um so mehr:
2z & ~ 3 a3
g(im%q) Sy e sk NS EAC Y LA

Diese Ungleichung ist aber falsch, wenn ¢ und & hinreichend klein' ge-
wihlt sind (man beachte, daB x, zwar von ¢, aber nicht von & abhiingt).
Damit ist Satz 3 bewiesen.

%) Damit werden die beiden Fille, dall der lim sap endlich oder unendlich ist,
beide zugleich wmfaBt.

%} Hier kanp es ndtig werden, fiir 2, eine etwas klsinere Zahl zu wihlen; doch
bleibt x, dann fest und jedenfalls von 4 unabhéngig.
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§ 4.
Per Fall k=2 =1, I=m =0, wenn f(a,y) =0 ist

Schon oben wurde darauf hingewiesen, daB Satz 3 fiir n =1 nicht
mehr gilt, Betrachten wir jetzt diesen Fall, also die Differentialgleichung

. d
(D> xlmy+(p(m,y)

Speziell fiir ¢ (x,y) =0 sind die Integralkurven die Geraden y=Cuz,
so daB ¢n jeder Richtung eine Integralkurve durch ihn hindurchgeht (aafler
in Richtung der y-Achse). Wenn man in Analogie zu Safz 3 efwa ver-
mutet, daB es bei dem System (D) ebenso ist, wenn nur

i e {z, ¥} _—

o TeiElel =

y=0
vorausgesetzt wird, so ist diese Vermutung falsch. Vielmehr kann es dann
beispielsweise sein, daf alle Integralkurven die ¥-Achse beriihren; z. B. bei
der Differentialgleichung

mit dem allgemeinen Integral

7 1
y=zx {\G -+ log iegm}
gilt offenbar fiir jedes Integral die Gleichung
lim £ = oo,
z=0 ¥

Es kann aber auch sein, daf die Integralkurven im Nullpunkt iiber-
haupt keine Tangenten haben; z. B. bei der Differentialgleichung

x cos log log "}%{
T
mit dem allgemeinen Integral
y=u {{} -} sin log log T«%)
ist offenbar
lim supww C--1,

z=0

lim inf £ =0 -1,
=90 z

so daB keine Integralkurve im Nullpunkt eine Tangente hat.
G
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Diese Beispiele lehren, dafl wir, um zu erzwingen, daB in jeder Rich-
tung Integralkurven durch den Nullpunkt gehen, von der Funktion ¢ (2,%)
etwas mehr voraussetzen miissen. Wir beweisen in dieser Hinsicht

Satz 4. Wenn die Funkiion ¢ (x,y) in einer gewissen Umgebung
des Nullpunktes stetig ist, und wenn es eine positive Zahl o derart gibt, dafi

v (®y)
z=0 (ol 1y))™’

ist, dann hat die Differentialgleichung (D) sowohl fiir positive als fiir
negative absolut hinreichend kleine x mindestens ein Integral y — y(x),
féir welches der Gremzwert

lim 2\% ’/{37}

z=0
existiert und einen vorgegebenen endlichen Wert ¢ hat.

Es geniigt wieder, den Beweis fiir positive z zu fithren. Setzt man
dann y == x2, so geht die Differentialgleichung (D) iiber in:
dz g (x,xz)
(1 g plnze)
und es komumt nur darauf an, zu zeigen, daf diese neue Differentialgleichung

ein Integral z hat, welches fir x — 4 0 dem Grenzwert ¢ zustrebt. Zu
dem Zweck definieren wir eine Funktion o (x,z) durch die Gleichung

éx1+é

{ w(z,z)= 7 ( 22) e 2> 0,
@{0,2)=0.

Nach den Voraussetzungen von Satz 4 ist dann o (=,z) in einem gewissen
Bereich

{3) te<La, Jz—c|<h

stetig, und unsere Differentialgleichung geht iiber in:

1 dz -
m(—igzm{x,z) fir z>0

oder wenn man z? = p setzé:

i
. 1z
(4 %Z—L«w-—(r)i’v z).
Fiir diese Differentialgleichung ist aber » = 0 gar kein singulirer Punkt
mehr, und sie hat nach dem in FuBnote ®) angezogenen Existenzsatz
mindestens ein Integral, das fiir v =0, d h. fiir z =0 den Wert z=1¢
annimmt; w. z. b. w.
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§ 5.
Der Fal k=n=1,1=0, m =0, wenn f(a,y) =0 ist.
Hier handelt es sich um die Differentialgleichung

(E) ﬂsd—‘/—y—i—m"c—{-tp(w y) (m=0).

Satz 5. Wenn die Funktion ¢(x,y) in einer gewissen Umgebung
des Nullpunktes stetig 1st, und wenn es eine positive Zahl 6 derart gibt, daf

v(zy)
z=0 (Ja|+[y])*"*
y=0

1st, dann gilt fir jedes Integral y = y(x) der Differentialgleickung (E),
welches fiir absolut hinreichend kleine, sei es positive oder negative,
x extsltiert und fir x — 0 dem Grenzwert Null zustrebt®), zugleich die
Beziehung

=0 MT

Auch hier geniigt es wieder, den Satz fiir positive x zu beweisen.
Wenn man die Differentialgleichung (E) durch m «?® dividiert und dann

von x, bis z, integriert, erhilt man:
o

Yy (=) —y=) g (e, y (%) , )
(1) mz, +lo z, mz, +1 g f‘W—dx (0 <z, <)
£z
Nun bezeichnen wir mit # eine festgewshlte Zahl des Intervalles
) <9< T+s
(1—8)(1+6)=1+ o,

so dal ¢ > 0 ist. Nach den Voraussetzungen von Satz 5 kann man dann
x, s0 klein wahlen, dafl x, <1 und

und setzen

s 0 .
(2) le@ y@)<(z+|y@)]) <@+ |y@]) fir 0<z <,
Nun zeigen wir zuniichst, dafB

|/()|

(3) lim sup “>=-~ = endlich

=0
ist. Denn andernfalls konnte man eine beliebig grofle Zahl G und eine
beliebig kleine Zahl z, ausfindig machen derart, dal
&) @ g z, LlzZx,

1-8 ==

&

") Nach Satz 2 gibt es svlche Integrale.
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und zwar Gleichheif fiir 2 =,. Dann wiirde aus (1) mit Riicksicht
auf (2) folgen:

G :;ycxl)idog%ﬂyﬁkw +ja 2+l g0
i [

Y | m |z, tm |t

Lom i}
L) 4 log | +f'” =027

N {m |

<10g -}«

ERERYICH | v&{HG}mﬂ.
<§"g‘x;§*imxi“§“i‘}g§;§+ aTm 0

oder also:

€¥<§m§$§§0g~§;+ Eholid
1

e

; ) 1
L) 4 log 1| Im| = +

Da aber ¢ beliebig grof und =z, beliebig klein -sein kann, ist das un-
moglich. Damit ist die Formel (3) bewiesen. Da aber die gleiche Uber-
legung auch gilt, wepn & durch eine etwas kleinere Zahl ersetzt wird, so
kann der limsap in (3) nur Null sein. Hiernach kénnen wir z,(< 1) so
klein denken, daB aufler der Ungleichung (2) auch die folgende besteht:

(4) ly(z) <at=* fir D<o La,.

Dann folgt aber aus (1) mit Hilfe von (2) und {4):

g{xl}%—k; £§<Igs(x{,}+§a j{a:—f- _;{s} “de
€z ] L, Ly

mz, L

" !l(w) 1 (x 0"*"371“”)1.{”6

EJER

_ y{m} 1 21+5 i+p
= 'Wé“““gz; ‘?"IW‘Z‘”

2I+f§

—x2
mz, % imip ™0

Da das gilt, wie klein auch z, ist, so ergxbt sich:

hm sup y(z )»{»Icg = endlich,

und folglich:

im 2% = . W. 2 b. w.
2=0 mix
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§ 6.
Existenz einer die ¥-Achse beriihrenden Integralkurve im Fall
k=1,1=0, n>1.
Wir wenden uns jetzt zu der Differentialgleichung
(F) [z +f(2, y)]dy = [ma + ny + @ (2, y)ldz (nz=1)

Diese werden wir im nichsten Paragraphen auf die bereits bebandelten
Spezialfalle, wo f(w, y) =0 ist, dadurch zuriickfiihren, da wir eine die
¥-Achse beriihrende Integralkurve als neue krummlinige Y-Achse ein-
fiihren, Um zunichst die Existenz einer derartigen Integralkurve be-
weisen zu konnen, miissen wir iiber die Funktionen f(z,y), ¢ (=, ¥)
etwas mehr voraussetzen..

Satz 6. Sind a, b, & positive Zahlen, die den Ungleichungen
genigen:

at+bL1, |m{ag"”"

sind ferner die Funktionen f(2,y), ¢(x, y) im Bereich
lzj<a, |y|<b
definiert und stetig und geniigen sie daselbst den Ungleichungen

| F @0 ) — Fla )| < 220 (Lt lnllnl b 1 0 g | 41y, — ga]),

L @y, 9,) — @ (@r 90)| < <ﬂ_z‘§ (1 i+i%¥—2¥-¥yd+iyzl>suxl_ﬂgg} IR

ist endlich f(0,0)=0, @ (0, 0) = 0: so hai die Differentialgleichung (F)
in dem Intervall

1
bo 1\°
0<lyl< 371+9) <1+a>

mindestens ein Integral der Form z = 2(y), wo 2(y) in diesem Inler-
vall stetig ist und eine stetige Ableitung 2'(y) besitzt. AupPerdem ist

.. 2{y) 2'(y)
m L =g, lim—=—Y
y=o0ly'™ y=0 | ¥|

so daff die Kurve = Q(y) im Nullpunkt die Y-Achse beriihri.

Zum Beweis dieses Satzes bemerken wir zuniichst, da aus unsern
Voraussetzungen weiter folgt:

{ \f(2, 9)] <nad(le|+ [y
|9 (2, 9)| < P (=] + 1y )

=0 ¥Hir o <4,

(1)
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Nun definieren wir gewisse Funktionen

@, =z, (1), Y= 4 (1) (r»=1,2,3,...)
einer Variablen #, die > 0 sein soll, rekursorisch durch die Formel:
(2) z =10, ¥, =0,

By gy = e“‘ff(x,., Yy, etdt,
(8) : .
) b ;
Yrpr==¢&"" —2-+f{mx,—}~ @ {%,, y»)] ertdty.
4

Man sieht leicht, daB diese Integrale existieren, und daB die Funktionen
%y, Y, den Ungleichungen geniigen:

l@ | < ae~nt+d < ge—nt,
t 9| S bem,

also fiir # > 0 nie aus dem Definitionsbereich von fiz, 9}, ¢ {(z, y) her-
ausfallen, so dal die sukzessive Berechnung méglich ist. In der Tat sind
die Ungleichungen (4) fiir » =1 wegen (2) richtig. Gelten sie aber fiir
einen bestimmten Wert », so ist auf Grund unserer Voraussetzungen iiber
die Zahlen o, b

{4)

Iz |+ lpl<e,
lt)nwv m ’ ae— nt{t+8 < @e"%ﬁi%ﬁ}

Alzo folgt aus (3) mit Riicksicht auf (1):

d !
- L (L+8) pt I e na — nE(1+8) — nE(L+)
|21 | K€ glfnaée mirNeldl = e <ae ,

weil in (F) ja » > 1 sein soll. Ebenso:
[#er] S e ’“ig'i-‘f [@e it 1%“53-;_@9—?1:1”5)] e’”dt}

e pe NS D Yo ntdQ ; -7
g ’”{2»1—22 » }gbe :

Die Ungleichungen (4) bleiben also auch richtig, wenn man v durch » -1
ersetzh, und gelten daher allgemein

Nun beweisen wir die weiteren Ungleichungen:

—ni{1+8 —ni
: ae ae
§$ - x”"““ é 2‘7—1 = g?—-}. ¥
{5> be"fh‘i
—~ Yoy |

== 2v—~l
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Zunicht ist ndmlich
x—2,=0, p—y= —qe ",

so daf fir » = 2 die Formeln (5) richtig sind. Wenn sie aber fiir irgend
einen Wert » gelten, so ist mit Riicksicht auf die Voraussetzungen von
Satz 6 und mit Riicksicht auf (4)
5 -
}f{xv} yv)_f<xv——~13 yv-i)t <na ~nge’

27—1 :

63 —né
| (@0, 90) = 9 (o1, o) | S 2002

Daher folgt aus (3):

~nt{1+8) —-ni{1-+d)

na& e ae

- ni
tdi—
T¢é dt = zv nd+n—1= i

2

a2
— x| -3 nasd -nts €
(B — x| S € ,f 5 €7 Py

weil ja m» >1 ist; und ebenso:

N }mﬁae“”ﬂl"'& nbd 83—-1::
lgori— | S e Mf[—"é‘;::‘f——‘?—j*e n pr= ertdi
4

*

nbd ewntéd . be—nt(l+6) <be—-n¢

ni
Le | —- o Gt = Py

f

Damit ist die Allgemeingiltigkeit der Ungleichungen (5) bewiesen.
Aus ihnen ergibt sich aber sofort die Existenz der Grenzwerte

lim == o = %(1),
6 v::oo
© limy, =y =y(t),

und zwar gilt die Fehlerabschatzung:

ae«nt(H—é) ae-—nt

e — x| < T = T
(7) ~
be ™
ly—»l=s -

AuBlerdem ist wegen (4) auch
8) ‘m! gae-ﬂl(l-f—é).g ae‘—'nt’
( lyl <ben,

so daB auch die Funktionswerte von z, 4 nie aus dem Definitionsbereich
von f(z, y), @(, y) herausfallen.
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Aus den Voraussetzungen von Satz 6 folgt dann weiter wegen (4),

(8) und (7):
3 ~ni

|F(@, y) = o ) | <P emmo Sy,

bé ~nt
’(p(ma y) - (P(mn yw)l é%e_”me

21!—1’

und daher ist
lim [ f(=,, g,)etdt = [ f(x, y)etdt,
v=um ¢

lim _fo[mxy+ o (%, ¥ )] e"*dt:f{mm-i—cp(w, y)]entdi.
vz § t

Somit erhdlt man schlieBlich aus (3), indem man » unbegrenzt
wachsen 1a8t:

Z = e“‘ff{s, y)etdi,
(9) .
Y= e“"‘{—g +ef [mz 4+ @z, y)] e“‘éi}.

Multipliziert man aber diese Gleichungen mit ef baw. e"* und differenziert
sie dann nach £, so folgt'

}‘{{W"‘w flz, y),

a
F——ny—me—g(z,y)

(10)

Daraus erkennt man, daf die Kurve mit den Gleichungen

z=z(t), y=y(t)
eine Integralkurve der Differentialgleichung (F) ist, die wegen (8) fir
t — oo in den Nullpunkt einmiindet. Wir wollen jetzt zeigen, daB sie
im Nullpunkt die positive Y-Achse beriihrt und daB sie auch eine Glei-
chung der Form = Q(y) hat.
Nach (1) und (8) ist
nbd nbd

(11)  |mz+ oz, y)| < |m|ae—netedp Tl p—ntarn L B0 g nttrd,
Daher
U{mm-}«qa(:c,y}}e”‘dtf j‘%éée MIgE =5 e“““‘

£

Aus der zweiten Gleichung (9) folgt somit
(12) y2he (1~ emntd).
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Setzt man jetzt zur Abkiirzung

(18) Zlog(1+8) =4,

(14) sy (73) = o
so ist nach (12) insbesondere
Y (o) 2 Yo
Fiir t > ¢, aber ist (14 d)e~n# <1, also
1 e—n£6> ée'«rﬁﬁ?
g0 daB aus (11) und (12) folgt:
ny > mz+ 9 (z, )|,
und folglich nach der zweiten Gleichung (10):

(15) W0 tir t>14,

Wenn daher £ von £, an unbegrenszt wichst, so nimmt y dauernd ab,
und zwar von einem Wert, der mindestens gleich y, ist, angefangen bis
herab nach Null (wegen (8)). Daher ist auch umgekehrt im Intervall

(18) 0<y<y

¢ eine eindeutige Funktion von y. Setzt man diese in die Funktion

o =2 (t) ein, so erweist sich auch z als eine Funktion von y:
z=2(y).

die im Intervall (16) existiert, eine stetige Ableitung 2'(y) besitzt®)

und fiir y ~ 0" wegen (8) ebenfalls dem Grenzwert Null zustrebt. Wir

konnen alse zum Intervall (16) noch den Anfangspunkt y=r0 hinzu-
nehmen und definieren

(17} £2(0)=0.
Aus (12) und (8) folgt weiter:
(18) im 29 _im 29 o fir o<,

y=0 777 t=w [y ()T

% Bg ist nimlich

df
und hier sind Zahler und Nenner sfefige Funkibionen von L
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woraus sich auch die Differenzierbarkeit an der Stelle y — 0 ergibt, und
zwar ist

(19) Q'(0)=0.
Endlich folgt aus (10), (11) und (12):

%‘”Z Mlx_;.f(g,; y){<ae nt(1+9) )b nad e ntL+

f’_@e—m[l — (1 8)e-nts],

t 1>ny |mx+¢(z,y)| >
Daher fiir geniigend grofe ¢

dw
! — || _ldt] —nts
2= || - < Ko
dt
wo K eine Konstante. Mit Riicksicht auf (12) folgt hieraus noch:
(20) im2 W fir o<,
y=0 ¥’

woraus sich wegen (19) die Stétigkeit von Q'(y) auch an der Stelle
y =0 ergibt.
- Damit ist Satz 6 bewiesen, soweit er sich auf positive y bezieht.
Man findet aber, indem man statt der Gleichungen (3) die folgenden zu-
grunde legt:

X1 = e"ff(x,,, yv)etdta
t

b o
Ypp1 = e—nt{“‘ §+ j[m Zy + 97(3’:», yi')] enﬁdt}’
t

durch genau die gleichen Schliisse, wobei nur y jetzt negativ, und "fl"g

positiv ausfillt, daB auch fiir negative y ein Integral x = Q(y) existiert
mit den entsprechenden Eigenschaften. Der Beweis von Satz ¢ ist da-
mit vollendet.

§ 7.
Die Integralkurve des § 6 wird als krummlinige ¥ -Achse eingefiihrt.
Wir wollen die Differentialgleichung (F) jetzt weiter behandeln und
dabei iiber f(z,y) und @(z, y) die in dem Fundamentalsatz Seite 123

formulierten Voraussetzungen machen, Dann gilt fir f(x,y) in hin-
reichender Néhe des Nullpunktes der Mittelwertsatz

F@, y) — (@ ye) = (v, — %) 2 (8, 9) + (9, — ?e)fs;(‘sy n)s
=, + (1 —Nz,, =30y, +(1—Dy,, 0<H<1,
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und entsprechend fiir ¢ (¢, y). Aus den Voraussetzungen iiber die parti-
ellen Ableitungen schlieBt man aber weiter, daBl in einer gewissen Um-
gebung des Nullpunktes alle Bedingungen von Satz 6 erfiillt sind. Nach
diesem Satz gibt es also ein Integral z = Q(y), fiir welches

(1) im 28—, W _0 fir o<

v=0 |y] y=0 |¥|
ist. Setzt man z = Q(y) in die Differentialgleichung (F) ein, so sieht
man weiter, daB fiir die Funktion (2(y) die folgende Identitdt besteht:

(2) Q) +F(2Why)=[m(y)+ny+ (29, 9)]2 (y).

Nach dem, was wir in § 1 bewiesen haben, geht durch jeden Punkt
in einer gewissen Umgebung des Nullpunktes eine und nur eine Integral-
kurve, und nach Satz 1 miinden sie alle in den Nullpunkt ein. Eine
von ihnen hat die Gleichung # = Q(y) und beriibrt daher im Nullpunkt
die Y-Achse. Ob auch die andern im Nullpunkt eine bestimmte Tangente
haben, wissen wir zunichst nicht. Um diese Frage zu priifen, fiihren
wir neue Variabeln ein, indem wir setzen:

(3) e=E+2(), y=nu
oder nach &, % aufgeldst:
(4) E=z—Qy), n=y.

Die Differentialgleichung (¥) geht dadurch iiber in:
[+ Q)+ F(E+2(n), n)]dy
=[mé&+m(n)+ny+(E+2(),n)][dé+ 2 (y)dy].
Setzt man nun
{fE+Qm, )—Ff(Qwp.n) .
. / fiir &
P&, )= < e es0,

f (L5}, n) fir £=0,

und ebenso

PE+LQ0, )= (20, 7) fir &
. ir S==0,
Q&, 77}={ £ =T
‘Pé(Q(’i)a 77) tiir 5207
so ist nach dem Mittelwertsatz
P&, n)=1 0+ 2, n (0<d<l),

wo iibrigens % noch von & und % -abhiéingt, und eine analoge Darstellung
gilt fiir @(&, ). Daraus erkennt man P&, y) und Q(£, 3) in einer ge-
wissen Umgebung des Nullpunktes als stetige Funktionen von &, y, und
aus unseren Yoraussetzungen sowie aus der ersten Gleichung (1) folgt leicht:

. P(E . N

(5 N A CIN DRI . 25 L
s=0 (JE[+ 1D im0 (LELp Y
y=0 =0
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Der Differentialgleichung aber liBt sich die Form geben:
[E+2(n)+ F(2), n)+EPE, p]dy
={mé+mQn)+nn +(Qm), n)+EQ(E )] [dE+ 2" (4)dy),
und diese vereinfacht sich wegen der Identitit (2) zu:
E[1+P(& ) —m Q' (n) — Q(&, 1) 2" (n))dy
=[mé+nn+-mQ(n)+ (L), n)+EQE, p]dE,

oder kiirzer:

(6) E[LL R p)ldyp=[m&+ny-+8(2, n)idéE,
wobei wegen (5) und den beiden Gleichungen (1) auch

(M im-—2E0 g gy ~BED 5 fir s<4.
=9 (1&]+1n) f;:g(iéwf?ﬂ}
Die hier eingefiihrten Funktionen R (&,7), 8(&,%) sind in einer ge-
wissen Umgebung des Nullpunktes stetig. Dasselbe gilt, wenn

£ S (&,
L e 0

gesetzt wird, auch von @(&, y), und wegen (7) ist

: (&, ) .
8 im—2Em o g 5.
®) s=0 ([E[ +17 D)™+ Toos

He
Die Differentialgleichung aber nimmt die einfache Form an:
(9) Edp=[m&+ny+ B(&q)] dE.
Sie hat jedenfalls die Integralkurve £==0, welcher nach (4) die im
Nullpunkt die Y- Achse berithrende Kurve z = Q(y) entspricht. Fiir die
iibrigen Integralkurven unterscheiden wir drei Fille.

Brster Fall: m =0, n>1. Dann ist fir jedes andere Integral
nach Satz 3

lim Z=0,
E==0) §
also auch
K3
¥ . 3 . 3
im S = lm g == i e e
x=0 £ =it §+ Q{’I} E=={ 1_5_‘{}{"?.} . 2 i
] &

das besagt aber, daB jede von der Integralkurve x == £2(y) verschiedene
Integralkurve im Nullpunkt die X - Achse beriihrt, Damit ist fiir die
spezielle Differentialgleichung

(Ia) [#+flz, y)ldy =[ny+ (2, y)]dw (n>1)
der Fundamentalsatz bewiesen.
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Zuweiter Fall: m =0, n=1. Dann gibt es nach Satz 4 sowohl
fiir positive als fiir negative £ eine Integralkurve, fiir welche

lim £
=0 ¢

einen vorgegebenen endlichen Wert ¢ hat; also ist auch

7

: §

lim ¥ = lim —% — U UE—

::g:) ;m%&+o(n) 111131+9(n) 7 =
i B

und zwar hat x das gleiche Vorzeichen wie &. Damit wird der Funda-
mentalsatz fiir die spezielle Differentialgleichung

(I1a) [z+f(z, 9)]dy=[y+ o(z, y)]d=z

bewiesen sein, sobald wir noch zeigen konnen, daB in jeder Richtung
nur eine Integralkurve durch den Nullpunkt geht. Nun geht aber die
Differentialgleichung (IIa) durch die Substitution y = zz fiber in:

z[z+f(x,z2)]dz=[¢(z,xz) —2f(z,z2)]dx,
oder wern man zwei Funktionen y(z, 2), w(x, 2) durch die Gleichungen

_ 2|7 7% f (2, 22) fiir x40,
"’(”’z)"{ 0 fir z=0,

(@ z)z{}w"l_‘s(p(x,zz} fir a0,
0 fiir =20
definiert, in:

(10) [1 +sign(@)- | 2]+ v (2, 2)] dz = [0 (z,2) ~ 2v (2, 2)] |2 [*~" da.

Auf Grund der Voraussetzungen des Fundamentalsatzes erkennt man
aber, daB die Funktionen v (z,2), w(«,2) in einem gewissen Bereich

lz|<a, |z—ec|<b

stetige partielle Ableitungen nach z haben (insbesondere auch stetig fiir
x=0). Daher ist fiir die Differentialgleichung (10), wenn man noch
||’ = v setzt und z als Funktion von v sucht, die Lipschitz-Bedingung
erfiillt, und folglich gibt es nur ein Integral, welches fiir =0, d.h.a=0
den Wert z == ¢ annimmt. Jeder vom Nullpunkt ausgehende Halbstrahl,
der nicht in die Y-Achse fillt (d. h. ¢ = endlich), wird also nur von einer
Integralkurve der Differentialgleichung (Ila) beriihrt. Das gleiche gilt
aber auch von der positiven und negativen Y -Achse, wie man erkennt.
wenn man in (ITa) # und y ihre Rollen tauschen lifit.
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Diritter Fall: m 40, n=1. Dann ist nach Saiz 5

lim L = — co;
g=0 ME

also

o pp—

Y
po mE—Rayy

Hieraus folgt im Verein mit der ersten Gleichung (1):
lim = =0,
y=0 ¥
so daB die Integralkurven die ¥-Achse berithren. Und zwar hat
m(Q2(y) — =)

in hinreichender Nihe des Nullpunkis stets das gleiche Vorzeichen wie y.
Die Integralkurven liegen also fiir positive y simtlich auf der einen, fiir
negative y auf der andern Seite der Kurve z = 2(y). Damit ist der
Fundamentalsatz auch bewiesen fiir die Differentialgleichung

(1Ha) et fle, y)ldy=[ma+y+ oz, y)ldz  (m+0).

§ 8.

Zuriickfithrung des allgemeinen ¥alles auf die behandeiten Spezialfille
mit Hilie einer affinen Transformation.

Wir wellen jetzt die allgemeine Differentialgleichung (4) durch eine
reelle affine Transformation

(1) {xﬁm“:xﬂﬂyv
. ymﬁﬁX%«ﬁ?Y,

in die im vorigen Paragraphen behandelten Differentialgleichungen fiberzu-
fithren versuchen. Dabei wird es gelingen, die in dem Fundamentalsatz
unterschiedenen drei Fille (I), (II), (III) der Reihe nach gerade auf
die Differentialgleichungen (Ia), (IIa), {IITa) zuriickzufithren®), womit
der Fundamentalsatz vollstindig bewiesen sein wird.

Durch die Transformation (1) geht die Differentialgleichung (A) iiber
in die folgende:

(2 [(#X+2Y +F(X,7)dY =[pnX +»Y + ®(X, ¥)]dX.

“ fy— oy By s+ 0

"} Diese Transformation ist von allen Autoren bereits benutzt worden und wird
hier nur der Vollstindigkeit halber nochmals durchgefiihrs.



Gestalt der Integralkurven. 145

Dabei ist
xw="(ke,+le,)B,—(me +ne,)p,,
A= (kB,+18,)B,— (mB,+np,)Bb,,
u=—(ke,+le,)0ty+ (me, +ney)e,,
v=— (kf +1B) e+ (mpy+npy)ey,
" [FEY)=bf@ X+ T,  X+4,Y)—Bp(e X+, Y, X +4,Y),
) ‘ DX, Y)=—e (e, X+ 4, Y, 0, X+ f¥)+e,p (e, X+8, Y, 4 X+, Y).
Die in dem Fundamentalsatz itber f(z, y), ¢ (z, y) gemachten Vor-
aussetzungen iibertragen sich daher unmittelbar auf F(X,Y) ®(X,Y).

(3)

Nun miissen wir die drei Fille des Fundamentalsatzes frennen.

Erster Fall:
(k—n)’+4lm>0, kn—1Im>0.
Hier hat die quadratische Gleichung

k—o 1 __"_
m n-etwo

zwei verschiedene reelle Wurzeln von gleichem Vorzeichen. Wir bezeich-
nen die absolut kleinere mit o, die absolut groflere mit o; also ist
la]>]e] >0, -:;> 1.

Nun wahlen wir die Transformationskoeffizienten e, 8, , ¢y, f, so, daB
oe,=ka +la,, of,=kB -+ 18,
ety=me,+ndy, ofy=mp+np,

ist. Das ist méglich, weil ja o, ¢ die Wurzeln der obigen quadratischen
Gleichung sind. Hierdurch werden «,, #, bis auf einen willkiirlichen
Proportionalititsfaktor eindeutig bestimmt; ebenso g, f,. Man sieht

auch sofort, daB «, f, — ¢, 8, + 0, daB die getrofiene Wahl also zulissig
ist. Die Proportionalititsfaktoren wollen wir so wihlen, dafl

1
@ fy— vy = 7
ist. Dann ergeben sich fiir », 4, s, » aus (3) die Werte:

=g f,— 9“2:31: 1,
A=0pBy— 0B b= 0,
Ho=—00, 0y} 00,0, =0,
v=—0f, 0+ ofy0,= —Z— >1.
Die Differentialgleichung (2) ist daher die folgende:
[X+F(X, D))dY =[¥ + ®(X, T)]dX  (»>1)

Mathematische Zeitschrift, XV. 10
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sie hat also die Form der Differentialgleichung (la) des vorigen Para-
graphen,

Zweiter Fall :

(k—n)'+4lm=0, kn—Im=+0, |l|-+|m|=0.

Hier igt I ==m =0, k=mn <+ 0. Die Differentialgleichung (A ) nimm¢
also, wenn man sie durch k dividiert, bereits die Form (I1a) des vorigen
Paragraphen an; eine affine Transformation ist nicht mehr nétig.

Dritter Fall:
(k—mn)+4lm=0, kn—Im+0, |ll+|m| >o0.

Wenn jetzt I =0, soist k=m0, m == 0. Die Differentialgleichung (4)
geht daher schon, indem man sie durch k dividiert, in die Form (IIla)
iiber, und es ist keine affine Transformation mehr nétig. Daher sei jetzt

I1+0.
Dann folgt aus

(k4n)"—4{kn—1Im)=(k—~n)"+4lm=0,
weil kn — Im == 0 ist, gewiB auch

E+a<0.
Fiir die Transformationskoeffizienten wihlen wir nun die Werte
=0, p= Fin
E—n
o,=1, f,= NEk

Dann ist e, f, — &, B, == 0, die Wahl also zulissig, Fiir x, 1, u, » findet
man aber aus (3) sogleich die Werte:

=1, Ai=0, pg=-—14+0, r==],

so dal die transformierte Differentialgleichung (2) die Form (IIla) des
vorigen Paragraphen hat.

(Eingegangen am 21, 12. 1921.)



