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Ich will nun aut  Einzelheiten nicht weiter eingeheu imd auoh nicut auf die Frsge 
zuriiokkommen, in weloher Weiee in den fruher erwilhoten Problemen der Turbulenz nod 
dee FlieBens fester Stoffe die statietische Theorie aufzubauen wlre. Was ich mit meioen 
bisherigen Verliffentliohungen I) angestrebt habe, war nur. die bepriffliohen Sohwierig- 
keiten aus &em Wege zu raulnen nnd ein logisoh megliohee Sohema machanisoher &a- 
dstik anzngeben. QewiB erhebrn eich noch gro8e und mannigfaliige Sobwierigkeiten an- 
derer Art nnd vor allem werden uns, davoo bin ioh iiberzengt, gewisse Enttiuachunpn 
nicht erspart bleiben: Viela Fragen, die nns hente ganr natiirlich und selbatvers~tludlioh 
zn eein echeinen, werden sich ale endgiiltig unbeantwortbrr herausstellen, so etwa wie 
seinerzeit die Newtonsche Himmelemeohanilc die Yrage Eeplers  nach der QrliSe der  
Radien der Planetenbabnen nicht beantwortet, sondern ausgeeohaltet hat. Aber wie dem 
anoh mi, mag der Verzioht grot3 oder klein sein, uns schwer oder leioht fallen, es sobien 
mir unausweiohlich, einmal offen nnd klar auszarprechrn, da8 e d  innerhalb der rein em- 
piriecben Mechanik Bewegnngs- nnd Qleiohyewichtsvorglnge giht, die eich einer Erkll- 
rnng aul Qrund der m e c h a n i s c h e n  D i f f e r e n t i a l g l e i o h n n g e n  an! d q  Daoer ent-  
ziehen nnd den Aufbau einer geschlossenen Theorio der mechan ieohen  S i a t l e t i k  ver- 
langen. 108 

Bemerkungen uber die Entsfehung der Turbulenz. 
Von L. PRANDTL in GOttingen'). 

ie bisherigeu malhematischen Untersucbungen fiber d i e  Entstehung der Tnr bulenz 
haben zu der Ansioht gefiihrt, daB die k l e i n e n  Sohwingungen einer durvh Zilbig- D keitswirkungen zwiechen zwei Wilnden entsiandenen Larnii a* strlimnng immer ,ge- 

dampft verlaufen 3. Die brobaohtete Turbnlenz liollte desbalb das Ergehnis von Stijmngen 
mit e n d l i  c h e r  Amplitude seio. Die bei den Versuchen gefwdene Abhilngigkbit dre 
kritisohen Zustandes von der QrOBe der EintritIsstBrung (vergl. den nachfolyendrn Auf- 
sat2 Ton L. S c h i l l e r )  sohisnen fur diese Ansicht zu sprecben. 

Um PU erlahren, wie denn die Tnrbulenz in Wirklichkeit enteteht, l i d  ich In 
Gottingen einen 6,s m langen offenen Kana1 von recbteakigem Qurreohnitt (15 om wcit, 
25  am tief) herstellen und beobaohtete die Stromung darin natih der Ahlbarnsohen 
Methode (anfgestrentes Lykopodium). Die Erwartnng, da6 ee nunmchr sofort ofhibar 
werden wiirde, wie die Turbulenz entsteht, wurde aber fiira m a t e  enttrueoht. Ee war 
zunYchet nnr festzustellen, daB file eotstebt. Piotzlich, ohne erketinbare Vorbareitung, 
tauohten in der NIlhe einer Wand kleine Wirbelchen ad,  die sicb nun schnell vermehrren. 
-1uBerdem sah man manchmal wellige Formen mit langnam eunehmender Amplittide, die 
aber nioht immer zu einer eigentlichen Turbulenzeraoheinnng fiihrten. Diem Wellen mit 
zunehmender Amplitude widersprachen aber gaoa dem Dogma von der Slab littlt der 
Laminarbewegong gegeniiber kleinen Sohwingungen, so da9 ioh zueret darn neigte, zu 
glauben, dat3 ich diese nioht sehr hZiuiige Er- 
soheinnng nioht ganz riohtig geeehen hillte 

Wir warfen uns nun an! die theoretisohe 
Behandlung, und um es gleioh vorweg zu neh- 
men, wir fanden entgegen dem Dogma eine La- 
bilitEt der kleinen Sohwingungen. 

Der Plan der Reohnnng war zunlohst ein 
anderer gewesen. Wir, d. h. wesentlioh Herr 
0. T i e t j s n s ,  der unter meiner Leitung die 
Reohnangen machte, untersuohten die Stcrbilitilt Abb. 1 

I) Vgl. insbesondere die oben engetllhrte Arbeit in der Phyafk. Zeitschr ; fwner: Grnnrllagen 
tler Wshrscbeinlichkeitareohnung, Math. Zeits.hr 5.  19 19, S. 52  bls 99 und eine lekbt vwrtlliidliche 
Darstellunp in: DieNaturwiesenschuften, 7 ,  1919. S. 1 6 8  bie 175, 186 bis 192 und 205 ble 209 

yJ Vorgetragen auf der J&hreavereammlQng der Deutechen MuthematikerverelnignK in J e w  am 
20. September 1921. 

*I Der von Herrn F. N o e t h e r  fn don Gbttinuer Nachtlohten 1917, math.-phis. Kl., S. 199. 
untereuohte Full, der bei Rqibungaloaigkeit wie bet kleiner Reeibung Instabllltllt ergiht, snheldet hier 
8118, we11 die dortige Beechwlndigkeltaverteilung in den hter in Betrrcht zu ziehenden PUIlen niemtlP 
entotehen kann. 
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und Labilitgt von Laminaratriimungen, wie sie l h g e  einer Wand duroh lilnger dauernde 
Einwirknng einer geringen Zllhigkeit entshhen') nnd zwar nach der von Lord 
Rayle igh  angegebenen Methode unter Vernaohllssigung der Reibungs). E e y l e i g h  
ereetzt das Geschwindigkeitsprofil durch einen gekniokten Linienzug, was darauf hineus 
kommt, da$ Differenssngleichnngen an Stelle der Differentialgleichun~n treten Die 
von u n s  nntereuchten Geschwindigkeitsprofile entsprachen der vorstehenden Figur. 

Ee zeigte sioh nun, da6 jede noch so kleine Einbuchtung von der Art des Yrofils 
c Labilitstt ergibt. Solche Einbuchtungen kommen For allem bei der UmstrSmnng von 
gerundel en Ki3rpern zwischen dem Oeschwindigkeitsmaximnm und der Ablasungsstelle 
tor, vergl etwa die K. Poblbauseneche Abb. 1 S. 255 dieser Zeitschrift. Durch die 
crwilhnte Rechnung ist also der Grund ffir die Labilittlt der @renznchicht, die bei der 
Strijmnng urn Kugeln und sndrre gerundete Kijrper zur Turbulena und zu dem be- 
kannten Sprung in der Widerstandszahl fiihrt, aofgedeckt. Bei einer S t r b n n g  im Rohr 
oder an einer ebenen Wand ki3nnen solche Einbnchtnngen des ~erchwindigkeilsprofil~ 
duroh hinreichend starke in der Srrijmnng vorhandene Wirbel - aber auoh dqrch mangel- 
hafte Ebenbeit der Wand - erreugt werden, und so die Bedingungen fiir das Entstehen 
einer Anzabl kleimrer Wirbel eein. 

Wenn, wie anzunehmen war, die Zilhigkeit eine Dllmpfung, also eine Verringerung 
der Lahilit& bracbte, so mnlte eich far jede Grijfle der Anfangsstijrung eine Reynolds-  
Rche Zahl ergeben, unterhalb der die Labilitilt versohwand; die stttrkeren Stijrangen 
brachten stilrkere Elnbuchtung des Qeschwindigkeiteprofils und damit stslrkere Labillat; 
diesrr entspraoh eine niedrigere kritische Zahl in echi3nster Uebereinstimmnng mit dem 
Versuch. 

Wir gingen also daran, unsere Rechnung dnrah Beriicksichtjgung der niedrigsten 
Ordnung der Zilhigkeit zu verbessern. Bei der Untereuohung der verschiedenen Reibungs- 
einfliia~e zeigte aicb, daO bei kleiner Zilhigkeit ein Einflnil von der &%~enordnnng 1 / ~  
vorherrscht, der von Vorghgen in 'der nnmittelbaren WsndnUe herstammt (1' ~le kine- 
mdische Zithigkeit = Da die reibungslose RaJ-leigh-Schwingung ein Gleiten an 

der Wand ergibt, entsteht nilmlioh hier bei Beriicksichtigung der Reibung eine diinne 
, L, c 

I )  Retat man z. B. zur Zeit t = 0 fiir y > 0 N = f-4, = konst. wid fordert U = 0 IUr y = 0 ,  
1 )  0 entapreohend dem Haften. an der \Valid. RO ergibt eine bekannte Rechnung 

n 

I Y13 

a Vvt 4 Y  
nobel q = -- -let. Fllr Zetten von der OrWenordnung T = - erlangt die Uebergangeschicht eine 

Dicke +on der QrOSenordnung yi. 
') Lord R a y l e i g h ,  On the stability or iastabtlity of certnin Butd motions 11. Proc. Lond. 

math 8oc. XIX. 8 67, 1887 =Papers 111, S .  17. 
a) Die Rayle ighsche  Untersuchung nimmt eine echwacho we1lenfl)rmige StOrung Y, v an, dle 

sich der EanptstrOmung U (g) llberlagert. u und v mogen den Faktor .si(h r - k n ' )  haben Ihre Ab- 

hllagigkeft von y fat nooh nnbekannt. Die KonttnuftSt Iiefert in komylexer Sohreibwetw u = - - 
lie Halm hol  tzaohe Wirbelgleiohnng liefert sodann, wenn die zwette Ordnung in u, u vernauhllarigt 

f r b ,  
k 0.v ' 

d C 
Setat man mtt R a y l e i g h  streifenweise - = konet., 60 wird im Innern der Slrrifen, da in1 

FUr clte Grenau awisuhcn zwet 

dY 
83 v 

k R y ' allgameinen 

Streffen d r d  durch Integration and Grenzllberganp ruf Breite' Xu11 der Uebergangssone 

-? + L' + 0 ist. - 7 kau. also v = Gilt ky + h'sOf ky. 

Zosammea @t den Orenzbedlnqusgen an den Wlnden (orler - -  bei UUB an drr Wrnd und 
Die Gleichung far ti 1st von lm Unendlichen) erelbt etch elne Detsrminrnte, aue der I beatlmmt wirrl. 

abonno bohem Grade, als das (i.aaLwtndi~keitsprofll Tntcke hat. 
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Grenzschicht, in  d w  sich der Uebergang von der  Geschwindigkeit No11 an der Wand 
aut  die Qeschwindigkeiten vollzieht, die die R a y l e i g h s c h e  Reohnung liefert. Dab die 
in der  R a y l e i p h s c h e n  Rechnuog znr  Vereinfarhung der mathematischen Aufgabe ein- 
gefiihrren Knirke sich durch die Wirkung der Zlhigkeit abrunden warden, braucht uns 
nicht zu storen, deun diem Knicke sind n u r  der Rechnuog wegen eingefubrt; man hat 
sich in  Wirklichkei't an ihrer  Stelle runde F o r w n  zu denken, die sich durch die ZHhig- 
keit hijchstens um Groflen von der  Ordnung v ver#ndern, die wir bereits vernachllssigen. 
Das ganze Vertahren kommt darauf hinaus, da5  wir nur  den Streifen von der  kleinen 

Breite der  Grenzschicht (GrFOenordnung f:, Bezeichn s. FuBnote 3 S. 432) als reibende 
Fliissigkeit ansehcn, das  iibrige a18 reibunpslose. Wir  kommen so auch iiber die Schwie- 
rigkeit hinweg, da5 nnser Geschwindigkeitsprofil streng genommen nicht stalionar ist (die 

vernachlassigte Veranderung in  der Zeit T ist von der  GrFDenordnung "T U). 
Weun man die Rechnung fiir unsere Grenzschicht unter der Annahme kleiner 

Schwingungen durchfiihrt, dann ergibt sich eine niebt ganz eiuiache, jedooh von S o m m e r -  
fe I d und H o p f  I) bereits sehr sorgfaltig untersucbte Differentialgleichnng. Wir  wollen 
indes zum Unterschied von den genannten Autoren hier davon Gebrauch maohen, da5  
die Zlhigkeit sehr klein ist und ferner auch annebmen, d2O die Geschwindigkeit U', mit 
der die Wellen der Storung in  der X-Ricbtung fortschrciten, nicht zu Blein ist, so da5 
die Schicht, die mit der Geschwindigkeit U' strdmt, bereits a u h r h a l h  der Grenzschicht 
liegta). 

Y l  

Dann vereinfacht sich die Gleichung zu 
clu 0324 1 Bp 
:) t  i, t,z ( I  Nz . . . (1 ) .  . . . . . .  _ _  - v  

Die Rayle iph-Schwingung liefere a n  der JYand eine Oeschwlndigkeit ul=Ce'  +"'). 

Wir fugen eine Zusatzgeschwilkdigkeit 24' = (9) n') hinzu mit der Beetimmung, 
rlaS f ( 0 )  = - C seiu SOU, um die Grenzbedingung des Haftens a n  dar Wand zu befrie- 

digen. In der  Nlhe der  Wand auflerhalb der Grenzschicht gilt genghert - ; %= a t  , 
also ergibt sich mit u = t i l  + 7L' aus Formel (1) 

1 Op . i)u* 

0 2  f 
0 1 , -  ' i ?? f (y) = 1' 

also wird 

f ( y )  = - Ce +(1+0rry;, - , . , . . . . .  
wobei das Vorzeichen so zu wablen ist, dai3 der  reelle Teil des Exponenten negativ 
wird, damit die e-Funktion mft wachsendem x abklingt. 

Die Zusatzbewegung u' bringt vermoge der EontinuitLt auch eine Zusatzgeschwin- 
digkeit v' herror. Es ist 

was wegen v = 0 am Rande 

giht. 
M'ahrentl 14' auflerhalb der  Oreneschicht verschwindet, hat  V' gema% Formel (3) 

fi ir gri)Bvrr ,I/ den aaymptotis,chen Wert 3, 

(4). 
i ( k r  I f i t )  . . . . . . . . 

Man kann sich die weitere Untersuchung dadurch sehr vereinfachen, daf3 man so 
ti it ,  ale ob dieser Wert von u' bereits a n  der  Wand vorhanden w l r e  und da5  men Lm 

') A .  S o m m e i f e i d .  ? l r t  , h * I  1 % .  rooyr i~ te i -n  dei MafhsmnLiri. Roiti 1908. L. H o l p f .  A n r i .  d .  

- t'hrr (11') 4 3 .  S .  1 ,  1 9 1 4 .  
l lU 

)I Eo kommt darauf 8 1 1 ,  da8 der Ausdrnck - 
d !/ 

a )  Die Formel (3)  gllt der Ableitong pemUE nur far eine Rcbiaht, in der das reihungslom w ,  
das In Wirkliahkelt elnen 6 O i k u  ertthKlt, ~ I P  konmant nnch 

kleln bleibt 

angrsehen werden b n .  
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iibrigen, abgesehen von dieser AbBndernng der Cfrenzbedingung, die Reibung iiicbt weiter 
beriioksicbtigt. Die Ruckwirkung der Grenzsohicbt auf daa Irinere wird damit richtig 
dargeetellt. Die Cfeschwindigkeit v' kommt in U'irklichkeit davon her, daf3 in der Orenz- 
sahioht die Qeschwindigkeit u' durch die Ret-bung abgellndert iat. Unser vereinfacbter 

Aneats setzt dafiir einen Durohtritt d w  Fliissigkeit 
durchadie POIOS zu denkende Wand oder aber eine 
schwinpungebewrgung der Wand gemB6 Cfleiobnng (4), 
wobei dann die Arbeitsleistung des Druckes genau die 
Stelle der in W%rme verwandelten Reibung4arbeit in 
der Cfrenzechfcht einnimmt. Durch dieren Kunstgrift 
ist es also gelungen, die Zilhigkeitawirkunsen durch 
eine einfache Randbedingnng fiir die Ragle igh-  

Alle bisber von nne auf diese Wnise durch- 
gereahneten StrSmungRprofile (vergl. Abb. 2) ergeben nun fiir aen Fall, da8 die Be- 
wegung o h n e  Reibung stabil ist. mit Reibung eine A n f a c h u n g  (negative Dlmpfnnq), 
nnd zwar von einem Betrag, der durch Formeln von folgesdem Bau wiedergegebem wird: 

' 

Abb. 2 Schwingung zu ersetzen. 

- 
I L  = I' t is, wobei x = - Zahl . !&, 

(Der Ausdruck unter der Wunel ist das Reziproke der Reynoldeschen Znhl; 
die rllahla in der Formel ist eine von den Daten des Profils abhgngige Funkrion der Wellen- 
l h g e  der Sttirung.) 

Wir haben dieses Ergebnis erst nicbt glauben wollen und haben 0s daraufhln 
jeder dreimal nnabhPngig auf verschiedene Weise gerechnet. Es kam aber immer wieder 
danselbe Vorzeichen, das Labilitgt bedeutet. Die begangenen Vcrnachlllsslgungen sind 
unter der Annahme einer sehr kleinen Zilhigkeit einwandfrei. Das Ergebnis mnf3 also 
hfngeen,ommen werden. Den bisheriflen theoretischen Ergebnissen gegeniiber, die immer 
Stabilrtlt geliefert hatten, ist darauf hinzuweisen, da6 diem ausschliefilich den sogenannten 
C ouet  te  echen Fall behandeln'), der sich auf die lineare Qeschwindigkeltsvertnilung 
zwlschen zwei aneinander vorbei bewegten parallelen WInden beeieht. Diese Sti omnng 
let im R a y l e i g  hschen Sinn nicbt schwingungsflibig 3. Die von nns untersuchten 8t16- 
mnngen haben aber silmtlich, reibnngslos betrachtet. stabile Eigenaahwingungen, d. h. rie 
sind ungediimpfter Wellenbewegungen (von beliebigar Wellenl#nga) fahig. Dan Vor- 
handensein einer solcben Wellenbewegong ist aber die Vorbedingung f i i r  die von uns 
mtemucbten Orenzsohichtvorglnge. 

Um die Rolle der Cfrenzscbicht fiir das Labilwerden der Str6mung besser zu v e r  
stehen, ist es ganz lebrreich, die Reynoldssche Energiebetrachtung darauf anzuwenden, 
mit der auch R. A. L o r e n t z  in seiner bekannten Abbandlunga) arbeitet. Dort wird die 
Zunshme der Energie der Stiirungsbewegnvg ale die Ditfeienz zwisrhrn zwei Aesdriicken 
dargestellt, von denen der erste (M) die von der Haiiprbewpgung aul die StSrnng4- 
bewsgnog iibergehende Energie, der Bweite (Xi )  die der Sti-hnpnhewegnng durch Kei- 
bungsarbeit enimrene (dissiplerte) Energie darstellr. Der lntztere Term lielert notwendig 
immer eine Dlmpfang. In uneerem Falle zrigt die nlhere Unte.eucbung, daS die Die& 
pation in der Grenzsahicht einen Betrag mit dem Faktor vF erpibt, die ganze abrige 
Laminarstrlimung dagegsn einen Betrag mit dem Faktor Y.  Bei klemem Y tritt der 
letatere Anteil also in der Tat gegen den erstwen zuriiok. 

Der ill-Term nimmt bei noserer Aufgabe den Ausdrack 

an, wo U die gqpbene LaminarstrSmnna ist. Der Wert dipsee Ansdrncks hlngt  vor 
allem von dem Phasenuntersrhied der tc-Wrlle nnd der v-Welle ab. Be1 einem Phnsen- 
unterscbied von 900, wie er sich bei R4hungslosigkeit im Falle der stabilen Schwingung 
ergibt, iSt der Ausdrack M = 0. Die Beweguog v', die von der arenaschioht geliefert 

I )  Mit Ausarhme des vou Nocthe r  unteraichten Fallev f U = n y 3 ) .  ftir den Blumenthal  eben- 

4 Die Zuhl der Freiheitagradn bet R a p l e i g b  1st (fur gegebena Wellenllloge) urn einr klelner 

'1 Abh. tlber theor. Phgeik, Leipslg 1807. 8 47 a. f .  

falls StabllCULt naohwles, vergl. Sitsangrber. d. bayr. Akad. d. W~aa 191s. 6. 909 II 563. 

'dfe Zahl der Streifen lconstanter Rotation. 
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wird, hat nun eine Phasenversohlebnng von 138' sowohl gegen u wie gegen das rei- 
bung-lose v und gibt daher rnit u euiammen einen Energieiibergang von der Hanpt- 
bewegung anf die Sttirnngabeweang. nnd zwar gemPi3 der Rechnung von einem Betrage, 
der in der GrWenordnung mit der dissipierten Energie ubereinstimmt, sie aber zahlen- 
madig ubertrifft. Ea bleibt also von der iibertragenen Energie immer etwas fur das 
Anwacheen der SlBrwg ubrig. 

Die dnrch diem Reohnnng gescbanene Lage war nun, obwohl eie die Entstehung 
der Turbulenz zn erkllren schien, gar nicht angenehm, denn es entstand jetzt die nm- 
gekebrte Schwierigkeit, wie die Laminarstrbmung gerettet werden solle, die doch naoh 
den Versuchen unierbalb der Reynoldsschen Zabl l o n o  stabil sein m d .  Nach nnserer 
vereinfachten Recbnung war dies gar nicht zn verstehon. Es mu6 aber betont werden, 
daft durch das geknickte Oeschwindigkeitsprofil etwas Kiinstliches in die Recbnung herein 
gebracht wird, das besser vermieden wiirde. Man wird sich dazu entsohliehn miissen, 
wirklich einmal gekriimmte Laminarprofile ant ihre kleinen Schwingungen durchzurechnen. 
Dabei treten, wie schon von Lord R a y l e i g h  festgestelit wurde, an der Stelle im Profil 
Berondarheiten ant, wo die Phasengeschwindigkeit der Stiirungswelle mit der Geschwin- 
digkeit der Hanptstromnng iibereinstimmt. Dort verweilt nHmlich ein und dasselbe Flgs- 
sipkeitsteilchen dauernd in demselben Druckgefillle, wodnrch die Sttirung bet Eeibnnge- 
losigkeit nicht klein bleiben kann. Bei Beriicksichtignng der Reibung erhalt man zwar 
ein vernunfrigeres Resnltat, doch werden auch bier die Qeschwlndigkeiten eiemlich groi3. 
Eine,Abschltmng ergab, dafl der Betrag der Didpation bier der Kriimmnng des Cfe- 
sahwindigkeitsprofils und der 9 8 .  Potenz der Zgihigkeit proporttonal ist l), Anfachnng mit 
dh nnd DPmpfnng rnit r% wtirden nun bei passenden gar nicht gro6en Zahlenfaktoren 
g r o h  Reynoldssche Zahlen ergeben kiinnen, da die Zahlenfaktoren znr 6. Potens an 
erheben wilrrn. Jedoch stebt im Hintergrund noch der M-Term, dessen Vorzeiohen nooh 
nicht von vornherein feat 1ieg.L und der deshalb die Sache noch nmwerfen kann3). Rfer 
kann also nnr die genane Dorchrechnnng weiter hellen. 

Zum Schlud zeige ich bier noch 
eine photographiache Aufnahme8), die 
das Vorgetragene sehr gut zn erlilu 
tern vermag. Die Aufoahme, die in 
Abb. 3 wirdergegeben ist, bezieht sich 
a d  eine Stromung in dem oben ge- 
nannten Kanal bei abgerund&m Ein- 
lsnt nnd bei einer Reynoldsschen - 
Zabl von rd. 15000. Die photo- Abb 8 
graphische Hammer befand sich auf 
einem ,Wagen, der parallel zur Kanalachse gefahren werden konnte and bewegte 
sich bei der Anfnahme rnit einer Geschwindigkeit, die etwa '/5 der Cfeschwindigkeit, 
des Wasserstromes in der Mitte des Kanals betrog. Dadorch erscheinen in der 
Aufnahme solche Punkte der rnit Lpkopodium bestrent en Oberfllche als Pankte, die 

*) Die Reohnnng ergab fur' dle Disslpatinn pro Lhgeneinheit die CtrO8enordnnng 

f)i9 K 3 v < ; ) 5 ~  k -  

d= u 
f i v a  

wobei K der Jllfttelwert 1-01 - - in dem fn Betraeht kommeridon Strelien uod die Amplitude von 

von u an der Stelle U =  LT' 1st. 
,.s ga,P 

1, (ZnfOgnng Okt. '21 1 Hler ergeben ninh 0 Terme VOII der GrOBenordnung 

igegengeeetztem Vorseichea, deren Dlfferens vorausstohtlieh eine mit P klein werdande GrtiBe 1st. Von 
dem Aaefall dieser Differena hllngt alles ab. M6glicherweise erRfbt sioh fllr das Parebelprodl (Poiseallle~ 
wider  StabilitUt Cilr J l e  Y .  vllhrend bei dem Protil von FuBnote 3 8. 492 sicher be1 kleinen Y In- 

stabilitllt bleiben vird, dr bier In der Nahe der Wand - 8ehr klein wlrd, and ltlr klefne P die nus. 

gereiobnets Bnhicht ( U s  0') nahe der Wand He@. 
*I Btatt des Llcbtblldes ist etne Zelohwng wiedergegeben, da die Elnrelheiten der Aafnshmr. 

be1 der Wiedergabo fm Druck an eehi UI Deatliabkelt ~erliaren wttrden. 

a9 u 
d Y9 
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die gleiche Oesohwindigkeit wie die gammer hatten. Man sieht deatlich von liriks 
her swei groBe Wirbel vorrhken. Rechte von ihnen eieht man einen sohwilcber 
ausgebildeten. Die Qrappengeschwindigkegkeit der hier in Betraoht kommenden Wellen- 
bewegung ist naoh der I Bechnung @Ber als die Pbasengesohwindigkeib, es bauen 
sich also - ebenso wie bei den Kapillarwellen - an eine Wellengrnppa immer neae 
Wellen vorne an. Der erwunte flaohe Wirbel ist als ein neuer im Entstehen begdflener 
\Vellenbera der StBrung anzusshen. der sich vor den bereits voihandenen aulbaut. Da 
sioh die Wellenberge hier In WiPbel vcrwmdeln, kommt ein ErlBeoben entspreohend den 
Wellen ant der RQckseite der Grnppe, wie 88 bei reinen Wellenbewegungen beobaahtet 
wird, hier nioht in Frage. 

Die im emten Teil des Vortrages besprochene Ersoheinung, da0 durch vorhandene 
StBrangen labile Zusande gescbaffen werden, die eur Bildung nener kleinerer Wirbel 
Anlatl gaben, kann auf der Hnken Seite der F'igur beobaohtet werden, wo unter den 
groflen \I\;irbeln berelts kleinere entetanden sind, die slch dnrch einen w$llligen Vrrlanf 
der Stromlinien kenntlich maoben. 1lG 

Experimenfelle Untersuchungen zum Turbulenzprobiem.') 
Von L. SCHILLER In Lelpdg. 

ie sahlreiohen theoretisohen Untersuchungen iiber daa w Tarbulenzprobleme haben bis 
hente nooh nioht 5u einsm befriedigenden Ergebnis gefiihrt. Dies prlgt sich dentlioh D darin m a ,  daS die in den versohiedenen theoretisohen Arbeiten erhaltenen Qrenzen fiir 

die rkritische Reynolds sohe Zahle %) einen eehr weiten Bereioh einsobliehn. Al' nntere 
Qrenze wurde von Hopfa) die Zshl 11 g\fanden, wBbrend die Tbeode der kleinen 
Sohwingangen iiberhaupt keinen endliohen Wert ergibt (v. Mines 4), Eopf "). Wesenllioh 
geringer ist der Bereich , innerhalb dessen die in experiment ellen Uotersuobangen an- 
gegebenen Werte von Rk lie@en6). Er errtreokt sich far Qlssrohre and gezogene Mrtall- 
rohre von Rk = 200 - 26 500 9. Die niedrigsteq Werte (& = 400) gibt Baokese) iiir 
Metallkapillaren mit nioht sehr glatter Wandnng an, und Sorkaug)  Iftr Glaskapillaren 
(Rk = 224). Der h6chste Wert 25 500 entsprioht Ergebnissen von EkmanIO), dem 88 ge- 
lungen iet, die laminare Bewegnng bis etwa B = 2 5 6 0 0  sufrecht zu erhaltrn. 

Die dnzelnen Werte wurden jeweils unhr reoht versohiedenen Perenohsbedingungen 
erhdten. Ah solohe kommen baupts&ohlioh in Betracht: Zustand (Bernhignngsgred) 
der Fliiasigkeit beim Eintritt in'das Rohr, Form der Eintrittstilfnung, Anlaniltinge 
(Abstand der MeBetreoke vom Einlaut), Gltitte des Rohres. Eln Vergleioh nnter so ver- 

9 Aus der Leipsiger Habilitationssehrift des Verfadsera. Vorgetragen in Jena am 20. und 
I -.-- 

- -  14.  September 1921. 

- Y P  
2, sReypoldssche Zahla oder Breduaierte QeschPrindigkeite heist die OrOtYe R =  yllt", 5 , wo 

I = mitt'ere Geechwhdigkeit, a = charakterietische LUnge (in diwer Arbeit steta = RohrbalbmesMer), 

4 = Diehte, p = Koef5zimt der inneren Relbnng, Y = e= ZllhIgLeits8shl der Fllrsigkeit. 
4 

3) L. a o p f ,  Ann. d. phys. 141 59, 1919, 8..588. 
') R. v. Afises, Jahrb. deutsch. ?&a&. Var. 21, 1912, 8. 141 bis 246. 
j) L. Hop!, Ann. d. Phys. [4] 43, 1914. 3. 1 big 60. 
') Anmerkung  d e s  Herauagebers: Der Verfasser bezeichnet hier und im folgenden als 

.kritische Zablr jed'en m 6 g l i o h e n  Uehergangawert ewischen lamlnarer und turtiulenter rtrornung. 
FUr die eigentliche *kritische Zahls, nilmlich die untere Qrenze des Beatehens turwlenter BtrOslnnp, 
geben die bisherigen Versuohe - in Ueberelnsttinmang mit  den Ergebnissen dea Verfaesers - ein Rk 
etwa zwischen 900 und 1800. 

') Vergl. hierllber die Zusammeiistellungeii bpi L. V. King, Philosolh. Mag, (6) 111, lglti, 
S. 323, hesonders die tsbellnriflclie Uoberskht anf S. 388, iiiid F. S o e t h e r .  rllesr Zeitsr-hr. 1, 1921, 
S. 1 ? 5  irnd ?18. 

9 W. R n c k e s ,  Untereuchungen Uber den AosfluS komprimierter Luft rum Xapillaren m d  die 
dabel ouftretenden Tarbulenaemoheinuneen Wllrsbnrger DisoerkUon (kaimrig lBO8), Ann. d. Phya [a] 
!2S, lSO8, S. 968 nwd Xttteil. Uh. Forrobbnngearb.. baraUOSQg@bben vom Ver denfrrh. Xap. H 76 1909. 

W. Qorkau, Phys. Zeitsehr. 14, 1913, 8. 760, vergl. hiersu jedoeh L. Bohl l ler  nnd 
W. H i r s t c n ,  Phys. Zdtsehr. 28, 1921, 8. 527. 

'9 V. 11'. E k m r a .  Ark, 1. Mat ,  A& 0r.h Fyoit. 6, 1911, Nr. 13, 6. 6. 


