
Sulle corrispondenze algebriche 
fra i punti di due curve algebriche. 

(Di CARLO ROSATI, a t)isa.) 

Ques ta  Nota si propo~e di portare qualche contributo alia teoria delle 
serie algebriche di gruppi di punti di una curva algebrica. Poich~ la consi- 
derazione di una serie alge.brica T~ di indice ~ sopra una curva C di ge- 
nere p ~ intimamente legata a quella della corrispondenza (n, v) che viene 
indotta fl'a C ed una curva C' birazionalmente identica a T~, abbiamo cer- 
cato di approfondire lo studio detle corrispondenze algebriche fra due curve 
distinte, partendo dalle formule di HURWITZ che ne dhnno la rappresenta- 
zioue mediante gli integrali abeliani di 1. a specie. Queste formule, com'~ 
noto, associano alle due operazioni, che conducono da un punto di ciascuna 
delle due curve agli omologhi dell'altra, due matrici di numeri interi: nel 
n. ° 2 vien data la dimostrazione delle relazioni che tegano gli elementi di 
una matl'ice con quelli dell'altra. Usando poi dei procedimenti gih adoperati 
per le corrispondenze fra i punti di una curva (*), si espone l 'iuterpretazione 
geometrica delle dette formule di HURWITZ e si ritrova, per questa via, un 
interessante teorema dovuto al SEwaL In seguito, si considerano le corri- 
spondenze laterali della data, cio~ le corrispondenze simmetriche che si hanno 
sulle due curve quando, su ciascuna di esse, si prendano come omologhi 
due pnnti che corrispondono allo stesso punto dell'altra, e si trova fra le 
loro valenze una relazione semplicissima, da cui segue immediatamente la 
formula di ZEUTHEN. Vengono poi studiate le cmwe contenenti due involu- 

(*) Cfr. ROSATX: a) Sulle corrispondeuze fra i punti  di una curva algebrica e, iu parti- 

colare, fra i punti  di una curva di genere due (Annali di Matematica, Tomo XXV, Serie lII, 
i915} ; b) Sulle corrispondenze plur@alenti fra i pu~ti  di una curva algebrica (Atti della R. Ac- 
cademia di Torino, Vol. 51, 1916) ; c) &ctle valenze dello corrispondenze algebriche fra i puut i  
di una curva algebrica (ibid., vol. 53, 1917). 

Designeremo queste Note, nei richiami ulteriori, rispettivamente con C., C.P.; e V. 
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zioni irrazionali, cio~ le curve che sono immagini  di corr ispondenze fra due 
curve distinte, o t rasformate razionali di tall immagini ;  e dall 'esame della 
couligurazione degli assi dei sistemi reg(~lari riducibiti che le involuzioni 
stesse iudividuano,  si deduce la propriefft che se le due involuzioJ,i non sono 

compo~erdi di u~a  medesima involuzione, la curva possiede un' inf ini t~ (dis- 
continua) di sistemi regolari riducibili. 

[ntorno a questo risultato se ne raccolgono alcuni altri, fra cui l'osser- 
vazione che una  involuzione di genel'e : ~ l  ~ individuata dai due sistemi 
regolari riducibili che essa determina sulla curva. 

Iufine si metLouo iu relazione te valenze delle corr ispondenze laterali di 
uua  data corr ispondenza con quelte the,  sulla curva immagine,  posseggono 
le corr ispondenze ot tenute  moltiplicando l 'una per l 'attra le due invoiuzioni 
in essa esistenti. 

I. Fra due curve C e C' dei g e n e r i p  e ~ ( p ~ )  si abbia una  cor- 
rispolldeuza algebrica (n, ~) ; T indichi l 'operazione che conduce da un punto  
x di C' agli ~t punti  y ' y " . . ,  y" omologhi di C, e T -~ l 'operazione, inversa 
di T, che conduce da un puHto y di C ai , punt i  omologhi  x ' x " . . ,  x'  di C'. 
Sulla curva C avremo tma serie algebrica ~,~ di i nd i ce ,  descritta dai gruppi  
G,, omologhi di un puuto  x variabile su C', ed una serie analoga ~,~ di in- 
dice n aw'emo sulla curva C' (*). Con gli stessi simboli C e C' indicheremo 
pure le superficie di RIE~IANN relative alle due curve. 

Fissati atlora su C e su C' due sistemi di retrosezioni (a,%+,)(i ~-1, 
2 , . . . ,  p) e (-¢, =~+~) ( i =  1, 2 , . . . ,  ~), e indicando con u~ u~ . . . u~  gli integrali 
uormali  di 1. a specie di C, con v , v ~ . . ,  va quelli di C', con a,~ il periodo 
di u, lungo il ciclo %+,o e con v,~ il periodo di v, lungo it ciclo z~+k, si hanno  
le relazioui di Hut~wlTz 

u~ (y') + . . .  + u~ (y") ~ ~ ~ ,  v, (x) + 7:~ 
i=1 

(k = 1, p) (1) 

helle quail le ,% sono costanti  d ipeudent i  dall 'origine delte integrazioni e 

(~) Nel caso in cui il gruppo G,,  omologo di x, ~ omologo anche di altri ~ - -  1 punti  di 

C'; la 7~ e composta con una involuzione Ie e la 7~ ha l ' indice ~ .  Possiamo tuttavia con- 

siderare la 7~ come aveute l 'indice v, contando e volte ogni suo gruppo. Lo stesso dicasi in- 
verteudo le due curve. 
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le =~, sodd i s fano  alle 2 p ~ uguagl iauze  

i=p 
~ ~ h ~ . ÷  52 g ,  a~, 

i ~ l  

i = ~  i = p  

Z %, ~:,, = tI~, ÷ Z G,, a~., 
= 1 ,  2 , .  , 

(2) 

in cui i h u m e r i  h, g, 11, G sono interi.  E l im inando  in 
gono  fl'a i per iod i  a,~-:,~ te p ~ re lazioni  bil ineari  

E h~, ~,, ÷ )2 }2 g.., a~,,. ~,, ~ H~, ÷ Z G, a~, 
i = I  i=1 m=i i = t  

( k = l ,  o .. . . , . . . ,  p ;  l~---1, 2 ,  ., ~). 

esse le ~k, si otten- 

(3) 

La matr ice  I h,~ g,~ si ch iamerh  malrice della operazione T. 
l 

2. Per  l 'operaz ione  T -1 va lgono fo rmule  ana loghe  alle (1) (2) (3): 

i----p 
v~ (x') ÷ . . ,  ÷ v~ (x') = Z ~ ,  u, (y) ÷ ~ 

i=l 

) 
i = i  i----I , 

(i') 

(e ')  

i~---p i ~ p  m=¢~ i=e3 

~, h'~, a,~ + y~ 2 g'o, %,. a,~ ~-- H'~, + ~ G',~ %,. (3') 
i=,I i ~ I  m = t  i=I 

Ora ~ impor t an t e  d e t e r m i n a t e  iI modo  con cui, nora  la mat r ice  di T, si 
deduce  quel la  di T -~. Ind icando  percib con y ' y " . . ,  y" e con ~ y'o y"o . . ,  y~ i 
pun t i  di C co r r i sponden t i  per  la T a d  u n  p u n t o  variabile x e ad  u n  p u n t o  
fisso x0 della curva  C', con y e Yo un  p u n t o  variabile e u n  p u n t o  fisso di C, 
si cons ider i  con HURWITZ (*) il p rodo t to  

~ '~  ~ [u, (y )  - u ,  ( y ' )  - c,] 
C ( x y ) =  n r 0 

, = ~  ~ [u ,  ~yo) - u ,  (y  ) - -  ,] ~ [u,  (y )  - -  u ,  (y;)  - -  o ,1 '  

(*) HURWITZ, Ueber algebraische Correspondenzen uud das verallgemeinerte Oorrespondenu- 
princip (Math. Annalen, Bd. o.8, t886, § 3). 
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in c u i l e  traseendenti  2 sono costruite col periodi degli integrali normali u, 
e le costanti c, sono scelte in guisa ehe la flmzione 5 [ u , ( y , ) - - u , ( y ~ ) -  c,] 
delia copp[a di punti y, y~ della curva C, come flmzione della sola y~ (o 
della sola y~) si ammlla del 1. ° ordine per y, = y~ (o per y~ ~ y,) e in p - -  l 
puuti dipendenti solo dalle costanti c,. 

Se ~ 6 un punto iissato sulla superlicie di [hE~A~ C, la C (x ~) 6 fun- 
zione del punto x scorrente sulla superficie di R~E~*NN C'. Si faccia per- 
correre ad x su C' un ciclo lineare ~: i punti y ' y " . . . y "  si permutano f ra  
loro, e se  diciamo y" il punto in cui va y " a  circotazione compiuta, dando 
ad r i valori. 1, 2 , . . . ,  n, anche s acqmsta, in attro ordine, gli stessi valori. 
Per effetto del ciclo z, u, (y") diviene u, (y~) -+- ~ a,, q - . . .  -4- ~ a,~ -~- ,.,~:, in cui 
),, e y.,. rappresentano humeri interi, onde se per brevit~ poniamo 

~,. = ~ [ . ,  ( y )  - . ,  (~) - ~,], ~,. = ~ [., (~o) - u ,  ( ~ " )  - ~,], 
~,. = ~ [u,  (~) - . ,  (~;) - c,], 

si vede che .~,. 6 costante, mentre ~ ~,. si trasformano rispettivamente in 

Ct...p ~ - -  1 1",:4 ° . , . s  ) 

e i n  

~7~i I I . . .p  s i 1 ~,. e 

la funzione C(x ~) aequista dunque il fattore 

6 s ~ i  ~ 6 i----t s = l  

~ r t  

Si osservi ora che la somma E (~,~ a ,  q - . . .  -4- "~'~ a,~, -+- ~.~.), rappresen- 

' t ' ~ l $  

tando l 'accrescimento di E u,(y") per effetto del ciclo z, 6 uguale aI valore 

dell'integrale u, esteso al ciclo d omologo di z per la T. 
Si supponga dapprima ehe a s i a  un ciclo omologo a zero, poi che coin- 

cida col cicli ~, ~.~÷~ costituenti la coppia di retrosezioni (-:~ ~+~): corrispon- 
dentemente alle tre ipotesi, si avrh 
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e quindi 

cio~ 

Z (~  a~, + . . .  + ;~; % ~ ,~.~) = O, 

(),; a~, -4- . . . .  -4- ),; % - F  ~.~,) = h , ,  -+- 
i----p 

g.  a~, , 
iffiffit 

~z:=t 
(x', a~ 4 - . . .  -4- ~.; % -4- Z.i) = H~, 4 -  

i~_p ' 

i = l  

E L - - o ,  y, ~ g,, ,  y, ~ '~=  G,, 
s ~ t  s"~--[ s = l  

Risulta da cib che la C (x ~) sulla superiicie di RIEMA~s C', resa sem- 
plicemente connessa mediante le retrosezioni (~,-~+z), ~ funzione uniforme; 
e che inoltre, se si indicano con C + e con C- i valori che essa assume in 
punti corrispoudeuti 'dei  bordi positivo o negativo di ciascuu taglio, si ha 
lungo ',:, : 

k - - p  
~ i  2 .  gl, z[u~(y)--u,.(yo)l ~=1 (a)  

C + =  C- e 
e lungo '¢~+z: 

k = p  

~=1 (5) 
C + - -  C - e  

Poich~ la funzione C(x~)  ammette degli zeri del 1. 0 ordine nei punti 
x ' x " . . . x  ~ omologhi di y nella T -I e dei poll del 12 ordine nei punti 
X'o X"o... x~ omologhi di yo, applicando alla funzione v~ (x) d log  C(xYg) il 
teorema di CAUC~Y, si avr& 

2 = i  v ~ d l o g C ( x ~ ) =  Z v~(x , ) -v~(x~)  , 
. .  r ~ l  

l 'integrale essendo esteso al contorno z della superiicie C" resa semplice- 
mente connessa. L'integrale si determina facilmente tenendo presenti-le (4) 
e (5); onde la formula precedente diviene 

u,(#)--u,(y.) e , ~  - -  y.  g , ,  ~:~,, = l v~ (~') - v,~ (x;) I" (6) 

Confrontando la (6 )con  la (1') e coa la prima delle (2') si deduce 

h'~, ----- G,~: g'~, = - -  g,~ (k = 1, 2 , . . . ,  p ;  t --- 1, 2 , . . . ,  ~) ; 
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ma allora, s o m m a n d o  le (3) con le (3'), si ot t iene 

i=1  
,,, = ÷ (k----l, 2,  . . . .  , p ;  l-----I, 2 , . . . ,  ~), 

e perci5 si avr~ 

G' - -  h~ 

Si ha dunque  la p ropr ie th :  

T -~ ~ - - H . ~  hz~ "" ' "'" 

( k = l ,  e , . . . ,  p ;  2 , . . . ,  

operazione 

3. Delle formole (1) (2) (3) pub darsi  una  interpretazione geometr ica  
ana loga  a quelia che abbiamo esposta al trove nel caso deile corr ispondenze 
fra i punt i  di u n a  curva (*~). 

Si osservi percib che ad ogni ciclo z descrit to da un punto  x su C'  la 
T fa corr ispondere  un  cieto d di C, dovuto alla sost i tuzione che, per  effetto 
del ciclo ¢, si produce  sui punt i  y' y " . . .  y" omologhi  di 'x, e che un integrale 
di 1. a specie di C d~t origine, sommandone  i valori nei punt i  y'y"...y", ad 
un in tegra le .d i  1. a specie di C'. 

Considerando allora i due spazi S,~_, S~-1  rappresentat ivi  delle due 
curve ed in essi i rispettivi spazi dei periodi  S~_, ~ a S~-1 ~ v, corrispon- 
denti  ai fissati sistemi di retrosezioni,  possiamo dire che la T associa ad 
un  punto  razionale di S ~ _ ,  un punto  razionale di S~_, e ad un iperpiano 
della stella (a) un iperpiano della stella (-~). 

Ind~chiamo ora con ~,~, (i-~ 1, 2 , . . . ,  2p) le coordinate  omogenee di 
punto  e di iperpiano in S,~_,, con y,~, (i-~ 1, 2 , . . . ,  2 ~) quelle di punto  e 
di iperpiano in S ~ - i  e con ~, ~ . . .  ~ e ~ , : ~ . . .  ~-~ le coordinate  entro le 
stetle (~) e (v) di due iperpiani  delle stelte stesse, assunt i  in esse come ele- 
ment i  di r iferimento gli iperpiani ~ :¢~... % e ~'~ ~5. . .  z~ immagini  degli in- 

tegrali  normali .  Siano inoltre r e q le carat ter is t iehe delle matriei  //,~ G,~ 

(*) Nella citata Memoria di ~-'~URWITZ questa proprieth ~ solamente enunciata e nel solo 
caso di corrispondenze fra i punti di una curva. Abbiamo perci5 creduto utile darne la di- 
mostrazione. 

(~) ~RosATI, C., § 1. 
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e II  -li; escludendo il caso che la corrispondenza da[a sia a valenza zero, 
si avr~t 0 ~ r - ~ 2 ~ ,  0 ~ q ~ .  

]~ chiaro allora c h e l a  corrispondenza indotta da T fra i cicli delle due 
curve si traduce nelle relazioni lineari 

x, = h ,  y, + • • • + h~  y~ + H,, ya+~ + .  • • + tL'~ y ~  

t ~ + ,  -~- g,~ y~ - ~  " " " -~- gi.~ y~  + G,  y ~ + i  + . .  • + G~ y ~  
(7) 

che definiscono in S'~_~ uno spazio ?' di dimensione r - - 1 .  Tale spazio, se 
r = 2 u ,  ~ riferito collinearmente ad S.~Lt;: se invece ~ r ~ 2 ~ ,  ~ riferito 

coliinearmente ad uua stella di S~_~, avente per ceniro uno spazio ¢" di 
dimensione 2 ~ -  l - - r ;  i punti razionali di ~" sono immagini dei cicli di C' 
che hanno per omologhi su C dei cicli nulli. L'ompgvafia ~ definita dalle (7) 
si direr immag ine  di T. 

La corrispondenza indotta da T fra gli integrali di 1. a specie delie due 
curve si traduce in una trasformazione proiettiva t! della stella (~) nella 
stella (v), definita dalle relazioni lineari 

( ~ . , - - ~ , , ~ , + = ~ , ~ + . . . + r : ~ , ~  (i~---1, 2 , . . . ,  ~); 

essa ~ tale che esiste un S~_,+~ ~ £, uscente da ~, centro di una stella d'i- 
perpiani che hanno nella stella (~) l 'omologo indeterminato, mentre l'omo- 
logo di; ogni altro iperpiauo di (~.) passa costantemente per un S ~ - t _ q  = ~' 

uscente da ~, spazio che viene a coincidere con T quando ~ q = ~. 
Alia trasformazione proiettiva fi  se ne associ uu'altra, che d i remo fi-', 

operante sugli  iperpiani di S~_, e di S~_~, rappresentata dalla sostituzione 
trasposta della (7): 

~, = h,, ~, + . . .  + h~, ~ + g,, ~+, + . .  • + g~, 

? ~ + ~ = H ~ , ~ , + . . . + H ~ , ~ + G , , ~ + , + . . . + G ~ , ; ~  ( i = 1 ,  2 , . . . ,  ~); 

per essa ogni iperpiano di S~_1 uscente da ~' ha l 'omologo indeterminato, 
mentre l 'omologo di ogni altro iperpiano di S~_, descrive in S~-1  la stella 
di ceutro p". 

Cib posto, ~ facile vedere che il significato geometrico delle relazioni 
(l) (2)(3) di HURWtTZ consiste in cib c h e n  ~ una  tras formazione proiettiva 
subordinata  in  ~-1. 

Ed invero i primi membri delle (2) per un fissato valore di k sono le 

Anna l i  di  Matematica, Serie III, Tomo XXVIII.  6 
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coordinate in S~_t  dell 'iperp[ano che corrisponde ad ~ nella proiettivi[h n, 
mentre i secondi membri sono le coordinate deli 'omologo di ~. in ~--~; 
dando a k i valori 1, 2 , . . . ,  p, l 'asserto resta provato. 

4. Da quanto pcecede discende facihnente la seguente propriefft: 

l !! !r F r a  le earat ter is t iche  r e q delle m a t r i c i  H,~ G,k . e ~ relat ive  

a l la  operazione T suss is te  la relazione r --~ 2 q, e a l l a  T vengono associat i  due  

s i s temi  regolar i  r iduc ib i l i  : uno  0¢ ~-~-~ della cuvva  C; costi tuito dag l i  in tegra l i  

che dd~nno s o m m a  costante nei  g r u p p i  del la serie "{~; l 'aItro cx) ~-~ d i  C ,  ge- 

nerato  dalle  somme  degli  i n t egra t i  di  C nei  g r u p p i  della serie stessa (*). 

Si supponga anzitutto q ~-~.  Ir~ tal caso lo spazio ~', inviluppo degli 
iperpiani omologhi in u degii iperpiani della stella (~), coincide con -~; si 
vede allo~a che dovrh essere r = ~ rz, perch, ,  se fosse r < 2  ~, esisterebbe 
in S~-1 uno spazio ~" di dimensione 2 ~ - - 1  - - r  ~ 0, inviluppo degli iper- 
piani omologhi in ~- '  di ogni iperpiano di S ~ : , ,  il quale, per essere n su- 
bordinata ia a -~, dovrebbe giacere iu-~:. Ci6 ~ assurdo, perch~ p"~ uno 
spazio razionale e • non pub contenere a[cun pun to reale. 

Sin ora q < u .  Lo spazio razionale ~', in~:iluppo degli iperpiani di S~_~ 
che per l a n  -~ hanno in S_~-t l 'omologo indeterminato, dovrh, sempre per 
essere u subordinata in a-~, giacel:e in £ ;  dot/de segue, in virtfi di una 
proprietfi nota (**), che 

r _~ ~ q. (8) 

Per la stessa ragione dovr~ lo spazio razionale 0", di dimensione 
~ - - 1 -  r ~ O, essere contenuto in ~"; ed allora, per la stessa propriefft, 

si avra 
2 vJ - -  r ~:  2 w - -  2 q. (9) 

Dalle disuguaglianze (8) (9) segue allora r ~---2 q. 
Lo spazio ~', contenente uno spazio razionale ~' di dimensione 2 q - - ] ,  

centro di una stella immagine di un sistema regolare riducibile ~ - q - '  
della curva C; e 1o spaz[o ~', contenendo uno spazio r az iona le / '  di dimen- 

(*) Nel caso q ~ < p ,  e nell'altro q----~-.~p uno od eutrambi i sistemi coincidono 
col rispettivo sistema totale d'integrali. Tuttavia, per non complicare I'enunciato det teorema 
continuiamo, anche nei casi suddetti, a parIare di sistemi regolari ridtmibili. 

(**) ROSATI, C., § ~. 
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s ione 2 ( ~ -  q ) - - 1 ,  ~ centro di u n a  stella immag ine  di un  s i s tema regolare  
t:iducibile del la  curva  C'. Ed g chiaro,  pe r  l 'ufficio che i det t i  spazi h a n n o  
nella proiettivitb, ri, che i s is temi  regolari  medes imi  h a n n o  le propriet 'a  con- 
tenure  nel l 'enunciato .  

5. D'ora innanz i  d i remo asse  di u n  s i s tema regolare  r idueibi le  (*) lo 
spazio raz ionale  c o n t e n u t o  nel  centro  della stella d ' ipe rp ian i  immag ine  del 
s is tema.  

Nel n. ° p r eceden te  abb iamo visto che l 'operazione T ind iv idua  due  si- 
s temi  regolari  r iducibili ,  uno  ~ - '  della curva  C'  e t 'altro oc '-~-~ della curva C; 
gli assi R~_(~_q)_, .R~_, dei dge  s is temi si c h i a m e r a n n o  p r i m o  e secondo asse  

della operaz ione  T. 

I] e~, - -  g~' di T-* ha  la s tessa cara t ter is t ica  2 Poichg la mat r ice  - - H ~ ,  h~, q 

di quel la  di T(**), la T -* avr~t per  p r imo  asse u n  R,,~_~)_, di S~,_~ e per  
secoado  asse un  R~_, di Sea_t,  ed essi s a ranno  assi di due-s i s t emi  reg 0- 
Iari r iducibil i  ~c ~-* oc~-q -~, appa r t enen t i  r i spe t t ivamen te  alle ctlrve C e C'. 
L '0mograf ia  n', immag ine  di T - ' ,  la quale  ~ del ini ta  dalle fo rmule  

t r as fo rma  co l l inearmeute  la stella di cent ro  R~(~_~)_~ nelto spazio R~a_,. 
Dal fatto che i s is temi regolari  riducibili ,  aventi  per  assi i pr imi  assi 

di T e di T - '  h a n n o  la s tessa  d imens ione  q ~ 1, segue subi to  la propr ie th ,  
osserva ta  dal CO~SSSATTI (**~), che ie s o m m e  ind ipenden t i  date dagli  inte- 
grali di C nei g rupp i  della serie ~,; sono tan te  quan te  le s o m m e  ind ipenden t i  
che gli integral i  di C'  d~tnno nei g ruppi  della serie T~,. 

(~') Denominazione introdotta dal prof. SCORZA nella sua impor!ante l~Iemoria : Intorno 
alla teoria geuerale dells matrici di Riemann e ad alcune sue applicazioni (Rendiconti del 
Circolo matematico di Palermo, Tomo XLI, 1916). 

(~*) Iavero, con una permutazione di righe e di colonne ed uno scambio delie righe nelle 

t h'~ g'~ l divieue I Gk~ g~ t; ed~ questa, mutando il segno al,e cotonne la matrice H~ G~ t[~ h~ 

G~ -- g~ .0ra 5 chiaro ehe prime p righe ed alle prime ~ colonne, si ottiene l'altra --Hk~ h~ 

I e suddette operazioni lasciano invariata la caratteristica della matrice. 
(~¢g"~) COMESSATTI, S~dl~ 8~'ie algebriche semp~icemente infinite di gruppi di punti apparte- 

henri ad una curva algebrica (Rendiconti di Palermo, Tomo XXXVI, J913). 
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Net seguito diremo the uua eorrispondenza (n, ~) fra due curve C C" 
di rango q, quanck) le matriei deIle relative operazioni T e T - '  hanno la 
earatteristiea comune 2q. 

Data fra due curve C e C' una corrispondenza (n, ~) di rango q, restano 
individuati sulla curva C due sistemi rego]ari ridueibili ~ - ~ - '  e c~-~; l'asse 
del primo ~ deiinito dalle formule 

x ,  --~ h,, y~ -~- . • • ~ -  hi~ y,~ ~ -  H .  y.~+~ ~- • • • -}- Hi~ y~.~ 

% + ,  = g, ,  y ,  . . . . . .  -5" g ~  y~. -I- G .  y ~ + t  - t -" • • - ~  Gi,~ y~:,~ , 

,Iucllo del sccondo dalle equazioni 

- -  g , ,  x ,  . . . . . . . .  g~, x~, ~ h , ,  w~+, -+- . . . . .  !~ h,,, x~,, = O. 

( i =  1, 2 , . . . ,  p )  

(i = 1, °2 , . . . ,  ~) 

(*) ROSATI, C., nora al n. ° 8. 
(*~) Le eorrispondenze ira i puati di uua curva che eonsideriamo in questa Nora sono 

tali che il gruppo omologo di un punto pub contenere una o pi~ volte il punto stesso. 

Ora 5 importante notare ehe questi due spazi razionali R~_, ed R~(~_~)_, 
sono t 'uno polare dell'altro nel sistema hullo fondamentale A della eurva C; 
da ei6 si deduce, in virt~l di una nota propriet'h (*), ehe essi sono indipen- 
denti. In modo analogo si vede ehe sono indipendenti,  pereh~ polari l 'uno 
dell'altro nel s i s t emanu l lo  fondamentale A' della curva C', gli assi R~_, 
R~(~_~)_, dei due sistemi regolari ridueibili individuati sulla eurva C'. 

Si eonsideri ora su C Ia eorrispondenza T- '  T nella quale un punto y 
ha per omologo il gruppo eostituito dai ~ gruppi della serie 7, ~ useenti 
d a y  (**); l 'omografia razionale n' a, ehe ne g l 'immagine, ~ singolare e am- 
mette, pet' l ' indipendenza notata degli spazi R~_~ ed R~(~_~I_~ , come primo 
e seeondo spazio singolare ri~pettivamente R~0_~)_, ed R~_, .  Analogamente, 
per la indipendenza degli spazi R,~:, ed R~(,_,)_,, si rieonosee ehe l'omo- 
grafia af t ' ,  immagine della eorrispondenza T T  -~ delia e u r ~  C', ~, nell'i- 
potesi q ~ ,  singolare, ed ammette come primo e seeondo spazio singolare 
R.~(~_q)_t ed R,~_,. Allora, ehiamando ~ la serie algebrica della eurva C i 
eui gruppi si ottengono dall'insieme dei v gruppi di -(.~ useenti da un punto 
y variabile su C, e ~2' la serie della eurva C' ottenuta nello stesso modo 
dalla ¥~, vediamo ehe il sistema regola~'e ridueibile di asse R~_, i~ eostituito 



fra i pun t i  di due curve algebriche. 45 

dagli integrali ehe d~nno somma costante sia nei gruppi della serie 7~, sia 
nei gruppi  della serie 52. Si ha eio~ la proprietG dovuta al SEVErn (*), se- 
condo eui la serie )2 e la serie ~(~ della eurva C (e lo stesso dieasi per  le 
serie 52' e ,~'~ delia curva C') sbno di livello costanle per lo stesso sistema re- 

golare riducibile. 

6. Diremo corr ispondenze Iaterali della corr ispondenza data ( , ,  ~) le 
eorr ispondenze simmetriehe S ed S' delle curve C e C' o t tenute  rispettiva- 
mente assumendo  come omologhi due pun t i ' d [  C appar tenent i  allo stesso 
'gruppo della serie ,(~ e due punt i  di C' @par tenen t i  allo stesso gruppo 
delia serie -(~. 

Indieando con I la corr ispondenza identiea tanto  su C come su C', si 
hanno le relazioni 

r -~ T = ~ I + S  T T  -~ - ~ n I - ~ S ' ,  0o) 

dalle quali e dall 'osservazione fatta in fine del n. ° precedente  si deduce the  
lo spazio R,(~,_~)_~ e, quando ~ q < * ,  lo spazio -Ric~-q)-I sono per le omo- 
gratie immagini  di S e di S' spazi fondamental i  di punt i  unit i  eorr ispondent i  
alle radiei - -  ~ e - -  n delle rispettive equazioni caratteristiehe ed hanno  come 
eoniugati  gli spazi R~_, ed _~,_~. In altri termini,  eh iamando di;nensione 

di una valenza il numero degli integrali indipendent i  del sistema lineare as- 
sociato ad essa, possiamo dire ehe le corrispondenze S ed S' posseggono Ie 

valenze ~ ed ~ delle rispettive d imens ioni  p - - q  e w ~ q. 

7. Si faccia ora l 'ipotesi v -~ 1 ; si supponga cio6 the  C' sia l ' immagine 
di una  involuzione K di ordine n e genere ~ della curva C ( p > ~ ) ,  e K 
indiehi pure  la eorr ispondenza della eurva C nella quale un punto  ha per 
omologo il gruppo della delta it{voluzi0ne useente da esso. Le relazioni pre- 
eedenti  a s sumono  in tal caso l a ' fo rma  

T -~ T-~K=I+S TT -~ = n I ,  

e i 'omografia n n', immagine di T T -1, diviene l 'omogratia identiea. Dovr~ 
quindi  essere q--~ v, e la n' n, immagine di K, 6 un 'omograf ia  ' singolare i 

(~) SEVERI, II teorema d'Abel sulle superficie algebriche (Annali di Matematica, Serie lII, 
to'too XII, 1905, n.o 1). 
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cui spazi singolari (1. ° e 2. °) sono uu R_~(p_,~)_~ e un R_~o~-~ polari l 'uno del- 
l'altt'o nel sistema hullo A; e ae! 2. ° di questi essa dovrk subordinare 
]'omografia ideutica., lnoltre, poich~ dalla relazione K ' ----:~K si deduce che 
l 'equazione minima (*) della cor~'ispoudenza K ~ z ~ -  n z = 0, si vede c h e t e  
radici dell 'equazioue-caratteristica dell'omografia immagine di 1( corrispou- 
denti agli spaz[ fondamet~tali R~(p_~)_~ ed R~_~ sono rispettivameute 0 ed n. 
Segue di qui che la corrispondeuza S ha per i~nmagine uu'omografia col 
due soli spazi ['o~damentaii R.~(~_,~)_~ R~.,,~_~, corHspondenti alle radici - - 1  
ed ( n - - l ) d e l l ' e q u a z i o u e  caratteristica; cio~ la S possiede ]e due sole va- 
leuze I ed ( l - -~ , )  delle rispettive dimensioui p - - ~  e w (~*). 

8. Ritolt~ando al caso geuerale,  si illdichi con (c,./'~) it prodot[o 
della colonna r ..... della 1natrice di T per la riga s ..... della matrice di 
T-~(r ,  s ~  1, 2 , . . . ,  2p), e cou (d,.l~) il prodotto della colonna r"~ ~ della 
matrice di T - '  per la riga s "~ della mah'ice di T ( r ,  s ~ l ,  2 , . . . ,  2c~). L'o- 
mografia ~ '~ ,  immagine di T -~ T, sarlt allora definita dalle equazioni 

,~x',--~-(o,l ' ,)x,-+-(o~l'~)x~-+-...-~-(c~I'~)x~ r ( i ~ 1 ,  2 , . . . ,  2p), 

e la n n', immagine di T T -~, dalle altre 

,: y', --= (c',/,) y~ -+- (c', l~) y,  - ~ . . .  -~- (4, l~} y ~  (i = 1, ~ , . . . ,  2 ~) ; 

la prima ~, come abbiamo visto, un'omogralia sit~golare aveute A~ = R~(,_~)_, 
ed A~ = Req_.z come I?  e 2. ° spazio singolare; la seconda ~ pure, nell'ipotesi 
q % ~ ,  singolare, con gli spazi sit~golari B~-----Re(~-q)-t e B~ := R--~_,. 

La n riferisce collinearmente la stella (B,) allo spazio A~; segando la 
detta stella con B~, nasce un'omograiia o~ fra gli spazi B~ ed A~. in modo 
analogo dall 'omograiia fi', immagine di T -~, nasce un'omografia o)' h'a g]i 
spazi A~ e B~. 0 ra  g chiaro che le omogt'aiie ~'.q ed fi a' subordinano ri- 
spettivamente entro gli spazi A~ e B.~ le omografie non singolari o)'o) ed 
o)co'; e poichg ~ ,~'o~=o~ -~ ((~')(.~, s[ deduce che tall omogt'afie subordioate 
sono proiettivamente ]dentiche ed hanno pcrci5 la stessa caratteristica e gli 
stessi invariauti assoluti. D'alira 1)arte, dovendo le corrispondenze simme- 
triche T -~ T e T T -~ possedere valenze tutte semplici e L'eali (~**), la ~o'~ e 

(~) ROSATI, (J. P.,  n. o I I .  

( ~ )  ROSATI, C. P.~ n. ° 17. 

( ~ )  ROSATI, V., n. ° 8. 
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ta ~ ~' s a r anno  omograf ie  generali ,  con gli spazi fondamen ta l i  tut t i  reali. Ri- 
su l ta  da cib che l ' equaz ione  carat ter is t ica  di ~ ' ~  ammet te ,  oltre la radice 0 
di motteplicit '~ 2 ( p - - q ) ,  delle radici  reali --,o, - - t~2. . .  - - ~  di molteplicifft  
2 ql 2 q2 . . .  2 q~, e che l ' equazioue  carat ter is t ica di ~ ~', oltre alla radice 0 
di molteplicifft 2 (~ - -  ~), a m m e t t e  radici  reali  - -  f~', - -  o '2 . . .  - -  ,o'~ proporzio-  
nali  alle p r ime  e delle s tesse  mol t  eplicitfi. Sar~t inol t re  q, -4- % --~-. • • -4- q~ ~ q, 
e c o r r i s p o n d e n t e m e u t e  alle radici - - ~ , - - ~ ' ,  le omogra t ie  (o'co ed ~o)' posseg- 
gono due  spazi fondameu ta l i  reali S~q~-I S~q,-~, appoggia t i  agli spazi 0: e 
dei per iodi  lungo  spazi di d imens ione  q~--1 .  Osservaudo  poi che 

- ~ q ,  p, - ~q~ p~ . . . . .  2q,,~, = (c,~t',) + (c, ~',) + .  • • 

l...p 1...~ 
• . . ÷ ( c ~ ' ~ ; ) = ~  )2 ~2 (h ,~G,~ - -H ,~g ,~ )  

i k 

- - 2 q ~  e', - -  2 q~ ~'~ . . . . .  2 q, e'~ - -  (c', ~,) ÷ (c'~ l .)  ÷ . .  
l...p 1...o~ 

• . .  ÷ (c'~.~ l ~ )  ~-  2 Z Y~ (h,~ G,~ - -  S,~ g,~), 
k 

si deduce  che ~, ~ ,0'; (i ~ 1, 2 , . . . ,  1). 
D u n q u e  le co r r i spondenze  T -I T e T T -~ posseggono  ottre ad una  even- 

tuale valenza nulla,  ugual i  valenze semplici  e reali, c iascuna  d e l t e  quali  ha  
per  le due  cor t ' i spondenze la s tessa  d imens ione .  

Iai ine,  dalle relazioni  (10) del n. ° 6 si t rae  che la  c o r r i s p o n d e n z a  S pos -  

s iede ,  oltre a l l a  v a l e n z a  s e m p l i c e  ~ d i  d i m e n s i o n e  p - - q ,  le v a l e n z e  s e m p l i e i  e 

rectli r~ --~ ~ ÷ ~ , . . . , r~ -~- ~ ÷ v d i  d imen~s ion i  q~ q~ . . .  qz ( e s sendo  q~ ÷ q~ ~ -  . . • 

• . .  ÷ q~-~ q), e che la  c o r r i s p o n d e n z a  S ' ,  ol tre a l l a  v a l e n z a  s e m p l i c e  n d i  di-  

m e n s i o n e  ~ - -  q, p o s s i e d e  le v a l e n z e  s e m p l i c i  e r ea l i  r'~ -~  ~ ÷ n , . . . ,  r'~ ~ ~ ÷ n 

del le  s tesse  d i m e n s i o n i  q~ q 2 . . .  q~. 

Osservaz ione .  La propriet t t  d imos t r a t a  conduce  i m m e d i a t a m e n t e  alla for- 
mula  di ZEUTHEN. Se infat t i  y e y'  sono i h u m e r i  dei pun t i  di d i ramaz ione  
delia co r r i spondenza  (n, ~) sulle due curve C e C', od anche  i n u m e r i  delle 
coincideuze delle co r r i spondenze  lateral i  S '  ed S ,  si avr'h (*) 

• . .  ÷ ~ 2  (~ ÷ ~,) q, = 2~ ( , ~ ÷ p  - -  l ) ÷  ~ (~, q, ÷ . . .  ÷ ~ , q , )  

y = 2 n ( ~  - -  l y + ~ n ( ~ - - q ) + 2 ( n + , o , ) q ,  + . . .  

• . .  + ~ ( n  + ,~,) q, = ~ n (~ + ~ - -  l )  + ~ (~, q, + . . .  + ~, q,) ;  

(~) ROSATI, V.,  n.  ° 9. 



~8 R o s a t i :  Sul le  corrispondenze algebriche 

da eui, so t t raendo ,  si ot t iene 

y - y '  = e - t )  - ( p  - 

Le p reeeden t i  uguag l ianze  dieono inol t re  elle il difetto di equivalenza  z 
delle due  serie a lgebr iche T: ' '  ~ espresso,  in funz ione  delle valenze delle 
cor r i spondenze  T-~ T e T T -~, median te  la fo rmula  

z = -- p, q ,  . . . . . .  p.q, = 

l . . .p  1... 
32 32 (h,~. G,~ - -  X , ,  g,~). 
i k 

9. Faee iamo ora a leune  altre eonsiderazioni  ehe s a r anno  utili per  Bib 
ehe d i remo fra breve. 

Man tenendo  ai s imboli  i signifieati stabilit i  nei  n)  pre'eedenti, si esegui- 
seano i prodogti n h ed W A'. Si o t t engono  allora due  t ras formazioni  reei- 
p roe he :  u n a  della stella (B,) nel la  stella (A,) r a p p r e s e n t a t a  dalle fornmle  

p ~+, .-= h ,  y, -4:- '"  -4- h ~  y~-[ -  H ,  Y,~4-~ 4-"  " " 4-  Hi,r, y~,5, 
( i t )  

l 'al tra della, stella (A~) nella stella (B,) r appresen ta ta  dalle altre 

• .~÷~ = - -  a , ,  x~ . . . . .  G~, x~ ÷ H ,  x~,+, 4 - .  •. 4-  t]~, x~, .  

E poich~ la sos t i tuz ione  (19) ~ la t r a spos t a  del la  (11), ques te  reciproeit'~, 
che d i remo pure  i m m a g i n i  di T e di T - ' ,  s a ranno  l ' una  inversa  deli 'altra. 
Se d u n q u e  ;~ e ;V ind icano  i s is temi nuUi (non singolari)  o t t enu t i  segando  
A e A' con gli spazi A, = R,~_., e B~ = ~',~_~, ed o)o)' le omograf ie  di cui si 

det to  al n. ° precedente ,  o)), ed ~o'k' rapp~'esentauo due reciprocifft (uon 
• . ~ 0 )  . degeneri) ,  l ' una  inversa  dell 'Mira, h'a gli spazi A~ e B~ ; si ha cio~ ~ ), ;V '- '  

La reciproei th W n A, immag ine  della co r r i spondenza  s immet r iea  T -~ T, 
u a  s i s tema hul lo  s ingolare  avente  per  spazio s[ngolare R~(~_q)_,; la sua 

sezione con A, ~ o~'~,)), = ' ' '-~ o~ ;~ ~,~ , eiog il t ras formato  di k' med ian te  o,'-'. 
Ana logamen te  si vede ehe il s i s tema nul lo  immag ine  di T T -~ s[ ot t iene 

p ro ie t t ando  da Re(~,_q)_~ il s i s tema nul lo di B~ t r a s fo rmato  di 9~ med ian te  

la o~ -~. 
Nel easo v = I, cio~ nel caso in eui la serie y.~ ~ una  involuz ione  di 

genere  v, si ha  q - - -~ ,  A ' =  97, o ) = . q  = o~ '-~ e, come faeihnente  si vede,  
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), = n - '  A t~. In ques to  caso d u n q u e  l 'omograf ia  n, immag iue  di T, t r a s fo rma  
il s i s tema nul lo  A' f o n d a m e n t a l e  di C'  nel  s i s tema hullo sezione di A col 
2. o asse R ~ - t  del l ' involuzione.  

10. Data  sopra  u a a  curva  C di genere  p u n a  serie algebrica y~ (irri, 
ducibile) di indice v e di genere  ~, due  suoi  g rupp i  G G' si d i r anno  eonca- 

tenati se possono  r iguardars i  come es t remi  di u n a  serie di gruppi ,  tale che due  
geuppi  cousecut iv i  di essa  abb iano  a lmeno  uu  p u n t o  comune .  

Due g rupp i  conca tena t i  ad  un  terzo sono  tra  loro concatenat i .  
Una  serie tale che due suoi  g ruppi  q u a l u n q u e  s iano sempre  co~catena t i ,  

si dirA t rans i t iva;  in t rans i t i va  se :il det to  f a r o  non  s i  verifica (~). Se il 
g r u p p o  gener ico G di una  serie in t rans i t iva  ~ conca tena to  con altri h - -  1 (_~.0) 
gruppi ,  si dir'h h il suo grado di intransitivit&. Una  involuz ione  ~ u n a  serie 
in t rans i t iva  che ha  1 per  g rado  di intransi t ivi th.  Una serie i cui g ruppi  sono 
pa rz i ahnen te  con tenu t i  nei g rupp i  di u n a  involuzione  ~ intransi t iva.  

La  serie y,* sia in t rans i t iva  di grado  h X> 1 d ' intransi t ivi t~,  e s iano G~ 
G~. . .  G,,_, i g ruppi  conca tena t i  con un  suo g ruppo  gener ico G; i pun t i  ap- 

h n  
pa r t enen t i  ai g rupp i  G G, . . .  G,,_, souo in n u m e r o  di /~ = - -  e cos t i tu iscono 

u n  g ruppo  il quale,  al variare di G, descrive una  involuzione  J~,; ed g chiaro 
c h e s e  y~ ~ c o m p o s t a  con u n a  i t lvo luz ione ,  anche  J~ g compos t a  con la 
s tessa involuzione.  Sia ora  C'  u n a  curva,  dE genere ~, b i r az ionahnen te  iden- 
tica a y~. Fra  le due  curve  C e C'  in te rcede  una  co r r i spondenza  (n,.v~ e su 
C'  res ta  ind iv idua ta  una  serie algebriea ~" ques ta  ha l ' indice n e d  ~ bira- yn ~ 

z ionahnen te  identica a C q u a n d o  Y~' ~ sempl ice ;  se invece 7~ g compos ta  

con una  involuzioae  0~, la y,', ha  l ' iadice ~-~- ed ~ bh ' az ionahnen te  ident ica  

a 0~. I p(mt i  della curva  C'  che h a n n o  per  omologhi  i g r u p p i G G ,  .... G~_~ 
fo rmano  un g r u p p o  il quale,  al variare di G, descrive un ' invo luz ione  Jh; le 
due  blvoluzioni  J~Jh soa0  b i raz io ,mlmente  idet~tiche. Se. G~ e ~ sono  due 
g rupp i  omologhi  delle due  involuzioni  J~ J~, il g ruppo  di 7~ omologo  di un  
p u n t o  di G~.. ~ co~tenu to  in G~, onde  la serie ~,~, con te tmta  pa rz ia lmente  
in umt  iavoluzio~le, ~ Jrltrallsitiva. Osservand~) poi che due  g rupp i  di y~ sono 

(~) Queste det~omitmzimli .sono state, in un caso analogo, adoperate dal eompianto pro- 
fessore R. TORELIA nella Nota : Osservazio~i di Geometria sopra una varietR algebriea (Ren- 
diconti della R. Accademia di Napoli, 1911). 

Annali di Matematica, Serie III, Tomo XXVIII. 7 
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o no concatenati quando sono omologhi di punti appartenenti o no allo 
- -  . . , . 

stesso gruppo G~, si deduce che, se T~ ~ semplice, il grado di mtransltlwta 
di T~ b k; quando invece ~.'~ /~ composta con una involuzione 0,, poichb a 
due punti coniugati in 0, corrisponde lo stesso gruppo di T~, il grado dl 

intransitivith di questa serie ~ k_.  

Una corrisp0ndenza (n, v) f ra  due curve C C" si dirh poi transitiva o 
intransitiva secondoch~ sono transitive o intransitive le due serie T~ T'~ che 
vengono indotte da essa sulle due. curve. 

1[. Si consideri ora la curva r, di genere ~, immagine della corrispon- 
denza data~ cio~ la curva i cui punti rappresentano le coppie di punti omo: 
loghi della corrispondenza stessa. Indichiamo con 0 e ": le corrispondenz.e 
(1, ~) ed (1, n) che intercedono fra Ce r, e fra C' e I', e siano K K '  le due 
involuzioni di ordine v ed n, birazionalmente identiche a C ed a C', esistenti 
su r. E chiaro iuversamente che una curva" r contenente due iavoluzioni 
K K '  degli ordini v ed n, e dei generi p e ~, nou composte con una stessa 
involuzioue, ~ immagine di una corrispondenza (n, ~) fra due curve di ge- 
neri p e ~, birazionalmente identiche a K e a K'. 

Nello spazio rappresentativo $2~L1 di r si avranno due assi M ed N, di 
dimensioni rispettive ~ (= - - p )  - -  1 e 02 p _  1, relativi atl'involuzione K,, e due 
assi P e Q di dimensioni 02(=m~) _ 1 e 02~-- 1, relativi all'invo]uzione IC:  
vogtiamo ora studiarne la configurazione. 

Si ossel:vi percib che romografia immagine di ~ trasforma gli assi A~ e 
A~ dell'S~,_, rappresentativo di C in due assi A*~ e A~ contenuti nell'asse N 
ed in esso complementari, e che questi vengono trasformati nei primi dal- 
l'omografia immagine di 0 -~ (n. ° 7); analogamente l'asse 0 contiene due assi 
B*, B*~ in esso complementari, corrispondenti a B~ e B~ nell'omografia im- 
magine di ~, mentre questi corrispondono a quelli nell'omografia immagine 
di ~-~. 

Su r si considerino poi due serie algebriche di ordine n~: la prima, che 
diremo K K ' ,  ~ generata dall'insieme dei gruppi di K '  uscenti dai punti di 
un gruppo variabile di K; la seconda, che diremo K'K,  ~ generata dall'in- 
sieme dei gruppi di K uscenti dai punti di un gruppo variabile di K'. ]~ 
chiaro c h e l a  prima serie ~ composta con l'involuzione K' ,  la seconda con 
l'involuzione K. Con gli stessi simboli K K '  e K ' K  iutendiamo inoltre di 
rappresentare le due corrispondenze di t, helle quali un punto x ha per 
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omologo il g~uppo della 1. a o della 2. a serie che nascono rispettivamente dal 
gruppo di K o dal gruppo di K '  uscente da x. Tall corrispondenze sono 
mauifestamente l'una inversa dell'altra e s i  hanno le relazioni 

K K ' =  0 -1 T -L • K ' K = ' : - I  TO. 

Dalla prima di queste si deduce che romografia singolare immagine di 
K K '  ha per 1. ° spazio singolare lo spazio di St~-~ luogo dei punti il cui 
omologo per l'omograiia immagine di 0-~.o ~ indeterminato o ~ giacente nello 
spazio AI, e per 2. ° spazio sing91are quell0 eorrispondente a B~ nelt'omo- 
grafia immagine di "¢. ll 12 ~ dunque lo spazio (MA~I), d i  dimensione 
2 (~ - -  q) --  l, congiungente M con A*, ; il 2. ° ~ l0 spazio B~,. Analogamente 
l'omogratia immagine di K ' K  ha per 1. ° spazio singolare l'R'~(,~-q)-i = (PB*I) 
e per ~.o spazio singolare A~.  

Gli integrali dei sistemi regolari riducibili aventi per assi B*~ e A~ 
hanno la propriet~ di dar somma costante nei gruppi delle serie K K '  e 
K'  K; dunque : 

I sistemi regolari riducibiU rispetto a cui sono di liveU6 costante le d~e 
serie algebriche K K '  e K" K han~w la stessa dimensione ~: ~ q ~  i, se q 
il rango della corrispondenza di cui ~ immagine la eurva sostegno delle due 

involuzioni. 
Si osservi ora che ogni punto di N ~ unito nell'omogratia immagine di 

K '(n.* 7); un tale punto avr~ dunque l'omologo indeterminato nell'omografia 
immagine di K K '  quando e soltanto quando sar'h indeterminato il suo omo- 
logo neli'omografia immagine di K'. Questa considerazione dice che lo spazio 
A~ ~ l'intersezione di N con P;  aualogamente B~ sar~t l'intersezione di Q 
con M. D'altra parte il 2.o spazi() singolare dell'omografia immagine di K K "  

quello che nel|'omogratia immagine di K '  corrisponde allo. spazio con- 
giungente N con /~; e poich~ in questa omografia ogni spazio uscente d a P  
ha per corrispondente la sua traccia hello spazio Q (n. ° 7), segue che B** 

l'intersezione di Q con lo spazio (NP) congiungente N con P; ed analo- 
gamente A~, sarfi, l'intersezione di N con lo spazio (M Q) congiungente 
M con Q. 

Risulta allora che gli spazi (MA~I) e B~,, singolari per l'omogralia im- 
magine di K K'  (e 1o stesso dicasi pet" quelli deli'omografia immagine di K '  K), 
sono tra loro indipendenti. Invero, poich~ B~, ~ contenuto in M, lo spazio 
che congiunge M, A*~, B*~ contiene Q = (B*~ B**) e quindi A**, intersezione 
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di (M Q) con iV. L'asserto ~ dunque provato, pereh6 M, A~,, A~ apparten- 
gono ad S~/_~. 

Si noti inilne ehe gli spazi M ed 3,, e cosl pure P e Q, sono l 'uno polare 
dell'altro nel sistema hullo A ~ tbndamentale di F. E poieh~ l'omografia im- 
magine di 0 trasforma il sistema nullo A di C in quello ehe si ottiene se- 
gando con N i i  sistema hullo A* (n. ° 9), segue ehe A¢~ A% s0no spazi polari 
l 'uno dell'altro nel  detto sistema hullo sezione e quindi sono l'uno polare 
dell'altro rispetto a A ~ gli spazi (MA~,)  e A*.,.. Analogamente sono polari 
rispe[to a A ~ g'li spazi (PB~,)  e B ~ .  

12. Dall'esame della eonfigurazione degli, assi delle due involuzioni K 
e K' ,  abbiamo dedotto ehe 'i due sistemi regolari ridueibili oc~-~ -~ di assi 
A** e B~.~ sono entrambi eomplementari di quello oc ~-' avente pet' asse lo 
spazio (31A~): Se dunque i due sistemi regolari suddetti non sono eoinei- 
denti, se eio~ non eoineidono i loro assi A~ e B%, essi appartengono, in 
virth di un teorema di SEVERI (~), ad una infinit~ (diseontinua) di sistemi 
regolari della stessa dimensione. Si ha dunque la proprieth: 

Se i sistemi, regolari ridueibili  rispetto a cui sono di livello costante le 
due serie algebriche K K '  e K '  K sono distinti, essi appartengono ad una  in- 

finit~ discontinua di sistemi regolari della stessa dimensione. 

13. Supponiamo ora che gli spazi A~ e B~  coincidano; in tal caso 
coincideranno anche gli spazi (MA*,) e (PB~,)  polari dei primi rispetto al 
sistenm hullo A ~, e le omogralie singolari immagini delle corrispondenze K K '  
e K '  K avranno gli stessi spazi singolaH. Ricerchiamo ora quali omograiie 
essi induc(mo nel loro secondo spazio singolare. Si osservi perci6 che nel- 
l'omografia immagine di K ogni punto non giacente in M ha per omologo 
la sua proiezione l~atta da l  eentro M sullo spaz[o N, e che nell'omografia im- 
magine di K '  ogni punto esterno a P ha per omologo la sua proiezione fatta 
dal eentro P hello spazio Q (n. ° 7). 

Ne segue che ogni punto eomune agti spazi N e Q 5 unito nelle omo- 
grafie immagini di K K '  e di K ' K .  Dunque, nell'ipotesi ehe A~ e B*~ coin  
eidano, le suddette omografie subordinano nel loro 2. ° spazio singolare 1'o- 

(~)'S~vEnr, Sugli integrali abeliani riducibili (Rendiconti della R. Accademia dei Lineei, 
Vol. XXIII,  serie 5. a, 1914, Nota II, n.* 4). - -  ScoazA, IntornO alla teoria generale delle ma- 

trici di Riema~n, ecc. (|. c., Dar[e I, n.o 41). 
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mograf ia  identica. Le, due  corr i spondenze  K K '  e K '  K, inverse l 'una dell 'altra, 
posseggono allora la valenza 0 r ispet to al s is tema regolare riducibile avente 
per  asse A*~ = B~'~ ed u n a  ul ter iore  valenza intera,  che dovr~ essere la me- 

des ima  per  e n t r a m b e ,  r ispetto al sistelna regolare ridueibile di asse 
( M A * ~ ) - ~ ( P B * ~ ) .  Applicando allora un t eo rema  che abbiamo dimost ra to  
al t rove (*), si deduce  che le dette cor r i spondenze  sono equivalenti  (in parti- 

colare co inc iden t i ) ; s i  ha  cio~ 

K K ' - - K ' K z O .  

Dunque  la differenza dei gruppi omologhi  di un  punto  x nelle corri- 
spondenze  K K ' e  K ' K  descrive (al var iare  di x) una  serie l ineare (virtuale). 
E poich~ il gruppo cor r i spondente  ad x in K K '  non varia quando  x per- 
corre  un  gruppo di K, si deduce  che i gruppi  corr ispondent i  in K ' K  ai 
punti  di uno stesso gruppo di K sono equivalent i  (in part icolare coincidenti) ;  
cio5 sono equivalenti  i gruppi  della serie K '  K contenent i  uno stesso gruppo 
dell ' involuzione K. Sulla curva  C, immagine  di K, i gruppi  della serie K ' K  

sono dalla 0 -~ t rasformat i  nei gruppi delia serie ~,~' contati  ~ volte; la serie 
stessa ~ dunque  tale che due suoi gruppi aventi  un  punto  comune  d~mno 
origine, r ipetuti  v voRe, a gruppi  equivalent i ;  pifi in generale,  se G,. e G',  

sono due gvuppi concatenat i  di y,', sar& ~ G. ~ ~ G',. Si deduce  allora che 
la serie -f I ~ intransi t iva,  ch~ altr imenti ,  dovendo i suoi gruppi  r ipetut i  v 

volte dare  origine a gruppi  equivalenti ,  sarebbero  essi stessi equlvalenti ,  e 
la corvispondenza (n~) fra le due curve C e C' sarebbe a valenza zero, cio~. 
sarebbe q - -  0. 

Rileviamo intanto il r i su l ta to :  

L a  curvc~ i m m a g i ~ e  d i  u n a  c o r r i s p o n d e n z a  t r a n s i t i v a ,  t h e  n o n  s i a  a va-  

l e n z a  zero,  p o s s i e d e  u n a  infinit?~ ( d i s c o n t i n u a )  d i  ~qslemi r e g o l a r i . r i d u c i b i l i .  

Sempre  nell ' ipotesi che gli spazi A*~ B*~ coincidano,  indichiamo con h 
il grado eli inh'ansitivith di 7, ~ e con k quello di y',. Dovr& essere k v-----h n 
e sulle cuvve C e C' si av ranno  due involuzioni J~ ed J~ degli ordini  k ed h, 
b i raz ionahnente  ident iche e tall che, se G ~ e  G~ sono due loro gruppi  cor- 
r isponde~ti ,  due punt i  appar tenent i  ad uno  dei due gruppi  hanno  per  omo- 

(~) ROSATI, If., n.o 8. L'ulteriore valenza intera posseduta dalle due corrispondenze K K '  
e K ' K  ~ poi facile a determinarsi. Infatti, poich~ nel caso che stiamo esaminando si ha 
( K K ' )  '~ =-- K ~ K '~ ~ ~ K .  u K '  = n ~ . K K' ,  l'equazione minima a cui soddisfano le corrispon- 
denze stesse sarit z ~-- n v z = 0, dal che si deduce che esse posseggono le valenze 0, --~ n. 
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loghi nella corrispoudeaza (n, v) due gruppi coacatenati  ed appartenenti  
ali'aliro (n. ° 10). Sulla curva r a l l e  coppie di punt, i omologhi appartenenti  
ai gruppi G~ e G,, corrisponde un gruppo di h~ ~ h  ~ punti, il quale de- 
scrive, al variare di G~ e di G-~, una involuzione L, tra~formata di J ,  me- 
diante la corrispondenza 0 e di J,, mediante la-~. La involuzione L, biraz[o- 
nahnen te  identica a J ,  ed a J,,, ~ manifestamente composta con le due in- 
voluzioni K e K' .  Si determini il genere dell 'involuzione L, o, "cib che ~ lo 
stesso, delle involuzioni J~J,,. Indichiamo pel'eib con u un integrale di 
I. ~ specie della curva C, con G u n  gruppo generico della serie y~, con 
(~, G~... G,,_~ i gruppi della serie stessa concatenati con G; se  G, ~ il gruppo 
dell'involuzione J~ conteuente G G , . . .  G,,_,, si ha la congruenza 

~ (G) + u (G,) + . . . - t -  u (G~_,) _ ~  ~ (~ ) ,  

nella quate u (G), u (G,)... .  rappresentano le somme, determinate a meno di 
periodi di u, dei valori che l 'integrale u possiede nei punti dei gruppi G, G, , . . .  

Da essa si deduce l 'altra 

~ ( e )  + ~,~ ( e , ) + . . . +  ~ ,~ ( e , _ , )  ~ ~' u ( ~ ) ,  

e poich~, come sopi-a si ~ visto, i gruppi G G , . . .  G~_, d'~nno origine, ripetuti 
vvol te ,  a gruppi equivalenti, si avrfi 

h ~ .  u ( a )  = ~ . ~ ,  ( ~ , ) .  

Segue di qui che, al variare con contiuuifft di G e quindi di G~, un in- 
tegrale u che dia somma costante nei punti del gruppo variabile G~ deve 
dare somma costante nei punti del gruppo G e viceversa. Ma gli integrali 
indipendenti  che d~ano somma costante nei punti del gruppo variabile G 
sono in numero di p - - q ,  dunque il genere di J~ e quindi di L ~ q. Si ha 
dunque la proprieth: 

Se i due sistemi riducibil i  oo ~'-q-t rislvetto a cui sono di livello costante 

le due serie algebriche K K '  e K "  K sono coincidenti, le due involuzioni  K e K '  

sono componenti  di una  stessa involuzione di genere q, la quale ~ di livello 

coshtnte per lo stesso sis tema regolare riducibile. 

OSSERVAZIONE [, UII caso iIl cui  si verificano le condizioni dell'ultimo 
enunciato si ha quando le due involuzioni K e K '  sono permutabili ,  cio~ 
quando ogni gruppo d i n v  punti costituito dai gruppi di K '  uscenti dai 
punti di un gruppo di K pub pensarsi anche costituito dai gruppi di K 
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uscenti dai punti di un gruppo di K' .  Le due serie algebriche K K "  e K ' K  
sono allora coincideuti e si r iducono ad una involuzione di ordine n~. Si 
ottiene questo caso considerando due curve C e C' contenenti due involu- 
zioui J,, ed J ,  di genere q birazionalmente identiche, cio~ due curve che siano 
trasformate razionali di una stessa curva di genere q. Chiamando omologhi 
un punto di C ed uuo di C' quand 0 appartengono a gruppi omologhi delle 
due involuzioni, viene stabilita fra le due curve una corrispondenza (n, ~) e 
la curva r immagine della eorrispondenza contiene due involuzioni permu- 
tabili K e K ' ,  degli ordini v e d  n. 

0SSEHVAZIONE II. E facile provare che i ristlltati precedenti valgono anche 
nel caso, finora escluso, in c u i l e  due invo]uzioni K e K '  siano composte 
con una medesima involuzione / ,  di ordiue ~ e di genere 7;'. Considerando 
infatti la curva r immagine di 1,, essa sar~ sostegno di due involuzioni 

K e  K '  degli ordini v ~ - -  ed ..... e dei generi p e o, non c0mposte 
$ $ 

con una terza. 
La r ~ dunque immagine di una coxrispondenza (n', ~') fra due curve 

C e C' dei generi p e ~; e se questa corrispondenza ~ di rango q, le due. 
serie algebriche K K" e K ' K  sono di livello costante per due sistemi re- 
golari riducibili ~ , - q - t  Indieando con 0 la corrispondenza (1, ~)che  inter- 
cede ira le due curve ~ e 1 ~, l 'omografia immagine di 0 trasforma lo spazio 
S~,_~ rappresentativo di r nel 2. ° asse R~,-t  dell'involuzione Is (n. ° 7), e 
gli assi A~, e B*~ dei due sistemi regolari r iducibil i  per cui sono di livello 
costante le due serie K K ' e  K ' K  in due assi R,~_, R',~_, contenuti in 
R2~,-~. Ma.ora ~ facile vedere, servendosi delle relazioni K K ' - ~  O-~K K '  O, 
K ' K - ~  0-' K '  K 0, che questi due ass[ sono i secondi spazi singolari delle 
omografie immagini delle corrispondenze K K '  e K ' K ,  eio~ gti assi dei due 
sistemi regolari riducibili per cui sono di livello costante le serie K K '  e 
K ' K .  Questi sistemi hanno dunque la dimensione ~ - - q - - - 1  e coincidono 
quando, e solo quando, coincidono i sistemi analoghi della curva r-. Se sono 
distinti, essi apparterranno ad una infinith discontinua di sistemi regolari 
o~-q-~,  i cui assi sono gli omologhi, nell 'omografia immagine di 0, di quelli 
dei sistemi esistenti su r ;  se sono coincidenti, le due involuzioni K-e  K '  
della curva i: e quindi le due involuzioni K e K '  di l" saranno componenti 
di una  stessa involuzione di genere q. 

14. Studiando la configurazione degli assi delle due involuzioni K e K' ,  
abbiamo visto che lo spazio (M Q) sega N 4n A~ e che lo spazio (NP)  sega 
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Q in B ~ .  Si deduce da cib che l ' intersezione dei secondi assi N e Q delle 
due involuzioni coincide con l ' intersezione dei due spazi A~o e B~'~. Indicando 
con R.~_, tale intersezione, dovr~ dunque  essere 0 ~: ~_~ q. Supposto allora 
che il 2. ° asse Q di K '  sia contenuto  nel 22 asse N di K, dovr~ essere q ~-- ~, 
i due spazi A% e B*~ coincideranno in N, e le due involuzioni saranno com- 
ponent i  di una  stessa involuzione di genere v. Tale involuzione, nell ' ipotesi 

~ 1, dovdt  essere la K '  stessa, cio~ K '  ~ composta  con K. Si ha dunque  
il r isultato : 

Se gIi assi omordmi di due involuzioni irrazionali ,  nessuna delle quali 

ellittica, si appartengono, una  delle involuzioni ~ compostet con l'altra. 

La proprieth inversa ~ di immediata  dimostrazione:  basta infatti osser- 
vare che, se K e K '  sono due involuzioni (irrazionali) di una curva r e K 

composta  con K' ,  ogni integrale che din somma costante nei gruppi  di K '  
deve dare somm~t costante nei gruppi  di K. 

Nel caso particolare che K e K '  abbiano lo stesso genere ~ ::> i, l 'ipotesi 
che gli assi del l 'una coincidano con quelli dell 'altra conduce alla conseguenza 
che le due involuzioni coincidono;  dunque :  

Sopra una curva r due involuzioni distinte dello stesso genere ~ ~ ] non 

posso~m essere di livello costante per lo slesso sistema regolare riducibile. 

15. Dell 'ultima proposizione, la quale afferma che sopra una curva F 

una involuzione di genere v~ ~ 1 ~ indiv iduata  dai suoi assi, diamo anche la 
seguente semplice dimostrazione diretta. 

Siano K~ e K, due involuzioni de l l a  curva r,  degli ordini n e ~ e dello 
stesso genere ~ . 1 ,  aventi  gli assi ia comune ;  esse d~nno origin~ a due 
corr ispondenze (speciali) aventi  r ispet t ivamente le valenze 0 - - n ,  0 --,J ri- 
spetto ai medesimi sistemi d'integrali riducibili. Ma allora le corrispondenze 
~K,, ed n K , ,  avendo rispetto a quei due sistemi complemer~tari le stesse 
valenze 0 - -  n ~, saranno equivalenti,  cio~ si avr~ ~ K,~ --  n I(~ -~0. Dunque, 
se G,,G'~ e G~G', sono i gruppi  di K,, e di K, uscenti  da due punii  qua- 
lunque P e P" di r ,  sara ~ G . -  n G~ ~ ~ G ' ~ -  J~ G'~. Supposto or~ che P e 
P '  appar tengano allo stesso gruppo G~, si aw'~ G,--~ G'~; ed altora (talla 
equivalenza precedente discende v G~ ~ ~ G',,. Cio~ due gruppi  di K,, uscenti  
da due punt i  coniugati  in K, dhnno origine, ripetuti  ~ votte, a gruppi  equi- 
valenti . .Cosi  pure  due gruppi  di K~ uscenti  da due punt i  coniugati  in K.  
d~nno origine, ripetuti  n volte, a gruppi  equivalenti. Siano ora C e C' due 
curve, di genere ~, birazionalmente identiche alle due involuzioni K, e K. .  
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Se si a ssumono come omologhi due punt i  di C e C' immagini  di due gruppi  
di K~ e di K,, uscenti  da ufio stesso punto  di r ,  e supposto  che le due in- 
voluzioni siano composte con la stessa involuzione 1(, (~ ~ 1), si avrb~ fl'a 

le due curve C e C' una  corr ispoudenza di indici n' n , ----- e . . . .  Prove- 

remo che ~ n'-----.~'= 1, dal che seguir'h che le due involuzioni coincidono. 
Ed invero, supposto  ~ ' >  1 e quindi anche n ' >  1 (*), sulle due curve C 

e C' si avranno due serie y:,,, e ~"~,, e, per la proprie[~ precedentemente  os- 
servata, due punti  appar ienent i  ad uno stesso gruppo di eiascuna di esse, 
d'hnno origine, r ipetuti  n ~ volte, a gt'uppi equivalenti. Ma allora le due serie 
dovranno essere intransit ive (altrimenti seguirebbe ~ ~ 0) e sulle due curve 
C e C' si avratmo due involuzioni J~J,~ biL~azionahnente identiche, i cui 
gruppi  sono generati  d~ti gruppi  delle due serie coucatenati  con un gruppo 
variabite; e te due involuzioni hanno  inoltre la proprietfi, che due punt i  up: 
par tenent i  ad uno stesso gruppo d~nno origine, ripetuti  n~ volte, a gruppi 
equivalenti. Indicando allora con x, un  punto  generico di C, con x~ . . .  x~ 
gli utteriori p uuti  del g ruppo di J~, uscente da x~ e con u (x) un  integrale 
di 1. ~ specie qualsiasi di C, si avrA 

u + . . .  + u 
u (x,)  + u ( x d  + . . .  + u (x,,) = 

~tv 

in cui m , . . .  m ~  sono humer i  iuteri e ~ . . .  ~ i periodi normali  di u(x) .  
Poich~ at variare con continuith di x~ gli in ter i  m , . . ,  ~n~ restano fissi, 

dall 'uguagliauza precedente si deduce che un integrale il quale dia somma 
costante nei punti  del g ruppo variabile ( ~  x~,. .x, ,)  deve ridursi  ad una  co- 
stante,  cio~ l ' involuzione J~ non ~ di livello costante per alcun iategrale di C. 
Cib porta alia conseguenza ~ = 1 eontraria all'ipotesi, e l 'asserto ~ dunque  

provato. 

16. Vogliamo ora mettere in relazione le valenze delle corrispondenze 
laterali della data corr ispondenza (n, 'd con quelle che sulla curva immagine 
di essa hanno  le corrispondenze K K '  e K ' K .  

(~) Ricordiamo che una  corrispoudenza unirazionale fra due curve dello stesso genere 
o3 > 1 ~, per una osservazione di W~BER (Journal fi~r Math., t. 76, 1873), birazionale. 
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58 R o s a t i :  Salle corrispoudeuze algebriche 

Si r iprendano percib le uguagiianze 

K K '  ~--- 0 -* T '-* -¢ K '  K = -:-* T 0 

stabilite al n. ° 11 e si moltiplichino h'a loro membro  a membro.  Tenendo 
eonto ehe K K ~ v K ,  K ' K ' = n K ' ,  0 0 - * = v I ,  " ~ . - * = n / ,  si o t tengono le 
altre 

n .  K K ' K = u . O  -~ T -~ TO , ~ . K ' K K ' - - = v . v  -~ T T - ~ : ,  

dalle quali si deduce 

K K ' K - = O  -~ T -~ TO K ' K K ' - - v  -~ TT- ' -~ .  (I3) 

Si osservi poi ehe le due cor r i spondenze  K K '  e K ' K ,  I 'una inversa 
dell'altra, sodclisfano alia stessa equazione minima;  e questa, per il fatto 
ehe le eorrispondenze stesse sono speeiali, deve maneare di termine noto. 
Indiehiamo con 

q, (z)  = z'+' + a ,  z~ + .  . . + a , z  = 0 

questa equazi0ne ( l ~  l) e vediamo come da essa si deducono le equazioni 
minime delle eorrispondenze simmetriche K K ' K  e K ' K K ' .  

Eseguendo percib le successive potenze di ( K K ' K ) ,  si hanno  le re- 
lazioni 

( K K ' K )  = K .  ( K ' K ) ,  (J~'K' K ) '  = v K .  (K'  K)", I 

( K K '  K)~ = ~ K(I~ '  K ) ~ , . . . ,  ( K K ' ~ ) ' + ~  = ~ ' K ( K '  K)  ~+~ (t~) 

dalle quali subito si deduce 

(K K" K )  '+~ -~-~.a~ (K  K '  K )' q- . . . -q- v' c~ ( K K '  K )  = 

= I (K' K)'+* ( K ' K ) ' +  • + I - -  0 

La eorrispondenza (KK'K)soddisfa dunque atr equa~ione + ( z ) =  0, 

ot tenuta  t rasformando + (z) ~ 0 mediante  la trasformazione Z = v z. Proviamo 
ora ehe ogni altra equazi0ne a cui soddisti ( K K ' K )  ha it grado :~ l q -1 ,  

daleheseguir'ache'5,(4)=O~l'equazioneminimadi(KK'K).Siainfatti 
z "+~ 4 -  b, z"  - { - .  • .  - ~  b,,, z --~ 0 

una  tale equazione (m :~ 1), mancante  pure di termine noto perch~ ( K K '  K 
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una corrispondenza speciale; si avrh allora l 'equivalenza 

( K K '  K)  '~+' -~- b~ (K K '  K)"-~- .  .. -~- b,,, [ K K '  K)  ==_ O, 

la quale, in virtfi delle (1~), diviene 

K !¢" ( K ' K )  "~' -~-v"-' b, (K'K)" ' -+--- .  +b,,, ( K ' K ) I  ~ O. 

Segue di qui c h e l a  corrispondenza 

U =  v'~ ( K ' K )  ''+~ -~ ¢"-~ b, ( K ' K ) " - ~ . . . - - F  b,,, ( K ' K } ,  

funzione razionale di ( K ' K ) ,  ha per immagine mfomograiia singolare, il cui 
12 spazio singolare contiene il 2. ° spazio, singolare dell'omografia immagine 
di K, cio~ 1o spazio N. E p0ich~ la corrispondenza stessa pub scriversi sotto 

la forma U = ( K ' K ) I , / " ( K ' K ) " - F ¢ " - ' b ~ ( K ' K )  '~-~ - [ - . - . - t -  b , , , ! I , i l  t .°spa- 

zio della omografia stessa dovr& contenere anche it 12 spazio singolare del- 
l 'omograiia immagine di (K 'K) ,  cio~ 1o spazio (PB*,).  Siccome N e (PB*,) 
appartengono ad S~_t ,  la U deve avere per immagine un'omografia nulla, 
e la ( K ' K )  soddisfa quindi all'equazione 

v " z  ''+~ - 4 - ¢  '~-~ b~ z " - { - . . . - 4 -  b ~ z  ----- 0. 

Dovr& dunque essere m _~ l, il che prova'quanto sopra abbiamo asserito. 
Siano ora ~,p~...O~ le valenze reali che posseggono le corrispondenze 

T-" T e T T -~ oltre alle eventuali valenze nulle. Poich~, in forza delle rela- 
zioni (13), le corrispondenze K K ' K  e K ' K K '  della curva r si ottengono 
rispettivamente trasformando mediante 0 la T - '  T della curva C e mediante 
la T T -~ della curva C', si deduce , applicando un teorema noto (*), clde l'e- 
quazione minima di K K ' K  ammette le radici 0, ~ , ; . . . ,  , ~ ,  e quella di 
K'  K K '  le radici 0, rt ~ , , . . . ,  n ~,. Ma allora le radici dell 'equazione ~ (z) = 0 
saranno i numeri reali 0, ~ , . . . ,  o~ e questi numeri saranno le valenze delle 
corrispondenze K K '  e K ' K .  

Determiniamo ora le dimensioni di queste valenze. 
Poichg le omografie immagini di K K '  e d i ' K ' K  sono tall che il 2.0 

spazio singolare dell 'una g indipendente dal 12 dell'altra, dalla relazione 

(~) ROSATI, C. .P . ,  n, ° 18. 
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K K ' . K ' K ~ - u .  K K ' K  si deduce the l'omogratia immagine di K K J K  ha 
eomune il 1. ° spazio singolare con quella immagine di K K '  ed il ~.o con 
quella immagine di K ' K .  Tall spazi sono dunque rispettivamente (M A**) 
e A*,. Riprendendo le notazioni del n. ° 8, si rieordi ehe l'omografia ¢o'~o, 
subo'rdinala in A~ dall'omografia immagine di T -1 2', ammette gli spazi fon- 
damentali reali S~,_, S~_, . . .  S~,_~ ; dicendo dunque S~,_~ S*~_~ . . .  S*~_~ 
gli spazi di A*~ ehe eorrispondono ai primi nell'omografia immagine di 0,, 
s.aranno questi gli spazi fondamen{ali dell'omografia subordiaata in A*~ da 
K K ' K .  Se iniine si osserva the ogni punto di; A*~, essendo unito nell'omo- 
grafia immagine di K (n. ° 7), sarh unito nell'omografia immagine di KJg_'K 
quando e solo quando ~ unito in quella immagine di K ' K ,  si deduce ehe 
i detti spazi S*~.~,_,... S~,_~ sono pure fondamentali per l'omografia subor- 
dinaLa in A*~ dalleomografia immagine di K ' K ,  e the quindi le valenze 
p, ?~... ?~ di K ' K  (e lo stesso pub dirsi delle valenze di K K ' )  hanno le di- 
mensioni rispettive q, % . . .  q~. Si o[tiene dunque il risultato: 

Le vatenze reali ehe le corrisponde~ze T -~ T e 2' T -~ hanno oltre la even- 
tuale valenza u ulla sono uguali  e della slessa diu~ensione di quelle che sulla 
curva immagine  della corrispondenza (n, v) at)partengono alle corrispondenze 

K K '  e K ' K .  
OSbERVAZIONE. Nel caso in eui gli assi A*~ B*~ eoincidono, le corrispon- 

denze K K '  e K ' K  posseggono oltre la valenza nulla, la sola valenza --  v n 
(Cfr. la nora al n. ° 13), onde, se q ~ il tango della eorrispondenza (n, ~), il 
difetto di equivalenza delle due serie" y~ e y~ sarh z-=--n v q. Le eorrispon- 
denze laterali S ed S '  hanno alloral oltre al!e eventuali valenze ~ ed n, una 
sola ulteriore valenza, di dimensione q, ehe per la S ha il valot:e ~ ( 1 -  n)' 
e per S '  il valore n (1--v).  Si ha dunque la proprie[~t: Se le eorrispondeuze 
laterali S ed S '  di urea eorrispondenza (n, v) di rango q posseggono, oltre 
alle evenluali, valenze v ed n, pii~ di una ulteriore valenza, la curva imma- 
gine della corrispondenza contiene una iufiuitit (discontinua) di sistemi re- 
golari riducibili di dimensione q -  1. 

Pisa, marzo I918. 


