Uber eine partikulire Losung des biharmenischen
Problems fiir den Auflenraum der Ellipse.

Von

Theodor Péschl in Prag.

1. Vorbemerkung.

Im Anschlufl an die einschligigen Arbeiten von Maxwell hat
F. Klein schon vor lingerer Zeit eine geometrische Auffassung zar Lisung
von ,,ebenen® Spannungsaufgaben gegeben, die daraufhin von einigen seiner
Schiiler, insbesondere von Wieghardt?) und Timpe?) ausfithrlich dargestellt
und an vielen Beispielen erliutert wurde. Insbesondere hat F. Klein
gezeigt, daBl die Aufgabe, die Spannungsverteilung zu finden, welche in einer
einfach zusammenhingenden, homogenen, elastisch-isotropen Scheibe durch
ein am Rand angreifendes Gleichgewichtssystem von Kraften erzeugt wird,
identisch ist mit der Aufgabe: Man konstruiere zunichst die — bis auf
eine beliebig hinzuzufiigende Ebene vollig bestimmte — (abwickelbare)
»auBere Belastungsfliche*®) und sodann diejenige Fliche v — y (z, y), die
sich iiber den Scheibenrand iiberall stetig und ohne Knick an diese Fliche
anschlieBt, und iber dem Innern der Scheibe iberall der Differentialglei-
chung 44wy =0 geniigt; die Spannungen selbst sind dann gegeben durch
die Gleichungen:

(1) Xo=vy Yy =t Xy=—9,,

1) Vgl. Klein und Wieghardt, Uber Spannungsflichen und reziproke Dia-
gramme, mit besonderer Beriicksichtigung der Maxwellschen Arbeiten. Archiv d.
Math. IIL. Reike, 8 (1904), 8. 1 und 95 und die dort angegebene Literatur.

) Probleme der Spannungsverteilung in einem System, einfach geldst mit Hilfe
der Airyschen Spannungsfunktion, Zeitschr. f. Math,, 32 (1805), 8. 348,

%) Dieser Ausdruck wurde von P. Funk eingefithrt, vgl. dessen Arbeiten: Uber
eine geometrische Auffassung bei Aunfgaben iiber Fachwerke, Sitwungsberichte d.
Wiener Ak. d. W., ITa, 127 (1618), S.1 und dessen Buch: Die linearen Differenzen-
gleichungen u. jhre Anwendung in der Theotie der Baukonstruktionen, Berlin,
Springer, 1920. Herrn Dr. Funk habe ich auch einige Hinweise zu verdanken, die
mir bei der Aunsfiihrung dieser Arbeit von Nutzen waren.
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Die Funktion v =z, y) wird die zu dem Problem gehtrige Airysche
Funktion genannt.

Nach dieser Methode ist es leicht, die Airysche Funktion fiir den
Fall eines kreisformigen Loches in einer unendlich ausgedehnten Platte
anzugeben, wie dies zuerst von Foppl*) geschehen ist. Die vorliegende
Arbeit enthilt die Losung fiir das analoge Problem des elliptischen Loches
in einer unendlich ausgedehnten Scheibe und zwar fiir beliebige Neigung
der Zugrichtung gegen die Achsen der Ellipse. Hierzu verwenden wir
naturgemi$ elliptische Koordinaten und entwickeln zu Beginn die Aus-
driicke fiir die durch die Airysche Funktfion ausgedriickten Spannungs-
komponenten in orthogonalen krummlinigen Koordinaten, die sich durch
Verwendung der iiblichen invarianten Schreibweise in einfachster Art er-
geben; die betreffenden Ausdriicke fiir die Spannungskomponenten sind
iibrigens zuerst von Michell®) angegeben worden.

2. Die Spannungskomponenien in orthogenalen krummlinigen
Koordinaten.
Wir setzen zunichst allgemein einen #%-dimensionalen Raum voraus
und legen das Bogenelement durch den folgenden Ausdruck fest):

(2) ds*=a, dz@da®;

ferner sei X; das zu diesem ds® kovariante doppelt symmetrische System
— d. h. der Spannungstensor, — das die Spannungen auf die Seitenfliichen
des infinitesimalen Polytops gibt, welches durch die Hyperflichen
x® = konst., V' -+ dz® = konst., ..., ™ = konst., 2® - dx® = konst.
begrenzt wird. Bezeichnen ferner X, die kovarianten ersten Ableitungen
von X, nach 2@, weiters F; die Komponenten der Massenkriite nach
den x%, und o die Dichte, dann schreiben sich die Gleichgewichtsbedin-
gungen im System der 2, wie Ricci?) gezeigt hat, in folgender kovari-
anter Form:

(3) oF,+a%X,;,=0;

wie iiblich bedeutet dabei a'? das durch a = a;,' dividierte algebraische
Komplement von @;, in der Determinante @; und also

(4) X, =5 - x,~ {7} x.,

4} 8. etwa: Drang und Zwang 1, S. 304306,

% Proc. Lond. Math. Sec., 31 (1900), S. 100—124.

® Uber gleiche Indizes ist — wie {iblich — stets zu summieren.

") Delle Derivatione covarianti e contravarianti ¢ del loro uso nells analisi
applicata, Studi offerti dalla Universitdh Padovana alla Bolognese nell’ottavo centenario
ece., 3 (1888), 8. 1—23. Vgl auck Ricei u Levi-Civita, Methodes de caleul diffe-
rentie] absolu et leurs applications, Math. Ann,, 34 (1899), S. 125.
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Fiir den Fall zweier Dimensionen und unter Annahme fehlender
Massenkrifte und orthogonaler Koordinaten, auf den wir im folgenden
Bezug nehmen, erhalten wir die zwei Gleichungen:

{ @t Xlu -+ a(zz)sze =0,

5
(3) L e X,y + a® Koy, = 0.

Ebenso wie bei rechtwinkligen kartesischen Koordinaten 148t sich
durch Ausfithrung der angegebenen Operationen erkennen, dafl} die drei
GroBen X,,, X,,= X,, und X,, durch die zweiten kovarianten Ablei-
tungen einer Airyschen Spannungsfunktion vy =y {z®, 2®) in folgender
Form dargestellt werden kénmnen:

a2 a(ll)
(6) X, = PEDRLLT X, = pEREEY Xip=— -

Schreiben wir fir die krummlinigen Koordinaten z® und z® jetzt
&und n, und fir die Spannungskomponenten selbst (in der Loveschen Be-
zeichnungsweise) £Z, 779, £, so hingen diese mit den X, ; wie folgt zu-
sammen®):

66 =0 X =a®y,, =X, =aWy,,

GRS

7=Va@Wa® X , — — Vailg@y,,
und dabei ist zu setzen
o 2y i) oy
(8) Vii = Fa, o, { gq jawq ;

Die durch (7) gegebenen Ansdriicke ergeben sich auch direkt durch
kovariante Ausfithrung der in (1) gegebenen zweiten Differentialquotienten.
Ausfithrlich geschrieben lauten die Ausdriicke fiir die Spannungskomponenten
durch die Spannungsfunktion y (vgl. Michell a.a. 0.), wenn wir noch
@y = hyi, @y, =hs setzen,

N ~ lay 1 8k 2y 1 ohlozp
» 1 Py 1 ohoy | 1 2hdy
5”"‘@5‘?@”“%% 58 T g 58 oy

¥) Die ersten Teile der Gleichungen (7) (oimse Bezugnahme auf die Spannungs-
f!mktmn) sind schon von Beltrami gegeben worden: Sull’ uso delle coordinate
carvilinee, Mem. dell’ Aec. di Bologna, Serie IV, t. VI, 8.401—448. 8. auch Ricoei,
8. 8. 0. 8. 21 (8. Anm. %), Delle Derivatione...}.
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Beilsnfig sei bemerkt, daf die durch die Gleichungen (6) gegebene
Daxstellung der Spannungskomponenten durch die kovarianten Ableitungen
einer bestimmten Funktion ¢ nur dann moglich ist, wenn das Kriimmungs-
mafl von (2) identisch verschwindet.

Abhnlich wie fiir den Fall kartesischer Koordinaten 148t sich auch fiir
beliebige Koordinaten &, # zeigen, daB = w(&, 9) im ganzen Gebiete
der Gleichung 4 4y = 0 geniigt, welche Gleichung in den Koordinaten &
und % zu schreiben ist.

3. Lisung der Spannungsanigabe fiir das elliptische Lech.

In einem wunendlich ausgedehnten Blech sei ein Loch in der Form
einer Ellipse vorhanden, deren Achsen wir mit x, y bezeichnen (Fig. 1).
Die Belastung sei im Unendlichen ein
einfacher Zug, der gegen die groBe Achse
’ unter dem Winkel u—}—% geneigt ist.
} NaturgemiB fithren wir elliptische Ko-
l ordinaten ein durch die komplexe Funk-
z tion:

/‘@( (10)  w iy = cCof(s +in),
f/m so dafB
\ {2=cBofZcosy,
)\'/ 1) i caosy
{ ¥ =c&iné&siny.

In diesem Falle ist

Fig. 1 hi=h, —= c—;(@oﬁ& ~~ 08 2%),
und die Gleichung 44y = 0 nimmf, wenn
Prx + g = Ay
gesetzt wird, die Form an:

4
et (Bof2& —c0s 29)°

—4(@in2s°53Y +ain2y 202 ) L 4 (G0f 26+ cos2y) A%y

11  Addy=

[(@0?2&' — cos 2 o) A* 4%y

Die gegebene Ellipse sei durch den Wert & =&, gekennzeichnet.
Wir denken wuns unter dem Winkel ¢ gegen die z-Achse die z’-Achse
eines neuen Systems (', y') gelegt, dann wird der angegebenen Belastung
der folgende Ansatz fiir die Spannungsfunktion im Unendlichen entsprechen:

Wﬂ%x"l: %(ZGOS“ -+ gsina)g,
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oder in den neuen Koordinaten £, 5 geschrieben (fiir &— o0)
(12) zpﬂ%cze"’g[l-&—eosQ(nMa)].

Im Unendlichen mufl sonach die Differenz der zweiten kovarianten
Ableitungen der gesuchten Funktion und der zweiten Ableitungen von (12)
gegen Null konvergieren.

Als weitere Grenzbedingungen sind ferner in Ubereinstimmung mit
der in der Vorbemerkung angegebenen Methode die folgenden anzusetzen,
da im Innern des elliptischen Loches keine Spannungen herrschen, dort
also die AuBere Belastungsfliche eine Ebene ist,

(13) y == konst. und g—'/i:() fiir &= £,°).

Was die gesuchte Losung betrifft, so ist von vornherein zu erwarten,

daB sie sich nur aus Funktionen von der Form

F (&)+ P,y(&)cos 2y + F,(&)sin2y
zusammensetzen wird, somit kommen nur die folgenden Potentiale
£, Gpj2fcos2y, Gin2écos2y, Goj2&sinly, &Sin2ésin2y
und die folgenden Bipotentiale
Coj2&+cos2y (~7?), &in2é, sin2y

in Betracht, wobel die zwel letzteren, wie man leicht bestitigt, die ein-
zigen Lobsungen von (11) sind, die nur von je einer der beiden Verinder-
lichen ¢ und 4 abhéngen und nicht zugleich auch eigentliche Potentiale sind.

Die durch (12) und (13) gegebenen Grenzbedingungen fithren un-

mittelbar auf die folgende Form von w:
(14) yp= %—2{@{1{ 2& — cos 2ee* ™ — 2(E0f 2, + cos 2a) &
+[Bof2(& — &) —1]e**cos 2 (y — a)}.
Von besonderem Interesse ist nun die GroBe der sogenannten Tan-

gentialspannung lings des elliptischen Loches, die sich nach (9) fiir & = &,
n folgender Gestalt ergibt®):

o @in?fo—coSQchgg“—ke'os‘Z(n—oc)
<15) m=pr Gof 25, — cos 27 :

%) Nach den iiblichen Methoden wire noch der Eindeutigkeitsbeweis zu er-
bringen, doch glauben wir dies hier Gibergehen zu kénnen.

) Die von G. Kolosoff in seiner Arbeit: Uber einige Eigenschaften des
ebenen Problems der Elastizititstheorie [Z. f. Math, 62 (1904), S. 884—409], 8. 404
anf schwer kontrollierbsrem Wege fiir den Sonderfall @ =0 gefundene Formel stimms
mit Gl (15) nicht fiberein und diirfte wnrichtig sein.
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Wie man leicht nachrechnet, treten die gréften Werte von 7y nur
fiir «=1% in den Endpunkten der grofien Achsen der betreffenden Ellipsen
anf, fiir andere Werte von « liegen die Maxima nicht mehr in diesen
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Fig. 2.
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Punkten. In Fig. 2 sind die Werte von #7 in den Endpunkten der Achsen
der Ellipsen aufgetragen, und zwar fiir verschiedene Werte des Winkels «.

Aus dieser Figur ist ersichtlieh, da8 sich die grofien

85 R
x

Fig. 3.

Ellipsen wie Kreise
verhalten, die Span-
nung an den End-
punkten ihrer grofien
Achsen ist (wie beim
kreisférmigen Loch,
s. w.) 3p, an den
Endpunkten der klei-
nen Achsen — p.
Mit  zunehmender
Schlankheit der El-
lipsen nehmen diese
Werte an den End-
punkten der grofien
Achsen fortgesetzt
itber alle Grenzen zu.

In Fig.8 ist dieSpannungsverteilung lings des Umfanges derEllipse £,= 0,5
fiir verschiedene Werte des Winkels ¢ als Funktion der Abszissen aufgetragen.
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Fiir £,=0 erhalten wir den
Fall des unendlich schmalen
Schlitzes, fiir den iiberdies in
Fig. 4 die Spannungsverteilung
langs des Randes fiir mehrere
Werte von « noch besonders 0
hera;sgdezeié:hi;;t ist.( Imoii‘.nd- . ——— / ;.
punkt des Schlitzes {n = 0) er- 5%
gibt sich, was vorauszusehen ist, _. / ——— o
fir alle Werte von a:%5 =oc
auer fiir ¢ = 90% d. h. wenn
der Schlitz parallel zur Zug-
richtung ist, fiar welchen Fall
7y ==p folgt. Fir «=0 ist
7H= —1, nur an den End-
punkten folgt %9 = cc. Fig. 4.

4

4, Allseitiger Zug.

Denken wir uns zwei Spannungszustinde iibereinandergelagert, die
den Werten der Funktion y nach (14) fir ¢ und ¢ —{~~;t— entsprechen, so
erhilt die Spannungsfunktion, die jetzt mit y, bezeichnet werde im Un-
endlichen den Wert

Yy —> »2227’2, d. h. Yy — %: 825.
Die Addition der betreffenden Werte von v liefert unmittelbar den ein-
fachen Ausdruck

I3 .2 o~ r 5
(16) v, = 2 {@in2f — 2 €oj24,-£},

also unabhingig von y, wihrend die Spannungskomponenten selbst wieder
durch die Gleichungen (9) gegeben sind und von # abhiingig bleiben.

5. Ubergang zum kreistormigen Loch.

Um aus (14) die analoge Form ven w fiir den Fall des kreisférmigen
Loches vom Halbmesser ¢ zu erhalten, ist es erforderlich, den Grenz-
ibergang fiir ¢~ 0 auszufithren und dabei & —co werden zu lassen, so
daB gleichzeitig die folgenden Bedingungen erfiillt sind

lime® G 2£ = lime?Bof 2 = 27°
und ebenso
lime? Gin 2&, = lim ¢® €of 2£, = 2a%;
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bei diesem Grenziibergang wird 5 — ¢, s0 dall » und ¢ Polarkoordinaten
darstellen und
£— 2logr,
ferner folgt
et et8 m 20280 028 1 o%h

e [Cof2(5 — &) — 1]€% =5
und dies wird in der Grenze

p(rf—a®)’.

3

H
[+ 62§

also folgt aus (14) der bekannte Ausdruck fiir den Fall des kreisférmigen
Loches

@ e s Y gy )

(Eingegangen am 6. Juli 1920).



