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9. Ueber die 0 b erflachenspannung ; 
v o n  H. H u I s h o f .  

Der Zweck dieser Abhandlung ist zu zeigen, dass man 
aus den Annahmen, worauf die Zustandsgleichung sich stiitzt, 
in der Supposition von continuirlicher Dichtigkeitsanderung in 
der capillaren Schicht, zum Schluss kommen kann, dass eine 
Oberflachenspannung existirt. Die Grosse dieser Oberflachen- 
spannung wird fur die Oberflachenenergie einen Wert liefern, 
welcher ganz derselbe ist als der von der thermodynamischen 
Theorie von J. D. van  d e r  W a a l s  gefundene, namlich die 
Molecularconstante 6. l )  

Wir wollen uns eine Fliissigkeit denken , iiber welcher 
sich gesattigter Dampf befindet. Die Oberflachenschicht sei 
horizontal , wiewohl wir aussere Krafte wie zum Beispiel die 
Schwerkraft ausschliessen. Den Uebergang der Fliissigkeits- 
phase zu der Dampfphase nehmen wir continuirlich an. Die 
Voraussetzung von continuirlicher Dichtigkeitsanderung bringt 
mit sich, dass in der capillaren Schicht alle Dichtigkeiten 
zwischen der Dichtigkeit der Fliissigkeit und des gesattigten 
Dampfes anwesend sind. Doch darf man daraus nicht, schliessen, 
dass die Zustande, durch die Isotherme vorgestellt, in der 
capillaren Schicht auftreten werden. Denn die Zustande, durch 
die verschiedenen Punkte der Isotherme vorgestellt, setzen be- 
stimmt homogene Zerteilung der Materie voraus. Nur die 
Grossen , welche durch die Geschwindigkeit der molecularen 
Bewegung und durch die Dichte bestimmt sind, werden in 
der Uebergangsschicht denselben Wert haben als bei homo- 
gener Stoffzerteilung. Ebenso wie dies mit mit der Entropie 
der Fall ist (J. D. van  d e r  W a a l s ) ,  wird auch der thermische 
Druck (19) nur abhangig sein von der Dichte (Q) und von der 
Temperatur (t). 

1) J. D. van  d e r  Waals ,  Zeitschr. f. Physik. Chem. 13. p. 657 bis 
725. 1894. 
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Der thermische Druck ist die Summe des Moleculardrucks 
und des ausseren Drucks ( p ) .  Wenn wir als Isotherme nehmen 
nicht die Linie p = f ,  (0, t,), sondern 6 = f ,  (v, t l) ,  worin 
v = 1 /e, werden wir also sagen konnen, dass in diesem Falle 
die Zustande, vorgestellt durch die Punkte der Isotherme 
zwischen dem homogenen Fliissigkeits- und Dampfvolumen in 
der Uebergangsschicht anwesend sind. 

Der Moleculardruck ist die d i r  ec t e  Folge der Attraction 
der Teilchen und sol1 also in einem Punkte bestimmt werden 
aus dem Zustande der Urngebung. Wenn die moleculare 
Wirkung sich nur ausdehnt zu Entfernungen, welche so klein 

sind als gewohnlich angenommen 
wird, llsst sich dies sofort er- 
kliiren; aber auch wenn die At- 
tractionssphare grosser sein sollte, 
lasst sich eine moleculare Wir- 
kung denken, welche diese Voraus- 
setzung rechtfertigt. Man definire 
den Moleculardruck pro Flachen- 
element d o  als die Kraft, mit der 

aller Stoff, an der einen Scite der platten Flache, worin d o  lieyt, 
die stoffliche Saule, welche d o  t u r  Grundflache hat, an der 
anderen Seite der Flache liegend und senkrecht daruuf ruhend, 
anzieht in der Richtung senkrecht auf dieser Flache. 

In  homogenen Phasen liefert diese Definition des Mole- 
culardrucks vollkommen den gleichen Wert als die Definition, 
welche denselben an den Grenzen berechnet. Wenn die Stoff- 
zerteilung nicht hamogen ist, wird der Moleculardruck in ver- 
schiedenen Richtungen. verschiedene WBrte haben. Der That- 
sache, dass in der Uebergangsschicht der Moleculardruck in der 
Richtung des Fliissigkeitsspieyels einen anderen Wkrt hahen wird 
als in der Richtung senkrecht auf dem Fliissigkeitsspiegel, wird 
das Porhandensein der Ober~achenspannung zugeschrieben werden 
miissen. 

Zur Berechnung der Grosse des Moleculardrucks werden 
wir die moleculare Structur ausser Acht lassen und uns den Stoff 
continuirlich uber den von demselben eingenommenen Raum 
verteilt denken. Wir folgen dabei vorlaufig den Weg, den in 
der thermodynamischen Theorie van  de r  W a a l s  betritt zur 

Fig. 1. 
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Berechnung der potentiellen Energie. Wir bestimmen zuerst 
die Attraction, welche eine fiache Schicht mit einer Dicke d u  
und mit einer constanten Dichte g ausuben wird auf die 
Masseneinheit, in einer Entfernung u von dieser Schicht. Wir 
schneiden zu dem Ende aus der flachen Schicht einen Ring 
und zwar so, dass der Mittelpunkt dieses Ringes zusammen- 
fallt mit dem Fusspunkt der Senkrechte, aus dem Punkte, wo 
die Masseneinheit concentrirt ist, auf die flache Schicht nieder- 
gelassen. Der Radius dieses Ringes sei t und der Inhalt 
2 n t d t d u ,  dann wird der Component der Attraction in der 
Richtung senkrecht auf der flachen Schicht sein 

y 2 n t d t d u :  @(r) .  

wenn g die constaute Dichtigkeit in der Schicht, r die Ent- 
fernung unserer Masseneinheit von den Teilen des Ringes und 
@ (r) die Kraft ist, mit welcher zwei Masseneinheiten in einer 
Entfernung r sich anziehen. 

Durch die ganze Schicht wird also eine Attraction aus- 
geubt: 

t =  tl) 

Q 2 n t d t d u  r @ ( r ) .  
t = o  

Bei Integration nach t, wahrend u constant bleibt, gilt, da 
?.z = u2 + t2, dass 2 r dr = 2 t d t und die Attraction kann des- 
lialb auch dargestellt werden durch 

r =  w 

1’ = 11 

Wir setzen d i ( r )  = - @ ( r )  d r ,  und nehmen hierbei an, 
dass <(m) = 0, und also geht unser Ausdruck fur die Attrac- 
tion uber in 

p 2 TZ u 5 (u )  d 11. 

Wir setzen nun 2 TC u 5 (u) d u = - d q’ (it),  sodass 
W 

vt (71)  = s 2  n u c(u)  d u: 

worin wieder fur Werte von u, grosser als die Wirkungssphare 
q(u )  sowohl als <(u) Null wird. 

1L 
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Die Attraction durch die ganze flache Schicht, mit der 
Dicke d u ,  ausgeiibt auf die Masseneinheit in der Richtung 
senkrecht auf der Schicht wird deshalb 

- Q d q , ( u ) *  

Hieraus geht hervor , dam (u) vorstellt die normale 
Componente der Attraction, ausgeiibt auf die Masseneinheit 
durch alle Schichten, welche weiter als u von dieser Einheit 
entfernt sind, wenn in allen Schichten die Dichtigkeit die 
Dichtigkeitseinheit ist. 

Denken wir uns jetzt eine, durch eine platte Flache be- 
grenzte, Flussigkeitsmasse, deren Dichte Q uberall, also auch 
in der Grenzschicht, constant ist, und berechnen wir jetzt die 

Kraft, mit welcher eine unendliclr 
dunne Saule zur Dicke d o ,  die 
wir senkrecht auf der Oberflache 
mit dem Fliissigkeitsspiegel zur 
abgrenzenden Flache aus der 
Flussigkeitsmasse herausgeschnit- 
ten denken, nach innen gezogen 

wird. Wir nehmen aus dieser Saule ein Stuck, zur Dicke d u ,  
in einer Entfernung u von der Oberflache. Diese Masse p d o  d u 
erleidet nur als Resultante der verschiedenen Anziehungen eine 
Attraction senkrecht auf der Oberflache infolge der Anwesen- 
heit der Schichten, welche weiter als 2 u von dem Fliisuig- 
keitsspiegel entfernt sind. Die Kraft, womit dieser Teil der’ 
Saule nach innen gezogen wird, ist mithin 

@ d o V ( u ) d u  

und die Kraft, womit die ganze Saule nach innen gezogen 
wird, ist 

do 

Fig. 2. 

ca 

1) Dieses bestimmte Integral 
OD 

j-v (4 d 24 

0 

ist die Grosse K von Laplace fiir eine Dichtigkeit gleich der Einheit. 
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Wenn wir nun aber die Saule nicht nehmen in der 
Fliissigkeitsmasse, sondern ruhend senkrecht auf dem Fliissig- 
keitsspiegel (Fig. l), dann werden wir fur die Attraction, 
welche die Saule von der Flussigkeit erleiden wurde, einen 
Wert finden, ebenso gross als wenn die Saule aus der Fliissig- 
keit herausgeschnitten ware. Schneiden wir doch in einer 
Entfernung u ,  iiber dem ,Flussigkeitsspiegel, zur Dicke d u, 
ein Stuck aus dieser Saule, mit einer Masse g d o d u ,  dann 
wird dieser Teil der Saule eine Attraction 

,p2 d o  (u) d u  

erleiden und die ganze Saule also eine Attraction 

p2 d o  7 (u) dw. 
0 

In  homogenen Phasen iuerllm die beiden Befinitionen des 
Moleculardrucks also f u r  die Grcsse desselben denselben Wert 
liefern. 

Wir nehmen an, dass der Uebergang des gesattigten Dampf- 
zustandes zum fliissigen Zustande continuirlich sei. Wir nehmen 
eine flache horizontale Qrenzschicht und beabsichtigen, in 
einem Punkte der capillaren Schicht den Moleculardruck zu 
bestimmen und zwar in zwei Richtungen: 

1. in der Richtung senkrecht auf der Oberfiache der Riissigkeit, 
2 .  in der Riclitung der Pliissiykeitsoberflache. 

Fig. 3. 

a) Bei der Bestimmung des Moleculardruckes in A in der 
Richtung Qeakrecht zur Oberflache denken wir uns eine Flache 
durch A, parallel mit der Oberflliche; ferner in A eine Saule, 
von der Dicke d 0 ,  senkrecht auf der durch A gehenden Flache. 
Der Moleculardruck, den wir suchen, ist also fur die Flache d o  
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die Kraft , womit alle Flussigkeitsteilchen unter A, die Saule, 
in soweit dieselbe auf der durch A gehenden Flache ruht, an- 
ziehen in der Richtung senkrecht auf dieser Flache. Die Kraft, 
mit welcher die Schicht von der Dicke d u ,  parallel mit der 
Grenzilache, in einer Entfernung u unter A, die Masseneinheit 
in 8, welche h, Centimeter uber A gelegen ist, anzieht, ist: 

- d1p(u + 4, 
in der Voraussetzung, dass die betrachtete Schicht die Einheit 
der Dichtigkeit hat. 

Die Dichtigkeit in einer Schicht parallel mit der Ober- 
flache der Fliissigkeit ist uberall die namliche. Wir geben 
also die Dichtigkeit in einem Punkte als eine Function der 
Entfernung dieses Punktes zu der durch A gebrachten Flache. 
Nennen wir die Normale h lxnd rechnen wir die positive Seite, 
gerichtet nach der Seite der Dampfphase, so wird die Dichtig- 
keit in der betrachteten Schicht zur Dicke d u  sein: 

us ds 
p - u L c  + __ - etc., d h  1 . 2  d h e  

worin q, d p / d h ,  d 2 g l d h a  die Werte haben, welche diese 
Grossen im Punkte A haben. Die weiteren Glieder werden 
wir vernachlassigen. 

Fu r  alle Schichten unter der Flache durch A wird also 
die Attraction sein: 

u = o  

Denken wir uns nun in S nicht die Masseneinheit, sondern 
nehmen wir hier ein Volumenelement zur Dicke d h ,  und der 
Einfachheit wegen mit einem Durchschnitt von 1 om2, statt 
des Durchschnittes do ,  so kann, da die Dichtigkeit in diesem 
Volumenelement 

d e  d'e 18:: 
d h  d h 2  1 . 2  Q + - - -h  + __-- + etc. 

ist, die zu berechnende Attraction dargestellt werden durch: 
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0 u = o  

u = x  
n 

u = o  

U = m  

1L = 0 

?L = m 

1L = 0 

Das integrirte Glied ist fur beide Grenzen Null; fur u = 0, 
ist y (u + h,) = 0.  da der Factor u alsdann Null ist ; fur u = 

U = O  
u = m  

+dhe d s e  s ? ( u  + h , ) u d u .  
u = o  

Das integrirte Glied ist abermals Null fur beide Grenzen. 
Das Integral wird also 

m u = m  

u = o  

(3') 
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m u = m  

0 1c = 0 

Wir nehmen w ( x )  d x = - d 7c (x ) ,  indem wir voraussetzen 

Der letzte Ausdruck wird 
diirfen, dass 7c (co) gleich Null, ebenso wie y (m) = 0 ist. 

m 

Das integrirte Glied ist fur beide Grenzen Null ; fur h, = 0, 
da der Factor h, alsdann Null ist; fur h, = 00 ist x ( h , )  =O. 

Der letzte Ausdruck wird also 
m 

I m u = m  

0 u = o  

m 

= - p % [ d h ,  [U TC (U + h,)]u'm ZL = 0 

0 

+ Q,,z d z e ~ d h l ~ ~ ( u  + h , ) d u .  
0 u = o  
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Das integrirte Glied ist fur beide Grenzen Null. 
Wir nehmen n (x )  d x  = - dX (x),  indem wir die Annahme 

Der letzte Ausdruck wird also 
machen, dass x (00) = 0. 

0 

,y (u + h,) ist gleich Null fur u = 00 und x (A,) fur u = 0, 
also wird der Ausdruck 

m 

Das integrirte Glied ist fur beide Grenzen Null, also wird 
der letzte Ausdruck 

m 

Das integrirte Glied ist fur beide Grenzen Null und der 
Ausdruck wird 

0 
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0 u = o  

m 1t = m 

= - ( $ ) y h l d h , J u , ( u  + h , ) d u  

= ( $ ) Y h ,  d h , J d n  (21 + h,) 

0 

Das integrirte Glied ist fur beide Grenzen Null und der 
Ausdruck wird 

m 

0 u = o  

Dieser Ausdruck ist von der Dimension 

[h: v (h,) d h, 
0 

und wird von uns vernachlassigt werden. 
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Dieser Ausdruck ist ebenfalls wie (3) (3') von einer solchen 

Fur den Moleculardruck in der Richtung senkrecht zur 
Dimension, dass wir ihn vernachlassigen kiinnen. 

Oberflache finden wir also 

0 0 

0 0 

oder 
m 

a g2 + ' o 2 J h i  d h P  y (h,) d h, - ($yf>& 7p (h,)  d h, . 

Die Glieder, die sich gegenseitig aufheben, sind die, welche 
das Zeichen andern, wenn wir  die Richtung, in welcher wir h 
rechnen, umkehren. 

Wir setzen 

0 0 

J' m 

[ h ,  jh,) d h, = c1 und h: q.~ (h , )  d h, = ca. 
0 0 

Fur den Wert des Moleculardruckes in der Richtung senk- 
recht zur Oberflache finden wir also 
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Vermehren wir diesen Moleculardruck mit dem ausseren 
Druck p ,  , dann diirfen wir die Summe gleichstellen mit p + a g2, 
wenn p den Druck darstellt, der zu einem Zustande in homo- 
gener Phase der Dichtigkeit g gehort. 

Dieses Verhaltnis ist dasselbe, welches van  de r  Waa l s  
in seiner ,,Thermodynamischen Theorie der Capillaritat" ab- 
geleitet hat. 

b) Berechnen wir jetzt den Moleculardruck in dernselben 
Punkte A, aber in der Richtung des Fliissigkeitsspiegels. Wir 
denken uns zu d e n  Ende eine Flache PQ durchh,  
zur Oberflache. In  A denken wir uns senkrecht 

senkrecht 
zu dieser 

I& 
Fig. 4. 

Flache eine Saule von der Dicke do'. Die Kraft, womit diese 
Saule angezogen wird in der Richtung senkrecht zur Flache 
von allem Stoff, der an der anderen Seite der Flache liegt, 
ist der zu berechnende Moleculardruck. Der Stoff in der Saule 
hat uberall dieselbe Dichte. 

Die Masseneinheit in S wirkt auf die Masseneinheit in c 
mit einer Kraft @(r) ,  wenn r die Entfernung S c  vorstellt. Die 
Componente dieser Kraft in der Richtuug senkrecht auf PQ 
ist @ (r) cos c 88 oder, wenn wir die Richtung a b z nennen, 
@ ( ~ ) ( d r / d z ) .  Die materielle Linie a b ,  der Dicke d o ,  mit 
einer Dichtigkeit , welche uberall dieselbe, und zwar die 



Dichtigkeitseinheit 
die Componente in 

d 0.i W (r) 

r = m  

r = T, 

Ober flachenspan n ung. 1 7 7  

ist, wirkt also mit einer Kraft, von der 
der Richtung senkrecht auf PQ ist 

d r  
- d z  = d o  
d a  sm @ ( r ) d r  = d o < ( r , ) ,  

71 

wobei wir wieder annehmen, dass d c(r) = - @(r)  d r .  
Denken wir uns jetzt in der Flache PQ ein Polarcoordi- 

riatensystem mit A als Ursprung und einer Linie senkrecht 
auf der Zeichnnngsflache als feste Axe. Ein Flachenelement 
stellen wir vor durch y d y  d y .  Die Dichte in A sei e, dann 
ist in einem willkiirlichen Punkte dieser Flache die Dichte 

Das Glied ( d e / d h ) y  sin y macht, dass in einem Punkte 
in der Flache P Q  iiber A ebcnsoviel Stoff weniger anwesend 
ist als in A, als in einem anderen Punkte in der Flache PQ 
ebenso tief unter A mehr ist als in A.  

Waren also die Glieder 

allein da, so wiirde die Attraction, welche der Stoff rechts 
von PQ ausiibte auf die Masseneinheit in S, in der Richtung 
senkrecht auf P Q dieselbe sein, als bei gleichmassiger Dichte 
und also sein 

P v (4 * 
Dazu kommt jetzt 

y = c c  q = 2 z  
da J J' g<(r)$yZsi112spy d y  dg i ,  

y = o  q = o  n 

0 

also wird der Ausdruck 
y =  m 

y = o  

Wir wissen, dass r2 = y2 + u2 und also T d r = y d y ,  sodass 
das Integral ubergeht in 

hnnalen dor Physik. IV. Folgo. 4. 12 
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r =  m r =  w 

21 

Das integrirte Glied ist fur beide Grenzen Null. 
Wir finden also als Componente der Attraction in der Rich- 

tung senkrecht auf P Q  

gv(4 + Q,, dZP! Y (T )Td l  

U 

und fur die Attraction der ganzen Saule 

d 0 ’ s  p d u [ g ZF, (4 + Q 2-s. (r)  T d r ] = d 0’ eaJv (u) d u 

W 130 m 

0 u 0 
c o w  

- do’Q g S S d u J T  d m (r)  . 
o u  

Dieses letzte Glied wird 

0 0 2 1  
m 

m 
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Das integrirte Glied ist fur beide Grenzen Null, also geht 
unser Ausdruck uber in 

0 

Das erste Glied ist fur beide Grenzen Null und 
wird die Attraction, ausgeubt auf die ganze Saule, 

demnach 

W W 

d 0’ (ezJy (u) d u  + 9 Q d ha J u 2  11 (u) d u )  , 
0 0 

wofur wir also setzen durfen 

Der Moleculardruck im Punkte A in der Richtung senk- 
recht auf der capillaren Schicht ist also 

Wir finden folglich fur die Grosse des Moleculardruckes in 

a) In  der Richtung senkrecht auf der capillaren Schicht 
einem Punkte der Uebergangsschicht, wo die Dichte p ist: 

b) In  der Richtung der capillaren Schicht 

Wir kommen also zum Schlusse, dass in der capillaren 
Schicht dep Moleculardruck infolge der Attraction, welche die 
Teilchen aufeinander ausuben, in verschiedener ‘Richtung einen ver- 
schiedenen Wert hat. In dieser Thatsache muss die Erklarung 

12* 



180 H. Hulshof. 

der Existenz der Oberflachenspannung gesucht werden. Die 
Folge der Attraction wird also sein, dass in der Richtung des 
lilussigkeitsspiegels die Oberflache der Flussigkeit sich zu ver- 
kleinern streben wird mit einer Kraft, entsprechend der Bifferenz 
des Moleculurdruckes in der Richtung der capillaren Schicht und 
in der Richtung senkrecht darauf, also 

Die Kraft, welche die OberflBche zu verkleinern sucht, 
dieser moleculare Ueberdruck in der Richtuug der Grenzschicht, 
wird gerechnet pro Flacheneinheit, sodass wir fur die Ober- 
Aachenspannung finden : 

welches Integral uber die ganze' Dicke der capillaren Schicht 
genommen werden soll. 

Wenn wir auf die moleculare Structur und den Bewe- 
gungszustand der Teilchen achten, kiinnen wir uns die Existenz 
der OberflBchenspannung auch in anderer Weise vorstellen. 
Die kinetische Gastheorie fordert ja, dass die durchschnittliche 
kinetische Energie der progressiven Bewegung der Teilchen 
bei gleicher Temperatur constant ist und dass keine bevor- 
zugte Richtung fur die Bewegung besteht. Die Zustands- 
gleichung giebt uns das Verhaltnis 

R t  g =  -. 
V - 6  

In einem Punkte der Uebergangsschicht wird 19. (der 
thermische Druck , die Summe des Moleculardruckes- und des 
ausseren Druckes) einen Wert haben, welcher in allen Rich- 
tungen derselbe ist, was nicht fur den Moleculardruck gilt und 
also auch nicht fur dasjenige, was wir als ausseren Druck 
rechnen mussen. Bemnach wird die Attraction der Teilchen 
und der Bewegungszustand, worin sie sich befinden, zur Poke 
haben, dass in der capillaren Schicht ein solcher Zustand ein- 
tr ig  dass dasjenige,'was wir als Druck rechnen mussen, in ver- 
schiedenen Richtuiigen verschieden ist. Nennen wir den Druck 
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in der Richtnng senkrecht auf dem Fliissigkeitsspiegel p ,  , den 
in der Richtung parallel mit dem Flibssigkeitsspiegel p 2 ,  dann 
wird gelten miissen 

Zur .Berechnnng der Oberflachenspannung denke man sich 
senkrecht auf der capillaren Schicht, eine platte Flache, mit 
einer Dimension von 1 cm in der Richtung des Flussigkeits- 
spiegels, mit einer HGhe, der Dicke der capillaren Schicht ent- 
sprechend. Die Druckdifferenz p ,  - p ,  , integrirt uber diese 
Flache, wird den Wert der Oberflachenspannung geben. Die 
Arbeit, welche dazu niitig ist, die Oberflache um 1 cm2 zu 
vergrossern, kann durch den namlichen Ausdruck dargestellt 
werden : 

Die beiden Glieder dieses Integrales haben denselben Wert:l) 

Das integrirte Gliecl ist Null, da das Integral uber die 
ganze Dicke der capillaren Schicht ausgedehnt werden muss, 
und d g d h ebensowohl in der Fliissigkeits- als in der Dampf- 
phase Null ist. 

Deshalb 

oder 

Wir kommen also zur Folgerung, dass wirklich in der 
capillaren Schicht eine Spannung existirt, welche die Ober- 
flache zu verkleinern suchen wird, da die zweite Form, unter 
welcher wir den Ausdruck fur gebracht haben, positiv ist. 

1) van der W a a l s ,  Zeitschr. f. Phys. Chem. 13. 1894. 
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Diese Spannung herrscht ausschliesslich tn der Uebergangsschicht 
und wird h i  unveranderter Temperatur einen constanten Wert 
haben. Zu der Grosse dieser Spannung lie fern die verschie- 
denen Schichten ganz verschiedene Beitriige. Wir kounen den 
Wert desjenigen, was wir als Druck in der Richtung senk- 
recht auf der Oberflache und in der Richtung der capillaren 
Schicht zu betrachten haben, als Functionen von 1 / g ,  hin- 
sichtlich der theoretischen und empirischen Isothermen, durch 
eine graphische Darstellung leicht anniihernd darstellen. 

p ,  bedeutet den Druck in der Richtung senkrecht auf der 
capillaren Schicht, den Druck des gesattigten Dampfes; p ,  den 
Druck in der Richtung der capillaren Schicht; p den Druck, 
welcher zu einer homogenen Phase der Dichte e gehort. 

p 1  = const., 

0 
Wir wissen, dass 

Die Supposition eiiies continuirlichen Ueberganges des 
Dampfes zur Flussigkeit schliesst in sich, dass d2 g i d  h2 an der 
Flussigkeitsphase einen negativexi , an der Dampfphase einen 
positiven Wert hat. Da, wo d Z ~ / d h a  einen Wert gleich Null 
hat, ist d g / d h  maximal. Wo 

Pz = f ($) 
die theoretische Isotherme schneidet, ist 

F u r  das, zu diesem Schnittpunkt gehorende g,  wird also 
gelten 

PI - Pz 2 
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woraus hervorgeht, dass der Schnittpunkt mehr nach der 
Seite der grosseren Densitaten liegt als der Schnittpunkt 
der theoretischen und empirischen Isothermen. Da 

6, d2 4 
2 d h  p 2  - p = - -- @ 7 9 

so geht hervor, dass an der Seite der grosseren Densitaten 
die Linie 

P, = f ( f )  

oberhalb und an der Seite der kleineren Densitaten unterhalb 
der theoretischen Isotherme liegt, sodass, in Hinsicht auf den 
Schnittpunkt der empirischen und theoretischen Isothermen, 
der Schnittpunkt der Linie 

P2 = f (t) 
mit den empirischen Isothermen an der Seite der kleineren 
Densitaten liegt. Dieser letzte Schnittpunkt bildet die Grenze 
zwischen den Densitaten, welche die Oberflachenspannung ver- 
grossern und verkleinern. Die grosseren Densitaten liefern 
namlich positive Beitrage und die kleineren Bemitaten negative 
Beitrage f u r  die Oberfliichenspannung. In  den Schichten der 
kleineren Densitaten miissen wir den Druck in der Richtung 
der capillaren Schicht als grosser, in den Schichten mit grosserer 
Dichte als kleiner wie den Druck p ,  betrachten. Basjenige also, 
was als ausgedehnte Flussigkeit betrachtet werden kann, wird die 
OberfZichenspannung vergrossern, was als zusammengepresster 
Uampf betrachtet werden muss, wird sie verkleinern. I )  

Denken wir uns ein Flfissigkeitshautchen, das wir aus- 
recken wollen. Um die Oberflache des Hautchens mit der 
Oberflacheneinheit zu vergrossern ! haben wir eine Arbeit zu 
verrichten 

s (PI - Pz) d’L 

Wenn wir von einer Fliissigkeit die Oberflache vergrijssern, 
Nacli ziehen wir dabei keine Teilchen in die capillare Schicht. 

1) Das namliche schliesst van der Waals  fur die Oberfliichen- 
energie. 
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unserer Auffassung vom Wesen der Warme kann dies nicht 
der Fall  sein, sondern wird der Bewegungszustand, worin die 
Moleciile sich befinden, vernrsachen, dass sie sofort die Platze, 
welche ihnen eingeraumt werden , einnehmen , wahrend sie 
weiter die Vergrosserung der Oberflache unterstutzen werden, 
indem sie in der Richtung der Ausdehnung einen Druck 

ausuben. 
Wir  konnen dasjenige, was geschieht, bei der Vergrosserung 

cler Oberflache, z. B, beim Ausrecken eines Hautchens, das  
wir eine constante Temperatur behalten lassen, vergleichen 
mit demjenigen, was geschieht , wenn wir eine Flussigkeit, 
iiber welcher sich gesattigter Dampf befindet, in eine Um- 
gebung bringen, von der die Spannung grosser ist als die 
Spannung des gesattigten Dampfes. Denken wir uns in einem 
cylinderformigen Fass, das geschlossen ist mittels eines Saugers 
ohne Gewicht und ohne Reibung, eine E’liissigkeit, uber welcher 
sich Dampf befindet. Die Temperatur wird durch die Um- 
gebung, deren Druck immer derselbe ist und grosser als der 
des gesattigten Dampfes , constant gehalten. Der gesattigte 
Dampf wird zu seiner Fliissigkeit verdichtet werden, es ware 
denn, dass wir den Sauger festhielten. Die Haut der Flussig- 
keit wird sich zusammenziehen, es sei denn, dass wir dieses 
verhinderten. Heben wir den Sauger, so haben wir eine Arbeit 
zu verrichten, entsprechend dem Producte der Druckdifferenz 
der Umgebung und des gesattigten Dampfes und der Volumen- 
vergrosserung des cylinderformigen Raumes; die Fliissigkeit 
wird zum Teil verdunsten auf Kosten von der Warme der 
Umgebung; der Druck des gesattigten Dampfes wird mitwirken 
zur Volumenvergrosserung des Cylinders. So, haben wir auch 
beim Ausrecken eines Hautchens eine Arbeit zu verrichten, 
entsprechend dem Producte der Druckdifferenz des gesattigten 
Dampfes und was wir in den verschiedenen Punkten der ca- 
pillaren Schicht in der Richtung der Brenzschicht (d. h. in 
der Richtung der Ausreckung) als Druck in Rschnung bringen 
mussen und des Raumes in der Richtung des Ausreckens 
durchlaufen; das Fluidum wird zum Teile zu anderen Den- 
sitaten ubergeben auf Kosten der Warme der Umgebung. 
Was wir als Druck in der Richtung der capillaren Schicht 

s P, dh 
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zu betrachten haben, wird zur Ausreckung mitwirken (dieser 
Druck kann naturlich auch negative Werte haben) gleichfalls 
auf Kosten der Warme der Umgebung. Wir haben in beiden 
Fallen eine bestimirite Quantitat mechanischer Arbeit zu verrichten, 
welche fur das Zustandekommen dei. Zustaarl'sverar~derungen un- 
erlasslich ist. Burch Warmezufuhr allein Aonnen wir diese Zu- 
standsanderunqen nicht zustande bringen. 

Die besondere Energie, welche wir  durch Warmezufuhr 
in diesem Falle nicht haben geben konnen, ist die Arbeit, 
welche wir beim Ausrecken des Hautchens verrichtet haben. 
Diese Arbeit hat einen Wert, welcher vom P2rlauf der Zustands- 
anderungen in det. capillaren Schicht nicht abhangt. Es ist 
nun leicht ersichtlich, weshalb wir diese Energie durch Warme- 
zufuhr allein nicht geben konnen und dass diese Energie dem 
Betrag entsprechen muss, zcomit das thermodynamische Potential 
in der Uebergangsschicht 

- TI17 + P, v, 
berechnet iiber eine Saule, mit einem Durchschnitt con 1 cma 
und mit einer Hofie von der Dicke der capillaren Schicht, das 
thermodynamische Potential der gleich grossen homogenen Massen 
der Flussigkeits- oder Bampfphase iibertrifft.') 

So hat also die Weise, in welcher wir den Moleculardruck 
definirt haben, uns in den Stand gesetzt, niit Hulfe der Zn- 
standsgleichung von v a n  d e r  W a a l s  zu zeigen: 

a) dass wirklich eine Oberflachenspannung besteht, 
b) dass die Grosse der Oberflachenspannung zu einem 

Wert fur die capillare Energie fuhrt, welcher vollkommen 
derselbe ist als der , welchen die thermodynamische Theorie 
dafiir angiebt. Dieses gilt auch ausserhalb der Grenzen, welche 
wir uns gesetzt haben, wenn wir also die Ausdrucke 

Spq iu) u3 du, w (u) u 4  du etc. 
0 J 0 

nicht vernachlassigt hatten, 
c) dass die Grosse der Oberflachenspannung nicht ab- 

hangt von den Zustandsanderuogen, welche in der capillaren 
Schicht eintreten konnen , sodass bei isothermischen Veran- 

1) H. H u l s h  of. Inaugural-Dissertation. 
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derungen der Oberflache also die Beschwerden, welche von 
der Thermodynamik gegen die Oberflachenspannungstheorie 
gewijhnlich angefiihrt werden, verschwinden konnen. 

Der Hauptinhalt des hier Mitgeteilten wurde schon namens 
des Verfassers von Prof. van  d e r  W a a l s  fur den Bericht der 
gewohnlichen Versammlung der naturphilosophischen Abteilung 
der Koninkl. Akad. van Wetensch. zu Amsterdam am 29. Jan. 
1900 angeboten und darin aufgenommen. Diese Erwahnung 
erachte ich hier fur erwiinscht, da eine geraume Zeit nach- 
her Mitteilungen iiber diesen Gegenstand gemacht worden 
sind von einem Autor, der meine Mitteilung an die Koninkl. 
Akad. van Wetensch. nicht erwahnt hat. 

Del f t ,  October 1900. 
(Eingegengen 30. October 1900.) 




