
Ueber die reellen Zfige algebraischer Curven. 

Von 

DAvm ~m~RT in K~nigsberg i. Pr. 

A. Ha rnack* )  hat bewiesen, dass die hnzahl der reellen Z~ige 
einer ebenen algebraischen Carve n ter Ordnung hSchstens gleich 

! (n--  1) (n--2) -~- 1 ist under hat zugleich ein Verfahren angegeben, 
2 

mittels~ dessen man in der That ebene Curven n ter Ordnung mit 

1 ( n -  1 ) ( n -  2 ) 2  r- 1 reelien Z~igen construiren kann. Da eine 
2 

solche Curve mit der Maximalzahl reeller Zfige keinenfalls einen Doppel- 
punkt besi~zt, so daft kein Zug der Carve sich selber oder einen an- 
deren Zug durchschneiden and die Curve besteh~ daher, wenn die 
Ordnung n gerade is~, nur aus paaren Zfigen. Ist die Ordnung n 
ungerade, so besitzt die Curve einen unpaaren Zug; die fibrigen Zfige 
sind s~i~nmtlich paar. 

Um die wesentlichen Eigenschaf~n eines paaren and eines anpaaren 
Zuges klar hervortreien zu lassen**), deuten wit .die tern~iren homo- 
genen Coordinaten xl, x2, x3 als Coordinaten eines Punktes im Raume, 
bezogen auf ein rechtwinkliges Coordinatensystem, so class jedem Punkte 
der urspr~inglichen Ebene eine durch den Anfangspunkt 0 gehende 
gerade Linie und jedem Zuge der ebenen Curve ein Kegel entspricht, 
dessen Spitze im Anfangspunk~e 0 liegt. Ein solcher Kegel theilt nun 
den Raum entweder in zwei oder in drei Gebiete. Im e r s l e r e n  Falle 
i s l e s  mSglich, eine jede dutch den Anfangspunkt 0 gehende Gerade 
dutch Drehung um 0 in jede andere dutch 0 gehende Gerade fiber- 
zufiihren, ohne den Kegel zu fiberschreiten d. h. ohne dass die Gerade 
inzwischen einmal mi~ einer Erzeugenden des Kegels zusammenf~ll~. 
Es wird dann der Kegel und der en~sprechende Curvenzug ein un- 
paarer genann~. Im z we i ten  Falle gehSren zwei Raumgebiete als 

") Mathematische Annalen Bd. 19; S. 189. 
**) VgL M 5bius,  Ueber die Gmndformen der L ~ e n  der driven Ordnung~ 

Ge~mmelte Werke, Bd. 2 und v. Staudt3 Geemetrie der Lage S. 81. 
8* 
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Scheitelr~ume zusammen, insofern alle geraden Linien, w.elche das 
eine erf~illen, nach ihrer Verl~ngerung in das andere Gebiet hinein- 
ragen. Der Kegel und der entsprechende Curvenzug heissen dann 
paar. Die beiden zusammengehSrigen Raumgebiete und das ent- 
sprechende .Gebiet der Ebene bilden das I n n e r e  des Kegels oder der 
Curve. Alle fibrigen darch 0 hindurchlaufenden Geraden erffillen das 
dritte Raumgebiet. Dieses und das entsprechende Gehiet der Ebene 
heiss~ alas ~iussere Gebiet. Zwei unpaare Z~ige schneiden sich in 
einer ungeraden Anzahl yon Punkten; zwei paare Zage, sowie ein 
unpaarer und ein paarer Zug schneiden sich in einer geraden Anzahl 
yon Punk~en. Jeder durch das Innere eines paaren Zuges gelegte 
unpaare Zug schneider den paaren Zug wenigstens in zwei Punkten. 

Durch die vorstehenden Betraehtungen ist das Innere und alas 
Aeussere eines paaren Curvenzuges in bestimm~er Weise unterschieden 
und wenn daher eine Curve mit mehreren Ztigen gegeben ist, so kSnnen 
wir f~ir jeden einzelnen paaren Zug angeben, welche Zfige ausserhalb 
oder innerhalb desselben liegen und welche denselben umschliessen. Was 
hierbei die verschiedenen MSglichkeiten anbetriff~, so erscheint es vor 
allem nStbig, die ~ussersten Vorkommnisse bei der Gruppirung der 
Zage in Betracht zu ziehen und wir untersuchen daher im Folgenden 
die Frage~ wie viele yon den Z/igen einer Curve mi~ der Maximalzahl 
reeller Z~ige hSchstens in einander eingeschachtelt sein kS nnen d. h. 
wie viele Zfige derart liegen kSnnen, dass der erste Zug vollsf~ndig 
im Inneren des zweiten, der zweiie im Inneren des dritten Zuges ver- 
l~uft u. s. f. 

Man erkenn~ leicht, class bei einer geraden Ordnung n h6chstens 

n 1 Ziige in der eben beschriebenen Weise eingeschachtelt sin& Denn 
2 

g~be es -~ eingeschachtelte Zfige, so nehme man auf einem der fibrigen 

Zfige einen beliebigen Punkt A an und verbinde diesen Punkt A mit 
einem Punkte des zu inners~ gelegenen Curvenzuges durch eine Gerade. 
Da die so gelegte Gerade den Zug, auf welchem A liegt,~und ausser- 

dem jeden der ~- eingeschachtelten Ziige mindestens in 2 Punkten trifle, 

so h~tte sie mit der Curve im Ganzen wenigstens n -~- 2 Punkte gemein, 
was unmSglich ist. 

Wenn wit die Existenz einer Curve der geraden Ordnung n mit 
der Maximalzahl reeller Zfige annehmen, yon denen in der That 

- -  1 auf die vorhin beschriebene Weise in einander eingesehachtelt 
2 

1 ( n ~ _ 4 n z r 6 )  Zfige Hegen, so ist leich~ ersichtlich, dass die fibrigen ~- 

s~mmtlieh unler einander ge~rennt verlaufen. Denn w~rde auch nut 
einer dieser Zfige einen anderen umschliessen, so h~i~e die Verbindungs- 
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linie eines Punkf~ des letzteren Zuges mit einem Punkte des zu inners~ 
gelegenen Zuges der Curve mindestens n ~ 2 Punkte gemein und 
dieser Fall ist unmSglich. Dagegen hinder~ nichts, dass die iibrigen 
1 ~- (n 2 - -  4 n q- 6) Ztige auf verschiedene Weise in den ringfSrmigen 

Gebie~en vertheil~ sind, welche durch die ,t 1 eingeschachtel~en 
2 

Ziige gebildet werden. 
Ist die Ordnung n ungerade ,- so besitzt die Curve einen unpaaren 

1 ( n -  3)2aare Ziige der Curve in einander Zug und es sind hi~chstens-~ 

1 eingeschachtelt. Denn g~ibe es -~ - (n -  1) eingeschachtelte Ziige, so 

nehme man auf einem der iibrigen Ziige einen belieb~en Punkt5 an 
und verbinde diesen Punkt mi~ einem Punkte des zu inners~ gelegenen 
Curvenzuges durch eine Gerade. Da die so gelegte Gerade ausserdem 
den unpaaren Zug der Curve wenigstens in einem Punkte schneiden 
muss, so hiitte sie mit der Curve im Ganzen wenigstens n -{- 2 Punkte 

1 gemein, was unmSglieh ist. Die tibrigen ~ (n 2 - -  4~ + 7) Ziige liegen 

wie vorhin untereinander ge~rennt. 
Wit wollen jetzt zeigen, dass Curven yon der in l~ede stehenden 

Art in der That existiren. Zu dem Zwecke nehmen wit an, es sei 
f ~  0 die Gleichung einer Curve yon der Ordnung ~ mit der Maximal- 
zahl reeller Ztige,.unter denen, jenachdem n gerade oder ungerade ist, die 

1 3) Ztige n~ 1 Ziige Z~, Z2, . .  ., Z,,__I beziehungsweise d i e - f f ( n -  

Z~ auf die verlangte Weise in einander'eingeschachtelt Z~, Z 2 , . . . ,  (~-~) 

sin& Ausserdem mSge es eine Ellipse /c---0 geben, welche entweder 
den ~ussersten Zug Z beziehungsweise Z 1 umschliesst oder 

n_.__ 1 

ganz im innersten Zuge Z 1 lieg~ oder allgemein den Zug Z, umsehliess~ 
uud zugleich im Innern des Zuges Z,~-I liegt, wobei v eine tier Zahlen 

1~ 2 , . . - ,  y - - 2  beziehungsweise eine der Zahlen 1, 2 , . - .~  (n- -5)  

1 (n2_4n_{_6) bedeutet. Diese Ellipse/z~-0 sclmeide einen der iibrigen~ 

1 beziehungsweise ~(n2--4n- ] -7)  Ziige in 2n Punkten.Al, A:, .... ~ A2n 

und zwar derar~, dass lefztere als Punkte tier Ellipse in tier niimliehen 
Reihe aufeinanderfolgen, wie wenn wir den Curvenzug durchlaufen. 
Wit nehmen nun auf der Ellipse zwischen zweien dieser Punkte, etwa 
zwischen A~ und A2 2n -{- 4 Ptmkte ~B~, ~ ,  . . .~  ~ B ~  beliebig an 
und verbinden B~ mi~ B~, B a mi~ ~ ,  . . . ,  B~+a mi~ .B~+~ dutch 
gerade Linien. Die linken Seiten der Gleichungen dieser geraden Linien 
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mul~ipliciren wir miteinander und bezeichnea das entstehende Product, 
welches eine ~erniire Form yon der n ~ 2 tea 0rdnung is~, mit g. Wird 
dana eine GrSsse ~ geniigend klein bes~immt, so ist bei geeigne~ ge- 
w~hltem Vorzeichen 

f k  --{-'d g --- O 

die Gleichung einer Curve der n -{ -2  t~. Ordnung~ welehe 

1 ( n - - l )  (n--2)  -t- 1 +  (2n--1)-~-  1 (n-~-l)n-~- 1 

d. h. die Maximalzahl yon Ziigen besitz~, unter denen in der Thai n__ 
2 

1 (n- -1)  Zfige in einander eingeschachtel~ sin& Dean beziehungsweise -~ 

jeder der eingeschachtelten Zfige Z~ Z2~ . . .  , Z ,  beziehungsweise 
2 

Zl~ Z 2 ~ . . . ,  Z 1 giebt zu einem nahebei gelegenen Zug der neuen (**-a) 

Curve Anlass. Wit bezeichnen die so entstehenden Ziige der neuen 
t �9 Z' beziehungsweise mit Z1, Z:', Z" Curve mi~ Zj', Z2' , . . ,  ,, . . . ,  . 

--2 -- 1 ~ (n.-3) 

Zugleich entsteht aus der Ellipse k ~ 0 ein besonderer Zug Z ,  welcher 
die Ellipse entweder aussen umschliesst oder sich derselben yon innen 
anschmiegt~ so dass die Ellipse entweder zwischen den Zfigen Z,' und 
Z" oder zwischen den Ziigen Z'  and Z~'+~ eingeschach~el~ is~. Die 
Ellipse k ~ 0 schneider einen der neu entstandenen Ztige in den 
2 n  -~- 4 Punkten ,BI~ B2~ . . . ,  ~ , - t 4  und zwar derar~; dass die Reihen- 
folge dieser Schnittpunkte auf der Ellipse und auf dem Curvenzuge 
die ns ist. Wir erkennen somit, dass die Ellipse k ~---0 gegen- 
fiber der neu g~bildeten Curve n--~-2 ter Ordnung genau die entsprechende 
Lage einnimmt~ wie gegeniiber der ursprfinglichen Curve n t~ Ordnung. 
Das beschriebene Verfahren isl daher yon neuem anwendbar und bei 
jedem weiteren Schritte gelangen wit zu einer neuen Curve von der 
verlang~en Beschaffenhei~, deren Ordnung um zwei Einheiten grSsser 
ist. Da fiir die niedrigsten Ordnungen die Exis~;enz der Curven yon 
der verlang~en Beschaffenheit leichl erkann~; wird, so folgt dieselbe 
allgemein. 

Dutch das angegebene Verfahren gelangen wir in den F~llen 
n ~ 6, n - - 7 ,  n ~ 8 zu folgenden Curven der in Rede stehenden 
Beschaffenheit. 

n ~ -6 .* )  1) Ein Zug Z,  innerhalb desselben ein einzelner Zug, 
ausserhalb des Zuges Z 9 unlereinander ge~enn~ liegende Ziige. 

�9 *) Diesen Fall ~-~ 6 babe ich einer weiteren eingehenden Untersuchung 
unterworfen, wobei i c h -  freilich auf einem ausserordentlich umst~ndlmhen 
Wege - -  fand, dass die 11 Zfige einer Curve 6 ter Ordnung keinesfalls s~mmtlich 
ausserhalb und yon einander ge~rennt verlaufen k{~nuen. Dieses Re sultat ~rsche/nt 
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2) Ein Zug Z, innerhalb desselben 9 getrennt ]iegende 
Z~ige, ausserhalb des Zuges Z ein einzelner Zug. 

~-7 .  1) Ein Zug Z, innerhalb desselben 2 ge~rennt liegende 
Ziige, ausserhalb des Zuges Z 12 getrennte paare Z~ge und e]n un- 
paarer Zug. 

2) Ein Zug Z, innerhalb desselben 12 ge~renn~e Zfig% 
ausserhalb des Zuges Z 2 paare Ziige und ein unpaarer Zug. 

3) Ein Zug Z~ innerhalb desselben 3 getrenn~e Zfige, 
ausserhalb des Zuges Z 11 paare Z~ige und ein unpaarer Zug. 

4) Ein Zug Z, innerhalb desselben 13 getrennte Zfige, 
ausserhalb des Zuges Z ein paarer und ein unpaarer Zug. 

n ~-8 .  1) Ein Zug ZI~ innerhalb desselben ein einzelner Zug, 
ausserhalb des Zuges Z1 2 getrenn~ liegende Zfi~e; diese beiden le~zteren 
Ztige sowie der Zug Z 1 werden gleichzei~ig umsch]ossen yon einem 
Zuge Z2~ ausserhalb des Zuges Z 2 17 ge~rennt liegende Ztige. 

2) Ein Zug Z1, innerhalb desselben 17 getrenn~e Ztige, 
ausserhalb des Zuges Z 1 2 getrenn~ liegende Zfige, die beiden le~z~eren 
Ztige, sowie der Zug Z~ werden umsehlossen yon einem Zuge Z2; ausser- 
halt) des Zuges Z 2 ein einzelner Zug. 

3) Eia Zug Z1, innerhalb desselben ein einzelner Zug~ 
ausserhalb des Zuges Z~ 14 getrennt liegende Ztige, diese letz~eren t4 
Zfige sowie der Zug Z~ werden umsehlossen yon einem Zuge Z~ ausser- 
halb des Zuges Z+ 5 getrenn~ Zilge. 

4) Ein Zug Z~, innerhalb desselben 5 getrennt liegende 
Ztige, ausserhalb des Zuges Z x 14 Ziige, diese 14 Zfige sowie der 
Zug Z~ werden zugleich umschlossen yon einem Zuge Z~, ausserha]b 
des Zuges Zz ein einzelner Zug. 

Die Frage nach der Maximalzahl der reellen Zfige gesta~e~ auch 
ffir die algebraischen Raumcurven eine vollst~ndige Erledigung. 

Wir un~ersuchen zun~hs~, aus wie vielen Zfigen eine irreducible 
Raumcurve ~tar Ordnung hSchstens bestehen kann. Ha lphen*)  und 
M. Noether**)  haben gezeigt~ dass eine irreducible nich~ ebene Curve 
nt~ Ordnung yore Maximalgeschlecht nothwendig auf einer Fl~che 

zwei~er Ordnung liege. Dieses Maximalgeschlecht ~ird 1 ( ~  _2 )~  

mir desshalb yon In~eresse, well es zeig~, dass f~ Curven mit der M~malzahl 
yon Ztigen der ~opologisch eint~chs~e Fall nicht immer mSg+lich ist. Zugleich 
iblgt aus dem erw~Lhnten Umst~nde, dass eine FiChe 4 ~r Ordnung mit 12 M~ateln 
nicht; existiren kann; vgI. die Preisschrif~ yon K. Rohn: ,Die Fl~chen 4 ~r Ord- 
nung hinsich~ich itn-er Knotenpunk~e und ihrer Gestaltung" S. 4"2, wo die Zahl 1+2 
als obere flrenze f~ir die Anzahl der Fl~chenm~utel angegebcn wird. 

*) Bull. de la Soc. Math. de France Bd. 2, S. 42. 
**) Zur Grundlegung der Theorie der algebraischen Raumcurven, Crelle's 

Journal Bd. 98, S. 293. 
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1 (n--  1) (~--  3), jenachdem die Ordnung n gerade beziehungsweise ~- 

oder ungerade ist. Es sei nun eine nich~ ebene Curve n ter Ordnung 
mi~ der Maximalzahl reeller Zfige gegeben; projiciren wir dieselbe yon 
irgend einem Punkte aus auf eine Ebene, so entsprieht einem jeden 
Zuge der Raumcurve ein Zug der ebenen Carve und das Geschlech~ der 
Raumcurve stimmt iiberein mit dem GeschJechte der ebenen Curve. Die 
Anzahl der ree]len Ztige einer jeden ebenen Curve ist, wie A. Ha t  n ack 
in der zu Anfang citirten Arbe[t ebenfalls bewiesen hat, hSchstens 
gleich demum Eins vermehrten Geschlechte der Curve und es ist 
daher die Zahl der Zfige der Projec~ionscurve und folglich auch die Zahl 

1 der Ziige tier ursprfinglichen Raumcurve hSchstens gleich ~ (n--2)2+ 1 
1 beziehungsweise ~-(n--1) (n- -3)  + 1, jenachdem n gerade oder un- 

gerade ist. Zugleich folgt, class eine jede nicht ebene Curve #~r Ord- 
1 1 (n_2)~ + 1 beziehungsweise ~- (n --1) (n - -  3) + 1 nung, welche genau-u 

Ztige besitzt, nothwendig auf einer Fliiche zweiter Ordnung liegen muss. 
Wit wollen nunmehr zeigen, das die eben gefundene obere Grenze 

ffir die Anzahl der Ziige auch wirklich erreicht wird. Zu dem Zwecke 
nehmen wir an, es sei eine Curve C~ yon der geraden Ordnung n als 
Schnitt eines einschaligen Hyperboloides H ~ - 0  und einer Fliiche 

F ~ - 0 ,  yon der Ordnung ~-gegeben .und diese Curve C~ babe die 

1 (~_2)2 + 1 yon reellen Zfigen. Ausserdem m5ge auf Maximalzahl ~- 

dem Byperboloide H ~--0 mittels der Ebene .E ~ - 0  eine Ellipse aus- 
geschnitten sein, welche einen yon den Ziigen der Curve C~ in n auf- 
einanderfolgenden Punkten A 1, A2, . . . ,  A~ schneideL Wir nehmen 
auf dieser Ellipse zwischen den Punkten A 1 und A S n + 2 Punkte 

1 ~ l , / ~ , ' '  ", ~,~-~ beliebig an und construiren -~(n+2) Ebenen, yon 

denen die erste dutch ~1 und ~2, die zweite durch ~a und ~ 4 , . . .  

1 2)te .B~_}_~ hindurchgeht; es soll keine und die ~ ( n +  dutch ~,~-1 und 

dieser Ebenen mit der Ebene ~ - - - 0  zusammenfallen. Das Product 
1 der linken Seiten der Gleichungen dieser ~(n+2) Ebenen ist eine 

1 quatern~re Form G yon der y ( n + 2 )  t~ Ordnung.. ~Wird dann eine 

GrSsse 6 gentigend klein bestimmt, so ist bei geeignet gews 
u 

1 2)re . die Gleiehung einer Fliiehe yon d e r ~  (n + Ordnung, welche aus 

dem I=lyperboloide H ~  0 eine Raumcurve C~.  tier n + 2 re" Ordnung mit 
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reellen Ziigen ausschneidet; denn bei jenem Veffahren enf~teh~ aus 
jedem Zuge yon C~ ein Zug der Curve C~+~ und die Ellipse zusammen 
mit dem in n Punkte~i geschnittenen Zuge yon Ca gieb~ zu ~ neuen 
Ziigen der Curve C~+~ Anlass. Die erhaltene Anzahl yon Ziigen is~ 
die Maximalzahl. Ausserdem schneider einer der n neu entstandenen 
Ziige die Ellipse /~ ~ 0 in den n + 2 aufeinanderfolgenden Punkbn 
/~l, B 2 ~ . . . , / ~ + ~ ,  so dass das eben auf 0~ angewandte Verfahren in 
entsprechender ]hreise auf die nea entstandene Curve Cn+~ anwendbar 
wird. Da ftir n ~ 2 jene Maximalzahl gleich Eins wird~ so kann ffir 
das eben beschriebene Verfahren eine beliebige Ellipse auf dem Hyper- 
boloide H ~  0 als Ausgang dienen und wir erkennen dunn dutch den 
Schluss yon n auf n + 2 allgemein fiir jede gerade Ordnung n die 

1 (n - -  2) 2 + 1 reellen Ztigen. Existenz yon Rahmcurven m i ~ -  

Um die entsprechende Thatsache ftir Curven yon der ungeraden 
Ord~ung n nachzuweisen, nehmen wir an, die Fliche ~' ~ 0 yon der 

1 (~ . ~  1)re a Ordnung schneide das einschalige ttyperboloid H ~ 0 in 
2 
einer H~ilfsgeraden L and in einer Curve n ter Ordnung C~, welche 

! (n --  1) ( n - -  3) + 1 Ztige besitz~. Ausserdem mSge auf dem Hyper- 
4 
boloide J~ ~ 0 mittelst der Ebene ~ ~--0 eine Ellipse ausgeschnitten 
sein, welche einen yon den Ztigen der Curve C~ in den n Punkten 
A 1, A 2 , . . . ,  A~ schneideL Die Punkte mSgen simmflich auf einem 
ganz im Endlichen sich erstreckenden Theile des Curvenzuges liegen 
und zwar sei beim Durchlaufen dieses endlichen Curventheiles die 
ReihenfoIge der Punkte genau die angegebene. Die Htilfsgerade L 
treffe die Ellipse im Punkte A und die Lage des Pu~uktes A auf der 
Ellipse sei derart, dass beim Durchlaufen der Ellipse der Reihe nach 
die Punkte A, AI, A 2 , . . . ,  A~ aufeinanderfolgen. Wir nehmen hun 
auf der Ellipse zwischen den Punkten A und A t n + 2 Punkte 
:BI, .B2, . . . ,  B~+2 beliebig an und constluiren eine Ebene, welche 
dutch die Gerade L und durch den Punkt B~ geh~ und hierauf noch 

�9 �9 

• 2 ( n +  1) Ebenen, yon denen die erste durch ~2 u~d ~ ,  die zw~ei~ 

1 1)t~ dutch ~4 und .B 5 und die ~ ( ~ +  dutch ~,+I und ~,+2 hindurch- 

gehk Das Product tier linken Seiten der Gleichungen dieser r  

Ebenen werde mit G bezeichnet. Bestimmen wit dann eine GrSsse 
gentigend klein, so ist bei geeigneter Wahl des Vorzeichens 
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1 die Gleichung einer Fl~ehe yon d e r - g ( n + 3 )  re" Ordnung, welche aus 
dem Hyperboloide H---~ 0 die Gerade/_, und iiberdies eine Raumcurve 
C,§ yon der n o r- 2 re" Ordnung mit ' 

1 1 
-~ (u - -1 )  (~- -  3) + 1 +. ( n - - l )  ~ - - u  ( n - - l )  + 1 

Ziigen d. h. mit der Maximalzahl yon Ztigen aussehneidet Ueberdies 
schneider einer dieser Ztige die Ellipse • ~ 0 in den n + 2 Punkten 
Bt, • 2 , - . . ,  ~-+~. Die lefzteren Punkte liegen wiederum si~mmtlich 
auf einem ganz im Endlichen sich erstreckenden Curvenstficke und 
wenn B1, B~ , ' . . . ,  B~+2 die t~.eihenfolge der Punkte beim Durchlaufen 
dieses endlichen Curvenstiickes angiebt, so herrseht auf der Ellipse 
die Reihenfolge A, B1, ~2, �9 -. ,  ~ + 2 .  Das eben auf C~ angewandte 
Verfahren wird daher in entspreehender Weise auf die neu entstandene 
Curve C~+~ anwendbar. Da fiir n ~ -1  jene Maximalzahl gleieh Eins 
wird, so kann ftir das eben besehriebene Verfahren eine beliebige 
Gerade des Hyperboloides H-----0 als Ausgang dienen und wenn wit 
dann irgend eine Gerade aus der anderen Schaar der Erzeugenden 
des Hyperboloides als H~ilfslinie I hinzunehmen, so folgt durch den 
Schluss yon n auf n + 2 allgemein, dass es Raumcurven von der un- 

I ( n -  1) (~ - -  3) + 1 Ztigen giebt. Wit geraden Ordnung n mit T 

spreehen daher den Satz aus: 
Die Zahl der redlen Ziige einer irreduciblen l~aumcurve n t~ Or& 

1 ( n - l )  ( n - 3 )  1 (n_2)2 + 1 beziehungsweise hung ist h6chstens -i 

jenachdem die Ordnung n gerade oder ungerade ist und es giebt in beiden 
:Fgllen lgaumcurven, welche wirklich aus so vielen Ziige~ gebaTdet sin& 

Wir untersuehen nunmehr Lage und Gestalt der Raumcurven mit 
der Maximalzahl reeller Ziige. Da nach den obigen Ausffihrungen 
diese Curven auf einer Fliiche zweiter Ordnung liegen, so ist es nieht 
mSglieh, dass ein Zug derselben sieh in einen der iibrigen Ziige hinein- 
sehlingt. Die Ziige der Raumcurve liegen vielmehr sitmmtlich getrenni 
im Raume derart, dass jeder Zug dutch stetige Aenderung auf einen 
Punkt zusammengezogen werden kann, ohne dass er wiihrenddessen 
einen der anderan Ztige durehschneidet. Doch is~ dami~ sehr wohl 
vertrgglich, dass eiuer der Curvenztige auf der Fli~che zweiter Ordnung 
einen der anderen Ziige umschliesst und es sind sogar im allgemeinen 
ftir die ngmliehe Curvenordnung n verschiedene Gru/)pirungen der 
Ztige aaf der Fl~che zwei~er Ordnung mSglich. 

Wit sehen ferner leicht ein, dass eine Raumcurve mit der Maximal- 
zahI reeller Zfige keinen wirklichen Doppelptmk~ besitzen darf. Wenn 
wit nKmlieh das Gegentheil annehmen und dann ausserhalb der Raum- 
curve auf der die Raumeurve ~ragenden F1Kehe zwei~er Ordnung einen 
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Punkt P so bes~immen, dass keine der beiden in diesem PunkCe P 
sigh schneidehden Geraden der Fliiche den Doppelpunkt der Curve 
trifft, so liefert die Projection der Raumcurve yon diesem Punk~e aus 
eine ebene Curve yon der n ten Ordnung, welche einen gewShnliGhen 
Doppelpunkt und ausserdem einen nl-fachen und einen n2-fachen 
Punkt besitzt, wobei n,-{-n~--~ n is~. Das Geschlecht der ebenen 

I (n_2)2 beziehungsweise -~(n--1)(n--3). Curve w~re folglich kleiner als 

Da aber die Zahl der Z~ige einer Curve h~ehstens um eine Einheit 
grSsser sein kann als ihr Geschlech~, so kSnnte die ebene Curve hier- 

1 1 nach hSehstens ~- (n m 2)2 beziehungsweise ~- (n - -  1) (n - -  3) Zfige 

haben und das N~imliche w~re daher auch ftir die Raumcurve der Fal l  
Dieser Ums~aud widersprich~ unserer Annahme, zufolge deter die 
Raumcurve die Maximalzahl reeller Z~ige besitzt. Die Betrach~ung 
lehr~ zugleich die Werthe der Zahlen nl und n 2 erkennen. Denn da 
die dutch Projection entstandene ebene Curve no~hwendig das Geschlecht 

_ 1 ( n -  1) ( n -  3) besitz~, so ergeben 1 ( ~ _  2) 2 beziehungsweise -~ 
4 

n beziehungsweise n 1 1 (n _I_ 1) sigh die Werthe ~l - -  -~, n~ ---~ ~ -~- ~ , 
1 ~2-~'-~-(n ~ 1), jenaehdem die Ordnung n gerade oder ungerade ist. 

Die vorhin construir~en Raumcurven mi~ tier Maximalzahl reeUer 
Ziige besitzen, wie man sieht, keinen oder einen einzigea unpaaren 
Zug, jenachdem ihre Ordnung n gerade oder ungerade ist. Es en~- 
steh~ so die wei~ere Frage, ob ~ ebenso wie ffir ebene Curven 
die Forderung der Maximalzahl reeller Ziige das Auftreten m e h r e r e r  
unpaarer Ztige ausschliess~ oder ob ausser den vorhin eonstruh'~en 
Raumcurven noch andere Arten yon Raumcurven mit der Maximalzahl 
yon Ziigen vorhanden sind. 

Urn zun~chst eine obere Grenze ftir die AnzahI der unpaaren Zfige 
einer Raumcurve n t~ Ordnung mi~ der Maximalzahl reeller Ziige zu 
bestimmen, projiciren wir wie vorhin die Raumcurve yon einem 
Punkte P d e r  quadratischen Fl[iche auf eine Ebene; der Punk~ P soll 
nich~ auf der Raumcurve selbst liegen. Die entstandene ebene Curve 

1 (~ _~. 1)-fachen und ~t~ Ordnung besitz~ zwei ~-fache oder einea 

(~ ~ 1)-fachen Punk~, jenachdem n gerade *oder ungerade einen ~- 

ist. Wit bezeictmen diese beiden Punkte mit A und ~.  Auss~r diesen 
beiden Singulari~en besitz~ die ebene Curve - -  wie vorhin gezeig~ 
worden is~ - -  keinen mehrfachen Punk~. Jedem unpaaren Zuge der 
Raumcurve en~sprich~ auch ein unpaarer Zug der ebenen Curve und 
umgekehr~. Denn wenn wit dutch den Projec~ionsmi~,~lpunk~ 2 eine 
Ebene ]egen und wenn d~ese Ebene einen Zug der Raumcurve in einer 
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ungeraden Zahl yon Punkten schneider, so triff~ die dureh die Ebene 
bes~imm~e Gerade den entsprechenden Zug der ebenen Curve in der 
n~imlichen ungeraden Anzahl yon Punkt~n. 8omit kommen wir auf 
die Untersuchung der durch Projection entstandenen ebenen Curve 
zurtick. 

Wit beweisen leicht, dass die ebene Curve hSehs~ens e i n e n  un- 
paaren Zug besitzen kann, weleher dutch jeden der beiden Punkte A 
und B eine ungerade Anzahl yon Malen hindurehgeht. In der That 
nehmen wit an~ es g~ibe zwei solehe Zfige und beracksichtigen wir, 
dass diese Ztige ausserhalb der Punkte A und/~ einander nicht dureh- 
sehneiden dtirfen, so wtirde folgen, dass die beiden unpaaren Ziige im 
Ganzen eine gerade Anzahl yon Malen einander durchschneiden und 
dies ist nieht mSglich. In der entspreehenden Weise erkennt man, 
dass beim Vorhandensein mehrerer unpaarer Z[ige kein einziger yon 
diesen sowohl dureh A wie durch /~ eine gerade Anzahl yon Malen 
hindurehl~iuf~. Wenn also die ebene Curve mehrere unpaare Ztige 
besitzt, so ~ebt es unter diesen stets einen unpaaren Zug Z,  welcher 
durch einen der beiden singul~ren Punkte etwa dureh A eiue ungerade 
Anzahl yon Malen und dureh den anderen singul~iren Punkt ~ eine 
gerade Anzahl yon Malen hindurehgeht. Es mtissen dann aber noth- 
wendig auch die iibrigen unpaaren Etige tier Curve den n~mlichen 
Punkt A eine ungerade Anzahl yon Malen und den Punkt ~ eine 
gerade Anzahl yon Malen sehneiden - -  abgesehen yon dem einen 
etwa vorhandenen unpaareu Zuge, welcher dureh jeden der beiden 
Punkte A und :B eine ungerade Anzahl yon Malen hindurehgeht. 
In der That, wenn es einen unpaaren Zug g~be, welcher A eine 
gerade und B eine ungerade Anzahl yon Malen sehnitte, so mttsste 
dieser unpaare Zug den unpaaren Zug Z in einer geraden Anzahl 
yon Punkten durehschneiden und diess ist unmSglieh. 

Die bisherigen Ausftihrungen zeigen, class jeder unpaare Zug dureh 
einen der singul~ren Punkte etwa dureh A eine ungerade Anzahl yon 

Malen also mindestens einmal hindurehgeht. Da nun A ein T-father  

1 (n -4-1)- faeher Punkt ist, jenachdem die Ord- beziehungsweise ein -~ __ 

nung n gerade oder ungerade ist, so kann die Curve jedenfaUs 
n 1 hSchstens -ff beziehungsweise ~- (n-}- 1) unpaare Zfige besitzen. Diese 

obere Grenze fiir die Zahl der unpaaren Z~ige wird jedoch nieh~ er- 
reich,, wie man in folgender Weise zeigh 

Wir setzen ers~ens  n~---4v, @o v eine gauze Zahl bedeutet 
und nehmen an, es exist~re eine Curve yon der 0rdnung n mit der 
Maximalzahl yon Ziigen, wetehe in A und in B je einen 2v-fachen 
Punk~ besi~t; 2v Ziige der Curve seien unpaar und jeder dieser 2v 

/ 
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Ziige g~he e~nmal dutch den Punkt A. Nach den obigen Ausffihrungen 
kSnnte es dann hSchstens einen unter den 2 v  unpaaren Zfigen geben., 
welcher dutch den Punkt B eine ungerade Anzahl yon Malen hin- 
dutch geht. Da Punkt B ein 2v-facher Punk~ der Curve ist, so 
m~issten, abgesehea yon jenen unpaaren Z~igen, noch eine ungerade 
Anzahl reeller Zweige der Curve durch B hindurch laufen. Die fibrigen 
unpaaren Ziige der Curve laufen aber s~mmflich dutch-B eine gerade 
Anzahl yon Malen hindurch und es miisste daher mindestens einen 
paaren Zug der Curve geben, welcher durch JB eine ungerade Anzahl 
yon Malen hindurehgehL Dieser paare Zug kann nicht auch dutch 
A laufen, well sich in A bereits 2v unpaare Ziige schneiden. Da 
tier paare Zug ausserhalb der Punkte A und B nirgends einen anderen 
Zug schneiden kann, so w~irde er jenen unpaaren durch ~ eine un- 
gerade Zahl yon Malen hindurchlaufenden Zug in einer ungeraden 
Anzahl yon Punkten schneiden m~issen und dies ist nicht mSglich. 
Damit ist gezeigt, dass jeder der 2v unpaaren Ziige dutch B eine 
gerade Anzahl yon Malen hindurchl~uft. Wir nehmen jetzt n > 4 
an; es existirt dann ausser den 2v  unpaaren Zfigen jedenfalls noch 
ein paarer Zug. Wir ziehen yon einem beliebigen Punkte eines paaren 
Zuges der Curve eiae Gerade nach dem Punkte ~.  Da_ diese gerade 
Linie in JB mit jedem der unpaaren Z~ige eine gerade Anzahl yon 
Puukten gemein hat, so fol~, dass dieselbe noch jeden der unpaaren 
Z~ige in einer ungeraden Zahl yon Punkten also mindestens in je 
einem Punkte ausserhalb B treffen muss. Nun ist B ein 2v-facher 
Punkt der Curve und es wfirde also die gerade Linie mi~ der Carve 
mindestens 4 v + 1 Punkte gemein haben. Diese Folgerung steht im 
Widerspruch mit der angenommenen Irredueibflit~ der Curve. Die 
Carve kann daher nicht 2v  unpaare Zttge besitzen und da eine Curve 
gerader 0rdnung auch eine gerade Anzahl unpaarer Ziige besitzen 
muss, so folgt, class unsere ebene Curve und daher auch die anfiinglich 
betrachtete Raumcurve yon der 0rdnung n ~--- 4v mi~ der Maximalzahl 
reeller Z~ige hSchstens 2v ~ 2 unpaare Z~ige besitzen kann. Aus- 
genommen ist die Curve 4 t~r 0rdnung, ffir welcbe die Annahme zweier 
unpaarer Ztige freisteh~. 

Wir setzen zwe i t ens  die 0rdnung ~ ~- 4v + 2 und ze~gen, dass 
in diesem Falle unsere Curve gar keinen unpaaren Zug besitzen darf. 
Nach den frfiheren Ueberlegungen miisste niimlich jeder tier vor- 
handenen unpaaren Z~ige durch einen der beiden singuI~en Punk~e, 
etwa durch A eine ungerade Anzahl yon Malen hindurchlaufen. Nun 
ist die Zahl der s.immtlichen unpaaren Z~ige nothwendig gerade und 
da A ein 2v  + 1-faeher Punkt der Curve ist, so m~isste mmdestens 
ein paarer Zug Z existiren~ welsher den Punkt A eine ungerade An- 
zahl yon Malen schneidek Andererseits daft hSchs~ns e in  unpaarer 
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Zug zugleich auch durch B eine ungerade Anzahl yon Malen, laufen 
und in Folge dessen miisste es jedenfalls einen unpaaren Zug geben, 
welcher dutch/~ eine gerade Anzahl yon Malen |~iuft. Dieser unpaare 
Zug wiirde jenen paaren Zug Z eine ungerade Anzahl yon Malen 
schneiden und diess isi unmSglich. 

Es sei d r i t  ~ e n s die Ordnung n ~-- 4 v "Jr- 1; die vorhin fiir die 
Anzahl der unpaaren Zfige gefundene obere Grenze ist in diesem Falle 
gleich 2v- I -1 .  Diese Grenze wird wiederum nicht erreicht. Wir 
nehmen, um dies einzusehen, an, es g~be eine Curve mir der Maximal- 
zahl yon Zfigen; 2v-{-1 yon diesen Ziigen seien unpaar und liefen 
je einmal durch den 2v Jr- 1-fachen Punki A. HSchstens einer yon 
diesen 2v Jr- 1 unpaaren Ziigen darf zugleich auch durch ~ eine un- 
gerade Anzahl yon Malen hindurchgehen. Da aber B ein 2v-facher 
Punk~ der Curve ist, so miisste in diesem Falle mindestens ei n paarer 
Zug vorhanden sein, welcher dutch /~ eine ungerade Anzahl yon 
Maten hindurchl~iufi. Dieser paare Zug kann nicht dutch A laufen, 
well sich im Punkte A bereits 2v Jr- 1 Zweige der Curve schneiden; 
er wfirde folglich jenen unpaaren eine ungerade Zahl yon Malen dutch 

laufenden Zug eine ungerade Anzahl yon Malen schneiden. Dies 
isi unmSglich und es ist dami~ gezeig~, dass keiner der 2v-{- 1 un- 
paaren Zfige durch/~ eine ungerade Anzahi yon Malen hindurchgehen 
darf. Ausser den 2v-Jr- 1 unpaaren Ztigen existirt, falls die Ordnung 
der Curve n > 5 is~, noch ein paarer Zug and wir sehen, wie im 
ersten Falle, leicht ein, class ein dutch B und einen beliebigen Punkt 
des paaren Zuges gelegte Gerade mit der Curve mehr als n Punkte 
gemein haben w~irde. Die Curve kann also nich~ 2v Jr-1 unpaare 
Zfige besitzen und da eine Curve yon ungerader Ordnung nothwendig 
eine ungerade Anzahl yon unpaaren Zfigen besitzt, so folg~, dass eine 
Raumcurve yon der Ordnung n ~ 4v -1-- I mit der Maximalzahl reeller 
Ztige hSchs~ens 2 v -  1 unpaare Ztige besitzen kann. Ausgenommen 
is~ die Curve 5 ter Ordnung, ffir welche die Annahme yon 3 unpaaren 
Ziigen freistehi. 

Wir setzen endlich v i e r t e n s  die Ordnung n ~ 4v 2f. 3. Die 
Curve kSnnte dann den friiheren Betrachtungen zufolge hSchstens 
2v--~ 2 oder vielmehr, da sie yon ungerader Ordnung ist, hSchstens 
2v ~ 1 unpaare Ztige besitzen. Auch diese Anzahl wird nicht er- 
reich,. Wir nehmen an~ es existire eine Curve der verlang~en Ar~ 
mit 2v-~-1 unpaaren Zfigen und haben dann zu unterscheiden, ob 
jeder yon diesen unpaaren Ziigen durch den '2v .-~ 2-fachen Punkt A 
oder durch den 2v ~ 1-fachen Punk~ ~ einmal hindurchl~uft. ]m 
ersteren Falle miisste es ausserdem noch einen paaren Zug Z der 
Curve geben, welcher den Punkt A einmal schneider. Ffir ~ > 3 
wird 2v -f- I > 1 and es giebt daher unter dieser Voraussetzung jeden- 
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falls einen unpaaren Zug, welcher dutch /~ eine gerade Anzahl yon 
Malen hindurchli~uft. Dieser unpaare Zug wtirde jenen paaren Zug Z 
eine ungerade Zahl yon Malen schneiden, was unmSglich isk Nehmen 
wir zweitens an, es liefen die 2~ ~ 1 unpaaren Ztige der Curve 
siimmt]ich durch den 2 v-[-]-fachen Punkt B einmal hindurch, so 
ist zun:,iehst, wie man leicht einsieht, ausgeschlossen, dass einer dieser 
unpaaren Ztige auch dutch A eine ungerade Zahl yon Malen hindurch- 
liiuft. Wird dann wiederum n ~ 3 angenommen, so besitzt unsere 
Curve jedenfalls noch einen paaren Zug und wit erkennen dann wie 
oben bei Behandlung der Fiille ~ ~ 4v und n ~ ~v-~-1, dass eine 
dutch A und einen beliebigen Punkt des paaren Zuges gelegte gerade 
Linie mi~ der Curve mehr als n Punkte gemein haben wtirde und diess 
ist unm5glich. Es folgt also, dass eine Raumcurve yon der Ordnung 
n ~-- 4v -[- 3 mi~ der Maximalzahl reeller Ziige hSchs~ns 2~ - -  1 un- 
paare Ztige besitzen kann. Ausgenommen ist die Curve drifter Ord- 
nung; diese besteht aus einem unpaaren Zuge. 

Wit fassea die erhaltenen Resu]tate wie folg~ zusammen: 
~ine irreducible l~aumcurve n ~e~ Ordnung mit der Maximalzahl 

reeller Zi~ge besitzt unter diesen beziehungsweise hSchstens 2v  ~ 2, 
2 v - -  ] ,  2 v ~ 1 unpaare Ziige, jenachdem n ~ 4 v, 4 v -[- 1, 4 v ~ 3 
ist. I n  dem l~alle n ~ - 4  v - [ - 2  sind sSmmtliche Ziige nothwendig paar. 
Ausgenommen sind die Curven 3 ~ ,  4 ~r und 5 ~er Ordnung~ fiir welche 
beziehungsweise die Annahme yon 1~ 2, 3 unpaare~ Ziigen freisteht. 

Es wird im Folgenden gezeigt~ dass die in diesem Satze aus- 
gesprochenen Einschr~nkungen fiir die Zahl der unpaaren Ztige auch 
hinreichend sind d.h. wean man eine die gefundenen Grenzen nicht 
tiberschreitende gerade oder ungerade Zahl w~ihlt, so exis~iren stets 
Raumcurven yon gerader beziehungsweise ungerader Ordnung mR der 
Maximalzahl reeller Zfige und mit soviel unpaaren Ztigen als jene 
Zahl angiebk Dieser Nachweis bildet den schwierigsten Theft unserer 
Aufgabe. 

Es is~ zuniichs~ fiothwendig, die Construction einer Raumcurve 
4 te~ Ordnung mit 2 unpaaren Ziigen suszuftihren. Zu dem Zwecke 
nehmen wit auf einem einschaaligen Hyperboloide H----~ 0 2 Paare 
yon geraden Linien an, yon denen das eine Paar L ,  ~ tier einen 
Schaar und das zweite Paar L', M' der anderen Sehaar yon Er- 
zeugenden angehSr~. Wir legen dann durch die beiden Geraden /, 
und L', sowie dutch die beiden Geraden L und M'  je eine Ebene und 
bezeichnen "das Product der linken Sei~en der Gleichungen dieser beiden 
Ebenen mit .P. Es wird dann die quadra~ische Form P in einem 
dutch L' und M' begrenzten Theile der Oberfl~che des Hyperboloides 
fiberall null oder posRiv und in dem anderen Theile der Oberf~che 
null odex negativ, ttierauf legen wir dutch die beidea Geraden .~  
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und L' sowie durch die beiden Geraden M und M'  je eine Ebene und 
bilden alas Product Q der linken Seif~n der Gleichungen der beiden 
Ebenen. Da auch die so erhaltene quadratisehe Form Q auf dem 
ttyperboloide nut beim Ueberschreiten der Linien L' und ~ '  ihr Vor- 
zeichen ~ndern .kann, so ist bei geeigneter Wahl des Vorze~ichens 

-4-Q eine quadratische Form, welche in den Punkten yon L" und 
• '  verschwindet und in allen anderen Punkten des Hyperboloides 
einen yon null verschiedenen Werth hat. Bezeichnen wir daher mi~ 
G eine beliebige quatern~re quadratische Form, so stellt die Gleichung 

ftir gentigend kleine Werthe # eine quadratische Fl~che dar, welche 
aus dem Hyperboloide eine irreducible Curve C 4 yon der 4 t~ Ordnung 
mit 2 unpaaren Ztigen aussehneidet. Zugleich ist klar, dass die beiden 
Schaaren yon Erzeugenden des Hyperboloides sich gegentiber den 
It "O"  Zu~,en der Curve verschieden verhalten: die Geraden der einen Schaar 
schneiden entweder einen der beiden Curvenztige in 2 reellen Punkten 
oder sic sehneiden die Curve iiberhaupt nich~ und die Geraden der 
anderen Schaar schneiden jeden der beiden unpaaren Ztige in einem 
Punkte. 

Die eben construirte Curve C4 yon der 4 t,= Ordnung ist vom Ge- 
schlechte 1 und es lassen sich daher die Coordinaten ihrer Punkte als 
elliptische Functionen eines Parameters t darst~llen derart, dass die 
Parameterwerthe t = 0 bis t ~--co alle Punkte des einen Zuges und 

die Parameterwer~he t-~- i~" i~ '  2 -f- 0 bis t ~- - - ~  -~- co alle Punkte des 

anderen Zuges liefern. Dabei bedeuten co, ,co' zwei reelle GrSssen, 
and co, /co' sind die beiden Perioden der Curve*). Der Parameter t 
sei so normirt, dass die Summe der Parameterwerthe ffir die 4 Schnitt- 

punkte der Curve mit irgend einer Ebene gleich i~ '  wird. Nach 2 
dem Abelschen Theoreme ist dann die Congruenz 

mitO' ,) 

die nothwendige und hinreichende Bedingung daffir, dass die 4m 
Punkte tl, t 2 , . . . ,  t4m durch eine Fl~he mter Ordnung aus der Raum- 
curve C 4 ausgeschnitten werden kSnnen. Es sei L eine gerade Linie 
des Hyperboloides H-~- 0, weIche die beiden unpaaren Zfige der Curve 
C 4 in je einem reellen Punkte trifft. Die Parameter dieser beiden 

ira" 
Punkte seien X i und --~-~-~'2, zvo ~l und ~2 reelle GrSssen bedeuten. 

Ferner sei L' eine Erz.eugende des Hyperboloides~ welche der anderen 
Schaar angehSr~ und einen tier unpaaren Zfige in den beiden Punkten 

*) Vgl. C lebsch-Lindemann:  ~orlesungen fiber Geometrie Bd. I, S. 610. 
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t = ;t 1' und ~ ~ ;t 2' schneider, wo h l' und Z 2' ebenfalls reelle GrSssen 
bedeu~en. Zur Abkiirzung setzen wir 

= - -  ;~i - -  '~2 ---- ~t'  ~ '~2" (~) 
Wenn wir nun durch die Gerafle L eine Fl~ehe yon der ungeraden 
Ordnung m legen, ~o schneider dieselbe unsere Curve C~ noch in 
4 m -  2 weiteren Punkten und nach dem angefiihrten Satze gilt f~r 
die Parameter tl, t 2 , . . . ,  t4m-~ dieser Punkte die Relation 

tl 4 -  t2 4 - ' -  �9 4 -  t 4 ~ - ~  :: �9 (~, i~'). 
Ist umgekehrt bei ungerader Zahl m die le~z~ere Bedingung erffillt, 
so gieb~ es stets eine Fl~iche ~.&ter Ordnung, welche die Gerade L ent- 
hrdt und aus der Curve C4 jene 4 m -  2 Punk%e t l ,  t 2 , . . . ,  t~m-~ aus- 
schneider. Denn stellt die Gleichung 6~ ----- 0 eine Fl~che m t~ Ordnung 
dar, welche aus der Curve C4 die 4m Punk%e tl, t 2 , . . . ,  t~_~, A 1, 

2 4- ;t~ ausschneidet, so ist es stets mSglich~ eine quaterns Form 

K yon der m -- 2 t~ Ordnung derar~ zu bestimmen, dass die Fls 
6~ 4 - / Y F  ~ 0 noeh m - -  1 weitere Punkte mit der Geraden L gemein 
hat und folglich die Gerade ganz enthEl~. 

Ist m eine gerade Zahl, so erkennt man in derselben Weise die 
Bedingung 

t~ + t~ + . . .  + t ~ - ~ - -  ~ (~, ~ ' )  
als nothwendig und hinreichend daffir~ dass eine Fl~che yon der 
m t~ Ordnung existir~, welehe die Gerade L'  enth:lt und aus der Curve 
C~ die weiteren 4m - -  2 Punkte t~, t~ , . . .~  t~_~ aussehneidet. 

Die Constante ~ ist, wie man leieht erkennt, unabhiingig yon 
der besonderen Wahl der geraden Linien Z und L" in den bezfiglichen 
Schaaren yon Erzeugenden. Die auf'gestellte Bedingung 

ist daher allgemein nothwendig und hinreichend fir  die Existenz einer 
Fl~ehe m t~r Ordnung, welche aus der Curve 04 die 4m ~ 2 Punkte 
tl ,  t~, . . . ,  t~_~ ~ussehneidet und ausserdem eine beliehig gegebene 
Gerade der einen beziehungsweise der anderen Sehaar enth~lt. 

Dagegen ~ndert die Constante v ihren Wer th , .  wenn w:r s~att 
des ttyperboloides H--~-0 etwa das Hyperboloid ~:r4- $ ' ~  0 zu Grande 
legen, welches ebenfalls die Curve 04 enth~lt, aber :nit dem Hyper-- 
boloide /~ ~ 0 keine Erzeugende gemein hat. In Folge dieses Um- 
s~andes kSnnen wit annehmen, dass die Constante v weder gleich null 
noch gleieh einem Vietfaehen der Pe~ode e~ ausff, d|t. 

hIach diesen u fiihren wir den Nachweis fEr die 
Existenz der mSglichen Arden yon Raumeurven. 

Wit  setaen e r s t e n s  die Ordnung ~ ~-- 4~ land bes~immen 8 rcelle 
GrSssen tt(*) , t~a},. . . ,  t~(~t, welche den Bexlingunge,~ 

Mafl~ematise2ae Anualan. X_Y~YIIL 9 
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t~(~) < 0 < t~o) < t~(~) < . . .  < ts(~), 
tt(1) + t2(,) + t~o) + . . .  + ts(t )= 0 

geniigen. Ausserdem sei t ~ 0 ein im Endlichen liegender P l l k t  
der Raumcurve C a und der grSsseren Anschaulichkeit; wegen nehmen 
wir (tie GrSssen t ic)und tso) dem absoluten Betrage naeh so klein 
an, dass, w~hrend der Parameter t yon tt (~) bis tsO) w~chs*~ der ent- 
sprechende Punkt; eine ganz im Endlichen gelegene Strecke der Curve 
C a durehlKuft. Darauf bestimmen wir 16 reelle GrSssen tt(~), t~(~)~ ...~ t~(~ ), 
welehe den Bedingungen 

tt (t) < tt (2} < 0 < t~(2~ < t3(~) 

t~ ~) + t~(~) + t~a) 

gentigen~ dann 24 reelle GrSssen 
dingungen 

U. S. f., 

< � 9  < t~(~ ) < t~ a), 

+ . . . +  t~(~) = o 

t,(~), t ~ % . .  :, t~? ~i~ den Be- 

t~(~) < tt(~) < 0 < t:(~) < ts(~) < . . .  < t~  ) < t~ (~), 

t~ca) + t2 (~) + t3 (~) + - . .  + 6 ~ ) =  0 
his wir zu einem System yon 8(v ~ 1) Gr;~ssen 

% 

6(,-x), # , - 1 ) , . .  ", ts~;/-~) 

gelangen, ffir welche die Bedingungen 

t~ ~'-~ ~ t~ r < o < t~ ~'-~ < t3 ~'-~ < . . .  < t~(~;2)~) < t~ C'-~, 

t, ~-~) + t2 ~'-~ + t3 ~-~ + . . .  + t~.2)~)~- 0 
erfiillt sind. 

:Nach den obigen Ausfiihrungen sind durch die Parameterwer~e 
t~(1), t2 (1) , . . . ,  ts o) auf einem tier beiden unpaaren Ziige der Curve (7 4 
8 Punkte bestimmt, welche dutch eine Fliiche 2 ter Ordnung aus der- 
selben ausgeschnitten werden kSnnen. Die GleichIng dieser Fliiche 
2 t~ (~)rdnung sei G(I) ~ -0 .  Far gentigend ldeine Werthe ~(o stellt 
dann die Gleiehung 

F(l) ~ F + ~(1) G(') -~ 0 

eine quadratdsche Fliiche dar, deren Schnitt: mi~ dem Hypgrboloide 
~ / .~ -0  ebenfalls eine Curve 4 t~" Ordnung mit 2 ~lnpaargn Ziigen is~. 
Der eine yon diesea beiden unpaaren Ziigen schneidet; den enksprechenden 
Z ig  der urspriingliehen Carve C 4 in den 8 Punk'~n t~(1), t20) , . . . ,  tsO) 
mid zwar in der Weise, dass beim Durehlaufen des unpaaren Zuges 
der neuen Curve jene 8 Punlr~e tt(1), t 2 o ) , . . .  , ts(1) in der niimlichen 
Reihenfolge aufire~en, wie beim Durchlaufen der Curve C a. Der zweite 
Zug der neuentstandenen Curve l~iuf~ n~ben dean en~sprechenden Zuge 
tier urspriinglichen Curve (74 enflang, ohne ihn zu schneiden. Es sei 
nun G(~) ~ - 0  die Gleichung einer Fl~che 4 ~ Ordnung, welche aus 
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der ursprfinglichen Curve C 4 die 16 Punk~ tl( ~}, t2(~), . . . ,  tl(~ auso 
schneideL Dann s~ll t  die Gleichung 

bei geeignet gewiihltem u und ffir gentigend kleine Werthe 
~(~) eine Fliiche 4 ter Ordnung dar, we!che aus dem Hyperboloide H.~-. 0 
eine Curve 8 ter Ordnung mit 2 unpaaren und 8 paaren Ztigen aus- 
schneider. Denn yon den 4 unpaaren dutch .F ~ - 0  und .Fo)~_ 0 be- 
stimmten Ztigen bteiben lediglich die beiden sich gegenseitig nich~ 
schneidenden unpaaren Ztige auch nach der angegebenen Variation 
unpaar, w~ihrend die unendlichen Theile der beiden anderen unpaaren 
Ztige einen einzigen in's Unendliche sich erstreckenden paaren Zug 
liefern. Die iibrigen neu entstehenden 7 paaren Ziige verlaufen 
siimmtlich im Endlichen. Unter ihnen ist einer vorhanden, welcher 
einen der unpaaren Ziige der Curve C4 in den 16 Pun~en  tl(~), 
t2(~),..., 6(~ ) schneider und zwar derart, dass beim Durchlaufen jenes 
paaren Zuges die 16 Punkte in der niimlichen Reihenfolge tt( 2}, 
t2(~), . . . ,  t(~ ) erscheinen, wie beim Durchlaufen des unpaaren Zuges 
der Curve C4. Wenn ferner G(8) ~ - 0  die Gleichung einer Fl~che der 
6 te~ Ordnung darstellt, welche aus der ursprtinglichen Curve C 4 die 

24 Punkte tl( 3>, h(~) , . . . ,  t~ ) ausschneide!5, so is~ 

2'(s) ~--- 2'2'(~) + ~ (8) G(s) ~ 0 

bei geeignet5 gew~hltsem Vorzeichen und ftir geniigend kleine Werthe 
d(a) die Gleichung einer Fliiche 6 ter Ordnung, welche aus dem Hyper- 
boloide / / ~  0 eine Curve 12 ter Ordnung mit 4 unpaaren und mi~ 
8 + 14 ~ 22 paaren Ztigen ausschneidet;. Denn einer yon den un- 
paaren Ziigen der Curve C a und der yon diesem in 16 Punkten ge- 
schnittene paare Zug liefern zusammen einen unpaaren Zug und 15 
paare Ziige. Einer dieser 15 paaren Ztige schneidet5 einen der un- 
paaren Ztige der ursprtinglichen Curve 6' 4 in den 24 aufeinander- 

t~ ) Fahren wit in derselben Weise folgenden Punkten t,(3), t~(3), . . . ,  . 
fort, so erhalten wir bei dem niichsten Schritte eine Fl~che/~(4) yon 
der 8 t~ Ordnung, welche aus dem Hyperboloide H-----0 eine Curve 
yon der 16 t~ Ordnung mit 6 unpaaren und mit 8 + 14 + 22 ~ - 4 4  
paaren Ziigen ausschneidet;. Wie man siehts, kommen mit5 jedem weiteren 
Schrit~ noch~2 unpaare Ziige zu den vorhandenen hinzur w~hrend der 
Zuwachs zur Anzahl der paaren Ziige mit j~dem wei~ren Schri~'r um 
8 Einheiten grSsser ist, als bei dem vorhergehenden SchritCe. Wit 
gelangen daher nach / t -  1 Schritten zu einer Fl~che 

yon der 2g  t~ Ordnung, welche aus dem Hyperboloide H ~ 0  ein~ 
Curve yon der 4 tt t~ 0rdnung mit 2g - -2 -unFaare l~  mad vai~ 

9* 
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8 -Jr- 1 4 +  22 q- 30-Jr - . . . -{ -  ( 8 t t - -  10) --~ 4/t2 - -  6it -[- 4 

paaren Zfigen ausschneidet. Dabei ist tt eine Zahl, welche die Zahl v 
nicht iiberschreitet. 

Die Fliiche G0~)~ 0 yon der 2/ t  ten Ordnung schneider einen der 

beiden unpaaren Ziige der Curve C 4 in den 8it Punk~en t l ( ~ ' ) , t ~ )  , . . . ~  ts(~ ) . 

Es set jetzt G'(~') ~-- 0 die Gleichung einer Fliiche yon der nlimlichen 
Ordnung 2tt , welche aus dem a n d e r e n  unpaaren Zuge der Curve C 4 
irgend 8 tt reelle Punkte ausschneidet. Dann wird bet geeigneter Wahl 
des Vorzeichens und ftir gentigend kleine Wer~he ~'(~) die Gleichung 

/~'(") ~ F ~  '(~-1) 4 -  6' ~") G'(,) - -  0 

eine Fliiche darstellen, welche aus dem Fiyperboloide H----- 0 eine Curve 
4ttter Ordnung yon der n~imliehen Gestalt ausschneidet, wie die F1/iche 
ff(~')--0. Auch frifft diese Schnittcurve 4/ t  ter Ordnung die urspriing- 
liche Curve C a in 8tt aufeinanderfolgenden Punkten; aber es ist jetzt 
ein unpaarer Zug, welcher die 8/t Punkte aus der Carve C a aus- 
schneider. Nunmehr set G(~+ 1) ~ - 0  die Gleichung einer Flliche yon 
der Ordnung 2 t t - [ -2 ,  welche aus dem erst~eren tmpaaren Zuge der 
Curve C a irgend 8/ t -{-8  reelle Punkte ausschneidet; dann stell~ die 
Gleichung 

~'(t,+1) __ F/~,  (~,) 4 .  ~(,+1) G(~+I) __ 0 

bet geeigneter Wahl des Vorzeichens und ftir gentigend kleine Werthe 
3(~+~) eine Fliiche dar, welche aus dem Hyperboloide / i r ~  0 eine 
Curve yon der 4t~-{-4 TM Ordnung mit 2 t ~ -  2 unpaaren Ziigen und 
mit (4/~ 2 - -  6tt -J- 4) -{- 8/t paaren Ziigen ausschneide~. Denn die sich 
in's Unendliche erstreckenden Theile der beiden sich schneidenden un- 
paaren Ztige liefern nach der Variation einen einzigen paaren Zug, so 
dass die Gesammtzahl der unpaaren Z iige bet dem Verfahren unge~inder~ 
bleibt. Einer yon den unpaaren Ziigen der eben consfruir~en Curve 
der 4tt q - 4  t~ Ordnung schneider einen der beideff unpaaren Ziige der 
Curve C 4 in 8/t q - 8  atffeinanderfolgenden Punkten und es wird daher 
der niichste Schrit~ auf eifle Fl~iche FO,+ *) ---0 fiihren, welche aus 
dem Hyperboloide H ~--0 eine Curve mig der niknlichen Anzahl 2 tt - -  2 
yon unpaaren Ztigen und mit (4# 2 - -  6It -{- 4) -{- 8it "Jr" (8/~ n u 8) 
paaren Ziigen ausschneidet. Die Schnittpunkte mit der Curve C a 
nehmen wir bet jedem weiteren Schritte abwechselnd auf dem einen 
und dann auf dem anderen unpaaren Zuge der Curve G. 4 an~ so dass 
es stets ein unpaarer Zug der neu constmirfen Curve is~, welcher 
einen yon den unpaaren Zfigen der Curve C a schneider und in Folge 
dessen die Zahl der unpaaren Ziige bei allen weiteren Szhrit~en un- 
ge-Ymdert bleibt. Kndererseifs wird der Zuwachs fiir die Anzahl der 
l~aaren Ziige bei jedem Sehrith~ ebenso wie frfiher~ am 8 Einheiten 
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vergrSssert. Nach v - - p  Schritten gelangen wir so zu einer Carve 
yon der Ordnung n ~ 4~ mit 2 ~ -  2 unpaaren und mit 

(4t~2 _ 6tt -[- 4) -{= 8$t nt- <8tt -~- 8) nt-. �9 �9 + {8(,, - -  1)} 
.~  4v ~ - -  4z, - -  2~ -J- 4 

paaren Zfigen; di~selbe besitz~ also insgesamm~ 

• 

Zfige and dies ist,  wie frtiher gezeig~ worden, die Maximalzahl. 
8e~zen wir der Reihe nach t~----2, 3 , . . . ,  ~,, so erhalten wit Raum- 
curven 4v t~ Ordnung mit der Ma~ximalzahl reeller Zfige, unter denen 
beziehungsweise 2, 4 , . . . ,  2 ~, - -  2 Ztige unpaar sin& Da die Exisbnz 
yon Raumcurven mit der Maximalzahl yon Ztigen o h n e  einen un- 
paaren Zug bereits oben nachgewiesen" worden ist, so ist dami~ die 
gestellte Aufgabe im ersbn F a l l e n  ~--4~, erledigt 

Im zwe i~en  Falle n ~--4v Jr-2 daft eine Curve mit der Maximal- 
zahl reeller Zfige unseren friiheren Entwickelungen zu Folge tiberhaupt 
gar keinen unpaaren Zug besitzen und wir wenden uns daher sofort 
zu der Untersuchung des d r i t t e n  Falles n-~- 4 r  2 r- 1. Zu dem Zwecke 
erinnern wit uns der vorhin aufgestellten Bedingung ftir die Existenz 
einer Fl~che mter Ordnung, welche 4 m -  2 gegebene Punkte aus der 
Curve C 4 ausschneidet und zugleich eine gegebene Gerade des Hyper- 
boloides enth~,lt. Die dort bis auf ein Vielfaches der Periode eo de- 
finirte Constante v werde nun so gew~ihlt, dass ihr Werth zwischen 0 
und eo f'~llt. Durch eine lineare Transformation des ttyperboloides 
H ~---0 kSnnen wir leicht bewirken, dass diejenige Streeke der Curve 
C 4 ganz in's Endliche f~llt, welche der Punkt beschreib~, w;ihrend 
der Parameter t yon 0 bis v w~ichst. Ferner sei e eine positive GrSsse: 

9 
welche kleiner ist als jede der beiden Zahlen ~ und so -~, dass die 

Ungleichungen 

0 < 9 < 17 < ' ' "  < 8 ~ , - - 7  

8 ~ - - 7  

erftillt sind. Wir bestimmen jetzt 9 reelle GrSssen 
tl(1) ; ~2(1)~ . �9 o; t 9 ( 1 )  , 

ferner 17 GrSssen 

und schliesslich 8 v -  7 

tl (~ - 1) 

welche den Bedingungen 

Gr'Sssen 
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0 < t,(') 

t~(~) 

t~(s) 

<t~o) < . . . <  to(:) <t,(~) 
< t~ (~) < . . -  < 6(~ ) < t# ) ,  

< t ~  (~ < - . : <  t (~) ~5 < t, (~), 

t~o) +t2o)  + . . .  ~_~-~ ,  

t #  + t~(~) + . . .  = ~-~, 

t,('-~) + t : (~ -~)+ . . .  
gentigen. 
man jede der GrSssen 

yon dem Werthe d-~ 
9 

0,--1) 

+ to (~) 

Es lassen sich solche GrSssen offenbar leich~ fin den, indem 
t,a), t :~)~. . . ,  t~(~) geniigend wenig verschieden 

annimmt, ferner iede der Gr5ssen 

t l (~ ) ,  t2(~) ~ . . . t~(~ ) 

~v --2 
genfigend wenig yon --17 ~ verschieden und schliesslich jede der GrSssen 

(r--l) 
t 1 ( ~ - 1 )  ~ t 2 (~ -1 )~  �9 � 9  ~ s ~ - 7  

6 annimmt. Setzen wir noch geniigend nahe dem Werthe s v -  7 

so gelten die Bedingungen 

0 < t , o )  < t~(') < . . . < t g ( ' )  < t~(~ ) < v, 

to(') < t,(~) < t2 (~) < . . . < t ~  ) < t~ ) < t~o ~), 

t~(~ ) < t~ (~) < t~ ~) < . . .  < ~?) < ~)  < tg ), 
�9 * r �9 �9 �9 �9 �9 * 

,-,5 < 6 ('-x) < t~ ('- ') < . . - <  os,-7 < t8(,~i ) < t8(:-~)4; 

t, (2) + t :  (2) + . . . + t , ( ~  ) + t~  ) ~_-v,  

t~ ('-1) + ~ - ' )  + . . .  + ~ )  + ~ ) =  ~. 

Es sei jetz~ L eine gerade Linie auf dem Hyperboloide, welche 
jeden tier beiden unpaaren Ziige der Curve (74 schneider. Ausserdem 
sei diese Gerade Z so gew~hl~, dass yon ihr diejenige Strecke der 
Curve C 4 gar nieh~ getroffen wird, weIche ein Punkt beschreib~, dessen 
Parameter yon 0 his v w~hs~. Wir w~ihlen damn aus der anderen 
Schaar tier Erzeugenden eine solche Gerade Z'  aus, welche die Curve (74 
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iiberhaupt~ nieht schneider. Die Ebene, welehe die Geraden L und L" 
enfla~ilt, sei durch die Gleichung 2~ == 0 dargestellis. Den friiheren 
Ausfiihrungen zu Folge giebis es eine Fl~che 3 ter Ordnung, welche die 

10 Punkte tl(I), t2(~), . . . ,  tl(~ )- aus einem der Ziige der Curve 04 aus- 
schneideis und zugleieh die Gerade L en~hiilis. Die Gleichung dieser 
Fl~iche sei G (1) ~ 0. Fiir geniigend kleine Werthe 6(t) stellis dann die 
Gleichung 

/~(1) ~ 2 ' 3  q -  ~v)G(1) ~ -  0 

eine Fls 3 ter Ordnung dar, welche die Gerade L enth~il~ und fiber- 
diess aus dem Hyperboloide / / - ~ - 0  eine Curve 5 t~ Ordnung miis 3 un- 
paaren Zfigen ausschneide~. Der eine dieser unpaaren Ziige schneideis 
den beziigliehen unpaaren Zug der Curve O 4 in den 10 Punkten 
t1(1), t2(x), . . . ,  tl(o 1) und zwar in der Weise, dass beim Durchlaufen 
des unpaaren Zuges jener Curve 5 te~ Ordnung die 10 Punkise in der 
n~imlichen Reihenfolge auftreten, wie beim Durehlaufen der Curve C 4. 
Es sei nun G(~) ~ 0 die Gleiehung einer Fls 5 t~" Ordnung, welche 

die Gerade L enth~lis und aus der Curve C 4 die 18 Punk~e tl(~),t2(2),..., t ~  ) 
ausschneide~. Dann stellis die Gleiehung 

F(~) ~ .  F F v )  ~__ ~(~) G(~) ~ 0 

bei geeigneis gew~hl~em Vorzeichen und filr genfigend kleine Wer~e  
~(~) eine Fl~,ehe 5 ~r Ordnung dar, welche aus dem Hyperboloide /7 ~ -0  
die Gerade L und ausserdem eine Curve 9 t~ Ordnung miis 3 unpaaren 
und mit~ 10 paaren Z~gen ausschneidet. Denn nut die 3 sich gegen- 
seitig nieht~ schneidenden Zfige bleiben auch nach der Variation ua- 
paar~ w~hrend die unendliehen Theile der beiden anderen unpaaren 
Zfige einen einzigen sieh in's Unend|iehe erst~reckenden paaren Zug 
liefern. Die fibrigen 9 neu en~s~ehenden paaren Zfige verlaufen s~mmt,.- 
lieh im Endliehen. Unter ihnen isis einer vorhanden~ weleher den be- 
zfigliehen unpa~en Zug der Curve C 4 in den 18 aufeinanderfolgenden 

Punk~en t~ (~~, t~ (~}, . . . ,  t~ ) schneideis. Sisell~ jeisz~ G(~) ~ 0 eine 
Fl~iehe 7 ter Ordnung dar, welche die Gerade L en~il~ und aus der 

Curve C~ die 26 Punkte t~(~), t~(~), . . . ,  t~(~ ) aussehneidet, so isis 
/~(~) _~ :F/v(~) 4- ~(~) G (~) -~ 0 

bei geeignet gew~hlisem Vorzeiehen und Ftir gentigend kleine Werthe 
(~(~) die Gleiehtmg einer Fl~iehe 7 t~r Ordnung, welehe au-s dem Hyper- 
boloide H ~ - 0  die Gerade Z und ausserdem eine Curve 13 t~r Ordnung 
miis 5 tmpaaren und 10 -{- 16 ~ 26 paaren Ziigen aussehneidet. Fahren 
wir j n  derselben Weise fort, so erhalten wir bei dem niichsisen Sehritte 
eine FI~iche .F (4) ~ 0 yon der 9 ten Ordnung, welche aus dem Hyper- 
boloide / / ~ - 0  die Gerade L und eine Curve yon der 17 t~ Ordnung 
miis 7 unpaaren und 10 -[- 16 -{- 24 ~-- 50 paaren Ztigen ausschueidet. 
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Wie man sieh~, kommen mit jedem wei~eren Schrit~e noch 2 unpaare 
Z~ige zu den vorhandenen hinzu, w~hrend der Zuwachs zur Anzahl 
der paaren Zfige mit jedem weiteren Schri~e "urn 8 Einheiten grSsser 
is~, als bei dem vorhergehenden Schritte. Wir gelangen daher nach 
v --  1 Schritten zu einer Fl~iche ~'(~) ~- 0 yon der 2v -~- 1 ~. Ordnung, 
welche aus dem Hyperboloide H ~ - 0  die Gerade L ~ 0 und eine 
Curve yon der 4~,--~ 1 stea Ordnung mit 2 2 , -  1 unpaaren und mit 

10-[- 16 ~ 24 ~ 3 2 - { - . . .  q- 8 @ - -  1) ~-- 4v  ~ -  42, ~ 2 

paaren Ziigen ausschneidet. Diese schliesslich entstandene Curve yon 
der Ordnung n ~ 4v Jr- 1 besitzt also insgesammt 

1 ( . _  1 ) ( . - 3 ) +  1 4~, ~ - -  2~, ~- 1 ~--- 

reelle Ztige und dies ist, wie friiher gezeigg worden, die Maxi- 
malzahl. 

Es biete~ nunmehr keine Schwierigkeit, auch die Existenz der 
Curven 4 v - ~  1 ster Ordnung mit der Maximalzahl yon Ztigen nachzu- 
weisen, unter denen weniger als 2 v -  1 unpaare Ziige" vorhanden 
sind. Wit  bezeichnen mi~/~ eine Zahl, welche kleiner ist als v. Das 
eben beschriebene-Veffahren fiihrt dann nach ~ -  1 Schritten zu 
einer Curve yon der 4/~ q- 1 ~t~ Ordnung mit 2~ ~ 1 unpaaren Zfigen. 
Diese Curve behandeln wir mittelst der vorhin im ersten Fa l l en  ~ 4v 
angewandten Methode, indem wir dutch abwechselnde Benutzung beider 
unpaaren Ziige der Curve C a bewirken, dass allemal ein unpaarer Zug 
der neu construirten Curve einen der unpaaren Ziige der Curve C 4 
in lauter aufeinandeffolgenden Punkten trifft und in Folge dessen bei 
allen weiteren Schritten die Zahl der unpaaren Ztige unge~indert bleibt. 
Die Lage der Punkte auf den beiden Ziigen der Curve C 4 isr so zu 
w~ihlen, dass nach der Variation die grSsstmSgliche Anzahl neuer 
Z~ige entsteht. Nach v - - ~  Schritten entsteh~ eine Curve yon der 
Ordnung n ~- 4v -~- 1 mit der Maxhnalzahl reeller Zfige~ unter denen 
2 ~ - -  1 unpaare Zfige vorhanden sind. Hierbei ist ~ ~ 1 angenommen. 
Doeh is~ .bereits frfiher nachgewiesen worden~ dass es auch Curven 
yon der Ordnung ~ ~- 4 ~, -~- 1 mit der Maximalzahl reeller Zfige giebt, 
unter denen nur e in unpaarer Zug vorhanden ist. 

Um schliesslich den le~z ten  Fall n~ - -4v -~ -3  zu erledigen, 
setzen wir z' ~ co - -  z und bewirken durch lineare Transformation 
der Coordinaten~ dass diejenige S~reek6 der Curve C~ g'anz in's End- 
liche f~llt~ welche der Punkt beschreibt~ w~rend  der Parameter t yon 
0 his v" w~chst. Ferner bezeichne ~' eine positive GrSsse, welche 

kleiner is~ als jede der beiden Zahlen ~ -  und -~-, so dass die Un- 
gleichungen 
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8v - -3  

erffillt si~d. 

0 < - ~ <  ~3 - < ' ' ' <  8~ , - -~  

< , ' - -  ," < , ' - - , ' ~  < . . .  < ~ ' _  , ' ,  < , "  

Mi~ Beriieksichtigung dieser Ungleichungen ist es in 
en~sprechender Weise wie vorhin im Falle n ~--- 4 v + 1 leich~, 6 reeUe 
GrSssen t~o), t2(~), . . .~  tso), ferner 14 GrSssen t~(2)~ t~(~),..., t~ ) und 
schliesslich 8v - -  2 GrSssen tlC~}~ t~( ' ) , . . . ,  ts(~')..~ zu finden, welche den 
folgenden Bedingungen gentigen: 

< < < . . . <  < < , 

,~ * * r �9 �9 �9 * �9 �9 �9 �9 �9 o 

ts ('-I) t~ ~> t~ ~> , , - ~  < < < 

t t o )  2 7 t2(x)--~ - -  . . .  

it(~) -~- G(3) + -  . .  
�9 m * * �9 

t,(') + + . . .  

�9 . .  < < < 
J +  6(1) 

.~ (3) 
~14 ~ ~ 

Es sei L" eine Erzeugende des FIyperboloides H ~  0~ welche 
keinen der beiden unpaaren Ztige der Curve C 4 trifle. Den fritheren 
Ausfiihrungen zufolge gieb~ es dann eine Fl~.che 2 ter Ordnung~ welche 
die Linie L '  enthtil~ und aus dem einen der Ziige der Curve C 4 die 
6 Punkte t1(1)~ t2 (1) , . . . ,  t8 (1) ausschneideL Die Gleichung dieser 
Fltiche sei ~,(1)~. 0. Es werde ferner dutch die Gleichung G (2) ~ - 0  
eine Fliiche 4 ter Ordnung dargestellt~ welche die Gerade L" enfla~l~ 

und aus der Curve C 4 die 14 Punkte tt(2)~ t~(3}~..., t~ ) ausschneidet. 
Dann stellt die Gleichung 

F(3) ~ ' F F  (1) 4 -  ~{3) G(3) = 0 

bei geeignet~ gew~ihlt~em Vorzeiehen und f~.r gen~gend kleine Werthe 
6(2) eine Fl~iche 4 t~r Ordnung dar, welche aus dem Hyperboloide H~- -0  
die Gerade L '  und eine Curve '71~ Ordnung mit~ einem unpaaren und 
6 paaren Zfigen ausschneide~. Einer yon diesen paaren Ziigen schneidet; 
einen unpaaren Zug der Curve C~ in 14 aufeinanderfolgenden P u ~ n .  
Is/; ferner G(~) ~ 0 die Gleichung einer Fl~iche 6 t~ Ordnung~ welche 

die Gerade L'  enth~lt und aus der Curve (74 die 22 Punkte ~1(s)~(~, .. , t ~  ) 
ausschneidet~ so stell~ bei geeigne~ gew~hl~em Vorzeichen und ftir ge- 
niigend kleine Werthe ~(s) die Gleichung 

~,(3) = FF(~)  +__ ~(~) d~(3) = 0 
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eine Fl~iche 6 t~r Ordnung dar, welche die Gerade L '  enth~ilt und aus 
dem Hyperboloide H ~ - 0  eine Curve 11 ter Ordnung mit 3 unpaaren 
und mi~ 18 paaren Zfigen ausschneidet. Wir gelangen so schliesslich 
zu einer Fliiche ~r ~ 0 yon der 2v + 2 tea Ordnung, welche die 
Gerade L' enth~lt und aus dem Hyperboloide H ~ 0 eine Curve yon 
der Ordnung ~ - - - 4 v + 3  mit 2 v - - 1  unpaaren und mit 4 ~ + 2  
paaren Ziigen ausschneidet. Diese Curve besitzt folgtich insgesammt 

1 4v ~ + 2 v - ~ - l ~ - - u  1 ) ( n - - 3 )  + 1 

reelle Zfige un~d dies is~, wie fr~iher gezeigt worden, die Maximalzahl. 
Der Nachweis fiir die Existenz yon Curven der Ordnung n = 4 v + 3  

mit der Maximalzahl reeller Ziige, unter denen weniger als 2v ~ 1 
unpaare Zfige vorhanden sind, wird in entsprechender Weise gef~hr~, 
wie oben in den F~llen n ~ 4v und n ~--4v + 1 geschehen ist. 

Die eben ausgefiihrten Constructionen liefern, wie man sieht, alle 
diejenigen Arten yon irreducibeln Raumcurven, welche in dem friiher 
abgeleiteten Satze nich~ als unmSglich ausgeschlossen worden sind. 
:gs ist daher im Vorstehenden die Frage nach den gestaltlich ver- 
schiedenen Ar t ender  l~aumcurven yon einer beliebigen Ordnung ~ mit 
der .MaximaZzaM redler Ziige vollkommen erledigt. 

K S n i g s b e r g  i. Pr., den 19. November 1890. 


