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SUR LE PROBLI ME DE DIRICHLET. 

Par M. Henri  Lebesgue (Poitiers). 

Adunanza del 18 agosto 19o 7. 

I. 

I. Le probl6me de DIRICHLET s'~nonce ainsi: ]~tant donn6 un domaine D et une 
fonction continue sur la fronti6re de D, d6montrer qu'il existe une fonction V continue 

dans D, ainsi que ses d6riv6es partielles des deux premiers ordres, prenant sur la fron- 
fi6re de D l e s  valeurs donn~es et satisfaisant ~t l'6quation de LAPLACE: 

8 ~ V 8 ~ V 
Ox, -~- Oy , = o .  

Une telle fonction Ves t  dire harmonique dans D. 
Consid6rons l'int~grale 

g v 'qd:,dy, 
U &ant une fonction satisfaisant aux conditions aux limites donn~es; le calcul des 
variations montre que I (U)  est minimum pour U - -  Y. Si donc on admet que Fin- 
t6grale I (U)  atteint son minimum le probl~me de DmlCnLET est r+solu. 

Ce mode de raisonnement qui remonte i GAt~ss, doit surtout sa c+l+brit+ ~t l'ap- 
plication qu'en a s RmMASZ~ ~t la d+monstration de l'existence des fonctions de 
premi+re esp~ce. WEIERSTRASS e n a  montr~ l'insuffisance; l'assimilafion inconsciente de 
I ( U )  i une s continue d'une variable n'est nuUement l+gitime. En effet, on 
d~montre que q~ (x) continue atteint son minimum en choisissant des hombres x, ~ x,,, .., 
tels que les valeurs correspondantes de q~ (x) tendent vers la limite inf+rieure des valeurs 
de q~ (x) et en remarquant que si q~(x) n'est consid+r~ que dans un intervaUe fini: 

I ~ l'ensemble x,,  x, ,  . . .  a au moins une valeur lirnite Xo; 

2 ~ de la continuit+ de ~ il r~sulte que q~(Xo)est la limite des valeurs ~ (x ) ,  
. . . .  

Pour opgrer d'une far analogue sur I (U)  il faudrait, ayant cboisi des fonctions 
U ,  U ,  . . .  telles que les valeurs correspondantes de I (U)  tendent vers la limite infdrieure 
de I (U) ,  et satisfaisant au besoin iz des conditions supplgmentaires, effectue~ les deux 
opgrations suivantes : 
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0 , .  Ddmontrer que UI, U2, . . .  ont une fonction limite 1/-; 
0~. Ddmontrer que I ( V )  est la limite de I ( U ) ,  I(U2), . . .  et que V satisfait d 

l'dquation aux ddrivdes partielles du calcul des variations. 
Or il n'est pas vrai en g6n~ral qu'une suite de fonctions born~es ait une limite, 

d'ofi la n6cessit6, pour effectuer O,, de tenir compte des propri6t6s de U ,  0"2, . . . ,  ce 
qui parait devoir ~tre fort difficile. D'autre part, l'opb.ration O~ est tout ~ fait diff&ente 
de l'op6ration correspondante pour ~(x), car, l'existence m6me des d&iv6es partielles 
de V 6tant en question, on ne sait quel sens doit 6tre attribu6 ~ I (V) .  

Ces difficult6s, raises en lumi~re par WEIERSTRASS, &aient bien de nature ~t arr&er 
les chercheurs; c'est cependant la m&hode indiqu6e qui a fourni A M. HII~BERT une 
d6monstration simple et rigoureuse de l'existence d'une fonction harmonique satisfaisant 

aux conditions aux limites donn6es. 
2. Les deux travaux que M. HILBERT a publi~s ~ ce sujet ~) sont assez diff~rents 

sans doute, parce que, tandis que le premier semble destin6 ~t mettre rapidement en 
lumi~re toute la port6e du proc6d6, ce qui ne pouvait gu6re &re fair qu'aux d6pens de 
la pr&ision, le second semble destin+ ~i pr&iser la m6thode ~t l'occasion du th+or+me 
d'existence des fonctions de premiere esp6ce. Dans le second m~moire c'est surtout le 
moyen d'effectuer l'op+ration O~ qui est mis en lumi&e, tandis que dans le premier il 
n%tait gu~re question de cette op&ation. Dans cette premi&e Note, M. Hil~13E~a" expo- 
salt sa m&hode sur deux exemples: l'existence de la ligne g6od&ique joignant deux 
points donn6s d'une surface donn6e et le probl6me de Dn~icnL~a" pour un contour 
convexe ~i courbure continue. En ce qui concerne l'op+ration O~, M. HILBERT se conten- 
tait de remarquer que la ligne trouv~e &ait de longueur minimum ; il ne recherchait pas 

si sa longueur &ait exprim6e par l'int6grale qui donne naissance au probl~me du calcul 
des variations ou si la courbe fournissait une solution de l'6quation diff6rentielle ~i laquelle 
conduit ce calcul; pour le probl6me de DialClaI.~a', M. Hil.13~a" se contentait d'affirmer 
qu'on peut effectuer l'op+ration O~. En operant ainsi, M. HII~B~a" &ait d'accord avec 

lui-mSme, car il avait pos+ ce principe: 
(~ Tout probl~me du calcul des variations possSde une solution, pourvu que certaines 

hypotheses restrictives convenablement choisies relatives ~t la nature des conditions aux 
limites donn~es soient remplies, et, n&essairement aussi, pourvu que ce que l'on entend 
par le mot solution 6prouve une g+n&alisation conforme au sens, ?l la nature des 

choses ~. 
En se plagant Ace point de rue, on pourra presque toujours, toutes les lois qu'on 

aura pu effectuer O~, dire que, par d~finition, elle fournit une solution, et il importe 

relativement peu qu'on puisse effectuer O~. Si l'on peut effectuer O~ on connaltra une 

x) i o) Ober das DIRICHLET'SChe Princip [Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung, 
t. VIII (I9OO), pp. I84-188j, traduit par M. L. LAUGEL [Nouvelles Annales de Math~matiques, 3 e s~rie, 
t. XIX (19oo), pp. 337"344; 2~ Ober das DIRICHLET'SChe Prinzi p [Festschrift zur Feier des 15o j~hrigen Be- 
stehens der Kgl. Gesellschaft der Wissenschaften zu G6ttingen I9oI ; Mathematische Annalen, t. LIX, 

(i9o4) , pp. I6x-186j. 
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propri&~ tr~s int~ressante de la solution, mais ce rfisultat ne pourrait ~t lui seul &re 

consid~rfi comme une &ude compl&e de cette solution. 

Si nous adoptons le principe pos~ par M. HILBERT, nous devons aussi admettre 

que, quelque ~16gant que soit le proc~d~ qu'll indique pour effectuer 0 2, c'est dans la 

mani&e d'effectuer O. que r~side le point essentiel de sa m&hode. On aurait pu craindre 

que, pour effectuer 0~, il faille tenir compte de toutes les particularit~s de U ,  U 2, . . .  

qu'il faille en particulier tenir compte du fait que I ( U ) ,  I ( U , ) ,  . . .  convergent vers 

la limite inf~rieure de I ( U ) ;  or cela est inutile, c'est ce qui ressort nettement du pre- 

mier travail de M. HfLB~RT, clans lequel on ne tient compte que de particularit~s tr~s 

simples de U ,  U ,  . . . .  Ces particularit~s permettent d'effectuer O. gr~.ce ~t ce th~or~me: 

Si une suite de fonctions converge pour un ensemble de points partout dense et si 

ces fonctions ont leurs nombres d&iv6s tous inf&ieurs h u n  m~me nombre fixe, alors 

elle converge partout et la convergence est uniforme ~). 

Dans les deux exemples de son premier travail M. HIL~ERT utilise le th~or~me 

ci-dessus, mais gr:ice ~t des artifices tr~s diff&ents dans les deux cas. L'application du 

th~or~me, dans son second travail, est encore diff&ente, et l~l le fait que I ( U ) ,  I(U~), ... 

convergent vers la limite inf6rieure de I ( U )  intervient. Aussi, ~t cet 6gard, la seconde 

communication de M. HILm~RT est-elle moins int&essante que la premiere; cependant, 
en rapprochant le premier exemple du premier travail de M. HILBF.RT de son second 

travail, on sera assez naturellement conduit ~t essayer d'effectuer O, en faisant intervenir 
seulement le fait que pour les fonctions U ,  U2, . . .  les valeurs de l'int~grale I ( U )  

dont on cherche le minimum sont born&s dans leur ensemble. C'est comme on va 

le voir la m&hode qui sera employ& M. 

3. Le th~or6me utilis6 par M. HILBERT est~ on s'en rend compte imm6diatement, 

gquivalent au suivant dont l'application au probl~me des lignes g6od6siques est imm& 

diate ~): Si l'on a dans un espace born6 une infinit~ de courbes dont les longueurs 

sont born&s dans leur ensemble, ces courbes ont au moins une courbe limite. J'avais 
utilis6 ce th6or&me ~ et un autre analogue qu'on pent formuler ainsi: Si 1'on a dans un 
espace born6 une infinit6 de surfaces simplement connexes dont les aires sont born6es 
dans leur ensemble, dont les contours ont au moins un contour limite et telles que 

tout morceau simplement connexe dont la fronti6re peut &re enferm& dans une sph&re 
de rayon r soit int&ieure ~ une sph6re de rayon R ( r ) ,  R ( r )  tendant vers z~ro avec 

2) A cette occasion M. HILBERT cite BENDIXSON et TOWNSEND. La propri&~ &ait connue ant& 
rieurement; elle r~sulte du th~or6me fondamental sur les fonctions ~galement continues IAscoLI, Le 

curve limiti di una variet~ data di curve [Memorie della classe di Scienze Fisiche, Matematiche e Naturali 
della R. Accademia dei Lincei, vol. XVIII 0883), pp. 521-5861I et d'un caract~re d'6gale convergence 
I ARzELX, Sulle funzioni di linee [Memorie dcUa R. Accademia dell'Istituto di Bologna, sezione delle 
Scienze Fisiche e Matematiche, s. V, t. V (1895), pp. 225-2441I. 

8) C'est d'aiUeurs le raisonnement utilis~ par M. HILBERT pour le probl~me des g~od~siques qui 
montre l'~quivalence des 6nonces. 
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r, ces surfaces ont au moins une surface l imi te - -  dans des recherches sur la notion d'aire r 
publi~es alors que j'ignorais le premier travail de M. HILBERT. Apr~s avoir pris con- 
naissance de ce travail j'ai appliqu~ s) ces deux thtor~mes ~t la recherche de certains 

minima, reals, ignorant alors le proc~d~ qui permet ~. M. HILBERT d'effectuer l'op~ra- 
tion O 2 clans le cas du probl~me de DIRICHLET, je n'ai appliqu~ rues raisonnements 
qu'~t des formes d'intSgrales ne contenant pas l'iut~grale I ( U )  pr~c~demment d~finie. 

Ces raisonnements fournissent cependant une solution du probl~me de DIRICHLET, 
mais cette solution est inufilement compliqu~e, et l 'on peut effectuer l'op~ration O I gr~.ce 
:l cette proposition: Une suite de fonctions monotones U I , U2, . . .  remplissant les. con- 
ditions de continuiti indiquges darts D et sur sa fronti~re, telles que les intigrales I ( U  ) ,  

I(U=), . . .  soient bornies clans leur ensemble, admet as moins une fonction limite. 

Ainsi, pour effectuer O, on utilise un th~or~me off n'intervient que l'int~grale I ( U )  

elle-mSme. Cela n'est d'ailleurs pas particulier ~t l'int~grale sp~ciale consid~r~e ici, mais 
s'~tend ~i une vaste cat~gorie d'int~grales, car le raisonnement est bask sur des relations 
d'in~galit~. Je ne m'occuperais pas de ces g~n~:ralisations, et l'~.quation de LPLACE sera 
la seule que j'~tudierai; mais j'ai essayg: d'obtenir, pour cette ~quation, un thtor~me ~t 
~nonc~ aussi large que possible. On  salt que les m~thodes de r~solution du probl~me 
de DIRIC~aLET supposent toutes que le domaine soit particulier et, comme les restrictions 
impos~es par ces diverses m~thodes ne sont pas les mSmes, il est certain que les res- 
trictions ne sont pas n~cessaires ~t l'exactitude de l'~nonc~. En recherchant une m~thode 
applicable de suite au domaine le plus g~ntral, on peut esp~rer obtenir un raisonnement 
ne faisant intervenir que ce qui est essentiel dans la solution de la question. Je d~- 
montrerai ici l'existence d'une solution du probl~me de DrRIClaLET sans faire aucune 
restriction sur la nature du domaine, quand celui-ci est ~t connexion finie ~), ni sur la 
nature de la fonction continue donn~e sur la fronti&e du domaine. Je m'occupe surtout 
de l'op~ration O~ ; peut 6tre aurais-je plus tard la possibilit~ d'indiquer uue m&hode 
moins sp~ciale pour effectuer O~. 

Pour effectuer O 2 j'utilise ici la solution connue du probl~me de DmICHLE~ pour 
le cas du cercle. D~j~t, dans son premier travail, M. HILBERT faisait allusion ii une 
m~thode de ce genre. Cette m&hode est aussi employee par M. HADAMARD au para- 
graphe IO d'un travail r~cent 7) qui paraissait comme j'achevais la r~daction de celui-ci. 

4) Sur la dJfinifion de l'aire d'une surface [Comptes rendus hebdomadaires des stances de l'Aca- 
drmie des Sciences (Paris), t. CXXIX (2 e semestre i899), pp. 87o-873 (stance du 27 novembre 1899)]. 

s) Sur la d~finition de certaines intdgra!es de surfaces [Comptes rendus hebdomadaires des stances 
de l 'Acadrmie des Sciences (Paris), t. CXXXI (2 e semestre I9OO ), pp. 867-870 (stance du 26 novem- 

bre I9oo)t ; Sur le minimum de certaines int~grales [Ibid,  id., pp. 935-937 (s~ance du 3 drcembre 19oo)]. 
Voir aussi ma Thrse:  Int~grale, Longueur, Aire [Annali di Matematica pura ed applicata, 3 e srrie, t. VII 

(~9o2), pp. 231-359]. 
6) Au contraire une restriction subsiste pour les domaines ~ connexion infinie. 

7) Sur quelques questions de calcul des variations [Annales scienfifiques de l'I~cole Normale supr- 

rieure, 3 e srrie, t. XXIV 09o7),  pp. 2o3-231]. 
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La m&hode de M. HADAMARD ne diff~re de celle que j'emploie que par le remplace- 
ment de la propri&~ d6montr& plus loin au ~ 13 par un th6or&ne 6quivalent ana- 
logue ~t celui de M. OSGOOO sur la diff6rence des valeurs d'une int6grale pour la fonc- 
tion qui la rend minimum et une autre fonction. M. HADAMARD obtient ce th6or~me 
au ~ 9 de son M6moire par des calculs identiques ~t ceux qu'on trouvera plus loin au 
chapitre III. Mais, tandis que ces calculs servent seulement ~ M. HADAMARD ~t effectuer 
O~, j'en d6duis un caract~re d'6gale convergence et m'en sert pour effectuer O,. 

De ce calcul r6sulte aussi que la solution du principe de DIRICHLET varie d'une 
fa4on continue avec la forme du domaine et les valeurs donndes aux limites et encore 
que la mdthode alternde et la mdthode du balayage s'appliquent dam tom les cas. 

Je dois m'excuser de la longueur de ce m6moire. I1 est surtout allong6 par le 
chapitre suivant dans lequel je d6finis les domaines et d6montre quelques th~or~mes les 
concernant. Ces propositions sont ~t peu pr6s &identes, leurs d6monstrations quoique 

longues sont faciles et naturelles, leurs ~nonc6s sous forme g6n6rale ne sont pas uti- 
lis6s ici et m~me ils r6sultent sans d6monstrations nouvelles de la solution du probl~me 
de DIRICHLET; c'est dire que j'aurais pu me dispenser de les d~montrer. Cependant il 
m'a paru indispensable, avant de raisonner sur des domaines tr6s g6n~raux, de bien 

pr&iser, et par des d~finitions et par des exercices, ce que sont ces domaines. 
4. Dans une Note r&ente s) M. HADAMARD a adress6 :i la re&bode de M. HILBERT 

deux critiques qu'on peut opposer /t tout essai de r~solution du probl6me de DtRICHLET 
~t l'aide du calcul des variations et qu'on peut formuler ainsi: Dans ces re&bodes de 

r&olution on admet: 
i ~ qu'&ant donn6e une fonction continue sur la fronti6re d'un domaine, il existe 

des fonctions continues dans le domaine, y admettant des d6riv&s partielles, et prenant 

les valeurs donn&s sur le contours. 
2 ~ on admet que, pour certaines de ces fonctions, l'int&grale I(U) est finie. 
J'ai l'occasion, dans le chapitre suivant, de construire des fonctions remplissant les 

conditions de continuit6 et de d6rivation indiqu6es, mais cela est inutile. Soient F une 
fonction continue dans le plan et prenant les valeurs donn~es f sur le contour du domaine, 
�9 ~ un polyn&ne repr~sentant F ~t moins de ,dans  le domaine et sur la fronti~re du do- 
maine. Soit % la valeur de ~,  sur cette fronti6re. Si l'on cherche /l r~soudre le probl6me 
de DmICHLET pour la valeur q~, donn& aux limites, les objections de M. HADAMARD ne 
portent pas, puisque I ( ~ )  existe e t e s t  finie. Or on salt que la limite pour ~. = o de 
cette solution du probl6me de Dm:CULET donnera la solution pour les valeurs donn6es. 

Ainsi, bien que la seconde critique de M. HADAMARD air une grande port&, 
puisqu'il a prouv~ qu'il est des cas tr& simples off I(U) est toujours infinie, de sorte 
que le probl6me de DIRICHLET et le probl~me du calcul des variations qu'on y substitue 

ne sont pas 6quivalents, nous pouvons passer outre aux objections de M. HADAMARD. 

8) Sur le primipe de DIRICHLET [Bulletin de la Soci6t6 Math6matique de France, t. XXXIV (I9o6), 

pp. I35-H8]. 
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L'artifice indiquh est celui que M. PaRAF 9) a utilis6 dans un but analogue; il a &+ 
employ+ rTcemment par M. FUBINI ~o) de la manihre qui. vient d'etre indiqu4e. 

II. 

5. Oomaioos. ~ On donne couramment au mot domaine deux sens diff+rents sui- 
vant qu'on d+finit les domaines par les propri&(:s de leurs points ou par les propri&+s 
des points frontiTres du domaine. C'est ordinairement le second sens qu'on adopte 
dans l'&ude du problTme de DIRICHLET et des probl~mes aux limites analogues. Voici 
quelle est alors la d+finition. 

Consid+rons deux fonctions continues f( t) ,  ~?(t), d+finies dans un intervalle fini 
(a, b) et telles que les relations simultan+es: 

f ( t )  = f ( t  ), q~(t,) - -  ~?(t~), t y6_ t ,  t < t ,  

admettent la seule solution: 
t - - ' a ,  t2~---b. 

La courbe lieu des points x - - f ( t ) ,  y - - ? ( t )  est alors dite une courbe ferm+e 
sans point multiple. 

M. JORDAN a d+montr+ ~') qu'&ant donn~e une telle courbe C, il existe des 
points, que l'on appelle les points int~rieurs ,~ C, qu'on ne peut pas joindre aux points 
?t l'infini du plan par un trait continu (une ligne brisTe si l'on veut pr+ciser) ne con- 
tenant aucun point de C. Les points int~rieurs ~t C forment le domaine ouvert limit+ 
par C. L'ensemble des points C et des points int+rieurs ~ C s'appelle le domaine ferm+ 
limit+ par C. Les points du plan ne s pas partie de ce domaine ferm+ sont les 
points ext+rieurs ~t C. 

M. JORDaS a d+montr+ que deux points int~rieurs (ou deux points ext+rieurs) 
pouvaient ~tre joints par une ligne bris+e ne contenant que des points int+rieurs (ou 
ext&ieurs). 

Les domaines qui viennent d'etre d+finis sont dits simplement connexes pour les 
distinguer de ceux dont je vais parler. 

9) Sur le problkme de DIRICHLET et son extension au cas de l'bquation lin~aire g~n3rale du second 
ordre [Annales de la Facult~ des Sciences de Toulouse, I~re sTrie, t. VI (I892), pp. H.I-H.75].  

io) i o) I1 principio di minimo e i teoremi di esistenza per i problemi at cOntorno relativi all, equazioni 

all* derivate parziali di ordine pari [Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, t. XXIII (ier se- 

mestre I9O7) , pp. 58-84]; 2 ~ (supplTment) I1 principlo di minimo [Ibid., id., pp. 3oo-3ol]. Ce travail, ainsi 

que diverses Notes du m~me auteur [3 ~ Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, t. XXII (2 * se- 

mestre I9O6), pp. 383-386; 4 ~ Rendiconti delia R. Accademia dei Lincei, vol. XVI, I er semestre I9O7, 
pp. i62-i67, 2ij-22o, 6o8-614], a ~t~ publi+ ~t la suite d'un intTressant M+moire de M. BEVPO LEvi, 
Sul principio di DmlCHLET [Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, t. XXII (2 e semestre I9O6), 

pp. 293-36o]. 
J'ai utilis6 plusieurs des raisonnements de ces Auteurs. 
ix) Cours d'dnalyse, 2 ~ ~dition, tome I, n ~ 97-1o4. 
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Soit une courbe ferm~e sans point multiple C et des courbes analogues C,, C~, ..., C 

toutes int4rieures ~ C et telles que les domaines correspondants simplement connexes 

D ,  D~, . . . ,  D ,  qui sont tous int6rieurs au domaine D limit6 par C, soient ext~rieurs 

les uns aux autres. AIors le domaine ouvert limit4 par C, C. ,  C~, . . . ,  C est, par 

d6finition, form6 par l'ensemble des points du domaine ouvert D qui n'appartiennent 

pas aux domaines ferm~.s D ,  D ,  . . . ,  D .  Les points de ce domaine et ceux de 

C, C ,  C~, . . . ,  C,, forment le domaine ferm4 correspondant. Ces domaines sont dks 

n + I fois connexes. 
Enfin, si l'on applique la d~finidon pr~c~dente au cas odl les contours C~, C~, . . .  

forment une infinit~ d~nombrable, on est conduit ~ la notion de domaines ~t connexion 

infinie. Cependant on introduit en g6n~ral, et nous introduirons, une restriction qu'on 

peut formuler ainsi: pour qu'il s'agisse d'un domaine il faut qu'il existe des points int~- 

rieurs ~t C et ext~rieurs ~t C., C~, C 3 , . . .  qui ne soient pas points limites des points 

de C, C,,  C~, . . . .  Alors, si l 'on peut joindre deux tels points quelconques de l'ensemble 

par une ligne bris~e ne contenant que des points jouissant de la m~me propri&~, cet 

ensemble est appel6 le domaine ouvert limit6 par les courbes donnLes. L'ensemble d~riv~ 

d'un domaine ouvert est le domaine fermfi correspondant. 
Je passe au second mode de d~finition des domaines. Un ensemble est dit fermd, ~ 

s'il contient son d~riv~, ouvert s'il est le compl6mentaire d'un ensemble fermi. Un point 

d'un ensemble est int#ieur ~t cet ensemble, s'il n'est pas point limite de l'ensemble 

compl~mentaire de E. Tout  point d'un ensemble ouvert est int~rieur ~l cet ensemble; 

un ensemble peut 6tre ferm~ et ne contenir aucun point int~rieur. 

M. JORDAN ~)  appelle domaine tout ensemble qui contient des points int~rieurs; 

cette d~finition est en g6n6ral trop large, j'adopterai la suivante: 

Un ensemble fermd est dit un domaine fermd: 
i ~ S'il est rensemble d# iv i  de rensemble de ses points intgrieurs, qui est appeld le 

domaine ouvert correspondant. 
2 ~ Si cet ensemble ouvert est formr de points tous intdrieurs it une circonfr 

convenablement cboisie. 
3 ~ Sicet  ensemble ouvert est d'un seul tenant. 
Les points ne s pas pattie d'un domaine ferm~ sont dits ext6rieurs au do- 

maine; les points appartenant ~ un domaine ferm6 sans faire partie du domaine ouvert 

correspondant constituent la fronti~re de ces domaines. Ces points fronti~res sont points 

limites ~t la lois pour l'ensemble des points int~rieurs et pour l'ensemble des points 

ext6rieurs. 

On volt le r61e des diff~rentes restrictions impos~es dans la dfifinition pr~c~dente; 

x2) Cours d'Analyse, 2 e 6dition, tome I, n ~ 24. Dans ce qui pr6c+de je me sifts 6cart+ du langage 
adopt6 par M. JORDA~ en ce qui concerne les ensembles que j'ai appel+ fermds et que M. JORDAN 
appelle ensembles parfaits. Dans tout ce qui suit, conform6ment /t l'usage universellement adopt~ 
maintenant, un ensemble sera dit parfait quand iI sera identique ~ son d~rlv~. Un domaine parfait 
est un ensemble ferm6. 

R~d.  Circ. Maitre. Yalerrno, t. XXIV (a ~ sere. , 9o7) . - -S tampa to  il ~ ottobre tgo 7. 4 8 
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en particulier des conditions 2 et 3. La condition 3 n'est d'aiileurs pas essentielle; on 

le volt facilement en remarquant que, les conditions I et 2 &ant remplies, si la condi- 

tion 3 ne l'&ait pas, l'ensemble ouvert consid+r+ serait la somme d'une infinit6 denom- 

brable de domaines ouverts. De sorte que, pour tout ce qui va suivre, on pourrait 

sans presque rien avoir ~t modifier, supprimer cette troisi6me condition. 

J'insisterai un peu plus sur les restrictions provenant du fair que je ne consid~re 

que des ensembles ouverts ou ferm~s et associ~s les uns aux autres. Avec la d~finition 
de M. JORDA~ tOUt ensemble contenant un carr+ est un domaine quelle que soit la 

disposition de l'ensemble des points autres que ceux du carr6, un cercle moins son 

centre est un domaine, un cercle plus un point ext+rieur est un domaine. De sorte 

que, avec la d+finition de M. Jo~DAs, il existe parfois des points qui ne sont limites 

que de points int~rieurs et qui ne font pas partie du domaine et des points qui ne 

sont limites que de points ext+rieurs et qui en font partie. Les restrictions impos~es 

ont pour but de supprimer ces singularit+s, artificielles ~ un certain point de vue. 

Les domaines qui viennent d'etre d+finis sont dits simplement connexes, n lois 

connexes, ~t connexion infinie, suivant que l'ensemble des points ext+rieurs au domaine 

est d'un seul tenant, ou d+composable en n ensembles d'un seul tenant, ou non d&om- 

posable en un nombre fini d'ensembles d'un seul tenant. 

On volt de suite, gr~.ce au th6or6me de M. JORDAN, que ces nouvelles d6finitions 

comprennent les premi6res comme cas particuliers, mais il ne faudrait pas croire qu'elles 
sont identiques. Par exemple, l'ensemble des points des courbes: 

y ~ / o ,  

- - I L x L  

partage le plan en deux r+gions, dont 

x 2 + y 2 =  I ;  

__ _ _ + I ,  y = s m - - ,  
X 

l'une est un domaine simplement connexe d'apr6s 
les secondes d+finitions; mais ce n'est pas un domaine au sens primitif, car l'ensemble 
des deux courbes pr6cit+es ne forme pas une courbe ferm+e sans point multiple, de la 
nature de celles consid~r~es au d+but, et de plus les points 

x = o ,  o L y L I ,  

sont des points fronti~res ne s pas partie de ces courbes ~3). 

Relativement aux domaines ~t connexion infinie, je serai oblig~ d'introduire une 

restriction nouvelle. Soit P u n  point int~rieur ~t un domaine D, toute courbe ferrule 

entourant P et assez petite est toute entibre s de points int~rieurs ~t D. Mais il 

faut remarquer qu'il peut arriver que, F &ant un point s de D, on puisse 

tracer des courbes ferrules entourant F et aussi petites qu'on le veut, qui soient for- 

m+es toutes enti~res de points int6rieurs ~t D. Cela est manifestement impossible pour 

les domaines ~t connexion finie, mais cela se pr~sente avec des domaines ~t connexion 

x8) Dans un article de M. SCHOENFLIES, Ueber einen grundlegenden Satz der Analysis Situs [Nach- 
richten von der Kgl. GeseUschaft der Wissenschaften zu G6ttingen, Math.-physikalische Klasse, i9o2 , 
pp. I85-I92] , on verra comment on peut distinguer les deux esp~ces de domaines simplement connexes. 
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infinie. Par exemple, de F comme centre je trace une circonf6rence C et sur le rayon 

F A de C je marque des segments M M',, M M', . . . ,  tous ext6rieurs les uns aux 

autres, ne contenant pas F, et dont les extr6mit~s M ,  M', M,, M'2, . . .  tendent 
vers F. Sur ces segments comme diam~tres je trace des circonf6rences C,, C,, . . . ;  
pour le domaine limit+ par C, C ,  C,, . . . ,  F est un point fronti~re jouissant de la 

singularit+ indiqu~e. 
Les raisonnements que j'emploierai me conduisent ~t faire cette nouvelle restriction: 

4 ~ Si tout point qu'on peut enfermer darts des courbes ferrules sans point multiple, 
aussi petites que I'on veut et formtes de points int#ieurs au domaine, est aussi point 
intlrieur du domaine. 

Cette restriction n'intervient pas dans ce chapitre, eUe sera indispensable plus loin. 

Cependant les r+sultats obtenus s'~tendent ~ certains cas off cette condition restrictive 

n'est plus v+rifi~e. 
6. Fonotionn eontinue8 dan8 un domaine. ~ On dit qu'une fonction f (P), d~finie pour 

les points d'un ensemble E, est continue sur E lorsque toute suite P ,  P=, . . . ,  for- 

m+e de points de E tendant vers un point P de E, donne naissance ~i une suite 

f ( P ) ,  f ( P ) ,  . . . ,  qui converge vers f (P) .  
Un domaine ferm+, ou la fronfi~re d'un pareil domaine, sont des ensembles ~t dis- 

tance finie, ferm~s et m~me parfaits. Un domaine est de plus d'un seul tenant en ce 

sens que, A et B &ant deux points d'un tel ensemble, on peut trouver une suite form~e 
de points A, M ,  lVI, . . . ,  Mp, B de l'ensemble, telle que la distance de deux points 

cons&utifs sok inf+rieure ~t un nombre positif arbitrairement donn~ ~4). Sur des en- 

sembles poss+dant ces propri&+s la continuit+ est uniforme, de plus les fonctions con- 

tinues atteignent leurs limites sup~rieure et inf+rieure et, pour tes ensembles d'un seul 

tenant, elles ne peuvent passer d'une valeur ~l une autre sans passer par toutes les 

valeurs interm~diaires ,s). 
Consid~rons le domaine simplement connexe d~fini au dfibut du paragraphe pr~- 

c+dent; on volt de suite que, pour qu'une fonction d~finie sur sa fronti6re soit continue 

i[ faut et il suffit que ce soit une fonction continue du param~tre t. Ce r+sultat s'&end 

aux domaines ~t connexion multiple limit+s par un nombre fini de courbes, mais il est 
+vident que, pour un domaine iimit+ par une infinit+ d+nombrable de courbes, s'it est 
toujours vrai qu'une fonction continue sur la fronti6re du domaine est, sur chacune 

des courbes fronti~res, une fonction continue du param~tre qui servit ~t d+finir cette 

courbe, la r&iproque n'est plus vraie. 

La propri&+ suivante est fondamentale: Etant donnle une fonction continue f sur 
la frontikre E d'un domaine fermi D, il existe une fonction F continue dans D qui est 
ggale it f sur E. Dans la d6monstration qui suit on utilisera seulement les propri~t6s 

x4) C'est la d6finition g~n~rale des ensembles d'un seul tenant; elle est tir6e du n ~ ~I du Cours 
d'Analyse de M. JORDAn. 

IS) Pour les d6monstrations voir JORDAN, 1OC. cit., n ~ 62 /l 64. 
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suivantes de E: E est tout entier ~t distance et est ferm6. F sera d~finie dans tousle  

plan, d'o6 une extension possible de l'4nonc4 pr6c'dent qui montrerait qu'il y a iden- 

tit6 entre les fonctions continues sur les ensembles born~s et fcrm~s et les fonctions 

d6finies sur de tels ensembles par les fonctions continues dans le plan. 

Je consid~re une division du plan en carr6s a l'aide de paralMes aux axes distantes 

entre elles de l'unit4 de longueur par exemple; c'est la division D .  La division D 2 

est obtenue en subdivisant, par des parall61es aux axes, chaque carr~ de D e n  quatre 

carr4s; D 3 est obtenue de m4me en subdivisant les carr4s de D2, et ainsi de suite. 
En un sommet P de l'un de ces carr6s on prendra F 4gale ~t la limite inf4rieure 

des valeurs que prend f aux points de E, qui sont ~i la plus petite distance possible 

de P. Cependant nous ne nous occuperons que des sommets de ceux des carr6s d'une 

division, la division D i par exemple, qui sont int6rieurs ~ un carr6 de la division pr&4- 

dente, la division D~_, contenant ~ son int4rieur et sur son p&im6tre certains points 

de E. Ce sont ces carr6s de Di_ , qui seront appel6s les carr6s utilis6s. 

Sur les c6t6s des carr4s utilis6s, F est connu maintenant encertains points. Sur 

ces c6t6s nous prendrons F lin~aire entre les points off elle est connue. Ainsi sur le 

p6rim~tre d'un carr6 utilis6, F varie lin6airement, saul en certains points; par ces 

points nous mhnerons des parallhles aux axes qui divisent le carr6 en rectangles par- 

tiels. Sur les c6t6s parallhles ~i O x non confondus avec les c6t4s du carr4, on prendra 

F lin6aire en x; enfin dans chaque rectangle on prendra F lin4aire en x et y. 
F est maintenant partout d6finie, il est 4vident qu'eUe est partout continue. La 

d4finition de F est bien 6videmment inutilement pr&ise, mais cela rendra peut 4tre 

plus claires les transformations ult6rieures. 

7. Fonction8 monotones.- On d~signe ainsi, quand il s'agit de fonctions d'une 
seule variable, les fonctions qui ne sont jamais d~croissantes ou jamais croissantes. Ces 

fonctions sont donc celles qui, consid~r~es dans un intervalle quelconque, atteignent 
leurs limites supfirieure et inf&ieure dans l'intervalle aux extr~mit~s de cet intervalle. 

Par analogie, je dirai qu'une fonction de det~x variables est monotone si Ia fonction admet 

les mdmes limites infdrieures et sup#ieures dans ~tn domaine fermd et sur sa frontikre, 
et cela quel que soit le domaine considdrd. 

Les fonctions continues monotones, les seules que je consid6rerai, atteindront leurs 

maximum et minimum dans un domaine en des points de la fronti~re du domaine. 

Les fonctions monotones sont quelquefois appelbes fonctions sans maximum ni mi- 

nimum parce que la valeur d'une fonction monotone en un point P e s t  toujours at- 

teinte en d'autres points que P dans tout cercle entourant P. I1 se peut d'ailleurs que 

la valeur en P bgale la plus grande ou la plus petite des valeurs que prend la fonction 

dans le cercle, c'est-s qu'une fonction monotone peut avoir des maximum et mi- 

nimum au sens ordinaire du mot. Mais ce sont des maximum et minimum tout sp6ciaux; 
dans beaucoup de questions on trouve avantage ~t r6server le nom de maximum ou 

minimum ~t des points plus particuliers. 
La d6finit ion des fonctions monotones peut ~tre donn6e pour les fonctions d6finies 
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dans tout le plan, ou pour les fonctions d6finies dans un certain domaine dont on 
s'interdit de sortir, ou pour les fonctions d6finies dans des ensembles plus g6n~raux 

encore. 
Les fonctions continues monotones dans un domaine simplement connexe jouis- 

sent de la propri&~ caract6ristique suivante : quel que soit le point P du domaine, Fen- 
semble des points en lesquels la fonction prend la m~me valeur qu'en P e s t  form6 de 
parties d'un seul tenant avecla fronti~re. Les fonctions continues monotones dans un 
domaine multiplement connexe ne jouissent pas n&essairement de cette propri&6, mais 
elles poss~dent la propri&~ caract&istique suivante: 

Q uel que soit le nombre n, rensemble des points en lesquels la fonction n'est pas 
infdrieure a n (ou supdrieure dr n) se ddcompose en ensembles d'un seul tenant, tels que 
chacun d'eux contient un point au moins de la fronti~re du domaine considdrd D. 

Cette condition est suffisante, car si elle est remplie pour f continue dans D, quel 
que soit le point P dans D, P fair partie d'un ensemble d'un seul tenant avecla fron- 
ti~re de D et sur lequel F n'est pas inf6rieure (ou sup~rieure) A f ( P ) ;  donc, sur la 
fronti~re de D et sur la fronti~re de tout domaine contenu dans D et contenant P, 
il y a des points o3 f n'est pas inf~rieure ~. f ( P )  et aussi des points pour lesquels f 
n'est pas sup6rieure ~t f ( P ) ;  cela ~t cause de la continuit6 de f. 

La condition est n&essaire; dire qu'elle n'est pas remplie pour la fonction f, c'est 
dire qu'il existe un ensemble E d'un seul tenant en tout point duquel f n'est pas in- 
f6rieure (ou sup~rieure) A un nombre n e t  tel que tous les points dont la distance ~t 
E n e  surpasse pas un certain hombre ,, ou bien font partie de E ou bien donne ~t f 
une valeur inf6rieure (ou sup6rieure) ~t n. Or, ces points forment un domaine A ~t 
l'int6rieur duquel f prendrait une valeur inf~rieure (ou sup&ieure) ~t l'une quelconque 
de celles que f atteint sur la fronti~re de A i6). 

On pourrait pr&iser davantage et montrer que, P grant un point quelconque du 
domaine D, f ,  continue dam D, y sera monotone si, et seulement si, ron peut trouver 
une courbe de la nature de celles dont il a dtd parli au paragraphe 5, dont les deux 
extrdmitds sont aussi voisines qu'on le veut de la fronti~re de D, passant aussi prbs de P 
qu'on le veut, et le long de laquelle f est monotone. Je ne d~montrerai pas cette propo- 
sition, qui parait A peu pr& &idente ,7), mais dont la d6monstration exigerait quelques 
d6veloppements; cette proposition ne sera d'ailleurs pas utilis&. 

Voici une autre propri&~ caract~ristique, A peu pros &idente, des fonctions con- 
tinues monotones: pour qu'une fonction continue dans un domaine y soit monotone, il 
faut et il sz~t qu'il n'existe aucun domaine sur la fronti~re duquel la fonction est cons- 
tante et dr l'intdrieur duquel la fonction n'est pas constante. 

x6) On voit que la continuit6 de f n'intervient pas dans cette seconde partie du raisonnement ; 
eUe &ait indispensable pour d6montrer que la condition est suffisante. Je r6p&e que les fonctions con; 
tinues sont les seules &udi6es ici. 

XT) I1 n'est pas sans int6r& de faire remarquer qu'eUe ne serait plus vraie, si l'on assujettissait 
la courbe /l passer par P. 
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La condition est 4videmment n4cessaire, je montre qu'elle est suffisante. S i f  n'est 

pas monotone dans D, c'est qu'on peut trouver un domaine a ~ l'int&ieur duquel f 

a un maximum sup6rieur ~ celui qu'elle atteint sur la fronti6re de a ou un minimum 

inf6rieur ~. celui qu'elle a sur sa fronti6re. Si l'on est dans le premier cas, ~ l'int6rieur 

de a il y a un point P tel que f ( P )  soit sup4rieur ~ la limite sup6rieure L de f sur 
la fronti6re de a. Soit x compris entre L et f ( P )  et soit A l'ensemble des points off 

l'on a f N. 2. Cet ensemble est ferm6; P e s t  int4rieur ~ d .  Soit B l'ensemble des 

points int6rieurs ft A, soit C la partie de B qui est d'un seul tenant et qui contient 

P. C est 6videmment un domaine ouvert sur la frontihre duquel f est 6gale ~ ~ en tout 

point; ~. l'int4rieur de C, f n'est pas constante, le th6or6me est d4montr6, car C est int6- 

rieur a D. 

On aper~oit maintenant comment, 6tant donn6e une fonction continue F dans un 

domaine D, on pourra en d4duire une fonction continue et monotone dans D et 6gale 

F sur la fronti6re de D. Rangeons les valeurs rationnelles en une suite infinie 
u ,  u 2, . . .  ; F d4signera la fonction continue 6gale ~i u ~i l'int4rieur des domaines, 

s'il en existe qui soient int6rieurs a D, dans lesquels F n'6tait pas constante tout en 

6tant constante et 4gale ~i u sur leur frontihre; F, sera 6gale ~. F aux autres points; 

F se d6duit de F comme F de F, u rempla~ant u et ainsi de suite. 

Je dis que les fonctions F, F ,  F~, . . .  ont une limite ~.  Soit P u n  point quel- 

conque, et soit F'  la premi6re des F~ pour laquelle on n'ait pas F~(P)= F~_,(P). 

Alors F ~ 4gale u ~ dans un certain domaine D ~ contenant P. Soit F'  la fonction qui 

suit F', comparons F ( P )  e t F'(P). Soit d'abord P ( P ) =  F ' ( P ) ;  alors je dis que, 

dans tout D ~, F~= F ' =  F~(P). S'il en 6tait autremeut en effet, si l'on avait 

F '  (~,) -~ F '  (i0), q0 6rant point de D ~, c'est que ~ serait int6rieur ~ un domaine ~ ~ Fin- 
t4rieur duquel F ~ ne serait pas constante tout en 4tant constante sur la frontihre de ~ ; 
par suite ~ contiendrait D ~ et i'on aurait F '  (P)  = F '  (~) =7__. F ~ (~) = F ~ (P). Nous 
prouvons en m4me temps que F ~ (P) - -~  F'(P) entralne F ~ (~)-7(= F' (9). Par suite si 
F ~ est la premihre fonction aprhs F' ,  pour iaquelle on n'ait pas F ~ = F ~ en P, on aura 

F ~ - -  u ~ dans tout un domaine D ~ contenant DL On d4finiera de m~me F ~ , u 3 , D 3 

et ainsi de suite. 
S'il n 'y a qu'un hombre fini de fonctions F ;, l'existence de a, est 4vidente. Sup- 

posons qu'il y en air une infinit4 et d4signons par P A un segment d'origine P, dont 

l'extr4mit6 est sur la frontihre de D et dont tous les  points, saul d ,  sont int&ieurs 

D. A; d4signera celui des points de rencontre de PA avec !a frontihre de D ~ qui est 

le plus voisin de A. On a F~(P)= F~(A ~) - - F ( A ~ ) ;  la premi6re de ces deux 6gali- 

t4s est 4vidente, la seconde r~sulte de ce que tout point en lequel on n'a pas F ~--  F 

est inWrieur ~ un domaine dans lequel F g diff4re de F. Les A ~ tendent vers un point 
limite ~; donc /:~(P)~---F(.,/~) tend vers la valeur limite * ( P ) =  g(~) .  

La convergence des F~ vers ~I, est d'ailleurs uniforme, puisque, le passage de F; 

F~+~ n'augmentant l'oscillation dans aucun intervalle, les F~ sont 4galement conti- 

nues; donc ,I, est continue et la convergence est unfforme. De 1~ r4sulte encore que 

le maximum de IF~+~ ~ f~] tend vers z~ro quand i croit ind~finiment. 
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Or, supposons qu'on puisse trouver un domaine ~, ~t l'int~rieur duquel le maximum 

de F~ surpasse le maximum de F i sur la fronti~re, ou encore ~t l'int~rieur duquel le 

minimum de F i sur la fronti~re surpasse le minimum de F~ ~t l'int6rieur de A; il r& 
sulte d'un raisonnement pr&~dent, qu'on peut trouver un nombre ~, rationnel et fai- 
sant partie de la suite ui+ I, u~+~, . . . ,  tel qu'il existe un domaine C ~t l'int&ieur 

duquel F~ n'est pas constante tout en &ant constante sur la s de C. Si l'on a 

u , , - - ~ ,  F m diff~re de F~, en certains points, et si l'on choisit convenableme Urn, 

IFm- F~I sera aussi voisine que l'on veut de la valeur absolue de la difference, sup- 

pos& existante, entre les maximum, ou minimum, de F~ ~t l'int&ieur de A et sur sa 

fronti~re. Par suite cette difference tend vers z~ro quand i croit ind~finiment. 

I1 en r~sulte que �9 est monotone dans D; soit en effet A un domaine quelconque. 

La difference entre les maximum (ou minimum) de q, sur la fronti&e de a et dans 

a est la limite des differences analogues pour F~, laquelle tend vers z~ro. D'apr~s la 

seconde propri&~ caract~ristique des fonctions continues monotones on en d~duit que 

est monotone; donc dtant donnde une fonction continue f sur la fronti~re E d'un do- 
maine fermd D, il existe une fonction �9 continue et monotone dam D qui est ggale d f 
$ur E.  

On pourrait facilement &udier des ensembles E plus g6n~raux; je me contenterai 

de faire observer que, E &ant la fronti~re d'un domaine, si l'on voulait s'occuper des 

points ext~rieurs au domaine, il suffirait de remarquer qu'une inversion convenable fait 

correspondre ;t ces points les points int~rieurs d'un hombre fini ou d'une infinit~ d& 

nombrable de domaines. 

8. Fonctiona ind~/~nimont d~rivablos dana un domaino.- On appelle ainsi toute 
fonction continue ayant, en t o u t  point intdrieur au domaine, des d~riv&s partielles de 

tous les ordres. L'existence de ces d6riv&s, implique leur continuit6 et la possibilit6 

d'intervertir l'ordre des d6rivations. 

Je vais modifier la fonction r du paragraphe pr&6dent de manibre A obtenir une 
fonction continue, monotone et inddfiniment ddrivable dam le domaine, prenant les valeurs 
continues donndes d la fronti~re du domaine. Je suppose d'abord que r a &6 construite 

partir de la fonction F du paragraphe 6. F est lin6aire en x et y dans chacun des 

rectangles qui ont servi ;t sa construction. Si, en un point P, r diffbre de F c'est que 

~b est constante dans un domaine contenant P. Ce domaine sera limit6 par une courbe 

le long de laquelle F est constante; cette courbe est donc form6e d'un nombre fini ou 
d'une infinit6 d6nombrable de segments parall~ies aux axes et d'arcs d'hyperboles 6quila- 

t~res asymptotes ,t des parallbles aux axes. 

En d'autres termes, si R est un rectangle utilis~ @oyez ~ 6), R sera divis~ en 3 

domaines, dans l'un F = tb, clans les deux autres q) est constante. Ces domaines 

n'existent pas n&essairement tons trois. Les fronti~res de ces 3 domaines sont le 

p6rim&re du rectangle et o, i ou 2 arcs d'hyperboles. Dans chaque domaine <best 

lin&ire en x et en y. 

I1 est d~s lors bien &ident qu'on pourra raccorder A l'aide de fonctions ind6fini- 



~8 4 H E N R I  L E B E S G U E .  

ment d6rivables les diff6rentes fonctions bilin6aires qui constituent ,l,. Soit par exemple 
f e t  q~ les deux fonctions bilin&ires qui constituent �9 de part et d'autre d'un arc de 

la demi hyperbole 
x > o ,  x y - - I  = o .  

On raccordera ces deux fonctions en prenant, pour 

~I, 6gale ~t 
x > o ,  I - - s < x y < I + Z ,  

"ix3' 1 I 

f - { -  (~? - -  , ,_ , 
(u_,+~). e (._,_~)a d u 

Sans qu'il soit n6cessaire d'entrer dans tous les d6tails, on voit que l'emploi de 

telles fonctions permettra d'arriver au r&ultat. D'ailleurs la fonction obtenue sera bien 

monotone et de plus, si l'on choisit les nombres analogues ?t s assez petits et si I d6- 

signe une int6grale double &endue au domaine et portant sur une fonction continue de 

x, de y, de r et de certaines de ces d&iv6es partielles, on pourra faire en sorte que 

1'int6grale I subisse une variation aussi petite que nous le voudrons dans le passage de 

la fonction ~,  non partout d&ivable, ?t la fonction partout d6rivable que nous lui substi- 

tuons. 

9. Roprdsentation g6om6trlquo des t'onotions. ~ Nous repr6senterons une fonction 

f ( x ,  y) ?t la mani&e ordinaire par la surface S, Z = f ( x ,  y). Aux points du domaine 
D correspondent des points faisant partie de la portion de l'espace couverte par les 

parall61es ~t o Z issues des points de D. La fronti~re de cette pattie de l'espace est form6e 

des parall61es issues de la fronti6re F de D;  nous l'appelerons le cylindre projetant F ;  

ou encore le cylindre projetant le contour C de S, en appelant contour de S la fron- 
ti6re de S, c'est-s l'ensemble des points de S correspondant ~t ceux de F. 

Se donner un domaine D et une fonction continue sur sa fronti6re F, c'est se 
donner un contour C. Chercher une fonction continue en (x, y) dans D, prenant les 

valeurs donn6es sur F c'est chercher une surface S passant par C. On sous entend 
qu'il s'agit d'une surface a~ - - f ( x ,  y), f &ant d~finie dans D, mais il ne faut pas ou- 
blier que ce sont seulement de ces surfaces qu'il s'agit. 

Sif i  tend vers J ,s), les surfaces S correspondantes tendent vers S, correspondant ~t f ;  

la r+ciproque est vraie si l 'on ne s'occupe que de surfaces de la nature indiqu6e, sans 

quoi elle ne serait pas vraie. Par exemple, les surfaces S,, [Z~- - (x2+y ' )  "] passent toutes 

par le contour C (Z--- I, x = + y 2 =  I) et elles ont une surface limite, form6e de 

Z --- o, x 2 -a t- y2 Z I e t  de o ~ Z ~ I, x ~ + y= - -  I ,  mais les fonctions (x = 2 r- 3,2)" 

n'ont pas une fonction limite continue dans D et sur F. 

xs) J'entends par i/t que f; tend uniform6ment vers f, quel que soit le point consid6r6 de D ou 
de F. C'est toujours dans ce sens qu'il faudra entendre cette locution: f est la limite des fi dans un 
domaine D. Au contraire, lorsqu'il sera question de convergence des fl vers f pour les points d'un en- 
semble quelconque, la convergence uniforme ne sera plus requise. 
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Nous dirons qu'un domaine D est la limite des domaines D;~ si tout point int6- 
rieur (ou ext@ieur) a D est, &s que i e s t  assez grand, int6rieur (ou ext&ieur) ~t D~. 
On v&ifiera facilement que si P e s t  un point frontihre de D et si toutes les circonf6- 
rences trac4es de P comme centre et comprises entre deux circonf6rences 1" et 7 ren- 
contrent la frontihre F de D, pour i assez grand eiles rencontreront aussi chacune des 
fronti~res F~ des D~. 

Nous dirons qu'un contour C est la limite de contours C~ si les domaines corres- 
pondant De ont pour limite D et si, quels que soient les points P ,  P , ,  . . .  choisis 
respectivement sur F ,  F 2, . . .  et ayant un point limite et un seul P, lequel appartient 
n6cessairement ~t F, les points correspondants de C ,  C~ ~ . . .  ont un seul point limite 
qui est le point de C correspondant ~t P. 

I1 est ~vident que si, ~ l'aide de parall~les ~l o7,, on projette C,, C:, . . .  et C 
sur une surface a[ = f ( x ,  y) d4finie quels que soient x et y, on obtient des contours 
c ,  c2, . . .  et c, c &ant la limite des c~. 

Soit D' un domaine qudconque entihrement int6rieur ~t D, c'est-gdire un domaine 

fermd dont tousles  points sont points intdrieurs de D. Quel que soit D on pourra 4vi- 
demment choisir D'~ ~t connexion finie et telle que la limite des D'~ soit D. On pourrait 
s'assujettir ~. prendre D'; constitu4 par un hombre fini (ind4finiment croissant avec i) 
de cercles, ou limit~ par des polygones. Ces remarques peuvent servir dans l'emploi 
de la m6thode altern4e ou de la m&hode du balayage. J'ajoute quelques d6finitions 
qui seront utiles. 

Soit une fonction f continue dans D; soit un domaine D' enti6rement int6rieur 
~t D. Soit L e t  l les limites sup&ieure et inf6rieure de f dans D' ;  L et 1 les limites 
analogues sur la fronti~re de D'. La limite sup&ieure des differences L - - L  et I, ~ I  

quand on fait varier D' de toutes les mani6res possibles sera appel~ le d~faut de mo- 
notonie de f dans D. 

Si dans tout domaine entibrement int&ieur ~. D l e s  fonctions f~ ont une limite, 
cette limite y sera monotone si~ et seulement si, le d~faut de monotonie de f~ dans tout 

I 
domaine enti&rement int&ieur ~ D tend vers z&o avec -=-. 

On pourra affirmer qu'il en est ainsi si la limite des f~ existe et est harmonique 
darts tout domaine enti&rement int&ieur ~t D. Les surfaces correspondant aux fonctions 
harmoniques sont dites surfaces potentielles. 

J'ajoute en terminant ces g~n&aiitbs que les d~finitions et d&nonstrations pour- 
raient &re donnbes pour les surfaces de RIF~ASS tout aussi bien que pour le plan. 
De sorte, par exemple, que s'il s'agit d'une fonction d~finie dans le domaine des points 

d'ofi l'on peut mener deux tangentes r&lles et deux sefilement ~t un lima~on de PASCAL 
~t point double non isolfi, on pourra, si on le veut, supposer que la fonction prend 
une valeur ou deux valeurs distinctes en ce point double. 

On peut remarquer encore que pour un tel domaine la d~finition de l'ordre de 
connexion employ& plus haut n'est pas universellement adopt~e. La d~finition adopt~e 
conduit ~ dire que le domaine est doublement connexe si on le consid6re comme trac6 

.Rend. C~m. Matem..Palermo, t. XXIV (a ~ sere. x 9 o 7 ) . -  Stampato il ~ ottobre xgo 7. 49 
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sur le plan simple et simplement connexe si on le suppose track sur une surface de 
RIEMA~lq telle qu'une ligne de croisement des feuillets soit le rayon du point double. 

Peu importe d'ailleurs, la notion de connexion finie est seule de quelque importance 

pour la suite. 

III. 

xo. T#~or~mo sur la oonvsr@noo.-- On suppose donndes des fonctions U ,  U~, . . .  
continues et monotones dans un domaine D, routes dgales entre elles sur la fronti~re de 
D, ayant en tout point int#ieur au domaine des d&ivges partielles du premier ordre fi- 

hies et continues, telles enfin que, quel que soit i, l'intggrale 

I(U~) = -]- d x d y  

air un sens et soit infdrieure ~ u n  hombre fixe H inddpendant de i. Alors, parmi les U 1 , 
U, ,  . . .  on peut choisir une suite u ,  u 2, . . .  convergeant uniformdment vers une limite 

continue u. 
Quelques explications ne seront pas inutiles. Lorsque le domaine D n'est pas quar- 

rable, Fint6grale I (Ui )  a deux sens diff6rents suivant qu'on l'&end au domaine ouvert 
ou au domaine ferm& Pour qu'on puisse l'&endre au domaine ferm6 il faudrait que 
U i air des d6riv&s partielles sur la fronti~re de D; lorsqu'il en est ainsi le th~or~me 
est &idemment vrai pour l'int~grale I(U~) &endue au domaine fermb, s'il est vrai pour 
l'int~grale &endue au domaine ouvert. I1 suffira donc de s'occuper de ce dernier cas. 

Dans toute la suite d'ailleurs les intbgrales doubles consid&&s seront &endues au 
domaine ouvert; on verra facilement que les m~mes raisonnements peuvent &re appliqu& 
aux int~grales &endues au domaine fermb iorsque ces intbgrales existent. 

Les intbgrales consid&&s sont toujours des int6grales ordinaires de fonctions con- 
tinues. C'est pour bien sp&ifier que je n'emploie id aucune g6n6ralisation de la notion 
d'int6grale, que j'ai assujetti les d~riv&s premibres des U~ ~t des conditions beaucoup 
trop restrictives. On pourrait &endre ie thbor6me en employant des gbn&alisations con- 
venables de ta notion d'int6grale, mais ce serait parfaitement inutile pour le but actuel. 
I1 suffira ici d'une petite g~n~ralisation qui sera donn& plus loin. 

Employons d'abord un artifice utilis6 par M. HILBERT et qui est dfl ~t AscoLI. Soit 
un ensemble d6nombrable partout dense, form6 des points P, ,  P~, .... Soit, choisie dans 
la suite des U~, une suite S, (u , ,  U'2, U' ,  . . . )  convergeant au point P, .  Soit, choisie 

U" U" . dans la suite S,, une suite S, ( u ,  u,, 3, 4, ' ') convergeant au point P~; etc. 
Je dis que la suite u ,  u ,  u3, . . . ,  qui converge &idemment en tout point P~, con- 

verge unfform~ment dans D. 
S'il n'en &ait pas ainsi, en effet, on pourrait trouver un nombre ~ tel que, quel 

que grand que soit n, on puisse trouver un point A, et des nombres entiers i ,  ]~ 

pour lesquels on ait: 
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A chaque valeur de n attachons ainsi un point A m, ces points distincts ou non 

ont au moins un point limite M xg). Alors, si petit que soit r, si grand que soit n, on 

peut trouver les n o m b r e s /  et h et le point P tels que l'on ait: 

distance PM < r, i -]- h ~> i ~ n, lug(P) - -  u,+~(P)[ > ,. 

Mais, si i est assez grand, on peut toujours trouver un point P~ parmi les P~ tel 

qu'on ait : 

< r, ] u` ( P )  - -  u,+~ (P) I  < -~--, distance pi M 

pour toute valeur positive de h. 

Donc on a: 

[ [u,(P)--u,(P ' )]--[u,+h(P)--u,+h(P*)]l~_l , , (P)--u, .b(P)l-- lu,(P ' )--u,+~(P') l>-~-  

et l'une au moins des deux differences u, (P)  - -  u, (P~), u,+ b (P)  - -  u~+ h (P~) est sup& 

rieure ~t - -  en valeur absolue. 
4 

En d'autres termes, l'une ou l'autre des deux fonctions u s ou u~+~, soit u', a une 

oscillation sup&ieure ~t ~ dans la pattie D(r) du domaine D, qui est intgrieure h la 
4 

circonf6rence C(r) de rayon r et de centre M. 

Si D(r) contient t ous l e s  points int~rieure ~ C(r), u ~ &ant monotone a une oscil- 

lation au moins ~gale ~t - -  sur C(r). 
4 

Si D(r) contient des points de la fronti~re de D et si, sur cette fronfi&e, les Us, 

et par suite u', ont dans D(r) une oscillation inf~rieure ~l r u ~ &ant monotone a 

une oscillation au moins ~gale ~t 4 12 6 sur C(r). Soient A, B deux points 

de C(r) tels que l'on ait 

lu' (A) - -  u' (B)[ ~ T "  

A appartient ~t un arc de C(r) dont tous l e s  points font partie du domaine ferm~ 

D ;  soit a l'une des extr6mit~s de cet arc. Soit de m~me b une extr~mit6 de l'arc cor- 

respondant ~t B;  a et b peuvent &re confondus. On a, par hypoth~se, 

8 
]u' (a )  - -  u' (b)[ < . ~ ,  

donc 
r 

1[# (A)--u'  ( a ) ] -  [u' (B)--  u; (b)] I ~ [u' (A)--  u' (B)I--[u' (a)--  u' (b)l>-iS. 

xg) M, appartenant au domaine ferm~ D, est dit point limite des A. si, aussi pros que l'on vent 
de M, il y a une infinit6 de points A. distincts ou confondus. Cette d6finition du ,point limite est sou- 
vent avantageuse darts la th6orie des fonctions, eUe permet de n'examiner qu'une fois pour routes les 
deux cas possibles: les positions distinctes des A. sont en nombre fmi ou non. 
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L'oscillation de u ~ surpasse donc ~ - -  sur Fun des arcs de C( r )  qui est int~rieure ~t D. 
I2  

$ 
Je pose ~ = - - .  

I2  

Soient r ,  r2, . . .  des nombres d&roissant constamment et jusqu'~i z+ro; r sera 
choisi assez petit pour que tous les points int6rieurs ~t C(r) soient inf&ieurs ~t D, si M 
est int~rieur ~t D;  assez petit pour que, si M est sur la fronti&e de D, toutes les 
circonf6rences C(r) int&ieures h C(r) rencontrent la fronti~re de D, et tel que, sur la 
partie de la fronti~re de D int6rieure k C(r.) l'oscillation des U; soit inf+rieure ~i ~. 

Soient v ,  v2, . . .  des fonctions choisies parmi les fonctions u~ et telles que v~ 

ait une oscillation sup~rieure ~ ~ - -  I 2 ~ dans D (ri). Alors, pour r i . ~  r . ~  r , ,  il existe 
sur C(r) un arc sur lequel l'oscillation de v~ surpasse ~. Cette remarque va fournir 
une expression approch& par d~faut de I(vi). Mais cette valeur approch~e croltra in- 
d~finiment avec i, donc I(vi) ne pourra rester infbrieure k H ;  c'est la contradiction 
qui prouvera la convergence uniforme des u~. 

Pour avoir cette valeur approchbe, n6gligeons d'abord tous les points ext&ieurs 

la couronne limit& par C(r~) et C(r), puis, dans l'~l~ment d'int~gration en coordon- 

n&s polaires + 0 0 J _] d ~. ~ d 0 n~gligeons le terme ~ - .  Enfin, remar- 

quant que, pour r~ ~ r ~ r ,  sur chaque C(r) on peut trouver deux points, corres- 

pondant aux va[eurs 0 (r), %(r )  de O, appartenant ~t un arc de C(r) faisant partie 
du domaine fermb D et tels que l 'on ait: 

tv,[,, 0 ( r ) ] -  > 
nous &rirons 

- -  o,(~) k O0 dO. 

Le minimum de l'int~grale simple dO, analogue ~t l'int~grale double ici 

&udi~e, s'obtient soit par un calcul 61~mentaire soit par l'emploi du calcul des variations. 
II correspond ~t une fonction lin&ire en 0 et sa valeur est 

0 - -  0 > 
Donc on a: 

et le thbor6me est d~montr& 

~ L  r, 
,., 

J'ajouterai diff+rentes remarques: 
I ~ L'emploi des coordonn&s polaires n'est nullement indispensable; on aurait pu 

remplacer, par exemple, ies int6grations ie long des cercles C(r) par des int6grations 
le long de carr6s concentriques ~t l'origine et de c6t~s parall~les aux axes. En employant 
cette m&hode on se rendra bien compte que le r~sultat subsisterait si l 'on modifiait 
l'int~grale I(U) tout en lui conservant les propri&~s suivantes: 
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~tant mise sous la forme ff (v)a dy, les deux int~grales L'int~grale I(U) 
simples fa(U)dx et j'a(U)dy, quand on les ~tend ~t un intervalle de longueur I 

dans lequel l'oscillation de U est au moins o% doivent avoir un minimum ~(0c, l) tel 

fo' que, quel que soit ~ ~ o, l'int~grale ~ (~, l)dI soit infinie. 

Le m~me th~or~me s'appliquerait encore ~l des cas plus g~n~raux; je ne m'occu- 
petal pas de ces extensions ni de celles qu'on peut faire aux int~grales triples, qua- 
druples, etc. Je feral seulement observer que la mfithode s'appliquerait identiquement 

l'~tude de l'int~grale correspondant ~t l'~quation de LAPLACE ~t n termes. 
2 ~ Nous allons renoncer ~. l'existence ou ~t la continuit~ des d~riv~es aux points 

d'un certain ensemble E; quel peut ~tre cet ensemble pour que nos raisonnements ne 

soient pas modifies ? 
Tout d'abord E peut contenir une infinit~ d~nombrable de circonf&ences que l'on 

n~gligera; puis, sur chacune des circonf~rences utilis~es, E peut avoir un hombre fini 
de points ou m~me une infinit~ r~ductible, car il est fivident qu'on peut supposer cette 

"/2 2 
. . . .  C~ i " " " s lngular l t~sansqueleca lcul  du minimum d e f ( ~ - ) d 0 s o l t m o d l f i ~ , m a l s  on ne 

- ent pourrait pas, par exemple, supposer que les valeurs de 0 exceptionnelles forment seulem 

dans (o, 2 ~) un ensemble de mesure nulle; on formera facilement en effet une fonc- 
Ov~ 

tion v~ non nulle et telle que ~ soit nulle saul un ensemble de valeurs de 0 mesure 

nulle ~o). 
On peut donc supposer que E est tel que sur route circonf~rence, saul sur une 

infinit~ d~nombrable de circonf~rences, les points de E forment un ensemble r~ducfible. 
3 ~ Un autre genre de g~n~ralisation sera utile. Supposons que les U~ soient born~es 

dans leur ensemble mais ne soient pas assujetties ~t prendre des valeurs donn~es ~i la 
fronti~re de D. Alors l'existence de la limite pour la suite des u~ est prouv~e seule- 
ment pour tout domaine entiSrement intfirieur ~t D. 

Supposons maintenant que les V~ prennent les valeurs donn~es ~t la fronti~re de 
D, soient born~es dans leur ensemble mais ne soient plus monotones dans D. Et sup- 
posons que D' ~tant un domaine quelconque enti~rement int~rieur ~t D. D~s que les 
indices i sont assez grand, les V~ soient monotones dans D'. Je dis que la limite des 
u~ dans D' est une fonction continue dans D prenant les valeurs donnfies sur D. 

I1 suffit d'examiner ce qui se passe ~ la fronti~re de D. Supposons qu'en se rap- 
prochant d'un point M de la fronti~re l'une des limites de la limite u des u~ diff~re 
de la valeur donn~e en M de plus de 2~. La circonf~rence C(r) ~tant choisie assez 
petite pour que, dans eUe, l'oscillation de la fonction donn6e sur la fronti~re F de D 

soit inf6rieure ~. , et que toute circonf~rence concentrique ~ C(r) et de rayon plus 
petit rencontre F, on prend des nombres r > r, .> r, > . . .  d~croissant constamment 

et jusqu'A z~ro. 

ao) Voir par exemple rues Ler sur l'int~gration, page z2 9. 
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I1 existe dans C(rp) un point en lequel u diff~re de la valeur m donn~e en M de 
plus de 2 ~; u &ant monotone dans chaque D', ce point appartient 'a un ensemble d'un 
seul tenant avec F en chaque point duquel on a lu - -  ml > 2~. 

Soit N u n  point de F qui soit point fronti~re de cet ensemble. 
N ne peut &re int~rieur ~t C(r), sans quoi, la valeur donn& n e n  N diff~rant 

de m de moins g sur tout cercle de centre N e t  de rayon compris entre deux nom- 
bres fixes ? et pt, dont le premier est fixe et le second aussi petit que l 'on veu b les 
u~ d'indice assez grand auraient une oscillation au moins ~gale ~t ~, ce qui est impos- 

sible. 
N est donc ext&ieur ~t C(r). Mais alors pour i assez grand, sur toutes les cir- 

conf&ences de centre M, comprises entre C(r) et C(rp), u~ a une oscillation sup~- 
rieure ~l ~, ce qui est impossible. 

Remarquons encore qu'au lieu d'assujettir les surfaces < - -  U~ ~i passer par un con- 
tour donn~ C, on pourrait tout aussi bien les assujettir ~ passer par des contours C~ 
qui ont C pour limite. 

De m~me, au lieu d'assujettir les U~ ~. ~tre monotones, pour i assez grand dans 
chaque D', on pourrait assujettir seulement les d~fauts de monotonie ,x) des U~ dans 
un D'  quelconque ~. tendre vers z&o quand i croit ind~finiment. 

4 ~ Nous avons assujetti A 4 conditions restrictives les enserfibles auxquels nous 
avorm r~ser% le nom de domaine; examinons si les raisonnements s'appliqueraient si 
l 'on abandonnait la 4 ~ restriction. Nos nouveaux domaines pourraient avoir des points 
fronti~res, qu'on appellera singuliers, qui peuvent ~tre enferm~s dans des courbes aussi 
petites que l 'on veut et ne rencontrant pas la fronti~re: ces courbes seront dites les 
courbes singuli&es relatives au point singulier consid&& 

Tou t  d'abord les raisonnements montrent  la convergence uniforme de la suite des 
u~ dans tout domaine int~rieur fi D et ne contenant pas de point singulier de D. Si main- 
tenant M est un point singulier, le raisonnement s'applique encore identiquement, si, 
pour r assez petit, aucune des circonf&ences C(r) n'est une courbe singuli~re. En g g  
n&al certaines de ces circonf~rences seront singuli&res. Soient 

p, ~ r  ~ ~', ~ : ~  r ~ p'~, . . .  

des valeurs de r pour lesquelles les C(r) ne sont pas singuli~res. Notre raisonne- 
ment montre que la limite t rouv& pour les I(Ui) augmentera ind6finiment, s'il en 

est de m~me L P---A P--~- . . . ;  par suite la conclusion subsistera, si l 'on peut choisir les 

nombres - 7  ?~ qui sont sup6rieurs A I, de mani~re que le produit 11 ~ soit divergent. 

On  pourrait r~p~ter les m6mes conclusions pour le cas ou l on remplace les cir- 

conf6rences par d'autres courbes, des carr~s de centre M e t  de c6t6s parall~les aux 

axes par exemple. 
En op&ant ce remplacement, on gagnera au moins en simplicit6 dans certains 

a~) Voir Chap. II, S 9. 
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cas, puisqu'il se peut qu'il y ait des circonf&ences C(r) qui soient singuli~res et qu'aucun 
des carr6s consid~r~s ne soit singulier. 

I1 est facile de voir qu'on pourra toujours trouver-des rectangles R,,  R~, . . .  de 

centre M, de c6t~s parall~les aux axes de coordonn~es, tels que R i contienne R~+,, et 
qu'aucun des rectangles analogues int&ieurs ~t Ri et contenant Ri+ ' ne soit singulier. 

Alors, en remarquant que sur les rectangles compris entre R K et RK+ I les fonctions 
v~ d'indice assez grand ont une oscillation sup~rieure ~t ~, on en d~duit une valeur in- 
f~rieure de I (v i )  dans la pattie de D comprise entre R k et Rk+ I , d'ofi une valeur inf6- 
rieure pour I(%) dans R,.  Mais cette valeur n'augmente pas toujours indfifiniment; cela 
d~pend de la loi de succession des R~. Dfisignons par A~, A2, . . .  les sommets de 
R, ,  R2, . . .  dont les deux coordonn6es sont positives; on verra facilement que la li- 
mite des I (v i )  croltra ind~finiment si les directions O Ai et les directions AiAi+ ' n'ont 
pour droite limite ni o x ni o y. 

La conclusion pourra encore ~tre obtenue dans certains cas en remarquant que, 

connaissant D, on peut remplacer'parfois 02(i~ ) - - 0  (?) par une fonction de ~ plus 
avantageuse que la valeur 2 ~v trop grossi6rement approch~e. 

On n'atteindra cependant pas ainsi le cas g&n~ral et l'on peut m~me montrer, par 
un exemple, que le thgorbme ne serait pas vrai si l'on gtendait comme il a gtg dit te sens 

du mot domaine. 

Le domaine D sera limit6 par la circonf~rence y de centre 0 et de rayon I et 
par des circonf~rences y~, int&ieures ~. 7, de centre C~ et de rayon r~: 

I 
0 C~ = 2.f3, r~ = 4 ,+m.  

La fronti~re de D est compos6e des circonf~rences y et y~ et du point 0 qui est sin- 
gulier. Les fonctions U~ devront prendre la valeur o sur y e t  la valeur I sur les "h 
et en O. 

Pour construire Ui je trace de O comme centre deux circonf~rences e~ et Y~i de 
I I 

rayons s i = ~e.4i, S i - -  --4~ , et de C k pour centre (k __L i) une circonf~rence 11 k de 

I 
rayon R k - - - - .  Les circonf6rences y, Yi, Fi, ek, Xz ne se coupent pas, quels que 

soient i, ], k, 1; U~ sera nulle dans le domaine limit6 par ~,, x~ et les r ~ ( k / ~  i); U~ 
sera ~gale h I dans la partie de D int&ieure ~ ~ .  En un point P d'une couronne 
"rt, I'~ on aura, le symbole L d~signant un logarithme: 

LR~ - -  L P  C~ 
Ui (P) - -  L R~ - -  L r~ 

et, en un point Q de la couronne ~ri, X~ on aura: 

u,(o.) = r s,- r.oo_ 
LS~ - -  Ls~ ; 

v~ satiss ainsi it toutes les conditions de l'+nonc~ sauf peut ~tre en ce qui concerne 



392 H E N R I  L E B E S G U E .  

I(U~) et saul en ce qui concerne l'existence et la continuit6 des d&iv&s sur les cir- 

conf&ences I" k et Xi; mais, d'une part, nous savons que notre raisonnement primitif ne 

nous permettait pas de tenir compte de cette existence ou non et, d'autre part, il serait 

facile de modifier U~ au voisinage des circonf&ences indiqu&s, de faqon .~ raccorder les 

diff&ents morceaux de la surface ~ = U~ et cela sans renoncer ~ la monotonie de U~ 

et en modifiant aussi peu qu'on le voudrait la valeur de l'intdgrale I(U~). Or I(Ui) 
se calcule imm6diatement, c'est: 

k=i I I i + ; 

2~ LS~ --  Ls i = LR k -  Lr~ -L-2 

done I(U~) est born6e et nous sommes dans les conditions de l'6nonc& Cependant, 

les U i ne convergent pas uniform~ment au voisinage de O. 

La quatri6me condition impos6e aux domaines ne peut done pas &re supprim~e 

purement et simplement si l'on veut employer la m&hode qui va &re expos~e. 

IV. 

I I .  Re/ation8 entre le probl~me de Diriehlet et /e ea/eul des variation,.- I1 nc sera 
pas inutile, tout d'abord, de rappeler les raisonnements classiques afin de bien pr6ciser 

ce qui en r6sulte. Nous partons de l'int~grale I(u):.  

L\ax! + \ay! _1 
&endue ~ toutes les fonctions continues, ~ d&i%es premi6res continues, et prenant 
des valeurs donn6es sur la fronti6re de D. On suppose qu'il existe une fonction u qui 

rende I(u) finie et minimum, alors v &ant une fonction continue, ~ d&iv&es premie- 
res continues, s'annulant sur la frontiare de D, qucl que soit ;~ on a: 

I (u + ), v) ~ I(u).  
Or, on a: 

- -  c l x d y ;  I ( u + ) , v ) = I ( u ) + V I ( v ) + 2 ; ~ .  0 x O x  + ayay  

mais cette transformation suppose que cette derni~re int6grale existe, ce qui n'est pas 

tout A fait 6vident; car, si l'on suppose l'existence et la continuit6 de u et v dans le 

domaine ferm6 D, on ne suppose l'existence et la continuit6 des d6riv&s que dans 

le domaine ouvert. De l'in6galit6 6vidente 

, Fio.V iOvVl 
L_ TL\ I + \ax/_I 

et de l'in6galit6 analogue en y, il r6sulte que l'int6grale en question existe bien toutes 
les lois que deux des trois int6grales I(u), I(v), I(u .+ Xv) existent, auquel cas la 

troisi6me de ces int6grales existe aussi. 

I(u "-t- Xv), en tant que fonction de ?,, a sa d6riv6e seconde positive; la seule con- 
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dition pour le minimum est que sa d6riv6e premihre 

f f{c3uc3v Ou3V~dxdy  
dD\3XC3X ~-3yOy]  

soit nulle pour toutes les fonctions v satisfaisant aux conditions indiqu6es. 

Cela est tout ~ hit g6n6ral; supposant ensuite u ~t d6riv6es secondes continues, 
on prend v nulle sauf dans un rectangle int4rieur au domaine e h par des int6grations 
par parties, on trouve 

f fD(~UOV OUOV) [' [' [02u 02u, , , x O x - [ - O y -  ~ d x d y =  v w--~'~- 

De 1A se d6duit 6videmment que u v&ifie l'6quation de LAPLACt~. 

Mais il parait fort difficile de d6montrer la r&iproque: une fonction u, qui satisfait 
c~ rdquation de LAPLACE et qui rend I(u) finie, donne d I(u) sa valeur minimum. On 

ne peut en effet reprendre les raisonnements pr&6dents en sens inverse, si 1'on ne sup- 

pose rien sur les d&iv&s de u ,~ la frontibre de D;  la m&hode classique, qui emploie 

la formule de GREE~ et qui est d'ailleurs bquivalente ~t ce retour en sens inverse, sup- 

pose die aussi l'existence des d6rivbes partielles de u ~t la fronti6re. 

I2. Oas d'un domaine oiroulaire. ~ Lorsque D est un cercte, la r6ciproque peut &re 

d~montr6e; M. HADAMARI~ ~2) a v&ifi6 directement que, dans ce cas, I(u + v) est 
toujours aft moins dgale it I (u) ,  u vdrifiant l'dquation de LAPLACE. 

Le calcul suppose que 1'on sait r6soudre le prob16me de DmlCI~LET pour le cas du 

cerde ~ l'aide de l'int6grale de Polssol~. Ce r6sultat, &ant celui d'ofl l'on d6duit le 

th6orhme sur la nature harmonique de la somme d'une s6rie convergente de fonctions 

harmoniques, qui a d4j~t 4t6 utilis6, est consid6r6 comme obtenu, soit par la m&hode 

classique, soit par celle 6quivalente que j'ai d6velopp4e dans rues Lemons sur les sdries 
trigonondtriques 28). Nous supposons connu aussi ce th4orhme: si les coefficients de la 
s6rie de FOURIER de f ( 0 )  sont d et B ,  on a: 

�9 ,o ffdO _~, Ao2 + (d2" + B~") 24). 

Si 1'on prend p - -  0% il est 6vident que c'est le signe ---- qui convient, au moins 

22) Voir l'arfide cit~ s). 
28) Chapitre II, ~ 3 ~ ~l 32. La m~me m6thode s'applique 6videmment quel que soit le nombre 

des variables. 
24) Voir HARNACK: Ueber die trigonometriscbe Reihe und die Darstellung willki~rlicher Functionen 

[Mathematische Annalen, t. XVII (I88o), pp. 123-132]; Vereinfachung der Beweise in der Theorie der 
FouRIER'scben Reibe [Ibid., t. XIX (I882), pp. 235-279 et 524-528]; Th;orie de la s&ie de FOURIER 
[Bulletin des Sciences Math6matiques et Astronomiques, 2~me s+rie, t. VI (I882), l~re partie, pp. 242-26o, 
265-28 % 282-3oo]. Certains des raisonnements de ces M~moires manquent totalement de rigueur, plu- 
sieurs des th~or~mes donn~s sont inexacts. 

Rmd. Circ. Matem. Palermo, t. XXIV (~o sem. 19o7). - -  Stampato il 3 ottobre I9o 7. So 
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dans le cas off f a des d6ri%es de tout ordre, cas auquel la s6rie de FOURIER d e f  est 

uniform6ment convergente ~s). 
Ceci pos6, voici le raisonnement de M. HADAMARD. Posons, ? et 0 &ant les coor- 

donn6es polaires, le rayon de D 4tant pris pour unit4, 

a o u = t- Y~"(a cos~0 + b sin ~0), 
2 

v = ~o(~__)) + Y [ ~ . ( e )  cos ~0 + ~.(e) sin ~0]; 
2 

formules valables pour p < i. 
Les formules qui donnent les coefficients du d6veloppelnent de FOURIER d'une 

et - les coefficients n a ?"-~ + ~' fonction fournissent, pour 0 ? c) 0 

n b p"-' -I- ~'. ; n ( b  ?" -1- i~.), - -  n ( a  p" -}- %). Dans ces formules les accents d6signent 

des d6ri%es par rapport ~i ?. 
Soit D O le cercle concentrique A D de rayon Po < I. On a, I o 6tant &endue ~l D o, 

+ = fo s + f 
L'in~galit6 de HARlqACK donne 

p f P o  ?" - ~ b Io(u-~-v)~A+B+~ ~ (na, o~'-~-nb p"~',-lt-n*a,%p" '--~n ,~,?"-')dp, 
t i e  

A d6signant la somme des termes ne d6pendant que des a e t  b ,  B d6signant la somme 
de ceux qui ne d6pendent que des % et ~,. Quand p augmente ind~finiment, .4 tend vers 

Io(u);  quel que soit p tous les termes de B sent positifs ou nuis et tous ne sent pas 
nuls; il suffit donc de montrer que la troisi6me somme a une limite nulle =6). 

n r a Or, te terme figurant sous le signe ~ - e s t  n Po L . . ( P o ) +  b ~.(Po)] et, quel que 
soit n, %(Po) et ~.(Po) tendent vers z6ro quand Po tend vers I, puisque v tend alors 

uniform6ment vers z~ro. 
Les conclusions subsisteraient 6videmment si l 'on renou~ait ~t l'existence ou ~i la 

continuit6 des d6ri%es de la fonction v sur un nombre fini d'arcs de courbes al#briques. 

I 8. Lo probl~mo du oalou/ do8 variation8 no pout avoir doux oolutiono. ~ Cela va r~- 

sulter d'une transformation de la condition trou%e: 

f f [c)uc)v~__x~__x + oyc~y/~U~V'l " ; f  

as) On sait que ce th6or6me est tr6s g6n~ral. Voir un M6moire de M. HURWlTZ {Ober die 
FOURIER'schen Konstanten inlegrierbarer Funktionen [Mathematische Annalen, t. LVII (i9o3), pp. 425-446]} 
et la Th~se de M. FATOU {S&ies trigonom~triques et s&ies de TAYLOR [Acta Mathematica, t. XXX 

(I9O6), pp. 335-400]}. 
a6) En somme on effectue la s6paration de termes qui correspond ~ ceUe effectu6e par la formule 

f f ( ~  ~ ~ ~) I(u + v) -- z(,,) +_r(v) + F-s163 ~ ax#. 
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Je transforme cette condition 27). Soient u ,  u~, . . .  ; u x -Jr-v,, u 2 n t- %, . . .  des 

fonctions remplissant les conditions indiqu~es et telles que les int~grales I(ui) et I(u~+%) 
tendent vers la limite inf~rieure d des I(u). On a 

I(u~ + ? , v ~ ) - - I ( u , ) +  VI(v , )  + 2?, f ./[A(u,, vi) dxdy;  

l (u i+v~)  et I(ui) ont la m~me limite d; la formule pr6c6dente, quand on y fait ), '-- I, 
montre que 

lim[I(v,) + 2 f v , )dxdy]  = o. 

Je dis que les deux termes de cette somme tendent s6par6ment vers z~ro; si le 

premier, en effet, qui n'est jamais n6gatif, tendait vers -~-k ~ pour certaines suites de 

valeurs de i, le second tendrait dans les m~mescondi t ionsvers- -K~et I (u i+V@~ 
/ %  

X - - 1  
K ~ 

tendrait vers d - - - 7  ce qui est absurde. 
4 

D6duisons de l~t que, si les v; tendent uniform6ment vers une limite v cette limite 
est nulle. Si eUe ne l'6tait pas, en effet~ v 6tant nuUe ~t la fronti~re de D ne serait pas 

constante dans D et l'on pourrait trouver un segment, soit parall~le ~t O x soit parall~le 

Oy, sur lequel v ne serait pas constante. Tenant compte de la continuit~ de v on en 

d~duit qu'il existerait un rectangle ABCD,  de c6t~s parall61es ~t Ox et Oy et tel, par 

exemple, que, sur toute droite joignant un point de A B ~t un point de C D, v~, pour i 

assez grand, aurait une oscillation sup~rieure ~t un certain nombre ~ ~ o. D'ofl, si 

AB = l, A D = l' et si par exemple A B est parall~le ~t Ox, 

f o, \ a y I .l -- j \ d y / - -  I - F -  

ce qui monu'e que les 1(%) n'auraient aucune de leurs limites nulles. 

Cela pourrait aussi se d~duire d'un calcul analogue ~t celui du paragraphe pr6c~dent. 
Ainsi, si des fonctions u~, u; + v~ tendent uniformdment vers les limites u et u n t- v 

et fournissent des intdgrales I(u~), I(u~ + v~) qui tendent vers la limite infdrieure d de 
rintdgrale I(u), v est nulle. 

Remarquons que ces conclusions subsistent si l'on renonce ~t la continuit~ ou ii 

l'existence des d~riv6es sur des arcs de courbes alg~briques tels que tout domaine en- 
ti~rement int6rieur A D n'en contienne qu'un nombre fini. 

14. s do la 8olution du p~oblbmo du ealeul do8 variations. --  Supposons donn6e 
une fonction f continue dans D et sur la fronti6re de D, admettant des d~riv6es du 
premier ordre continue dans D et telle que I ( f )  soit finie. Nous recherchons si l 'on 
peut trouver une fonction u satisfaisant aux conditions de continuit6 et de d6rivation 

de f~ prenant les m6mes valeurs que f sur la s de D et pour laqueUe I(u) est 

plus petite que pour toutes les autres fonctions w satisfaisant aux m~mes conditions. 

27) M. HII.BERT emploie dans son second M~moire des transformations analogues. M. Fu- 
Bnqx ~o) io) utilise un th~or~me d'unicit~ analogue ~ celui du texte. 



~96 HENRI LEBESGUE. 

Soit d la limite inf&ieure de / (w) ,  die est au plus bgale ~t I ( j ) ,  donc finie. Si 
nous renon~ons 2t l'existence ou "a la continuit~ des dbriv~es en certains points, nous 
remplaqons d par d ' / d .  Si donc nous trouvons une fonction Z ~t d&iv&s partout 
continues dans D et telle que I(Z ) = d', c'est que l'on a Z - - u ,  d ' =  c/. 

D&omposons maintenant D e n  une infinit~ dbnombrable de rectangles de c6t~s 
parall&les ~t Ox et Oy. Soit F la fonction, figale 5 f e n  ceux des sommets de ces rec- 
tingles qui sont des sommets pour tousles rectangles auxquels ils appartiennent, et linbaire, 
par rapport ~t x et par rapport 5. y dans chacun de ces rectangles. A cause de la con- 

df df tinuit~ de Txx et ~yy, si les rectangles sont convenablement choisis, I(F)diff~rera aussi 

peu que l'on voudra de I ( f ) .  
Passons maintenant de F ~ une fonction monotone �9 comme il a btb dit p r&g 

demment ~s). ~ n'a passes deux d&iv&s partielles du premier ordre sur les cdt~s des 
rectangles et sur certains arcs d'hyperbole. Deux au plus dans chaque rectangle. 

Enfin, remarquons que I ( ~ )  ne surpasse pas I ( F ) ;  par suite, si nous assujettissons 
w a ~tre monotone et que nous renongions ~ I'existence des d&ivbes le long des rec- 
tangles et le long des arcs d'hyperbole consid~r~s, nous remplagons d par d ' _ ~  d. 

Renon~ons de plus ~t l'existence des d&ivbes de w aux points d'une famille de 
circonf&ences int&ieures ~. D telles que tout point de D soit int&ieur ~i l'une d'elles 
et que tout domaine enti~rement int6rieur ~ D n'en contienne qu'un nombre fini, cda 

abaisse peut ~tre encore la valeur d'. 
Soient w ,  % ,  . . .  des fonctions w assujettis ~ toutes les conditions indiqu~es et 

telles qne I ( % ) ,  I (%) ,  . . .  tendent vers d'. Nous savons, d'apr~s le chapitre pr&~dent, 
que certaines de ces w~ tendent uniform&nent vers une limite; je dis que la suite route 
enti~re tend uniformbment vers cette limite. S'il n'en Ltait pas ainsi, en effet, de la suite 
de % non employ~s pour tendre vers la premibre limite, on pourrait extraire une suite 
tendant uniformbment vers une seconde limite; or cela est impossible d'apr~s le paragraphe 
pr&~dent. On ne doit d'ailleurs pas supposer que les % tendent toutes vers la m6me 
limite non uniformfiment d'apr6s les raisonnements du chapitre pr&~dent. 

Ceci posL, soit P un point int&ieur ~ D, C l'une des circonf&ences exceptionnelles 
entourant P, et modifions, s'il est n~cessaire, w.,  % ,  . . .  dans C de fa~on ~ rendre 

ces fonctions harmoniques dans C. Cela ne peut que diminuer I ( w ) ,  I ( w ) ,  . . . ,  donc 
ne change pas la limite des w~ et cette limke u est harmonique dans C, donc dans D. 

D'ailleurs, dans tout domaine colnpl6tement int&ieur :i C, il y a convergence uni- 
forme des d&ivfies des w i harmoniques vers les dfiriv~es de la foncfion harmonique 
limite; par suite, &endue fi un tel domaine, l'int~grale I (u )  est la limite des int~grales 
I(wi). I I e n  est donc de m~me dans tout domaine enti~rement int&jeur ~t D et par 
suite, &endue ~ D, I(u)  existe et ne surpasse pas la limite int&ieure, donc I(u)--d'~-d. 

L'emploi de Ia solution du probl~me de DIRICttLET pour le cas du domaine circu- 

.2S) Chapitrc II, 5 7. 
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laire n'6tait pas indispensable. Sachant que les w ,  w 2 ~ ... ont une fonction limite on 
aurait pu d4montrer, par la m~thode de M. HIIJ3F.R% que cette limite est harmo- 
nique ,9). Mais pour passer au cas g6n4ral du probl~me de DIRicttLz% nous utiliserons 
le th~or6me sur les s6ries uniform6ment convergentes de fonctions harmoniques qu'on 
d6duit ordinairement de l'int6grale de Polssos. 

Dans une Note r6cente ao) j'ai indiqu6 une autre m6thode pour obtenir le r6sultat 
pr~c6dent. Je r6sume cette m6thode ~ laquelle j'ai d6j~l fait allusion et qui est bien 
inutilement compliqu6e. 

Les va~ 6tant choisis comme il a 6t6 dit, du fait que les I(w~) sont born6es il 
r4sulte ~ fortiori que les int6grales 

f ~ [//' "+ \ Ox , \ O y ! 
le sont; c'est-A-dire que les aires des surfaces Z - - w i ( x  , y) sont born~es. On en 
d6duit, d'aprbs un th6orbme dbjA rappel6 sx) que certaines de ces surfaces ont une 
surface limite. Mais il n'est pas 6vident que cette surface soit de la forme Z- -u (x ,  y)~ 
car elle peut peut-6tre contenir des segments de droites paratl61es ~ OZ. 

Du fait que les I (wi)  sont bornbes, on d6duit de suite que les parall61es A Ox sur les- 

f i~ quelles les \ c)x ] ne sont pas born~es dans leur ensemble correspondent ~t un 

ensemble de valeurs de y de mesure nulle a~). Saul peut ~tre sur ces droites exceptionnelles 
les w~ auront une limite aa). 

I1 s'agit d'~tendre ce r~sultat aux droites issues d'un point. J'employais pour cela 
des raisonnements ~quivalents au fond ~t ceux du chapitre prbc~dent, mais dont la forme 
inutilement compliqu6e m'avait cach6 la portC:e plus g~n6rale et j'en concluais seulement 
que les droites issues d'un point P l e  long desquelles les wl ne convergeaient pas uni- 
form6ment sont exceptionnelles. 

Ceci admis, supposons, par exemple, P intbrieur ~ D et menons de P des droites 
non exceptionnelles de faqon :i diviser le plan autour de P e n  secteurs d'angles inf~- 
rieurs ~t ~. Sur chacune de ces droites les w~ consid6r6s convergent uniform6ment, par 
suite ces droites divisent B e n  domaines partiels pour chacun desquels il suffit de r6- 

ao) Voir le 2 e M~moire de M. HILBERT. Une partie des raisonnements de M. HILBERT sert ~t 
prouver que la suite analogue ~ w~, w 2 , . . .  , qu'il consid~re, a une limite. Lorsque, comme ici, l'exis- 

tence de cette limite est connue, cette partie des raisonnements devient inutile et la d6monstration 
prend la forme que M. FuBIm a indiqu~e ~o) 30). 

8o) Sur le probl~me de DIRICHLET [Comptes rendus hebdomadaires des s6ances de l'Acad~mle des 

Sciences (Paris), t. CXLIV (i er semestre i9o7), pp. 316-318 (s~ance du II  f~vrier I907) ]. 
8x) Voir le Ier Chapitre, ou ma Th~se, S 99. L'6nonc~ doit ~tre quelque peu modifi~, parce qu'il 

ne s'agit plus de surfaces simplement connexes. 

a2) C'est une remarque analogue qui sert d~j~ pour d~montrer l'existence de la surface limke. 
88) C'est la remarque qui joue le r61e fondamental dans le travail de M. Fu~Im xo) io). Sous 

une autre forme, par t'emploi d'un th~or~me de M. PRtNGSHEIM, M. BEPPO LEVI avait utilis~ dans son 
M~moire d~j/l cit~ xo) des remarques analogues (voir en particuller ~ 32, note 3 de ce M~moire), 
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soudre la m4me question du calcul des variations, les valeurs A la frontihre &ant con- 
nues. 

Ce que nous y avons gagnb, c'est qu'il existe une droite a issue de P, telle que 

le contour que l'on considbre maintenant soit tout entier d'un m~me c6t6 de A. Si donc 

(et nous savons que nous pouvons toujours supposer qu'il enes t  ainsi) les valeurs sur 

le contour sont celles qu'y prend un polyn6me en x, y, on pourra toujours supposer 

que les surfaces Z - - w ~  sont tomes enti&es contenues entre deux plans passant par la 

droite se projetant sur A et contenue dans le plan tangent A ~ - - f  au point qui se 

projette en P. Par suite, dans le secteur consid&6 les w~ convergent en P de mani~re 

que sur routes les droites issues de P il n 'y a pas de discontinuit6 en P. 

On volt par ce r6sum6 que la m&hode &air beaucoup plus compliqu6e; elle avait 

de plus l'inconv6nient de m61anger beaucoup plus les solutions du problhme du calcul 

des variations et du probl6me de DlglCnLE'r. Mais les artifices qui y sont employ6s 

peuvent peut-&re &re utiles dans d'autres cas ar 

15. Existeneo do la solution du probl~mo de Diriehlet. ~ Cette existence est dtablie par 
les considdrations qui prdc~dent, qud que soit le domaine as) et quelle que soil la fonction 

continue donnde sur la fronti~re du domaine. Je r6sume la marche de la d6monstration: 

&ant la fonction donn6e sur la fronti~re, on consid~re un polyn6me f ( x ,  y) repr& 

sentant ? sur la s A moins de ~ pr6s; par la m&hode du paragraphe pr&6dent 

on montre l'existence d'une fonction u harmonique dans le domaine et 6gale A f sur 

sa s la limite de u, quand . tend vers z6ro, est la fonction harmonique dans 

le domaine, 6gale A ~ sur sa ffonti&e. 

On pourra remarquer que ,  pour le polyn6me f ( x ,  y), la consid&ation de la fonc- 

tion F, construite ~ l'aide de s bilin6aires est inu61e. On pourra de suite d6duire 

de f une foncfion monotone (b, laquelie aura partout des d6riv&s premi6res, sauf peut- 
&re sur un nombre fini d'arcs de courbes alg6briques. 

I6. Variation do la solution de probl~mo de Oiriehlot avoe Ins conditions aux limitos. - -  
Si, comme il a 6t6 fait pr&6demmen b nous raisons correspondre ~ chaque fonction w i 

une surface Z ~ w~, toutes ces surfaces passent par le m6me contour et ie prob16me 
de DII~ICHLET consiste A trouver la surface potentielle passant par le contour donn& 

n serait trhs important de savoir comment varie cette surface avec le contour. 

Le th6or~me sur la convergence d'une suite uniform~ment convergente de fonc- 

tions harmoniques fournit, pour un cas particulier mais tr~s important, une r@onse 

partielle A cette question. Voici la g~n~ralisation de ce th~or~me: Si des contours C ,  

a4) Voir le patti qu'en a tir6 M. FLIBINI zo) 30). J'avais cru un instant pouvoir simplifier le 
raisonnement indiqu6 dans le texte en d6montrant l'existence de droites non exceptionneUes issues 
d'un point quelconque P par un raisonnement analogue ~ celui qui prouve l'existence de droites non 
excepti onnelles parall~les aux axes, les coordonn&s polaires remplaqant les coordonn6es cart&iennes. 
Mais cet artifice, qui pourrait &re employ~ pour certaines int~grales, ne r6ussit pas ici. 

8s) Voir au Chapitre II la dfifinition adopt6e pour les domaines et en particulier la condition 4 ~ 
impos& Aces domaines. 
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C a, . . .  tendent uniformgment vers un contour C, les surfaces potentielles dderminges par 

C.,  C,, . . .  tendent uniformdment vers la surface que dgtermine C. 

Soit x une surface (Z = polyn6me en x, y) qui passe par le contour de C ~t 
moins de ~ pr6s, et soient c ,  q ,  . . . .  c les projections de C,, C,, . . . ,  C sur x, 
fakes parall61ement 2t 0 z. Les distances, compt&s parall~lement A OZ, des points corres- 
pondants de c et C sont suppos&s inf&ieures ?t ~. Les distances analogues relatives 

~t c i e t  C~ ont, pour i infini, des limites inf&ieures ~t ,. I1 en r6sulte que les distances 
analogues relatives aux surfaces potentielles sz et S~, d&ermin&s par q et C~, ont des 
limites inf&ieures ~ ~ et que les distances relatives aux surfaces potentielles se t  S, pas- 
sant par c et C, sont aussi inf&ieures ~t ~. Puisque , est quelconque, il suffira donc 
de d&nontrer que les s~ tendent uniform6ment vers s. 

Or, cela r&ulte du th6or6me du chapitre III (remarque 3); puisque les int6grales 
I relatives aux surfaces s~ sont born6es dans leur ensemble, les s~ ont au moins une 
limite, laquelle est &idemment une surface potentielle, c'est donc s. Cette surface limite 
est par suite unique et puisque (toujours d'apr6s le m~me th6or6me) nous savons que 
les s~ ne peuvent avoir la surface limite s sans tendre uniform6ment vers elle, la pro- 
position est d6montr6e. 

V. 

17. M~thode a/tern~o et m~Jthodo du bMayago.--Ceci permet d'aborder, au moins 
th~oriquement, la recherche de la solution du probl~me de Dn~ICHL~.T, dont l'existence 
seule a &~ pr&6demment d6montr&. On peut, en effet, toujours modifier aussi peu que 
l'on veut les valeurs donn6es aux fronti&es et la forme de cette fronti&e pour que le 
domaine devienne fi connexion finie et que sa fronti~re jouisse des propri&6s requises 
pour qu'on puisse appliquer l'une des m&hodes classiques: la m&hode altern6e ou la 
m&hode du balayage par exemple. 

Mais il y a plus: on va voir que ces m&hodes s'appliquent directement au domaine 
donn6 et aux conditions aux limites donn6es. Une conclusion analogue pourrait peut- 
&re &re obtenue en ce qui concerne la m&hode c61&bre de NEOMA~N; je n'ai pu en- 
core y parvenir. 

Voici ce qu'il faut entendre par la m&hode altern&. Soit un domaine D; suppo- 
sons trac6s dans D des domaines D, ,  D2, . . . ,  en nombre fini ou d6nombrable, tels 
que tout point intgrieur ~ D soit intgrieur ~ au moins un des D i . 

Supposons que les fronti~res des D~ forment un ensemble E partout non dense, 
tel que, sur toute circonf6rence, saul peut-&re sur une infinit6 d6nombrable de circonf& 

rences, les points de E forment un ensemble r6ductible. E est de mesure nulle; on pourra 

donc sans inconv4nient le n6gliger dans le calcul des int6grales L Enfin, pour &iter 
toute discussion accessoire, supposons que, quels que soient i e t  j, les frontihres de D i 
et de Dj,  n'ont qu'un nombre fini de points en commun et que ces points n'appar- 
tiennent qu'A deux ffontihres; ces points seront appelhs sommets. 
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Balayer le domaine D~, ce sera remplacer une fonction continue + donn6e dans 
D par la fonction continue 6gale ~ ,.~ ~. rext6rieur de D~ et harmonique dans D~. 

Ceci pos+, supposons donn6e une fonction f (x ,  y) continue dans D;  nous rangeons 

les domaines D i dans un ordre quelconque en faisant en sorte que le m~me domaine 
intervienne une infinit6 de lois. Soit d ,  d 2, . . .  l'ordre adopt& Partant de f nous ba- 

laierons d z , ce qui nous donnera q0 ; ~ partir de q~z nous formons % par le balayage de 
d 2 ; et ainsi de suite. 

Cette suite d'op6rations constitue la m&hode altern+e; du moins elie se r6duit ~t 
la re&bode akern& classique quand il n 'y a qu'un nombre fini de domaines D~. Elle 
ne diff6re de la m&hode du balayage qu'en ceci: dans la m~thode de M. POI~CARI~ les 
domaines D i sont des cercles et au lieu d'op&er s u r f  on op&e s u r f  + 0, 0 &ant 
une certaine fonction harmonique dans D. 

Pour 16gitimer ~t la fois la m&hode altern6e et la m&hode du balayage il faut 
prouver que les fonctions % tendeut uniformgment dans tout domaine D' enti~rement in- 
tgrieur ?t D, vers la fonction harmonique dam D et dgale it f sur la frontikre de D. 

Faisons une premi&e remarque; op&ons sur f '  comme sur f,  cela nous donne 
q/, ~ ,  . . . .  I1 est 6vident que si, dans tout D, on a ] f ' - - J ] < r  on aura aussi, quel 
que soit i, [q~'~ ~ ~] N e. Cela montre qu'il suffit de l+gitimer la m&hode pour les po- 
lyn6mes f (x ,  y). 

Alors l'int6grale I ( f )  est finie et l'on a: 

I ( f )  ~ I(q~) G I(q~0 G . . .  ; 

cependant nous ne sommes pas dans les conditions off le th+or~me du Chapitre III 
s'applique, parce que les fonctions ~ ne sont pas n6cessairement monotones. Des raison- 
nements linalogues vont cependant servir. 

Soit un ensemble 1I de points partout dense dans D, et soit +,, +,,  . . .  une 
suite de fonction q~ convergeant pour les points de II. Alors dans tout domaine ne 
contenant aucun point ffonti6re des D~, les +~ convergent uniform6ment vers une limite 
harmonique. I1 n'y a doute que pour les arcs ~ ~ de fronti6res des D~ et encore n'y 
a - t - i l  pas doute si l'on peut trouver des valeurs de j aussi grandes qu'on le veut telles 
que, dans les balayages effectu& pour obtenir d~i , aprhs le dernier balayage du domaine 
D~ de frontihre ~ ~, se trouvent des balayages de domaines contenant ~. ~ ~t leur int&ieur. 

Rangeons les arcs douteux ~ en suite simplement infinie. Soit ~ ~ le premier, 

soit d ~ le dernier domaine contenant ~[~ qui soit balay6 avant qu'on obtienne d h e t  soit 

q/; la fonction que donnait ce balayage. On peut de la suite des d h extraire une suite: 

+,, ,2,  . . . ,  

telle que les +;,,~ correspondantes convergent pour tous les points de II, auquel cas 
dies convergent uniform+ment dans tout domaine ne contenant pas d'autres points ffon- 
ti6res des D~ que certains des points de ~ ~. Mais il n 'y a peut 4tre pas convergence 
uniforme en ~ et en ~ qui sont des sommets. 

La convergence uniforme sur ~ ~ ~ partir de ~ ne fait de doute que si ~ appar- 
tient ~t la s de d ~ . Supposons que le dernier balayage avant d ~ d'un domaine 
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contenant , soit le balayage d'un certain domaine contenant 0~ fi son intdrieur et qu'il 
donne la fonction 4 " "  , ,,~, on pourra encore, en supprimant certains des + supposer que 
les v~l" convergent pour tous les  points de I1. I1 est vrai qu'il est suppos~ que le ba- 
layage consider6 venant avant d ~ ne soit pas le balayage du domaine D~ limit6 par ~ [~, 
mais l'examen de ce cas ne pr~sente pas de difficult6s, si en remontant dans la suite 
des balayages comme il est indiqu~ l'on ne retombe pas constamment sur les deux 
m6mes domaines d ~, D~. Or, cela supposerait que 0~ soit point fronti~re, cas laiss6 de 
c6t~ momentan~ment. 

On peut donc supposer que pour la suite 

extraite de la suite des +~, il y a convergence uniforme autour de tout point de ~ ~. 
F ~ ~tant le second arc douteux, nous extraierons, de la suite pr~c~dente, 

+,, +,,,,, %,, ,  " "  

convergeant uniform6ment autour des points de ~i~ et de "1"~, etc.; on arrivera ~i la 
suite 

+,, +,,,,, %,2, +,,,,, "'" 
convergeant uuiform6ment dans tout domaine enti~rement int6rieur ~l D. 

I1 sufiit de d~montres que la limite est harmonique dans D et prend les valeurs 
donn~es sur D. 

18. Je d6montre le premier point. Si la limite + n'~tait pas harmonique, il y aurait 
un arc ~ ~ de fronti~re d'un D~, de part et d'autre duquel + serait harmonique, ces 
deux fonctions harmoniques n'6tant pas le prolongement l'une de l'autre. Soient + ' ,  +2, . . .  
les fonctions que donnent, dans la suite des balayages consid~r6s, les balayages de 
D~, +", +'~, . . . ,  les fonctions qu'ont transform6es ces balayages; +"~ d6signera celle 
des fonctions .Sp,~ qui est identique ~ ~ ou qui la suit le plus imm6diatementpossible 
darts la suite des fonctions donn~es par les balayages. D'ailleurs, si ~l q,~, +0+~, . . .  +~+k 
correspondaient des fonctions q," identiques, nous barrerions darts la suite des +~ les 
fonctions q,~, .}P+~, . . .  +~+~='. Alors +"~ et +~ sont identiques, autour de 0~;  +'~ et +~ 
sont identiques ~t l'ext~rieur de D~ au voisinage de ~ ,  je dirai ~i l'ext~rieur de ~. ~. 
Pour i assez grand, q,~ et +'~ different ~i l'int~rieur de ~ et le maximum de 1+~--+'~1 
dans l'ensemble d, ne contenant pas de points fronti~re des D~ et form6 des points 
int6rieurs ~ D~ d'un seul tenant avec un point Z de ~ ~, ne descend pas au dessous 
d'une certaiue limite r Donc l+ ~ - -  q"~l est au moins ~gale ~i . en certains points de 
la fronti~re de d, lesquels n'appartiennent ~videmment pas ~t la fronti~re de D~. +~ 
tend sur la fronti~re de D~ vers la fonction ,.~; nous pouvons d'ailleurs supposer que 
les +'~ tendent aussi vers une limite d~termin~e ~t l'int~rieur de D~ en laissant de c6t~ 
certains des +.~,~. Alors chaque balayage consider6 de D~ modifie +'~ d'au moins 

- -  pour un arc fixe ;~ ~,. de la fronti~re de d. 
2 

Rwad. Circ. Mature. Palermo, t. XXIV (i ~ sem. 19o7) . -  Stampato il 6 dicembre xgo 7. $I 
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Posons hb ' i=  + ~ @ v~; nous avons, dans D~, 

q~ correspondant au min imum;  donc, ~ la limite, ~(+~, v ~) a une int~grale nulle et 

par suite 
I@'~) - -  I (+  ~) - -  I(v~);  

v ~ est une fonction nulle sur la frontihre de D i 6gale au moins ~ - -  sur ), ~. ; donc 
2 

sur les segments int~rieurs ~ D~ des parallhles .~ O x qui rencontrent ). ~,., v ~ a une os- 

cillation au moins 6gale k ! d'ofl, pour I(v~), une limite inf~rieure ~ non nulle et 
2 ' 

ind6pendante de i. 
Chacun des balayages consid4r~s de D~ diminue l'int~grale I 6tendue k D d'au 

moins ~; cela est impossible puisque I ( f )  est finie. 
19. La limite + est donc harmonique dans tout domaine int~rieur ~i D ;  je dis 

qu'elle tend vers f sur la frontihre de D. En effet, les qJ~.p sont telles que, 6tendues 
~i D, les int4grales I(q~.~) soient born6es, de plus les ~b~ ayant une limite harmonique 
~i l'int~rieur de D sont telles que leurs d4fauts de monotonie tendent vers z~ro dans 

tout domaine entihrement int6rieur ~ D, par suite (Chapitre III, remarque 3) les +~,p 
convergent vers une fonction continue ?t l'int~rieur de D et sur sa frontihre. 

Ainsi certaines des fonctions fournies par nos balayages convergent uniform~ment 
dans tout domaine D' entihrement int6rieur ~i D, vers la solution ~b du problhme de 
D[RmHLET; il faut montrer que toutes les fonctions fournies par les balayages tendent 
uniform6ment vers ~b dans D'. Cela r~sulte de ce que la limite de ces fonctions, 6tant 
solution du probl6me de DIRICHLF.T, est unique, et de notre th4orhme fondamental. 

En terminant, je feral remarquer que la d6monstration prendrait une forme tr~s 
simple, si l 'on se bornait dans l'6tude de la m6thode altern~e au cas classique de deux 
contours ferm~s n'ayant que deux points en commun. D'ailleurs, m4me pour ce cas 
nous gagnons en g~n6ralit6, puisqu'il n 'y  a plus besoin de s'occuper de la valeur des 
angles sous lesquels les deux contours se coupent. On se d6barrasse ainsi d' une res- 
triction qui, comme l 'on sait, est parfois g4nante et n6cessite des discussions sp6ciales; 
mais d'autre part, nous avons dfi faire certaines restrictions sur la nature des parties 
de chacun des contours qui est int6rieure ~. l 'autre; par exemple, nous avons suppos6 
que ces parties sont de mesure nulle; la m~thode de M. SCHW~RZ dispensait de ces 
hypotheses. Cependant ces hypoth6ses ne sont guhre g~nantes, la m6thode altern~e 
n'~tant avantageuse que si les domaines D: sont assez simples pour que le probl4me 
de D[RmHL~T se r4solve facilement pour chacun d'eux. 

Poitiers, le 3 juin x9o 7. 

H. LEBESGUE.  


