
Ueber unendlich viele hlgorithmen zur hufliisnng der 
Gleichungen. 

~ron DR, ]~. SCHRODER in PFORZHEIM. 

Das vielbehandelte Problem der AuflSsung einer Gleichung wird 
im Folgenden aus einem, meines Wissens, neuen Gesichtspunkte in 
Angriff genommen, welcher die gemeinschaftliche Quelle sowohl ftir 
mehrere bekannte, als auch fiir unz~hlige noch nicht beachtete Auf- 
15sungsmethoden bildet. Die Untersuchungen beziehen sich nicht nur 
auf algebraisehe, sondern auch auf transcendente Gleichungen mit 
f iner Unbekannten. Anregung zu denselben erhielt ich 1867 durch 
einige Mittheilungen yon Herrn Dr. H e i n r i c h  E g g e r s  aus Meklen- 
burg - -  vormals Professor am Gymnasium zu Schaffhausen und gegen- 
wSrtig nach Amerika a u s g e w a n d e r t -  dem ich namentlich die Kennt- 
niss eines grossen Theiles der in den w167 2. ,  3., 7., 8., 11., 12., und 
15. vorgelegten, iibrigens selbstst~indig yon mir hergeleiteten Resultate 
verdanke. 

w  

Charakter der Aufl~sungsmethoden und Bedingung i h r e r  
Anwendbarkeit. 

Ist f(z) irgend eine eindeutig definirte Function des complexen 
hrgumentes z ~ x - [ - i y ,  welches wir uns stets durch einen Punkt 
der Zahlenebene dargestellt denken wollen, so besteht die Aufgabe, 
welche den Gegenstand der nachfolgenden Betrachtungen bildet, darin, 
die Gleichung: 

(1) f ( z )  = 0 

aufzulSsen~ das heisst~ irgend eine Zahl (Wurzel) z I zu finden, yon 
der Eigensehaft, dass 
(2) f (zl) = 0 

ist. Es soll jedoch nu t  yon denjenigen Wurzeln der heliebigen alge- 
braischen oder transscendenten Gleichung (1) die Rede seth, in wel- 
chen und um welche herum die Function f ( z )  stetig ist, ftir welche 
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ferner die Function yon endlicher Ordnung Null wird. Nehmen wir 
das Zeichen z I um irgend eine erste eben dieser Wurzeln vorzustellen~ 
so wird also die Function [ (z) in einem gewissen, den Punkt z I um- 
sehliessenden Gebiete T einwerthig stetig und endlich, und wird f ( z j )  
von endlicher Ordnung 0 sein. 

Aus der Functionentheorie ist nun bekannt*)~ dass der Grad der 
Vielfachheit der Wurzel z I oder die Ordnung des Verschwindens der 
innerhalb T einwerthigen Function f ( z ) ,  ebenso wie die Ordnung des 

1 Unendlichwerdens crer reciproken Function ~ in dem Punkte zl eine 

(positive) g a n z e  Zahl p sein muss, so dass man setzen kann: 

(3) f(z)  ---- ( z -  zlY ~ (z), 
w o ~  (z) eine ebenfalls innerhalb T einwerthige Function ist, deren 
Grenze 

lim ~ (z) 
$ ~ Z  1 

einen bestimmten yon 0 und ~ verschiedenen Werth erh~lt. Da let- 
her die Dexivirte d, q~ (z) ----- ~p (1)(z) daselbst ebenfalls wieder einwerthig 
und endlich sein, da mithin: 

(4) lim (z - -  zl) ~p ( z ) =  0 

sein muss**), so folg~ aus der difl~renzirten Gleichung (3), namlich 
a u s :  

(5) fo)  (z) = (~ - -  ~,)~-1 { p  V (z) -4- (z - -  z,) 0 (~) (z) } 

leieht~ dass die Derivirte fa) (z)  unsrer Function im Punkte zj yon der 
Ordnung p - -  1 verschwindet. 

Die Gleichung : 

f(z) -~- 0 (6) f(1) (~) 

muss demnach die niimlichen Wurzeln wie die Gleichung (1) - -  eine 
jede nut einfach - -  besitzen; ausserdem hat sie aber innerhalb T noch 
diejenigen Werthe yon z zu einfachen Wurzeln - -  und nur diese 
W e r ~ e  - -  ftir welche f (z) unendlich wird. 

Dieses vorausgesetzt, ha~ man zur AuflSsang der Gleichung (1) 
bekanntlich unter verschiedenen Methoden die Wahl. Es giebt nun 
eine grosse und, wie sigh zeigen wird, sogar unendliche Mannigfaltig- 
keit yon AuflSsungsmethoden, welchen allen dieser Charakter gemein- 
sam ist~ dass man mi~ einer nahezu ganz willkiirlichen Zahl ~ nach 
bestimmten Gesetzen zu rechnen beginnt, und durch eine hinreichend 

*) Vergleiche z.B. Durbge, Elemente der Theorie der Functionen einer com- 
plexen vert~nderlichen flrOsse, Leipzig 1864, w 29. 

**) Ibidem w 24. und 27. 
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weir fortgesetzte Reihe yon Operationen zu einem Resultat geffihrt 
wird, welches der gesuchten Wurzel z I so nahe kommt, als man will. 
Jener A n f a n g s w e r t h  z kann manchmal als ein erster (oder nullter) 
Niiherungswerth flit die gesucl~te Wurzel z I angesehen werden, yon 
welchem aus man dutch den Algorithmus der AuflSsungsmethode suc- 
cessive zu besseren und genaueren N~herungswerthen geffihrt wird; 
oft auch ist man dabei des Durchganges durch zwischenliegende Niihe- 
rungswerthe nicht benSflfigt. Von der Wahl des Anfangswerthes hiingt 
es in beiden FKllen ab, welche Wurzel der Gleichung f (z) ~ 0 man 
finden wird; im Uebrigen erscheint er als eine innerhalb gewisser Ge- 
biete beliebige Constante, deren Einfluss auf das Endresultat um so 
mehr verschwindet, je wetter die Rechnung fortgesetzt wird. Auf- 
15sungsmethoden der einen und der andern Art bilden den Gegenstand 
der nachfolgenden Untersuchungen. 

w  

Methoden der  e r s t en  Ar t  (Algor i thmen) .  

Ohne dass fiber die Natur der Function f sogleich irgend etwas 
vorausgesetzt werde, soll nun die Gleichung (l) zuniichst durch einen 
Algorithmus aufgelSst werden, durch dessen wiederholte Anwendung 
man yon einem innerhalb gewisser Schranken beliebig angenommenen 
oder errathenen nullten N~herungswerth z ausgehend successive zu ge- 
naueren und genaueren N~ihrtmgswerthen fiir die Wurzel z I geflihrt 
werde. Es handelt sich dann darum, eine so]che Function 17 aufzu- 
finden, dass die Gleichung: 
(7) z'  = F (z) 

stets einen Punkt z" liefert~ welcher der Wurzel z I niiher liegt als der 
anf~nglich angenommene Punkt z. 

Stellen wir uns niimlich eine solche Function F als bereits be- 
kannt vor, so wird die Berechnung yon: 

einen neuen Punkt liefern, welcher yon der gesuchten Wurzel zi noch 
weniger welt entfernt ist, als die beiden vorhergehenden z und z'; 
und definiren wir fiberhaupt: 
( 8 )  Z (r) ----~ F (2 : ( r - l ) )  , 

so wird die Distanz des letzten Punktes z (r) yon der Wurzel z t nach 
der fiber F gemachten Annahme kleiner sein, als die eines jeden der ~ 
vorhergehenden Ptmkte: 

,~(0) ~ ~ , ~(1) ~ ,~r ~ ~ ( 2 ) ~  ~ t t  ~ . �9 �9 ~ ~(r--1) 

yon der n~mlichen Wurzel; mit andern Worten die Moduln der Diffe- 
rengen:  
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- - ~ I  ~ - - Z l  ~ - - Z l  ~ �9 ~ Z ( r - - 1 )  ~1 ~ ~(r )  Z l  ~ 

welche man als die Fehler der verschiedenen N~therungswerthe bezeich- 
hen kann, werden eine abnehmende l~eihe bilden. 

Eine fernere Forderung, die an die Function 2' gestellt werden 
muss, ist aber noch die, dass erstere Distanz bei wachsendem r nicht 
allein stets abnehme, sondern auch wirklich his zu 0 abnehme,, so- 
class, 
(9) lira z(~) -- ~t 

werde. 
Wenn diese Forderung, nebst der vorigen, die analytisch ausge- 

driickt lautet: 
(10) mod. {z( ~, - - z , }  < mod. {z0--1)_ z,}, 

ftlr alle Werthe von r,  wenigstens yon einem bestimmten an bis r ~ ,  
erfiillt ist, so giebt die Gleichung (7) in der That einen Algorithmus 
yon der verlangten Art an, durch dessen successive Anwcndung man 
die Wurzel zj der Gleichung (1) beliebig genau zu ermitteln im Stande 
ist, und yon welchem wit einfach sagen wollen, dass er yon deln An- 
fangswerthe z an gegen die Wurzel z l convergire. 

Die AuflSsung der Gleichung f ( z )  ~ 0 kann alsdann symboliseh 
wie folg~ dargestellt werden: 

(11) ~, = l im / ~ ( z ) ,  

~venn wir ngmlich, wie kihfftig geschehen soil, die rrach wiederholte 
oder iterirte Function: 

(12) F ( F { . . .  F IF  (~)] . . .  }) = P~(z) 

bezeichnen. 
Die Bedingungen (9) und (10), welche also dutch die Function F 

erfiillt werden sollen, lassen sich abet in vor{heilbringender Weise 
umgestalten. 

Der Anfangswerth z soll nttmlich innerhalb eines den Wurzelpunkt 
~t umschliessenden Gebietes U, welches fiiglich das Conve~yenzgebiet 
des Algorithmus fiir die Wurzel. zj genannt werden kann, ein belie- 
biger sein. Stellt also ~ -  zj + e einen hinreichend nahe an z I in- 
nerhalb dieses Convergenzgebietes gewghlten Anfangswertb vor, und 
rechnet man den folgenden Nttherungswerth z' oder: 

F ( ~  + ~) ~ ,  + ~" 

aus, so muss nach (10) stets rood. ~' < rood. ~ sein; es muss tblg- 
lich, wenn e irgendwie der 0 zustrebt, um so mehr aueh e' der 0 
zustreben, oder es muss: 

lira /e (z  l + e )  ~--- ~t 
e~---O 
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sein. Diese Gleichuag lehrt, dass die Function F erstens in dem 
Punkte z, stetig sein, und zweitens die Bedingung: 

(13) ~ (z3 = z, 
erfiillen muss. 

Nun kSnnte zwar yon dem Punkte z i noch eine Unstetigkeitslinie 
der Function F ausgehen, oder ein Verzweigungsschnitt, wenn diese 
Function in mehrere BlOtter ibrtgesetzt wiirde; wir wollen uns aber 
auf die Aufsuchung solcher Functionen F besehr~nken, welche inner- 
halb U, oder wenigstens innerhalb eines den Punkt z t umsehliessen- 
den Theils dieses Convergenzgebietes, einwerthig sind. 

Alsdann liisst sich F (z) oder F (zj -}- e) innerhalb eines den Mit- 
telpunkt z t umschliessenden Kreises, oder fiir ein ~ yon hinreichend 
kleinem Modul, in eine T a y l o r ' s c h e  Reihe entwickeln: 

(z,) + . . . ,  

oder wegen (7) und (13): 

*~ F<~)(z,) + . . . .  (14) z ' =  z, + ~F(t)(z,) + 

Vorausgesetzt, dass zun~ichst ~'(')(zt) yon 0 verschieden sei~ wird 
fiir ein hinreichend kleines e das Glied e F  (t) (z,) alle rech~s nachfol- 
genden Glieder tiberwiegen, und man wird ft/r ein unendlich kleines e 
setzen kSnnen : 

z' - -  z,  = ~ F(~) ( z , ) .  

Soll der Modul dieser Differenz gemiiss der Forderung (10) klei- 
ner sein, als derjenige yon z -  z I ~ ~, so erhalten wir als zweite 
Bedingung, welcher die Function F unterworfen sein muss: 

(15) mod. F(')(z,) < 1. 
W~re F ( t ) ( z l ) ~  0, so wiirde diese Bedingung ohnehin erfiillt 

sein. 
Wean nun aber die Bedingung (15) iiberhaupt erftillt ist, so 

wird der Fehler des ersten Ni~herungswerthes, d. i. z ' ~  z,, seinem 
Modul nach geschiitzt, nur ein Bruchtheil des ursprtinglichen Fehlers 
der Annahme, d. i. z -  z I ~---~ sein, und da man durch wiederholtes 
Multipliciren mit einem constanten echten Bruche jede Zahl der 0 so 
nahe bringen kann als man will,, so ist es unschwer nachzuweisen, 
dass dieser Fehler des N~herungswerthes, bei fortgesetzter Anwendung 
des Algorithmus, der 0 in der That zustrebt, oder dass auch die For- 
derung (9) erftillt ist. 

Es lassen sich also, wenn wir uns auf eine einwerthige Function 
F beschr~inken, die beiden Bedingungen (9) und (10) dutch die (13) 
und (15)- ersetzen. 

Ferner kann man beiliiufig den Satz aussprechen: 
Mathematische Annalen IL  21 
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Ist F (z) eine um den 12unkt z t herum einwerthige Function, wel- 
che den l~edingungen (13) und (15) gcniigt, so kann man immer eine 
iibrigens willkiirliche Zahl z nahe genug an z, annehmen, damit die 
Gleichung (11) e~fiillt werde; mit andern Worten, f~r allc Punkte z 
eines gewissen um den i~unkt z~ herum liegenden Gebietcs strebt die ohne 
Ende fort iterirte Function 2, (z) der Wurzel z, der Gleichung 2, (z) ~ z 
als Gren~e zu. 

Wit h a h n  gefunden, dass unter de~l Voraussetzungen (13) und 
(15) die Gleichung (7) einen Algorithmus yon der verlangten Art an- 
giebt. 

Wird der Fall: 2,O)(zl) ~ 0 ausgeschlossen~ so mSge die Con- 
vergenz des alsdann vorliegenden Algorithmus eine lincarc, oder yon 
der crsten Ordnung genannt werden,, weil hier der Fehler des 1N~he- 
rungswerthes der ersten Potenz des Fehlers beim Anfangswerthe um 
so genauer proportional ist,  je kleiner der Modul des letzteren ist. 

Einen viel brauchbareren Algorithmus erh~lt man jedoch, wenn 
die Fanction 2, so gew~hlt wird, dass zu den friiheren Bedingungen 
noch die Gleichung: 
(16) F("  (z,) -~-- 0 
hinzutrit~. Ist bier die niichst hShere Derivirte F('~) (zj) yon 0 ver- 
schieden~ so wird fiir ein unendlich kleines e der Fehler des N~ihe- 
rungswerthes : 

z' - -  z ,  = ~-  F(2)  (z , )  

dem Quadrate des ursprtinglichen Fehlers ~ der Annahme proportional, 
er wird yon der Ordmmg dieses Quadrates, und kann die An_niiherung 
ftiglich eine quadratische genannt werden.  

Ebenso erh~ilt man tiberhaupt einen Algorithmus~ welcher eine 
Anniiherung yon der eot~ Ordnung gew~ihrt, wenn die Function 2'  so 
bestimmt ist, dass gleichzeitig 

(17)  2 ' ( ' ) ( z , )  = 0 , F ( ~ ) ( z , )  = 0 , . . .  2 , ( ~ - ~ ) ( z , )  = 0 

ist, w~ihrend 2,(o)(zl) yon 0 verschieden ist~ denn alsdann wird ffir 
ein unendlich kleines ~: 

8m 
~" - -  z ,  ----- 2 .  a . . .  ~, 2 , ( ~ ) ( z 0 ,  

also der Fehler bet dem Niiherungswerthe proportional der eot~ Potenz 
des Fohlers beim Anfangswerthe. 

Ist in der Thai der nullte N~ihorungswerth oder Anfangswerth 
- -  soinem Modul nach geschgtzt ~ auf s Decimalstellen hinter dem 
Komma genau, so wird der folgende oder erste Ngherungswerth bet 
dem quadratiseh convergirenden Algorithmus schon auf 2s, bei dem 
Algorithmus der ~t~, Ordnung schon aufungeF~hr cos Decimaten nach 
dem Komma rich~ig seth, das heisst, genauer gesprochen: die Zahl 
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kann so gross gedacht werden, dass ffir sie und ffir jede noch grSssere 
Zahl s die Behauptung in aller Strenge richtig ist. 

Es mSge nun das Resultat recapitulirt werden: 
.[st z Ie ine  Wurzel ether Gleichun9 f (z) ~ O, ist ferner F (z) eine 

1,~tnction, welchc inncrhalb eines den Punkt  z~ umschliessenden Gebietes 
cinwerthig ist und dortselbst den Werth z I annimmt,  so class die Glei- 
chung (13): 

F(z l )  = z~ 

crfiillt ist, so stellt die Gleichung (7): 

z ' = F ( z )  

cinch Algorithmus vor, welcher ebenfalls innerhalb eines, jenen _Punkt 
umschliessendcn Gebictcs , gegen die Wurzcl z I convergirt , wenn (15): 

mod. F(1)(zl) < 1 

ist~ ~nd zwar nur lincar, wenn diescr Wcrth yon 0 verschieden~ hin- 
gcgcn yon der co tr Ordnung, wenn (17): 

F(~)(zl) ~--- 0 , F(~)(Zl) --~ 0 , . . .  F(~-I)(zl) = 0 , rood. F(~)(z,) > 0 

ist. 

w  

Beispie le  yon Algori thmen.  

Wir lassen jetzt die im w 1 erw~ihnte Voraussetzung fiber die 
Einwerthigkeit der Function f (z) eintreten. 

I. Der bekannteste Algorithmus der gedaehten Art  urn eine Glei- 
chung f ( z ) ~  0 aufzulSsen, ist der N e w t o n ' s c h e ;  derselbe ist darge- 
stellt dutch die Formel: 

z' ~ z f (z) , 
f(1) (z) 

und ist also ffir ihn F (z) oder: 

f F ~  z - -  F( fi , 

wenn jetzt Kfirze halber die Argumente z weggelassen werden. 

Ist  n~imlich die Wurzel z 1 eine pfache~ und bezeichnen wir 

sodass gemiiss w 1: 
f__~ ~p~p , f(1) _____ e~,-l(s _~ e~b(1)) 

Ulld : 

_ _~.V mithin : F(~) ~ l v V 

wird, so erkennt man in der Thai sofort, (lass ftir z = z 1 oder ~-----0: 

1 folglich mod. F(l) < 1 ist,  F ~ z  I sowie F(  1 ) ~ 1  P , 
21"  
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dass also die gefundenen Grundbedingungen eines Algorithmus durch 
den N e w t o n'  schen erfiillt werden. 

Falls ~v .~  1, ist F m  yon 0 verschieden; der Algorithmus conver- 
gir~ also nur linear, wenn eine vielfache Wurzel dutch denselben ge- 
funden werden soll, und zwar um so sehlechter~ je vielfacher die ge- 
suchte Wurzel ist. Ist aber p ~---1~ die Wurzel eine einfa~h% so ist 
der Newton ' s che  Algorithmus yon quadratiseher Convergenz, da als- 
dann F m ( ~ l ) ~ -  0 wird, wihrend 2'(~) (z~) im Allgemeinen yon 0 ver- 
schieden bleibt. 

Will man auch fiir den ersten Fall einen quadratisch convergi- 
renden Algorithmus erhalten, w~ihrend der Grad 1~ der Vielfachheit 
der Wurzel bekannt ist, so braucht man nur zu setzen: 

F - ~  ~ ~ I~ ~.~ ; 

desselben Algorithmus k5nnte man sich mit Vortheil bedienen, wenn 
1~ nahezu gleiche Wurzeln vorhanden wiren. 

In dem besondern Falle, wo f ( z )  --~ ( z  ~ z i ) p  selbst, also ~ (z) ---~ 1 
ist, liefert der letztere Algorithmus f'fir jeden Anfangswerth z sofort 
die richtige Wurzel der Gleichung, indem z'----~ z ~ e - - ~  z j  wird. 

II. Bezeichnet man eine beliebige um den Punkt zl herum ein- 
werthige Function, welche in diesem Punkte selbst nicht etwa unend- 
lich ist, dutch 

~(i) (~) 
,~(z) ' 

so liefert die Gleichung: 

K - ~  z ~ f ( z )  ~ ( z )  oder ~" ~--z i 
(~) fo)(z) -- f(z) ~(~) (z) fm ~o) 

f 
einen Algorithmus zur Auffindung der Wurzel z l ,  welcher im Allge- 
meinen nur linear convergirt, wenn diese Wurzel eine vielfache, hin- 
gegen quadratisch, wenn sie eine einfachc ist. 

Derselbe ergiebt sich, wenn man den N e w t o n ' s c h e n  Algorith- 
mus zur AuflSsung der Gleichung 

f(z) ~ 0 (~) 

bildet, resp. in den Formeln sub I. fiberall ~ start f setzt. Auch die ep 
letztere Gleichung besitzt n~mlich die Wurzel zt, und kann an Stelle 
der Gleichung f (z)  ~ 0 aufgelSst werden, wenn nur, wie dies in der 
obigen Voraussetzung implicirt ist, die Function ~ nieht zugleich mit 
[ verschwindek 

Aueh ohne den letzteren Algorithmus aus dem N e w t o n ' s e h e n  
abzuleibn, kann man die Zul~ssigkeit desselben direct darthun, indem 
man dutch Einse~zung yon f ~ e~p bildet: 
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und diesen Ausdruck nach z differenzirt. 
Wegen der Willkiirlichkeit der Function ~ umfasst aber der ge- 

genwiirtige allgemeine Algorithmus unendlich viele specielle Algorith- 
men, z. B. der N e w t o n ' s c h e  selbst geh~ durch die Annahme 

r (z) = Const. 
wieder aus ibm hervor. 

III. Die Function ~ li~sst sich jedoch so w~hlen, dass der Algo- 
rithmus sogar fiir eine vielfache Wurzel quadratische Convergenz 
beh'~lt - -  und dies giebt den bemerkenswerthesten Specialfall des all- 
gemeinen Algorithmus; zufolge der an Gleichung (6) geknfii0ften Be- 
merkung wird derselbe erhalten, indem man cp ----- fo) annimmt. Hier 
finder man nach einer leich~en l~eduction: 

F ~ z - - s  
+ _ 

$ 

uud da fiir e-----0 sofor~ auch 2"(0 _~_ 0 folgt, so ist also: 

�9 f)f(l)(z) 
Z = Z - -  f ( : ) ( z ) , ( z _  r ( z )  f(~)(z) 

eill stets mit quadratischer Schnelligkei~ convergirender A]gorithmus. 

w  

Die allgemeinsten Algorithmen yon gegebener Convergenz- 
geschwindigkeit. 

Ich gehe je~zt d~zu fiber, in der allgemeinsten Weise zu zeigen, 
wie sich leicht Algorithmen z ' ~  2"(z) construiren lassen, welche 
gegen eine Wurzel z 1 der Gleichung f (z) ~---0 mit beliebig gegebener 
Schnelligkeit convergiren. 

Die Function f sei jedoch der i m w  1. erw~hnten Bedingung der 
Einwerthigkeit unterworfen, ebenso die Function 2'  gemiiss w 2. 

Der beliebige, nur hinreichend nahe an z 1 zu wiiblende Anfangs- 
werth z werde Kfirze halber weggelassen, wo er als Argument einer 
Function auftritt; ist aber in einer Formel stat~ des allgemeinen 
Argumentes z das specielle z I zu denken, so werde die Gleichung 
z = z 1 oder die ffir unsern Zweck ~quivalente: f(z).-~ 0 zur Unter- 
scheidung daneben geschrieben. Die besonders hiiufig auftretenden 
Derivirten der Function f: 

a~ a f (z) = f(~)Cz) 
mSgen ferner mit f, bezeichnet, jede andere Differentiation nach z 
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abet mittelst der Symbole ~ resp. ~a ktirzer ~, resp. ~a angedeutet 
werden, und. erstrecke sich der Einfluss eines solchen Symbols stets 
auf alles Folgende bis zum niichsten -~- oder - -  Zeichen. 

Mit r ~1, ~2, �9 �9 �9 werde ich arbitriire Functionen yon z bezeieh- 
hen, die nur in der Umgebung des Punktes z 1 einwerthig sind und 
in diesem Punkte selbst nicht unendlich werden. 

Unbeschadet der Allgemeinheit kSnnen wir uns endlich auf die 
Voraussetzung beschriinken, dass jede Wurzel z~ der aufzulSsenden 
Gleichung f-----0 eine einfache set; denn enthi~lt diese Gleichung ~iel- 

f ~ 0 wie schon erwi~hnt, fache Wurzeln, so besitzt die Gleichung ~ 

die n~mlichen Wurzeln, eine jede nur einfach; man braucht also nur 
in den fiir den ersteren Fall erhaltenen Resultaten die Function f 

durchweg durch f- zu ersetzen um das Entsprechende ftir den letzte- 
ten Fall zu erhalten. 

Die erste an die Function ~' zu stellende Forderung war nun die, 
dass F ~ - z  I set fiir z-----zl oder f ~  0; und diese Forderung wird auf 
die allgemeinste Weise erfiillt, wenn man setzt: 

wo die arbitr~ire Function r ausser der schon erw,ihnten Eigenschafi 
auch noch die besitzt, fiir f ~  0 zu verschwinden. Da diese letzterc 
Bedingung erfiillt wird, wenn man setzt: 

und zwar wiederum auf die allgemeinste Weise, so lange ~o 1 unbe- 
stimmt gelassen wird, so ist: 

die allgemeinste Form ether Function, welche die erste Forderung er- 
ffillt. 

Soll nun dieser Algorithmus zum mindesten yon quaclratischer 
Convergenz sein - -  (ffir diejenigen yon linearer Convergenz, fiir wel- 
che nur noch eine Ungleichung erfiillt werden, nilmlich mod. ~ F  < l 
sein muss ftir f = 0, liisst sich nicht wohl eine allgemeine Formel 
aufstellen; (iberdies sind dieselben in der Praxis viel weniger brauch- 
bar) ~ so tritt als zweite Forderung hinzu: ~ F ~ - 0  ftir f =  O. Dies 
liefert: 

f ,~,  + f0r  ---- 1 fiir f ~  0 ,  
oder, well 0r so wenig als r unendlich sein kann im Punkte zl: 

flop1 ~ 1 ffir f-~---0, 
und weil endlich, nach der Voraussetzung ether einfachen Wurzel, /] 
nich~ zugleich mit f verschwinden kann: 

1 fiir f---~ 0. ~1 = ?T 



Methoden zur Aufl6sung der Gleichungen. 327 

Litsst man diese Gleichung, welche nut flit z ~ z I zu gelten brauchte, 
sogleich fiir ein beliebiges z gelten, und fiigt noch ein arbitrgres mit 
f zugleich verschwindendes Glied hinzu, setzt man also [iberhaupt: 

1 
cp~ == ~ + f ~ + ,  

so ert'iillt sich auch die zweite Forderung in der allgemeinsten Weise, 
undes  umfasst also die Gleichung: 

f f2 ~2 F - - - z  f, 

bei unbestimmt gelassener Function cp.~ nile mBglicheu Algorithmen 
zweiter Ordnung oder yon quadratischer Convergenz. 

[In der That ist die Function 90~ leicht so zu bestimmen, dass 
der Algorithmus beispielsweise in den sub II. im vorigen Paragraphen 
angegebenen ebenso allgemeinen Algorithmus tibergeht; zu dem Ende 
braucht man nur die beidnn Ausdriicke yon F einander gleichzusetzen 
und %~ mittelst dieser Gleichung durch die dortige Function cp auszu- 
driicken.] 

Soll wetter der Algorithmus cubisch convergiren, so muss die 
Function F die fernere Forderung: 32/,. ~___ 0 fiir f-~--0 erfiillen. Bil- 
det man aber die Gleichung ~'~F ~--~ 0~ und setzt darin / ' ~  0~ ohne 
im Uebrigen auch das Argument z in z~ zu verwandeln, so l~sst sich 
daraus die Function cp2 in der a|lgemeinsten Weise der Forderung ent- 
sprechend bestimmen, wenn man noch ein arbitri~res, mit f gleich- 
zeitig verschwindendes Glied hinzufiigt. So ergiebt sich nach leichter 
Re chnun g: 

n 

f ~ ,  
und liefert folglich die Function: 

f f2 s fa 
F == z f~ ~ f? cPa 

den allgemeinen J_lgorithmus von cubischer Convergeuz. 
F~hrt man fort, in dieser Weise zu schliessen, so gelang~ man 

zu folgendem l~esultate: 
Dcr allgcmcinste Algorithmus z ' - - ~ - F ( z ) ,  dessen Convergenz yon 

der co t~ Ordnung ist, wird erhalten, indem man: 
f 1 f~ 1 1 fa 

�9 - ' - I -  ( - - 1 ) < " - ~  f<'>-' (~--I)/ 

oder in kiirzerer Bezeichnung : 

(18) F = z q -  27 ( - - 1  �9 - a  

annimmt, wo ~p~ due arbitriire Function ist. 

1 

f, 
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Zur Erkl~rung mu.~ ich bemerken, dass ich mich fiir die Facul- 
t~iten 1 . 2 . 3 . . .  ( a - -  1). a hier, sowie im Folgenden~ Kiirze halber der 
yon S c h l S m i l c h  eingefilhrten Bezeichnung a!  bediene~ ferner dass 
der Ausdruck: 

kein Quantit~tssymbol, sondern ein Operationssymbol vorstel]en soll, 
1 welches fordert~ (lass das darauf folgende Operationssubject f; nach 

1 einander a - -  1real erst differenzirt und dann mit ~- multiplicirt werd% 
sodass z. B.: 

den Sinn hat: 
I 0 1 1 1 1 
7, -f; ~ 7, ~ ~ ~ ~ " 

Um nun die Richtigkeit des obigen Satzes zu beweisen, muss man 
nur noch darthun, dass die s~immtlichen Derivirten de'r Function F, 
his zur { o -  1 ten einschliesslich, fiir f ~  0 verschwinden. Zu diesem 
Zwecke hat man aber nicht nSthig, die genannten Derivirten siimmt- 
itch zu bilden; es geniig~, die Gleichung (18) ein einziges Mal zu diffe- 
renziren. Thut man dies in allen Gliedern zuerst nach dem Factor vor, 
dann nach dem Factor hinter dem �9 Zeichen, ohne die letztere Opera- 
tion mehr als nur anzudeuten~ so kommt: 

a ~ m - - 1  --1 a/a--lfl ( 1 ) a  1 
~ F = I +  / ;  (--1)~ a: " ~ ~f"-~l~'~P~'+ 

a=l  f, 

'" ( ' ) ~  r~ 
r f l  

In der ersten Summe rechts vereinfacht sich aber das allgemeine 
Glied zu : 

fa-1 1 ~)a--~ 1 ( -  1)o (~_~), �9 ~ (T, 

und man sieht sogleieh, dass sich das erste Glied dieser Summe gegen 
den Term 1 weghebt; ebenso heben sieh alle folgenden Glieder dieser 
Summe gegen die e o -  2 ersten Glieder der zweiten Summe, sodass 
nur das letzte Glied dieser letzteren stehen bleibt, nebst den zwei noch 
ausserhalb befindlichen Termen. 

Man hat also: 

und da diese Function den Factor f,,,-1 enth~lt, also m i t /  zugleich 
c o -  l fach versehwindet, so miissen auch die hSheren Derivirten der- 
selben bis zur eo - -2  ten inclus, fiir f~-----0 verschwinden, wie gezeigt 
werden sollte. 
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w  

Aufl6sungsmethode der  zweiten Ar t  als Grenzfall  der  
Algorithmen. 

Nachdem wir nun zu einem allgemeineu Ausdruek (18) ffir den 
Algorithmus VOll der Ordnung eo gelangt sind, liegt der Gedanke nahe, 
auch einmal co ~---cr anzunehmen. 

Es erscheint dann die Function F in Gestalt einer unendlicheu 
Reihe, n~tmlich: 

.... ( )  
(19) F m_ z -~ ,=122 ( - -  1)" )iTi" ?01 ,,-1 f('l 

wenn wit noeh das niemals erseheinende Glied - - f ' ~  q0~ dutch die 
Annahme r = 0 zum Wegfall bringen, und hat die Function selbst- 
verstindlieh nut insofern einen Sinn, als die genannte Reihe conver- 
gent ist. In einer grossen Classe yon F~llen wird die Reihe in der 
That fiir ein gewisses Bereieh yon z eonvergiren~ da sie sigh ftlr f~---0 
auf das Anfangsglied z = z I redueirt~ und da die Gr6sse f, naGh deren 
Potenzen die Reihe ansteigt, so klein gemaeht werden kann~ als man 
will, wenn man nut z hinreiehend nahe an z t annimmt. [Sollte sieh 
~ber dieses BereiGh in den Punkt z~ zusammenziehen, so diirfte es 
dutch passende Annahme yon @~ in Gleiehung (18)night selten gelin- 
gen~ die divergente Reihe dutch einen Grenzwerth zu ersetzen, wel- 
eher endlieh bleibt.] 

Im Convergenzfalle nun stellt die Reihe (19) eine Function dar, 
deren s~immtliehe Derivirte ffir f~ - -0  versehwiuden. Der Werth die- 
set Function ffir einen hinreiehend nahe an z 1 gewihlten Anfangs- 
werth z liefert also einen N~herungswerth z' ffir die Wurzel zl, des- 
sen Fehler einer unendlich hohen Potenz des Fehlers beim Anfangs- 
werthe proportional, das ist 0 sein muss. In der That giebt die Glei- 
ehung (14) fiir diesen Fall: F oder 

(20)  z '  = z~.  

Der Algorithmus yon unendlich raseher Convergenz giebt dnher 
als ersten N~iherungswerth sofort die richtige Wurzel der Gleiehung; 
derselbe besitzt den Charakter eines eigentliehen Algorithmus oder 
wiederholt anzuwendenden l~eehenverfahrens night mehr, sondern er 
bildet eine AuflSsungsmethode yon der zweiten in w 1 erwihnten Art, 
bei der man der Vermittelung yon NKherungswerthen behufs Auf- 
15sung tier Gleiehung nieht bedarf. 

Es mSgen nun die angedeuteten Differentiationen in den ersten 
Gliedern der Reihe wirklieh ausgeftihrt werden. D ieRe ihe  lautet 
da l ln :  
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f 1 P f2 f3 3 f 2 _  f~fa 
z~ ~ F ~ z -  1-7" -f7 - -  '27" f~v - -  ~ ?  . . . .  5-c . . . . . .  

(21) _ f~4 1 5 f ~ _  lO f t f~ f3+  ft2/, 
41 f~ 

f~ 105f~ * - -  105 f~ f,2 f~ + 10 f~ fs~ + 15 f/f2 f~ - -  f d s  

trod ist in dieser Form auf einem andern Wege und ohne Beziehtmg 
zu den yon uns befrachteten Algorithmen schon yon T h e r e m i n * )  
abgeleitet worden. 

Bezeichnet man das allgemeine Glied m i t :  

f~ z~ 
a~ " li~-~::i ' 

so lassen sich die Z:~ihler )~, leicht recurrent nach dem Schema bihlezl: 

(22) gr = (2 a -- 1) fu X,, - - / i  ~Z,,. 
In conciser Weise l~isst sich die Reihe auch noch folgendermassen 

darstellen: 

(23) z~-----F(z)-~-~§ 2~ (--1)~f(z)a lira ~ I / ' ( z + ~  -:.((z) , 
a---~l a'r ~ 0  

oder aber: 

(24) z~ ~ Z a! ~](~) z ; 

indem die Identit~t besteht: 

(fit)a--l~_[ (-- 1)a--1Za I } (25) ~ ~ f~2,,--~ ~ .=olim ~--i. f ( z +  ~)i-- f(z)  . . . . .  --~ ~/(~) Z,  

welche nach den bekannten S'~tzen fiir die Vertauschung der unab- 
hiingigen Variabeln ]eich~ erwiesen werden kann. 

w  

B e i s p i e l  der  q u a d r a t i s c h e n  G l e i c h u n g .  

Um zu den letzien Ergebnissen auch ein Beispiel anzufiihren, will 
ich dieselben auf die quadratische Gleichung anwenden, welche zwar 
schon yon T h e r e m i n  (1. c.) jedoch nicht mit befriedigender Strenge 
trod Vo l l s~d igke i t  behandelt worden ist. 

Sei also: 

die auf dem angegebenen Wege aufzulSsende Gleichung; dann ist: 

*) Crelle's Journal, Bd. 49, loag. 1 8 7 -  243: Recherches sur la rdsolution des 
dquations de tous les ddgrds. 
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f ( z +  ~) - -  f ( z )  ~__- ~ "4- 2 z - -  z j  - -  z 2 ,  
S 

ulld : 
1 (__ 1)a-t (2a--2)!  

a~ -1 " (~- ] -ez- -z  t - z , )  a --~ ( a - -  1)! ( a + 2 z - - z  l - z , )  '2a--1" 

Setzt man den hieraus ffir ~-----0 sich ergebenden Werth  nebst 
dcmjenigen yon f ( z )  in die Gleichung (23) ein, so folgt:  

Z ' - - - - ~ - Z -  Y-, ( a - - 1 ) / a !  " ( 2 z - - z j - - z ~ )  2aS-l~ 
a-~ l  

oder well 

(a  - -  1 ) / a /  

ist,  falls tier Binomialcoefficient 
s~ 

a~ ( s - - a ; !  

stets mit (s)~ bezeichnet wird, 

z ' ~ - - z  -~- ( z  z , ~ z , )  .Z ( - - 1 ) " ( ; ) ~  t ( -  z , + z , V ,  

a=l  t \  a .......... g-- ] / 
Als untere Grenze der Summe reehter Hand kann man auch 0 

nehmen~ wenn man daffir vm, dieser Summe 1 abzieht; dann aber 
stell~ die Summe die nach Potenzen der GrSsse: 

t ---- - -  (z - z,) (z - -  z,) 

fortschreitende Binomialreihe ftir den Exponent  �89 vor. 
Nun hat A b e 1") naehgewiesen, dass die Binomialreihe 

2~ 
a---~-0 

convergirt  und einen der Werthe  yon (1 -4 - t )  * vorstellt~ wenn iiber- 
haupt rood. t < 1 ist,  und auch noch fiir rood. t ~- 1 falls der reelle 
Theil yon s > - - 1  ist, mit Ausnahme endlich des Specialwerthes t = - - 1  
wenn real. s ~ 0. Da gegenwiirtig s ~ �89 ist ,  eonvergirt unsere Reihe 
also fiir mod. t ~ 1, und ist dann:  

/ Z |  - -  Z 2 

+ - + 

" \  2 / tZ z , -~z,  1 

also : 

das heisst z'---~ z 1 wenn das obere, und z'-----z 2 wenn das untere 
Zeichen gilt. Welcher  yon diesen beiden F~illen vorliegt, muss aber 

*) Oeuvres completes, T. I. No. VII, Christiania 1839, pag. 66. 
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noch discutirt werden; desgleichen wollen wir U l l S o V O t n  der Beschaflen- 
heir des Convergenzgebietes Rechenschaff geben. 

Setzen wir: 

z - -  z~ -~- Ql e w "  z - -  z 2 Q2e ~a~ , z z. W z~ _.~ O d a  

so sind 01, 02, 0 beziehungsweise die Absti~nde des Punktes z yon den 

Punkten z l ,  z 2 und z~ + z~ -~ ..... , welcher letztere zwischen den beiden er- 

sten in der Mitre liegt, und die Convergenzbedingung ffir die t~eihe 
lautet: 

01 02 G 0 ~. 

Nennt man aber 2 E  den Abstand der beiden Wurzelpunkte z I u n d  z' 2 
yon einander, so is~ nach einem bekannten Satze fiber die Mittelliuie 
(Schwerlinie, Mediane)jedes Dreiecks: 

2 

und verwandelt sich die Convergenzbedingung in: 

( 0 ~ -  0~) ~ ~ 2E~ oder +-- ( 0 1 -  0'.,) ~ -EV~-. 
Das Convergenzgebiet ist also yon einer gleichseitigen Hyperbel be- 
grenzt, deren Brennpunkte die Wurzeln zj und z 2 der quadratischen 
Gleichung sind, und zwar ist es derjenige Theil der Zahlenebene, in 
welchem diese Brennpunkte selbst liegen." Die Hyperbel selbst geh5rt 
noeh zu dem Convergenzgebiete. 

Abel hat auch (1. c.) gezeigt, welchen Werth der unendlich viel- 
deutigen Function (1 + t) ~ die Binomialreihe ausdrtickt, falls sie fiber- 
haupt convergirt. Zu dem Ergebnisse dieses Theiles der Abel ' schen 
Untersuchung kann man aber, da fiir reelle Argumente jene Summe 
unzweideutig bekannt ist~ leichter direct nach dem Satze der Functio- 
nentheorie gelangen, dass eine Potenzreihe eine einwerthige und ste- 
fige Function des Argumentes ist, und dass eine solche Function 

wenigstens einem bestimmten Fl~ichenstreifen e n t l a n g -  nur auf 
e ine  Weise stetig in der Ebene fortgesetzt werden kann. Die Function 
log z mSge, wie es bei vielen Untersuchungen zweckmHssig erscheint, 
in der ganzen Zahlenebene eindeutig definirt werden durch die Fest- 
setzung, dass sie flit positive z reell genommen und yon der Axe der 
positiven Zahlen stetig his an die Axe der negativen Zahlen fortge- 
setzt werden soll, so, dass der imaginiire Theil yon log z auf der 
negativen Axe setbst q-~ti ,  unendlich diebt unterhalb derselben aber 

3 " *" ~ti ist, und die /~unchon also l~ings der Axe der negativen Zahlen 
eine Unstetigkeitslinie besitzt. Die Summe der Binomialreihe ist dann 
unzweideutig dargestellt dutch den Ausdruck: e ~ los o + o. Fiir unser 

�9 Beispiel ist aber: 
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i + t =  \ qei.'~ ] ~ ,,~- 

wenn wir noeh mit #,b die Amplitude der Zahl 

Z~- -Z  z ~ .Ee  i~'~ 
2 

bezeichnen, also: 

c~ log( lq_  0 ~ __E e ~ l o g  e2i(ao--.9) 
Q 

Beaehtet man, dass fiir eirte reelle Zahl y: 

log c i'j --~ i (y § 2 h ~) .  

ist, wo die positive oder negative ganze Zahl h so gewiihlt werden 
muss, (lass y § 2 h g  zwisehen - - ~  (excl.) und ~ (incl.) liegt, so 
ergiebt sich : 

z t - -  z 2 

e�89 ( tq -0  E e ~ ( ~ o - a + h , )  2 eh~i  
Z l -31- Z 2 

Z 
2 

( exclus. ) wo h so zu wilhlen ist, dass # 0 -  # § h~ zwisehen - -  ~- 

und ~ (inelus.) liegt. Der Fahrstrahl Q des Punktes z schliesst nun 
2 

mit der Verbindungslinie yon z 1 und z., zwei supplementiire Winkel  
ein, yon welehen der auf der Seite des Punktes z 1 liegende .vt, der 
andere c% heissen mSge, und welche stets zwisehen 0 und ~ genom- 
men werden kSnnen. W~hlt  man noch die Amplituden #0, #,  etc. 
stets zwischen - - g  und z~, so ist es leicht, nach dem Satze vom 
Aussenwinkel des Dreiecks, die Differenz # o -  @ durch eo~ oder r 2 
auszudriicken, und man finder, dass h e i n e  gerade Zahl 0 oder 2~ 

hingegen eine ungerade mithin e ~'~ ~ 1 sein muss~ wenn r I < .-2-' 

Im ersten Falle gilt Zahl ~ 1, mithin d " i  ~ - -  1 , .wenn s% < ~ - .  

in der Formel fiir z'  das obere Zeiehen und wird z ' ~  zl, im zweiten 
Falle das untere und wird z ' ~  z 2. Als Summe der Reihe ergiebt 
sich also stets diejenige Wurzel der quadratischen Gleiehung, deren 
Zahlenort derjenige Hyperbelbrennpunkt ist, welcher auf der niimhchen 
Seite der kleinen Axe in tier Ebene liegt, wie der Zahlenort des Punk- 
tes z ,  dem also z sich n~hern kann ohne die Curve zu iiberschreiten. 

w  

Einflihrung der symmetrisehen Functionen A, B der Wurzelm 

•achdem die Auffindung der allgemeinsten Algorithmen zur Auf- 
15sung einer Gleiehung f (z) ~ 0 im Vorausgehenden erledigt ist, gehe 
ich zur Aufstellung der bemerkenswerthesten speciellen klgori thmen 
tiber. Da ieh indess die Motive hierzu der Theorie der algebraischen 



334 E. ScnHi;D~m 

Gleichungen entlehne, werde ich reich yon nun an auf diesen Fall 
besehriinken - -  wo also f (z) eine rationale Function ist - -  wenngleich 
die Endresultate grossentheils auch auf den Fall einer beliebigen ein- 
werthigen Function ausgedehnt werden kSnnten. 

Die yon 0 und c~ verschiedenen Wurzeln der Gleichung, um deren 
Aufsuchung es sich allein handelt, seien: z,,  z2, z3, . . . .  z, .  

Die gedachten A]gorithmen beruhen nun auf den Eigenschaften 
gewisser symmetrischer Functionen dieser siimmtlichen Wurzeln~ welche 
ill der Form enthalten sind: 

a = ,  ~ ~(Za) (26) C~ (x) (z) = 2~" z~ 

worin to und 2 beliebige, aber positive ganze Zahlen bedeuten sollen 
und ~ eine den willkiirlichen Anfangswerth z nicht enthaltende Func- 
tion eines Argumentes ist, die fiir keine Wurzel z,, der Gteichung 0 
oder cx~ wird. 

Die Eigenschaften jener Function (26) bilden den niichsten Gegen- 
stand unserer Betrachtung. 

Setzt man: 
c (~ + ~') (z) 

wo h wieder eine natiirliche Zahl bedeutet, so 1Ksst s i ch  zuerst der 
Satz aufstellen: 

I. Ist das Argument do" Function F cinc Wurzel der Gleichung 
f = O, so ist der Wcrth der Function die h t~ Potenz dieser Wurzcl, 
oder : 
(28) F (z,) = z / ' ,  
wobei z ! oder das fiir die erste der Wurzeln eingefiihrte Zeichen selbst- 
redend zugteich der Repriisentant ether beliebigen yon diesen Wur- 
zeln ist. 

Um diesen Satz zu beweisen, multiplicire man Ziihler und Nen- 
net  des Bruches (27) mit (z - -  z,) ~+1, damit sic ftir z ~ z I nicht mehr 
ec werden; dadurch entsteht: 

~ , "  z'+" (z ---z~ ~ ~+' 

%~ 
a ~ - I  et 

Ist  nun die Wurzel z I e i n e  pfache (wo p auch ~ l sein kann), 
ist z. B. : 
(30) z, = z2 . . . . .  z~, 

so verschwinden fiir z ~ - z l  im ZiiJaler und Nenner alle Glieder, welche 
auf das pt~ folgen, oder fiir welche die Summationsvariable a > T ist; 
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in den Gliedern hingegen,  fiir welche a einen der Werthe l ,  2, 3, ... p 
besitzt, nimmt der Factor 

Z - -  ~ a ]  

don Werth 1 an,  und da alle diese Glieder einander gleich sind, be- 
tri~gt ihre Summe das pfache des ersten Gliedes, oder es wird: 

F (z,) = p ~,z+~, z (z~) 
pz,~Z(z,) ' 

was auf Gleichung (28) hinauskommt. 
Uater der Annahme h ~ 1 erf~illt also die Function 2 '  die erste 

Grundbedingung: F ( z , )  ~ z , ,  welcher, wie wir gesehen haben, eine 
Function unterworfen sein muss, wenn sie einen Algorithmus lie- 
fern soll. 

II. Liegt der Punkt  z dem Zahlenort dcr Wurzel z I niiher, als 
allen iibrigen Wurzel~unkten, ist also rood. (z - -  zj) der kleinste unter 
den Moduln der siimmtliehcn von einander verschiedenen unter den .Di f  
ferenzen z -  z I , z - - z  2 , . . . .  , z - - z n ,  sodass: 

(31) mod. (z ~ zj) < rood. ( z - -  z,) ffir a ~ p  q- 1 , 2 -~" 2 , . . .  n ,  

so ist dcr Gre~tzwerth: 

(32) lira F (z) ~ zt 1' . 

Dean,  da 
r o o d .  z - -  z, 

z - -  Z a  

eta echter Bruch ist ffir jedes a > p ,  so ist der Grenzwerth 

lim (z  - - z ~ , + l  gleich 0 ffir a > _p; 
= | \ z  - za) 

hingegen ist derselbe gleich 1 fiir a ~-- 1, 2, 3, . . . p .  In dem Ziih- 
ler und Nenner yon (29) verschwinden also f[ir eo ~ c~ wieder alle 
auf das pte folgenden Glieder, und ziehen" sich die fibrigea zusammen 
genau wie beim vorigen Satze, wo z ~ z 1 gesetzt wurde. 

I I I . . D i e  Derivirte ~ .F (z) wird 0 in der Ordnung ~ ,  wenn das 
Argument z in eine Wurzel z I iibergeht, oder es kann:  

(33) ~ F (~) = ~ z~) o.  ~ (~) 

gesetzt werden, wo W (z) eine Function ist, die fiir z ~ ~t nicht o~ wird 
und im Allgemeinen, so lange nicht besondere l~elationen zwischen den 
Wurzeln vorausgcsetzt werden, auch nieht verschwindet. 

Zum Zweck des Beweises setze man in die aus (27) durch Diffe- 
rentiation sieh ergebende Gleiehung: 

u ~  co (Z) ~ F ( z )  = c ~  (~) ~o c ~ +  ~) (~) - c~+h)(~) ~ c + -  . 

die aus (26) hervorgehenden Ausdriicke der Funeti'onen C ein, wobei 
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abet in den zu differenzirenden Functionen C die Summationsvariable 
a zur Unterscheidung dutch einen andern Buchstaben b ersetzt wet- 
den m5ge, und fiihre die rechts angedeuteten Differentiationen aus; 
dann erh~lt man nach einer leichten Zusammenziehung: 

, ,_=,,o=, z~z o (z~) z(zb) ~h- - z~  
1) z z .................... 

~,=:b=t (z--~)'+' (z--z~,)~ ' z--z~, 

Die Ausdrficke unter den Doppelsummen reehter Hand sind unsymme- 
trisch in Bezug auf die Summationsvariabeln a und b wegen des Fac- 
tors : 

- ~ -  ; 

dieselben ]~Snnen aber symmetrisch gestaltet werden, wenn man be- 
z,__ z ~ zun~chst alle diejenigen Gtie- denkt, class wegen des Zithlers z~ ~ 

der aus der Doppelsumme herausfallen, in welchen die Summations- 
indices a und b einander gleich sind. Bei den iibrig bleibenden Ter- 
men finder sich zu jeder Combination a ,  b der beiden Indices die ent- 
sprechende b , a  vor, und man ist deshalb berechtigt, anstatt jenes 
Factors unter der Doppelsumme zu schreiben: 

�89 

Dadurch wird endlich: 

2 

a : n  b . ~ . n  Z a  

a : l  b : l  

{5 }' c : ~  Zc Z(Zc ) 

~-. 1 (Z - -  ZC) a~+l 

worin man also auch berechtigt ist, a und b als irgend zwei ver- 
schiedene unter den Zahlen 1~ 2 ,  3 ,  . . .  n anzusehen. 

Wit  wollen nun Z~ihler und Nenner in (34) mit einer solchen 
Potenz yon z - -z ,  multipliciren, dass dieselben flit z ---~ z, nicht mehr ~o 
werden; es fr~gt sigh, welche Potenz dieser Differenz hierzu erforderlich ist. 

Ist zunilchst die Wurzel z 1 eine einfache, so muss man den Bruch 
in (34) des Gesammtnenners wegen offenbar mit dem Factor 

erweitern. Um aber im Z~hler das genannte Resultat zu erzielen, 
wtirde schon die Multiplication mit ( z -  ~1)~+ ~ gentigen, d~ wegen 
der Verschiedenheit der Indites a und b eine hbhere Potenz yon z- -~  l 
in den Nennern der einzelnen Glieder nicht vorkommen kann. Es 
bleibt also noch der Factor: 

in eine flit ~--= $~ nicht mehr oo oder 0 werdende Function multipli- 
eirt tibrig. 
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Ffir den Fall einer vielfachen, nilmlich pfachen W urzel z I wird 
man leicht dieselbe ScMussweise anwendbar finden, nachdem man dar- 
auf Riicksieht genommen, dass alsdann mehrere Glieder im Z~hler des 
Ausdrucks (34) sich fortheben, w~hrend andere im ZShler und auch 
im Nenner sich zusammenziehen. 

Da also die Derivirte ~/V(z) ftir z ~---z 1 in der That cofach ver- 
schwindet, so miissen auch die hSheren Differentialquotienten der Func- 
tion F(z)  bis zum coten einschliesslich ftir z ~ z I verschwinden, oder es 
erftillt die Function /V(z) die zweite Grundb~dingung, welcher eine 
Function unterworfen sein muss~ wenn sie einen Algorithmus der co-I- P('" 
Ordnung liefern soll. 

IV. Es eriibrigt noch als eine vierte Eigenschaft der Function C 
die Relation anzuftihren: 

(35) ~,(v~ ) (z) ~ ( - -  ~ " - ~  ~-~ (~) ,  = 1) (h) j  C (~-h) 
C~--0 

h! worin (h)r hen Binomialcoefficienten c ! ( h - - c ) !  bezeichnet. 

Der Beweis ist leich~ zu fiihren, denn setzt marl die aus der Deft- 
hi, ion (26) sieh ergebenden Ausdriicke ein, so kommt die Relation" 
auf die nach dem Binomialtheorem identische Gleichung hinaus: 

C~-h 
a ~-- h j , - - c  Z z h 2.) ( - -  1)r )~ ( - - z . )  ~. 

C~-0 

Als bemerkenswerther besonderer Fall dieser Relation (35) ist die 
far h = ~t sich ergebende Gleiehung zu erw.;ihnen: 

c ~ t  [~k o z-~ (%o) (36) P.(.3 ) (z) = ~ ( - -  1)r jr . . . .  ~ (z), 

vermSge welcher die Functionen C mit dem Exponenten ~t einfach auf 
solche mit dem Exponenten 0 zuriickgefiihrt werden kSnnen. 

Setzt man endlich in (35) ~t-[-h start ~, so nimmt die Relation 
eine Gestalt an, in der wir sie ffir den in der Folge besonders wich- 
tigen Fall h = 1 bier anschreiben wollen~; es wird niimlich: 

(37) r  +~) (~) = ~ c~  ~) (~) - c ~  (~ ) .  

Was die willkfihrliche Functio~ ~ betrifft, die in den Ausdruck 

(26) der symmetrischen Function C~ (~) (z) eingeht, so werden sich zwei 
specielle Annahmen derselben in der Folge als besonders lohnend her- 
ausstellen. Die eine Annahme ist: 

1 

(z) = M) (~) ' 
die andere: 

~(z)  = 1. 

W~ihlt man fiir.~ diese beiden Ausdrii~ke~ so erhiilt man aus (26) 
Mathemati~che A~nalen. II.  22  
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zwei Functionen, die~ wlr zur Unterscheidung yon tier allgemeinen 
Function C mit A und B bezeichnen wollen, sodass: 

( 3 8 )  A(~) ~ = "  ~-~ 
a=1 (z--za)~+' f(1)(z.) ; 

(39) ~(~) ~ - ~  ( z ) =  ~ ( z _ z 2 . + l  

Bet der Function A muss selbstredend der Fall vielfacher Wurzeln 
ausgeschlossen werden,~indem sonst einige Glieder der Summe wegen 
des Yerschwindens der Derivirten yon f unendlich werden; bet der 
Function B bleibe dieser Fall stets zugelassen. Im Uebrigen zeigen 
die Eigenschaften dieser beiden Functionen eine so durchgreifende Ana- 
logie, dass es sich meist empfehlen wird, sie gleichzeitig zu unter- 
suchen .  

In der That geht auch die Function A in die Function B fiber~ 

f(z) - -  0 hat wenn man f(z)  ersetzt durch f(l)f(Z)(z)" Die Gleichung f(l)(z) 

niimlich n a c h w  1. mit der Gleichung f(z)-----0 silmmtliche endlichen 
Wurzeln gemein, und besitzt eine jede derselben nur einfach; es ist 
demnach gestattet, fiir die erstere Gleichung die Function A(~ ) (z) zu 

1 bilden, wobei man nur start ~ zu nehmen hat: 

~z f(fO~z ) f(1) (z) 2 __ f(z) f(~)(z) 

Da dieser Ausdruck, wie leicht nachzuweisen, fiir z ~ z 1 den Werth 
~v annimmt, wenn zl eine p f ache Wurzel ist, so geht die fiber siimmt- 

f(z) liche endliche Wurzeln der Gleichung ~(1)-~ ~ 0, d. h. fiber die yon 

einander verschiedenen Wurzeln der Gleichung f (z)--~ 0 ausgedehnte 
Summe (38) fiber in die auf silmmtliche endliche Wurzeln dieser Glei- 
chung fiberhaupt erstreckte Summe (39). 

Yerstehen wir jetzt unter f(z)  eine nicht allein rationale, sondern 
auch ganze Function, etwa: 

(40) f ( z )  ~ ~20~*'-J f- r i ~  n-1  + r2  zn-2 + , , . --~ ~]n-i ~ Jl- ~)n 

--= ro (z - ~,) ( ~ - -  ~ ) . . .  (z - ~ . ) ,  
so kann man bekanntlich jede symmetrische Function der siimmtlichen 
hier als endlich vorausgesetzten Wurzeln, folglich a~ch die oben ein- 
geffihrton Functionen A und B durch die Coeffidenten dieser Gleichung 
oder die Derivirten des Polynoms f(z) ffir z •= 0 ausdrficken. Es ist 
unsre ~aiichste Aufgabe, diese Ausdrficke zu bilden. Um dieselben 
me thodisch abzuleiten, sfiinden zwei Wege zu Gebote. Von den Deft- 
nitionen (38) und (39) ausgehend, kSnnte man n~mlich einerseits Re- 
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cursionen (etwa die Gleichungen (47) und (48) des nachfolgenden 
Paragraphen) gewinnen, dadurch die gesuchten Ausdrticke als die Coef- 
ficienten ether recurrenten Reihe erkennen, und letztere summiren. 
Andererseits kSnnte man auch die symmetrischen Functionen in homo- 
gene (ganze rationale) Thefle zergliedern, und die letzteren nach den 
Methoden yon W a r i n g ,  Gauss ,  C a u c h y  besfimmen, oder noch 
besser so, wie B o r c h a r d t  und B e t t i  angeben*), die erzeugenden 
Functionen derselben aufsuchen. 

Wegen der Umst~indlichkeit dieser tterleitungen begntige ich reich 
indessen, die Resultate einfach anzugeben und zu verificiren. 

w  

Her l e i tung  ve rwandte r  Funct ionen  ~ ,  ~ aus e iner  erzeugenden 
F u n c t i o n .  

Wir definiren jetzt aus Neue zwe~ Functionen yon z durch fol- 
gende Gleichungen : 

- _  r(.-  Ol (41) ~(2  (~) L r ( . -  ,)J,~' ' 

f ( z -  ~) W ' 

wobei (nach J a c o b i) das Symbol [q) (~)],~ nichts Anderes, als den Coef- 

ficienten yon e~ in der fiir hinreichend kleine e zul~ssig vorausgesetzten 
Entwickelung der eingeMammerten Function q)(e) nach steigenden 
Potenzen yon e vorstellen soll, so dass also diese in der Parenthese 
stehende Function nach L a p l a c e  die erzeugende Function (fonction 
ggndratrice) des dergestalt definirteri Entwickelungseoefficienten zu nen- 
hen wiire. Die beiden obigen Gleichungen sind - -  mi~ anderen Worten 
- -  iiquivalent mit den nachstehenden: 

1 lira ~ (z-- ~)z (43) ~ )  (z) = ~ ,=o  ~ - ~ '  

(44) !~(~ ) (z) = ~ lim ~, , 
,=o f ( z -  e) 

und wenn anders die Definitionen einen Sinn besitzen sollen, mfissen flit 
hinreichend kleine ~ die T aylor 'schen l~eihen convergiren: 

(45) f l  ~ -  ') ~ = o  

(46) (z -- #)~ f(1) (z -- e) ~ | (D = z:m~ ( z ) . ~ ' .  
f (z  - ~) .=o 

*) Crelle's Journal, Bd. 53, p. 193 und Bd. 54, p. 98 sq. 
22* 
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In tier That sieht man leieht, das-s diese Entwickelungen fiir hinreiehend 
kleine e stets zul~issig sind, wenn nur z nieht gerade gleich einer W, ur- 
zel~zl, dev Gleiehung f ( z )  ~ 0 ist. 

Wit Wollen uns nun in diesem Paragraphen mit der recurrenten 
sowie der independenten Darstellung der Functionen ~/, ~ mittelst tier 
Function f ( z )  and ihrer Derivirten besehilftigen. Dabei mSgen Kilrze 
halber wieder-alle Argumente. z weggelassen und die Derivir~en yon 
f ( z )  wie in w 4. bezeichnet werden. 

Multipliciren wit die Glelehungen (45)' und (46) mit der stets zu- 
l~issigen Entwiekelung der ganzen rationalen Function L f ( z -  ~) nach 
steigenden Potenzen yon ~ und ordnen beiderseits nach Potenzen dieser 
GrSsse an, so ergeben sich durch Gleichsetzung der Coeffieienten yon 
( - - e )  ~ rechter und linker Hand die Formeln: 

(47)  = ( -  1)o f _o 
~ = o  ( ~  - -  a ) !  

~ = o  ( ~ - - h ) !  ._--o ( o - - a ) !  ~ ' 

mittelst welcher die gesuchten Functionen ~ und ~B recurrirend berech- 
net werden kSnnen. 

Ehe hierzu gesehritten wird, mSgen noch independente Darstellungen 
der Funetionen ~;  ~ angegeben werden. Solche erh~lt man leicht in 
Determinantenform~ wenn man das System der Gleichungen hinschreibt~ 
Welehe sich dureh die Annahme co ~---0, 1~ 2, 3 ~ . . .  aus (47) oder 
:(48) ergeben~ und wenn man dieses System nach der Unbekannten 
'(-- 1) ~ ~1(~ ) oder ( - -  1")~ i ~  ) auflSst. 

Die Determlnante des Systems erhtilt dabei den Werth /~+1 indem 
sie gleich: dem P~oduet tier Elemente ihrer Diagonalreihe wird, weil 
alle dariiber stehenden Elemente 0 sind. Schreibt man diesen l~enner 
:als Fa'ct0r auf 'dig"aridere Seite, so folgen die naehstehenden Formeln 

(49) r~+i~(z)___ (~t)r162 ~ ,  ~ ,  . . . ~ ,  f ,  O, 0 , . . . 0  

(50) ~+1 ~(~) a=~r fc f~-~ f, ""i 0 " ' f '  o ,  o ,  . 

Von jeder Determinant% welehe yon der co -~- ! t~ Ordnung ist~ 
habe ieh bier nur die c-}- i t~ Zeile angesehrieben; allesZe!len " gehen 
daraus hervor, indem man e ~ O~ 1~ 2~ . . . ~o setzt~ wohei selbstver~ 
stEndlieh yon den nebeneinander gesehriebenen Elementen je nur die 
~o~q- 1 ersten zu nehmen sind. 

~'~r den besonders wichtigen Fall ~ ~ 0 ~ereinfaeht sieh in der 
zweiten G|eiehung das erste Element der angeschriebenen Zeile zu: 

f~+~" in der ers~en Gleiehung jedoeh 1Esst sich sogar die Ordnung der 
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Determinante um 1 erniedrigen, indem das Anfangselement -----'1 al|e 
iibrigen Elemente der ersten Colonne aber. 0 werden, und in der sO 
vereinfachten Determinante kSn~te man durch Multiplication der Zeilei~ 
nach. der Reihe mit 1, f; f 2 ,  f 3 , . . . f  o, und Division der Colonnen 
dutch diesdben Grbssen auch bewirken, dass an Stelle der Ele- 
mente f oberhalb der unvergndert bleibenden Diagonalreihe jedesmai 

die Einheit tritt, wiihrend irgend ein andres Elemen~ fc in fc-1 fr 

tiberginge. 
Es soll jetzt gezeigt werden, dass sich die Functionen ~ und ~3 

mit dem Exponenten Z stets leicht durch diejenigen flit X ~ 0 aus.- 
dr[icken lassen: Zu diesem Nachweis eignen sich am besten die bereits 
angegebenen Darstellungen (43) und (44) der genannten Functiqnen 
durch DitIerentialquotienten. Nach dem L eib n i t  z'schen Satze ffi~' die 
wiederholte Differentiation eines Productes folgt niimlich aus denselbeni 

a ~ f o  1 

~ )  ~ - ~  lim 2: (co). ~.~ (z--~)~X ~ - ~  f(z-- ~)'  
r a u 0 a~---O 

~(~) ~i  lim 2? (co)~ b. ~ (z--e)~X &~-a fo)(z--~) 
~---  co. , = 0  a = o  f ( z - -  ~) " 

Weil aber nach dem Binomialtheorem: 

lira a~ ( ~ - -  ~)~ = ( - 7 1 )  ~ a ! (Z)~ z ~-~ 
$~---0 

ist~, so fo!gt hieraus unter Bedicksichtigung jener ftir Z = 0 in An- 
sprach genommenen Gleichungen (43) und (44): 

a = r f l - - a  a~ (0) (51) ..~t(z) = 2~ (--  1) ~ (;t)~ ~ ~t.,-~, 
a = O  

~ ( a )  . - .  Z -  a ~ . ( 0 )  (52) ~ = 2? (--  1)" (~t)~ z v ~ - , ,  
a ~ 0  

wie gefunden werden sollte. 
Die Functionen ~(o) lassen sieh abet ebenfalls bequem durch die 

~t(o) ausdrticken. Man hat nilmlich in ~ihnlicher Weise: 
a..~- to 

= ~ !  lira z (~,)a a~ f(~)(z--~) x ~.~-~ i ~ ,  

als% wegen: 
lira ~.~ fm (z- -  e) = (--  1) ~ f ~  
~ m - O  �9 

wieder: 

a = O  a l  " ~,~t~--a ~" 

Eben~ kSnnte,man .noeh, allgemeiner die F ormel ..attfstell~n: 

(54) ~ i ,  ~  " ".~,~ 
~=o ~=o (c - -  a)! 

welche in einer Yereinigung vofi .(52)-und ~53) besteht, 
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Es brauchen demnaeh nur die Funetionen 91(o) wirklich recurrirend 
berechnet zu werden, da alsdann die Functionen 9~(~) und ~q) mittelst 
der Gleichungen (51) und (54) leicht zu bilden sin& 

Um diese Berechnung wirklich auszufiihren, nehmen wir die Re- 
cursionsformel (47) fiir it-----0 in Anspruch, wobei die linke Seite der 
Gleichung fiir r ~ 0 verschwindet, w~hrend sie fiir co ---~ 0 den Werth 1 
annimmt; die Gleiehung zerf~llt daher in zwei ander% welchen zur 
Vermeidung yon Nennern die Gestalt zu geben isg: 

{ f~o)  __ 1 ' ~ o ,  1)a - - I  f~-, 
(55) f ~ x ~ )  ( -  ~' �9 r ~-~+l~(~ f~ir ~ > 0 

in der sie nun flit die Anwendung am bequemsten zurechtgelegt er- 
scheinen. 

Man wird sich jetzt eine Tabelle der Functionen f~+l 2~) in fol- 
gender Weise anlegen. 

Zuers~ bildet man (fiir das Argument z) die Werthe yon: 

f, 5 ,  f~, f ~ , . . .  
welche zu der Kenntniss yon: 

/'1, - -  �89 ~; f2h ,  - -  r  

verhelfen. Hierauf veri~ihrt man - -  stets horizontal ausmultiplicirend, 
dann vertical addirend - -  nach folgendem Schem% welches keiner 
weiteren Erkl~irung bediirffig ist: 

(I) f~to (~ ---- 1 x f~ 

f2 ~io) = f, x f, 
1 • 1 8 9  

f'~ U(~ ~ ~ f ~  - -  �89 x f~ 
f~ • - -  �89 ff~ 
1 x ~pf~ 

f / - - �89  
f, 
1 

•  
• - -  �89 
)< ~; f2 f 3 
•  ~A P f i  

f5 Go) _ _ / 4  _ ~ / / / f2  + �89 + � 8 8  ~ f3-f4 
U,  S, W,  

Um ebenso die Functionen !~ (~ zu berechnen~ bringen wit die 
Relation (53) ~hnlich wie oben auf die bequemere Form: 

(56) f ~ + l ~ )  ___ a~.~ (__ 1)afa fa-lq, fw--a-I-1 91(.0) 
a = 0  a ! .  ,~u~--a " 
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Darnach haben wir also die eben gefundenen Ausdriicke der Functi~nen 
fm+l 92(o) nur mit den Multiplicatoren: 

f,, - - f / i ,  �89163 __~f3f4, . . .  
auf passende Art zu verbinden, und erhalbn:  

(II) f ~(o ~ = / , ,  

f~ i~  = f, 2 --f/2, 
f3~o) = f3 _ _  ~ff, f2 + �89 Ff3, 

4 M(o) f ~3 = l i '  - -  2ffl~f2 + ~f2f~f~ + �89 _ ~ f3 /4  
U. S. W. 

Ausser den bereits angefiihrten independenbn Darstellunge~ tier 
Functionen 9/, ~ in Determinantenform lassen sich auch noch folgende 
Ausdrficke ableiten, die ich reich aber begntigen will, 'h ier  nur kurz 
zu erwlhnen. Es ist: 
(.57) fro.4-1 ~ ) =  ~ ( - - 1 )  a (Ol- a). t ( f ) a  (fi~a,(_fl~a2 (feJ)am 

wo die Summe S ausgedehnt werden muss iiber alle positivea ganzen 
Wurzeln - - d i e  0 mit zugelassen- der beiden coexis~irenden C~lei- 
chungen: a-~at-l-a2-~... +am=o, 
(58) 0 . a  -t- l.a I -~- 2 . a  2 Jr- . . .  -[- e o . a m ~ r o .  

fg 
Multiplicirt man das allgemeine Glied obiger Summe (57) mit ~ _  a '  

so stellt dieselbe den Werth yon f~ ~ L 1  vor, also: 
, q ( - - 1 ) a ( e a - - a - - 1 ) ! (  f ~ a {  f I ~a,( ft~a~ . . (  fm~am 

Es gelten aueh die Gleichungen: 

I f~ f-~z)-} ~, o o o :  =o { 
(60) f~  ~ ) - 1  ~ co a~3  ( -  1)a fa lira 0~'-~ f(z @ ~) -- f(z) a 

a~---0 t~O 

w  

Zusammenhang  zwischen den Functionen A und ~.  

Ich gehe jetzt dazu fiber nachzuweisen, dass die Functionen A(~ ) 
und ~t~ ) d e r  beiden vorigen Paragraphen ffir jedes Argument z ein- 
ander gleich sled, wenn nur die Zahlen ro trod /t eine gewisse Un- 
gleichheitsbedingung erffillen. 

Bekannflich hat man,  wenn die Gleichung f(z)~ 0 keine viel- 
fachen Wurzeln besiSzt, die Par~ialbruchzerlegung: 
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(6l) 1 "=" 1 
f(z) ~= t ( z - -  z~ ) f(n (z~) " 

Setzt man hierin z - -  ~ fiir z, so liisst sich das allgemeine Glied der 
Summe rechts fiir hinreichend kleine s in eine M d c - L a u r i n ' s c h e  Reihe 
nach steigenden Potenzen dieser GrSsse entwickeln~ falls nut  z nicht 
gerade ether Wurzel & gleich ist. Um links die erzeugende Function 
der ~t zu bilden, multiplicire man hierauf die Gleichung mit der Ent- 
wicklung yon (z - -  e)a in eine (unendliche)'Reihe nach dem binomischen 
Satz% u.nd ordne rechts nach Potenzen yon e an. Wird das Ergeb- 
hiss alsdann mit Gleichung (45)vergl ichen,  so folgt dutch Gleich- 
'setzung der Cbefficienten yon e ' :  

( 6 2 )  ,y(a) ' . x  ( - -  1)  ~ - , , , ' f ,  
. , ,  ( z ) -~ -  .~  (z -z~)~g*l ' (*)(z~)  c=0 a~---I 

~r(a) S(a) womit die Function ~*o iihnlich ~, als eine symme~rische Function der 
Wurzeln & der Gleichung f ( z ) - ~ - 0  dargestellt ist. 

Wenn nun zuerst co ~ ~ i s t ,  so duff man,offenbar in der letzten 
Summe rechter Hand ansta~t der oberen Grenze to auch 2 Schreiben, 
well alsdann der Binomialcoefficient (2)c fiir al]e-zwisciien 2 "(exclus.) 
und to (indus.) liegenden Werthe yon c verschwindet. Dann ist aber 

2 diese 8umme nach dem Binomialtheorem ~ - - - { z -  ( z -  z~)}z-----z~, 
folglich wird mit giieksicht anf die Definition (38) der Function A:  

~(a} a(Z) fiir co > a ,  .~, ( ~ ) =  ..~, ( z ) ,  = 

was wir zuniichst zu beweisen suchten. 
Abet anch flit co < ~t finder diese Beziehung noch statt~ fails nu t  

,~ < to -~- n i s t .  Fiir to < /t kSnnen wit n'~tmlich in dem Ausdrucke 
(62) yon ~I(~ a) die Summe: 

o o, 
c-:O 

zerlegen in: 

22 --  Z , 
r  c = m q - I  

und liefert die Summe aller von dem ersten Theil dieser Zerlegung 

herriihrenden Terme wie vorhin die Function A (a) sodass: 

A(~) r , c=~ 
c = ~ + l  a = l  f (1)  (Za) 

Bekannflich ist aber: 

a~ . "  Z(Za ) ~ 0 Z fo)(z~)  
a : l  

"wenn % (z~) eine ganze rationale Function yon za vorsielli~ deren Grad 
n -  2 nieht fiber~eigt. Als eine solehe Function-% t~sst sick abet 
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in der obigen Doppelsumme der Z~hler (z - -  z~) c - ~ -  1 betrachten, wenn 
ffir jeden dort in Anspruch genommenen Werth yon c: 

O ~ c - - e o - - l ~ n - - 2  

ist. Da der erste Theft dieser Ungleichung yon selbst erfiill~ und ~t 
der gr5sste Werth ist, den c annimmt, so bleibt flit das vollstiindige 
Versehwinden der ganzen Doppelsumme nur noeh die Bedingung 
~t - -  o ~ n - -  1, oder Z ~  eo < n tibrig. 

Unter der Voraussetzung, dass entweder o~ _>= ~t, oder co < ~ < eo + n, 

stimmen also die beiden Funetionen 9/t~ ) und A~ ) vollstiindig iiberein, 
uiad d~ diese beiden Bedingungen auf eine einzige hinauslaufen, haben 
wir den Satz: 
(63) A(~ ) (z) = ~ )  (z ) ,  fur x - o~ < n.  

Wean die beigeschriebene Bedingung nieht erftillt ist, so trit~ an 
Stelle dieses Theorems der obige Ausdruck ffir den Unterschied der 
beiden Functionen, welcher indess noch die folgende Vereinfachung 
zuliisst: 

(64) A~) (z) - ~ )  (z) = z ( -  1) ~ (x)c ~,~-~ ~  (~- ~)~ 
*'~ c = o ,  + n  ~ = t  f[~) (Za) 

fiir ~L =-- eo ~ n ,  

indem alle Glieder der ~ friiheren Doppelaumme, bei welchen c zwisehen 
:co ~ ] (inclus.) und to + n (exclus.) liege, aus dem schon erwiihnten 
Grunde verschwindea. 

E~ wiire eine nicht uninteressante Aufgabe, aueh die letztere 
symm6trische. Function. der Wurzeln noch durch die Coefficienten der 
Gleich~fig f~)A=~:0 .auszudrticken, wie dies im vorhergehenden Falle 
mit Riicksicht auf w 8. for 'die symmetrische Function A(~ ~ (z) nun 
erledigt ist. 

w lO. 

Zusammenhang zwisehen den 'Fune t ionen  B und ~. 

Leiehter noch als bei den Funetionen A und ~ is~ die Identi t~ 
bei den Func~ionen B und ~ zu erkennen unter der Bedingung, unter 
weleher sie stattfindet. 

Z u d e m  Ende suchen wir wieder die erzeugende Function (der ~)  
zu entwiekeln in eine Reihe naeh steigenden Potenzen yon ~, deren 
Coefficientea ausgedrtiel~ seien durch die Wurzeln und nieht dutch die 
Co~ffieientea .der Gleiehung f ( z ) - - ~  O. Dazu verhilft abermals eine 
Par tiMbruehzerlegung. Es is~ niimlieh: 

(65) f") (~)- ~  ' 
f (z )  , . a = l  z T- za ' 

einerlei ~, ob die Gteict~ung-f(z) -~, 0. viel:fache Wurzeln~ habe~ oder nieht. 
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Wird hierin ~ -  ~ far z gesetzt, hierauf rechts nach steigenden Po- 
tenzen yon s entwickelt und die Gleichnng mit der Binomialentwicklung 
yon (z --  E) ~ multiplicirt, so ergiebt sich durch Coefficientenvergleichung 
mit (46) wie oben: 

(66) ~a(~) ,=n 1 c ~  ( - -  1) ~ (Z)~z ~-~ (z z.) ~ 
,= ,  i~--L)o,+l o=0 

1st nun o > it, so wird die letzte Summe - - z , ,  indem sich ~t 
start a~ als ihre obere Grenze sehreiben l~sst, und es wird also: 

(67) ~(a) re(a) fiir it co < 0,  ( z ) ,  - -  = 

wie zunKchs~ gezeigt werden soll~e. Ist aber o < it, so kann man in 
der vorausgehenden Gleichung die Zerlegung vornehmen: 

C~--O c = O  c = m - ~ -  1 

�9 und erweist sich die Summe aller vom ersten Theile herriihrenden 
Glieder einerlei mit /~(d) (z), sodass man hat: 

(68) n(~)Cz)--~)(z)----~- 2; (--1)~(it)r ~-~ z (z--z~)  r 
~-----m-~ t a-----1 

fiir i t - - o >  0,  

eine Doppelsumme, die im Allgemeinen yon 0 verschieden is~, mid 
leicht, s~att dutch die Wurzehl, durch die Coefficienten der Gleichuug 
f(z) ~ 0 ausgedrtickt werden kSnnte. 

Die symmetrischen Functionen A und B,  welche wir in w 7. als 
die bemerkenswerthesten F~lle der allgemeineren Function C hervor- 
hoben und zum Gegenstand des Studiums machten, sind nun also durch 
die Coeftleienten der Gleichung f ( z ) ~ - 0  ausgedriickt, niimlich in Ge- 
stalt einfach gebauter Determinanten dargestellt, als deren Elemente 
das Polynom f(z) und dessen Derivir~e auftreten - -  allerdings nur unter 
der u dass o und it den angegebenen Ungleichungen 
genfigen, was beil~iufig gesagt ftir co = oo stets der Fall ist. Unter 
jener Beschr~inkung also daft iiberall A fiir 91 und B fiir !D geschrie- 
ben werden, [wie es auch yon frilher her gestattet ist, in allen For- 
meln des w 7,  A o4er B ffir C zu schreiben]. Noch verdient hervor- 
gehoben zu werden, dass mehrere der fiir ~ und A (wie fiir iD und B) 
nun auf 2 Wegen gewonnenen Relationen, z. B. die Relationen (36) 
des w 7. und (51), (52) des w 8. bet sonstiger Uebereinstimmung im 
Ban der Ausdrficke sich doch durch die obere Grenze am Sammen- 
zeiehen unterscheiden, welche einmal it, das andere Mal o ist; selbst- 
versts kann man yon diesen beiden Zahlen eine jede, z. B. die 
kleinere, w~ihlen, da die Glieder, um welche die eine Summe yon der 
andem iibertroffen wird, sich siimmtlich wegheben, sofern iiberhaupt 
die lateinischen Functionen mit den gothischen tibereinstimmen. 
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w 11. 

Hieraus  sich ergebende Auf l~sungsmethoden  der  zweiten Art .  

Ich gehe jetzt zur Betrachtung der AuflSsungsmethoden selbst 
iiber, welche sich fiir die hSheren Gleichungen aus den Untersuchungen 
der w167 7. bis 10. dedueiren lassen~ und deren wir~ wie sehon in w 1. 
hervorgehoben wurde, zwei Arten zu unterseheiden haben. 

Eine AuflSsungsmethode yon der zweiten in w 1. charakterisirten 
Ar~ fliesst zunllchst aus dem Theorem (II) des w 7. Jenes Theorem 
sagt aus, dass, wenn: 

~+~) (z) 
A(~ +h) (z) oder aber F (z )  -m- a) 

gesetzt wird, stets: 
lim . F (z )  ~ zt h 

sein muss, falls z I eine Wurzel der Gleichung f(z) ~ Oist ,  welche 
dem willkiihrlich angenommenen Punk~ z niiher liegt als irgend eine 
andere der Wurzeln. Da in w 8. die Mi~tel angegeben sind, die Fune- 
tionen A und B recurrirend ffir immer grSssere co zu berechnen, sowie 
auch~ aus dem Polynom f(z)  und den Zahlen z,  it, h, eo sie indepen- 
dent zu bflden, so liisst sich in der That auf diesem Wege die ktr Potenz 
der Wurzel z I (oder wenn man will, unter der Annahme h ~ 1, diese 
Wurzel selbst) so genau man wfinsehen mag, ermitteln; und zwar ist 
diese Methode - -  eine doppelte, je nachdem man die Functionen A 
oder B wiihlt --  wegen der Willkiihrlichkeit der genannten Zahlen 
unendlich vielfacher Anwendung f~hig. 

Ms ganz specie]len Fall, nilmlich wenn bei der Function A die 
Zahl it ~ 0 und h ----- 1 gesetzt und der willkiihrliche Anfangswerth z 
gleich 0 oder gleich ~ genommen wird, begreift die gegenwilrtige 
Methode ein unl~ngst yon F i i r s t e n a u * )  #erSffentlichtes und yon ibm 
aus ganz andern" Gesichtspunkten gewonnenes AuflSsungsverfahren 
unter sich. Ebenso bildet dieselbe einerseits eine Erwei~erung, andrer- 
seits eine Specialisirung der D a n i e l  Be rno u l l i ' s chen  Methode. 

Was den Anfangswerth z betrifft, so darf dieser, wenn man ilber- 
haupt nur eine ~ und nicht eine bestimmte ~ Wurzel der Gleichung 
f ( z )  ~---0 nach den angegebenen Methoden finden will, in der ganzen 
Zahlenebene beliebig gewiihlt werden mit Ausnahme einer gewissen 
Linie, def Ausnahmdinie ,  welche aus lauter stetig unter einander ver- 
bundenen Strecken, Strahlen-und Geraden besteht. Wird mit m die 
Anzahl der yon einander verschiedenen Wurzeln bezeichnet, welche 

*) Darstellung der reellen Wurzeln algebraischer Gleichungen durch Deter- 
minanten der Coefficienten, Marburg 1860. 
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natiirlich bei Anwendung der Functionen A gleich n gedacht werden 
muss~ da vielfache Wurzeln dann ausgeschlossen bleiben, so zerlegt die 
Ausnahme]inie die ganze Ebene in m verschiedene Gebiete, deren jedes 
nur eine einzige einfache oder vielfache Wurzel in sich enth~ilt., ~edes 
dieser Gebiete ist so beschaffen~ dass f(ir alle innerhalb desselben an~ 
genommenen Punkte z unsre AuflSsungsmethode eben die eine inner- 
halb desselben liegende Wurzel liefer~; es kann daher das zu der Wur- 
zel gehSrige Convergenzgebiet der AuflSsungsmethode genannt werden. 
Die m verschiedenen Convergenzgebiete also grenzt die Ausnahmelinie 
yon einander ab. Die Begrenzung jedes Convergenzgebietes ist eine 
polygonale, und zwar ein nach dem Unendlichen hin offenes Polygon, 
wenn die betreffende Wurzel, nachdem s~mmtliche Wurzelpunkte durch 
gerade Linien mit einander verbunden sind, eine~Ecke des umschliessen- 
den Vielecks bildet; im andern Fall ist sie ein endliehes geschlossenes 
Polygon. Die Seiten dieser Polygone gehen stets senkrecht durch die 
Mitre der : Verbindungslinie zweier Wurzelpunkte hindurch, und die 
Eeken derselben, in welchen stets mindestens 3 Polygone aneinander- 
stossen, also die Ausnahmelinie sich verknotet, sind die Mittelpunkte 
derjenigen dutch mindestens 3 Wurzelpunkte gelegten Kreise, welche 
keinen andern Wurzelpunkt ~inschliessen. Alles dieses folgt leicht aus 
der Forderung,. dass der Punkt z, wenn er nicht ein Ausnahmepunk~ 
sein soll, nur nicht etwa gerade yon den zuniichs~ liegenden Wurzel- 
punkten gleich welt abstehen darf. Es ist demnaeh keiner Schwierig- 
keit unterworfen, die Ausnahmelinie zu eonstruiren, wenn die Wurzel- 
punkte gegeben sind: 

Man construir~ zuerst die m('-~--~) Geraden, welche senkreeht 
dutch die.Mitre .der Nerbindungslinie zweier Wurzelpuakte hiadurch- 
gehen und allein Ausnahmepunkte enthalten kSnaen, jedoch bei weitem 
nieht alle und in ihrer ganzen Erstreckung zur-Ausnahmeliifie gehSren. 
;Elm ,Bunkt.,auf einer solchen Normalen~ zu welcher zwei Wurzel- 
pu~kte symmetrisch liegen, ist niimlich nut so lang~ Ausnahmepunkt~ 
ala e~.: keinem drittefl Wurzetpnnkt niiher liegt, als jenea beiden..Diese 
Geraden sehneiden sich zu drei uad drei in m(m--1)(m--2) Punkte~, 6, 
den'Mi~t~llSanl~en der durch'je 3 Wurzetpunkte gelegten Kreise.' Von 
"den genanhten Mittelpunk~en sind nun alle diejenigen auszbscheiden~ 
:deren iugehSriger Kreis noch WurzeIpunkte einsehliesst; die iibrigeh 
'Mitteippakte sifid lih~gs der re(m--l)Geraden mit einander zu verbiff- 
den ;  end!ic k sind yon den' iiussersten dieser Mittelpunkte aus senl~re~c~t 
zu den Seiten des umsehliessenden VieleckB .der '.Wurzelpunkte (also 
ebenfalls lilngs der  gedaehten Geraden) l{oehStrahleh naeh dem Ur/- 
endlie~en bin. zu ziehen.. Die erwiihnten Verbindungslinien und Strahlen 
bilden ~lie'" Ausnahmelinie, 
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Sind die Wurzelpunkte nieht gegeben, so bleibt auch die Aus- 
nahmelinie unbekannt i nimmt man aber in diesem Falle den Anfangs- 
werth z auf's Geradewohl an, so ist die Wahrscheinliehkeit auf einen 
Ausnahmepunkt zu verfallen gleic h 0. Hat allerdings die Gleichung 
f(z)-~-0 lauter reelle Coefficienten, also conjugirt imagin~lre Wurzeln, 
so darf man selbstverstiindlich z nicht etwa auf der Linie der reellen 
Zahlen wi~hlen, wenn man eine der comptexen Wurzeln finden will; 
in" der That ist in diesem Falle a priol'i ersichtlich, dass man durch 
fortgesetzte rationale Verbindung yon lauter reellen Zahlen unter sich 
niemals zu einem imagini~ren Ergebniss gelangen kSnnte. 

Nimmt man fiir z elnen Punkt auf der Ausnahmelinie, so niihert 
~ich" ~ ( z )be i  wachsendem co im Allgemeinen keiner bestimmten Grenze, 
obwohl es endlich bleibt. 

w 12. 

Hieraus hervorgehende Algorithmen. 

~uflSsungsmethoden yon der ersten in 'w 1. eharakterisirten Art, 
niimlich Algori~hmen, gehen aus den Theoremen (I) and (III) des w 7. 
hervor~ wenn man dort h ~ 1 annimmt. 

Setzt man nilmlich: 

1) (z) (z) 
(69) F(z) ~- 4(~ )(z) ' oder aber F(z) ~ /~!(z) , 

so wurde dort gezeigt~ dass die Function F die Eigenschaft besitz~ 
dass' erstens F(zi)~---z I und zweitens die Derivirten: 

fiir z-~-z I gleich 0 werden. Auf Grund dieser Eigenschaften muss 
also~ wenn co ~ 0 ist~ nach den Ergebnissen des w 2. die Gleichung: 

einen Algorithmus der co-F-lt~ Ordnung vorstellen , dm'ch welche~i.es 
mSglich is t, aus einem beliebig, nur hinreichend nahe an .~1 gewilhl- 
ten Anfangswerthe z jede Wurzel z I der Gleichung f(z) -~- 0 so genau 
maU Will zu fihden; und zwar in der Weise, dass der Modal jedes 
.Niiherangswerthes schliesslich stets auf co + l mal so viel Decimal- 
stellen genau gefunden wird als auf wie viele genau der Modal de~ 
vorher.gehenden N~herungswerthes bekannt war. 

Wegen der Unbestimmtheit der natiirliehen Zahlen co und ~ sowie 
der Willkiihrliehkei~ des. An'fangswerthes z schliesst auch diese Meth6de 
unendlich wi~le .Algofithmen in sieh I u n d e s  verlohnt der Mtihe, die- 
selben fiir die einfachsten Werthe yon found ~. wirklich anzuschreiben. 
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Jeden dieser Algorithmen will ich nach dem die Function F charakteri- 
sirenden Nenner in (69) mit (A~) resp. (B~) bezeichnen. 

In Erinnerung werde noch gebracht, dass bet den Algorithmen 
(A~) vielfac~e Wurzeln der Gleichung f ( z )  - ~  0 ausgeschlossen sein 
miissen, wofern sie wirklich yon o -[- 1 facher Convergenz sein sollen; 
bet den Algorithmen (Ba~) hiugegen wird durch die Vielfachheit der 
Wurzeln kein Unterschied hinsichtlich des Grades der Convergenz- 
geschwindigkeit begriindet. 

Endlich muss bet den Functionen A ,  wofern sie wirklich durch 
(tie anzugebenden Ausdriicke darstellbar sein sollen, die Ungleichung 

- -  o < n ,  bet den Functionen B hingegen die Ungleichung h - - o ~ 0  
erftillt seth. 

Mit Riicksicht auf die GMchung (37) in dem Theorem (IV) des 
w 7. lassen sich unsre Algorithmen nun so darstellen- 

A~) I (z) = Z - -  f . C,+,  A(,~) 

I''I~) l I .B~>~ (z) = z - -  f .  ftu..[_lnO.~ ) 
.B '2  (,> . _ o  

ftir o > 0 ,  

worin das zweite Glied rechter Hand als die Correct ion aufgefasst 
werden karm, welche nach dem Algorithmus zu dem Anfangswer~he 
hinzugeffigr werden muss, urn den nilchsten N[iherungswerth zu bilden 
(und welche mit dem in w 2. erMihnten Feh le r  des Anfangs- oder 
N~iherungswerthes nicht zu verwechseln ist). 

In diese Gleichungen sind nun die Werthe der Functionen A und 
B einzusetzeu, welehe in (36) des w 7. und (51), (52) des w 8. zuni~chst 
durch die Functionen A(~ und B (~ ausgedriickt werden. Zu dem 
Ende schreiben wir mit Vermeidung der Briiche jene Relationen in 
folgender Gestalt an: 

(70)  
[ f~+l ~ 0 . ) '  ~'' o) . f '~)--a+l T~(O) 
( "  - -   =oZ .  o_o, 

worin yon den beiden angegebenen oberen Summengrenzen /(, co stets 
die kleinere gewiihlt werden daft. Demnaeh hat man nun ffir o ~ 0, 
1, 2 , . . . :  

f A o a ) = z  ~ .  f A0 (~ 

f 2  A(l~) ----" z ~ . p A ?  ) - ~ z ~ - '  f . f A~ ~ , 
l(z-1) z~-~ 

f a  A(~a) ~-. z~ . f a  A(s~ - -  ;t z z - i  f . p A l ~  ~ P . f A(o ~ 

U. S. W,) 
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und, da fiir it ~ 0 nur eine Identi~iit herauskommt, fiir it ~ 1, 2 , . . . :  

+1A(D /~+1A(0) (0) 

I ~ ( ~  l "~ -~  ~ 

u. s. w. ; die entsprechenden Gleichungen fiir die Functionen B lauten 
ebenso; man erhNt sie einfach, indem man hier B start A sehreibt. 

Da wit A r176 resp. /~co) allgemein nicht in einfacher Weise auszu- 
rechnen vermSgen, so erhalten wir nur aus den ers~eren Gleichungen, 
in welchen it willkilhrlich gelassen ist, durch Einsetzung der Ftmctio- 
hen AcO) und B r176 aus (I) und (II) des  w 8., einfache Formeln yon all- 
gemeinem Charakter und hinreichend leichter Berechenbarkeit, und 
zwar : 

f Ao (~) = f ,  

f2 AT) = z ~ f~ ~ it z~-~ f ,  

f3  A~)  = z ~ (fl~ _ �89 - -  it z~-~f fJ  + 2 

u. s. w. ferner : 

f //o ~) = z~f,, 

p .Bi~) = z ~ ( f 2  __ f f2)  - -  it ~ - ~  f f ~ ,  

u. s. w., wonach es leicht wiire, eine Tabelle der Functionen A(~ ) oder 
B(~ ) mit doppeltem Eingange anzulegen. 

Nun endlich kSnnen wir mit der grSssten Bequemlichkeit zu der 
Aufstellung der einfachsten Algorithmen selbst schreiten. 

WoUte man zuerst co = 0 annehmen, so wiirde sich, wenn hier 
nicht ein Degenerationsfall vorl~ig% als Algorithmus yon linearer Con- 
vergenz ergeben : 

(Ao ~) desgl. (B~o) z ' =  z.  

Da bier die Correction gleich 0, der Fehler des N~iherungswerthes also 
der ersten Potenz des Fehlers beim Anfangswerthe nich~ allein propor- 
tional, sondern sogar gleich ist, so wiirde das Attribu~ , , l i n e a r "  wohl 
noch passen, allein die Benennung ,Algorithmus" trifft nicht mehr zu, 
weil 0. F(z)  nicht < 1 sondern ~ 1 ist. 

Fiir co ~---1 erhalten wir den allgemeinsten Algorithmus zweiter 
Ordnung oder yon quadratischer Convergenz, welcher tiberhaupt aus 
dieser Quelle fliessen kann, niimlich: 

z f ~ - - z f '  
. z f f ~  

( B ~ )  ~ = ~ - -  z ( f , ,  - -  f f , )  - -  l f f , '  

und als einfachsten Fall fiir it ~- 0 einerseits den N e w t o n ' s c h e n  Algo- 
rithmas: 
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/i , 

andrerseits den ihm ebenbiirtigen, meines Wissens noch nieht beach- 
teten Algorithmus : 

i =  rf, 
fl~ __ f & ,  

welcher bei fast gleicher Einfachheit den Vorzug besitzt auch fiir viel. 
ft~che Wurzeln. noch quadratisch zu convergiren, und dessen wir schon 
in w 3. Erwiihnung gethan haben. 

Ftir eo = 2 ergeben sich die allgemeinen Algorithmen drifter Ord- 
nuilg oder yon eublseher Convergenz, z. B.: 

(A.~) i---- z -  z f  z f ' -  xf 
z~(f, ' - -  �89  - -  ~.Wft  + ~(~" - -  1) p 

2 

und als einfachste Fiille fiir it-----O: 

if, (A ~ . ' =  
�9 ~ff2.' 

f f ,~--  ff~ 
( ~ )  i = ~ --, - f , .~ r ,7 ' . i  :4- ~ f%--, 
wovon der erstere (A ~ auffallend ist dureh seine Aehnliehkeit mit (B~ 
yon welehem er aich nut durch den Factor �89 Nenner unterscheidet. 

In dieser Weise nun kSnnte man leieht fortfahren~ und auch die 
Algorithmen yon biquadratischer and hSherer Convergenz aufstellen; 
jedoeh empfiehlt sieh dieses darum nieht welter, well fiir praktische 
Zwecke der Yortheil der rascheren Convergenz durch den Naehtheil 
einer viel grSssdren Complication der zu bereehnenden Ausdriicke mehr 
als aufgewogen wird. 

Beispielsweise ergeben sich fiir die binomische oder reine Glei: 
chang n re" Grades': 

f ( z )  = z" ~ 7  = 0 

<die zm" Ausziehung einer Quadrat-, Cubik- oder n re" Wurzel aus einer 
Zahl 7 sehr brauchbaren Algorithmen: 

(A~) z ' = ~ .  tn-- i - -  l)z~ + ( i +  1)~ /t < n-{- 1 
�9 ( n  i 1)  z ~  + ;t ? ' 

(~) z'----z. ( ~ + ~ - l ) ~ - ( ~ - l ) ~  , ; t < 2 ;  

bier sind-die-beiden Algorithmen B u n t e r  den n-}- 1 Algorithmen A 
mit enthalten, nKmlich (B ~ identisch mit (A~ -~) und (B]) identisch 
mit 

Will man" etwa eine Quadratwurzel aus einer reellen Zahl auf aehr 
viele Decimalen, z. B. 24 Stellen, ermitteln, so empfiehlt .es sich ill 
der That~ nachdem man dutch die Methode des gewShnlichen Wurz~!- 
ausziehens mi~ 'abgekiirzter Division einen sehr guten Niiherungs~ei~ 
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(auf 12 Deeimalen genau) gefunden, den n~ichstfolgenden sogleieh auf 
24 Decimalen.genauen Werth mittelst eines dieser Algorithmen aufzu- 
suchen. Ein Vorzug dieses u besteht noeh darin, dass man 
bet demselben eine endliche Anzahl beliebiger Rechenfehler maehen 
daft (wenn man nur dureh dieselben nicht aus dem Convergenzgebiet 
hinausger~th), und dabei doch frfiher oder sp.~ter den richtigen End- 
werth finder; auch hat man stets einen zuverlSssigen Maassstab fiir 
die bereits erzielte Genauigkeit; sie ist auf doppelt so viele Deeimalen 
erreicht, als auf wie viele der letzte Niiherungswerth mit dem vorletz- 
ten iibereinstimmt. 

Interessant w~re noch die Beantwortung der Frage, welcher Werth 
yon it sich fiir eine bestimmte Wurzelausziehung am vorziiglichsten 
eignet, d. h. die raseheste Convergenz gewiihrt. 

Man kSnnte aueh verschiedene Algorithmen vielleieht vortheilhaft 
combiniren, z. B. den aus dem Algorithraus (AI ~ sich ergebenden 
ersten N~herungswerth in den Ausdruek yon (A11) fiir z substituiren, 
um den zweiten N~iherungswerth zu finden; alsdann diesen in den 
Ausdruek yon (Al2) und den so sieh ergebenden dritten Niiherungs- 
werth in denjenigen yon (A13), u. s.f . ,  sodass man anstatt ether Ite- 
ration oder wiederholten Ausfiihrung gleichartiger Substitutionen nun 
(~ine gesetzmiissige Reihe verschiedenartiger Substitutionen zu vollzie- 
hen hi~tte~ um sich der gesuchten Wurzel zu n~ihern. 

Endlieh wiire es der Mfihe werth zu untersuchen, welcher Grenze 
die Algorithmen zustreben, wenn ~t eine andere als eine ganze posi- 
tive Zahl ist. 

w 13. 
Einiges iiber das Convergenzgebiet dieser Algorithmen. 

Es bleibt die Aufgabe iibrig~ die Convergenzgebiete der zuletz~ 
angegebenen AuflSsungsmethoden zu ermitteln, d. h. ihre Grenzlinien, 
wenigstens wenn die Wurzeln der Gleichung f(z)-----0 gegeben sind, 
zu bestimmen. So leicht diese Aufgabe fiir die AuflSsungsmethoden 
der zweiten Art in w 11. gelSst werden konnte, so schwierig erscheint 
dies bet den Aua~lSsungsmethoden der ersten Art oder den im vorigen 
Paragraphen aufgestellten Algorithmen. Die Beantwortung dieser 
Frage nach den Contouren der Convergenzbezirke ist mir nur bet den 
beiden einfachsten Algorithmen in den einfachsten F~illen, niimlich 
ftir die linearen oder iiberhaupt einwurzeligen und ftir die quadrati- 
schen Gleichungen bis jetzt gelungen. 

In dem Falle X ~ 0 kann das nachstehende Theorem zur Erleich- 
terung der Aufgabe dienen. 

Die Contouren der Convergenzbezirke de~\ Algorithmen (A~ ~ oder ( B~, ~ 
Mathomati~che Anaalen. IL  28 
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hiingen lediglich ab yon der gegenseitigen (relativen) Lage der m yon 
cinander verschiedenen Wurzelpunkte zl, ~2, . . . ,  zm, lwineswegs abet 
yon der Lage dieses _Punktesyslems gegen die Punkte 0 und 1, iiber- 
ha~vpt gegen die Axcn der reellen und der imagin~iren Zahlen. Mit 
andern Worten: TJrsetzt man das System der Wurzelpunkte dutch cin 
andcres, ibm ~ihntiches yon beliebiger Lage, so werden auch die neuen 
Convcrgenzbezirkcontouren den a~ten ii]~nlich und sind zu den neucn 
Wurzelpunkten ~ihnlich gelcgen. 

Beweis. Mall denke sich zwei Zahlenobenen, in der ersten die Wur- 
zeln zl ,  z2, . . .  z,, der Gleichung [ (z)-----0 als Punkte verzeichnet, 
in der zweiten die in der n~mlichen Anzahl vorhandenen Wurzeln 
~1, ~2, �9 �9 �9 ~,n einer anderu Gleichung r (~) ~ 0. Sei ausserdem 
in der ersten~ ebenso ~ in der zweiten Ebene ein beliebiger Anfangs- 
werth, und: 

C (o) 
Z' Z - o~-, (z) 

we C gebildet ist ftir die Function f, desgleichen: 

c (o) (~) 
o) 

we C gebildet ist f~ir die Function q~, der zugehSrige erste NSherungs- 
werth~ welchen unser Algorithmus liefert, wenn unter C wie frtiher 
entweder die Function A oder die B verstanden wird. Setzen wit 
danu zwischen z und ~ die Relation fest: 

und nehmen auch an~ dass: �9 

~, ~ ~ z .  n t-  v f f i r  a ~ 1 ,  2, 3, . . .  ~ 

sei, so ist leicht einzusehen, dass das System der Punkte ~, ~ in der 
zweiten Ebene, wenn ~, und v beliebige complexe Zahlen bedeuten, 
~ihnlich ist dem System der Punk~e z, z~ in der ersten Ebene, dass 
jedoch das erstgenannte System gegen die Axen der reellen und der 
imaginiiren Zahlen 'eine beliebig geiinderte Lage besitzt. Denn ist 

~ Qd a, so bewirkt die Multiplication der Zahlen z mit O eine Ver~ 
wandlung des betreffenden Punktesystems in eiu anderes ihm iihnliches 
und iihnlich zu den Axen liegendes, dessen homologe Dimensionen 
alle ~?mal so gross sind als im ersteren; die MulLiplication mit d a 
bewirkt eine gemeinsame Drehung des Punktesystems tiber den belie- 
bigeu Winkel @; und endlich die Addition yon v zu dem Product 
$*~-----Qe~az entspricht einer paralleleu Verschiebung des ganzen Sy- 
stems in der Richtung und fiber die Liinge des Moduls der Zahl v. 

Der Beweis unseres Satzes ist nun geffihrt, wenn gezeig4 ist, dass 
aueh die Niiherungswerthe z" und {' als homologe Punkte den beiden 
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5hnlichen Punktesystemen angehSren, da sich dieser Schluss alsdann 
leich~ auf alle folgenden und vorausgehenden N'iherungswerthe bis an 
die Grenzen der Convergenzgebiete bin ausdehnen l~isst. 

Nun ist aber diejenige Gleichung, deren Wurzeln ~a ~ yza ~ v 
sind, offenbar: 

( : - -  ") (r --~- ----0, 
und muss demnach: 

9)(1 ) (~) = ~-1 T ( 1 ) ( L ~ )  , iJberhaupt {~(c)(~) = ~_~ tc f(c)(__~__) 
f~ir jede nat i i r l iche i a h l  c sein, oder wegen L - - "  = z: 

1 f ( ' ) ( z )  ~(~)(~) - - _  1 f(o) (~) 
r (r = f ( z )  , ~( ')  (~) = T ' " ' "  "~  " 

Da ferner nach Gleichung (57) des w 8. in allen Gliedern der 
Function f~+l  A~) desgleichen der Function i,r ~T~(~ die Summe der 
rail den Exponenten multiplieirten Derivationsindices yon f die niim- 
liche und zwar ~---co ist, so erweisen sich die beiden genannten durch- 
weg fiir die Function q; gebildeten Ausdriicke: 

gleich den entspreehenden fiir die Function f gebildeten Ausdriicken: 
f ( z ~ ' +  ~ A(o) (z) resp. f (z~%B (~ (z) 

\ i CO t \  ] ~ - - 1  

behaftet rail dem Factor ~ �9 Aus der letzten der beiden Gleichungen: 

(o) z f(z) C~,_1( ) 
z" = z - -  f ( z )  . f(z) ~+~ c:(o)(z) ' 

~ C O  

~(~),,, o(o) (~) (o--1 

folgt daher: 
f (z) ~ C (~ (z~ r  ] 

~ ' - ~  I ~ z + v - - 9  . [(z) f(z) C~, (z) �9 ,~-F1 ( o )  

also rail Riicksicht auf die erste Gleichung: 
r ~ ~ z '  -~  v ,  

wie gezeigt werden sollte. 

[wo C gebildet fiir f ] ,  

[wo C gebildet fiir cp], 

[wo C gebildet fiir f] , 

Da also die Contouren der Convergenzbezirke in den iihnlichen 
Systemen der z und der ~ ia der That ~hnhche Curven mit der glei- 
chen Verh~ltnisszahl 0 fiir die homologen Dimensionen sein miissen, 
welche gegen das Punktesystem eine ~hnliche Lage haben, so wird 
man, wenn es sich um das Studium jener Contouren handelt, dasselbe 
ebenso gut in dem System der ~ als in dem der z voraehmen kSnnen. 
Darnach kann man beispielsweise unbeschadet der Allgemeinheit zwei 
Wurzeln der zu discutirenden Gleichung ganz beliebig, etwa die eine 

23* 
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----- 0 und die andere ~ 1 annehmen, indem es ja nut auf die rela- 
tive Lage der Wurzeln ankommt; man kann auch siimmtliche Wur- 
zeln untereinander und dem 1Nullpunkte beliebig nahe annehmen, da 
sich die Verhiiltnisszahl 0 beliebig klein denken liisst, u. s. w. 

Hieraus fliesst noch beilKufig die wichtige Folgerung, class die 
Ausschliessung einer Wurzel 0 der Gleichung f ( z ) ~  O, welche bet 
vielen unserer Siltze erforderlich war, doch ftir die Endresultate bet 
den Algorithmen (A ~ und (B~ irrelevant ist. 

Ffir die Algorithmen (A~) oder (B~), fiir die ~ ~ 0 ist, gilt das 
obige Theorem nicht; versucht' man hier dieselbe Betrachtung durch- 
zuffihren, wic sie zum Beweise des Theorems nSthig war, so zeig~ 
sich leicht, dass man die Zahl v gleich 0 nehmen muss, wenn der 
neue Niiherungswerth ein homologer Punkt des dem alten System iihn- 
lichen Punktesystems sein solh Man darf also wieder die zu Grunde 
gelegte Masseinheit veriindern, d. h. das System der Wurzelpunkte durch 
ein anderes ihm iihnliches und ~hnlich gegen die Axen gelegenes er- 
setzen, man darf das System auch um den Nullpunkt herum iiber einen 
beliebigen Winkel drehen - -  nur daft man es nicht parallel mit sich 
verschieben, das heisst es gilt der Satz: 

Bet den Algorithmcn (AS) und (B~) ist die relative Lage der Con- 
vergenzbezirkcontouren gegen die ~Vurzels nur abhiingig yon der 
Distan~ des Schwer2~unktes s~immtlicher Wurzelpunkte (des Mittelpunk- 
tes ihrer mittleren Entfernungen) und des Nullpunktes, in ihrem Ver- 
h~iltniss zu den gegenseitigen Distanzen dieser Wurzelpunktc ; im Uebri- 
gen abet unabMingig yon der absoluten Lage dieser Wurzelpunkte und 
yon der zu Grunde gelegten Einheit. 

Soviel fiber die Con vergenzgebiete im Allgemeinen. 

w 14. 
Einfachste Beispiele zu den Haupt-Algorithmen.  

Um in die Natur der Algorithmen einen nilheren Einblick zu ge- 
winnen, wollen wir jetzt die beiden vorzfiglichsten: 

f und (BI ~ z" /fJ (At ~ z "  = z - -  ~ , ~ z [ , l .~_  ff~ 

ffir ein einfaches Beispiel hinschreiben und ffir den praktischen Ge- 
brauch zureeht legen. 

Der allereinfachste Fall, nKmlich der, we die Gleiehung f (z) = 0 
nur eine Wurzel hat, also entweder vom ersten Grade ist oder als 
Polynom eine Potenz eines Binoms besitzt, wird sofort durch die Be- 
merkung erledigt, dass 'man nach dem Vorausgehenden ohne Beein- 
triicJatigtmg der Allgemeinheit diese Wurzel z I = 0 setzen, also 

f(z) = 

annehmen kann; dann wird: 
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und  ~ (B,O) 0.  

Der Algorithmus (Bt ~ liefert also sofort die riehtige Wurzel (0) dor 
Gleichung. Fiir den Algorithmus (Al ~ aber ergiebt sich leicht: 

z" ---~ (1 - -  l ) 2 z  , . . .  z(" ~ ( - -  1 ) r  , 

woraus folgt: 
lira . z(r) = 0, 

welches aueh der Anfangswerth z gewesen sein mSge. Es gilt also 
der Satz: Fiir "eine einwurzelige Gleiehung ist das Convergenzgebiet 
der beiden Algorithmen (At ~ und (B1 ~') die ganze Zahlenebene; es giebt 
gar keine im Endlichen liegende Ausnahmepunkte. 

Der nlichst einfache Fall ist der einer quadratischen Gleichung. 
Sind die beiden Wurzeln derselben einander gleieh, so ist der Fall im 
vorigen schon enthalten und bereits absolvirt; wir kSnnen also diese 
Wurzeln als yon einander verschieden annehmen, und zwar empfiehlt 
es sich tier dadurch zu erzielenden Symmetrie wegen, die eine Wurzel 
z, ~ -]- 1, die andere z 2 --~ - -  l zu wllhlen, was man, wie schon 
erwlihnt, thun kann, ohne die Allgemeinheit zu beeintr~ichtigen. Als- 
dann ist: 

f (z) ---- (z - -  1) (z + 1) ---- ~ - -  1,  

und lauten die Algorithmen: 
1 

l + z '  z + E  ez u 
I ' 

(A1 ~ z = 2~ 2 , (BI ~ z' ~ z + ~ -  

sodass, .wie man sieht, der Niiherungswerth bei dem einen Algorith- 
mus stets der reciproke Werth yon demjenigen bei dem andern Algo- 
rithmus ffir denselben Anfangswerth ist. 

Will man nun aber fiir irgend einen complexen Anfangswerth 
z ----- x 2c-iy den Niiherungswerth z" ~ x ' - { - i y '  wirklieh berechnen, 
so muss man den complexen Algorithmus in zwei combinirte reelle A1- 
gorithmen zerF~llen. Dieses hat iiberhaupt bei jedem Algorithmus 
z ' ~  F (z) zu geschehen, wenn man denselben wirklich anwenden 
will, und nicht etwa gerade die Coefficienten und die Wurzeln der 
Gleichung nebst dem Anfangswerth s~mmtlieh reell sin& Die ge- 
dachte Zerlegtmg des Algorithmus, welche sich durch Sondertmg und 
Vergleichung der reellen und der imaginilren Theile auf beiden Seiten 
der Gleichung z ' ~ - F ( z )  ergiebt~ wiire leieht fiir jeden unserer Algo- 
rithmen allgemein ausgefiihrt hinzuzuschreiben, nachdem man die 
Coeflieienten 70, 71, . . .  7~ der Gleiehtmg f ( z )  ~ - 0  in der Form 

r~ = ~ + ifl~ (fiir a = 0 ,  1, 2, . . . n )  
angenommen hiitte. 



358 E. ScnRS,)m,. 

Ffir unser Beispiel nun wird: 

( A t  ~ x '  x l + x 2 + y ~  , y t .... x ~ - : y ~  
~- 2 ...... x~-~-y ~-- ' '  Y ------- ~ . . . .  x~+y~ ' 

( B  lo) x'--~ 2 x .  1 + x~ + y: y ' ~  2y .  . 1 - x~ --  y~ 

wonach zu jedem Anfangswerthe der erste NSherungswerth l~equem 
zu berechnen ist. Will man den darauf folgenden N:~herungswerth 
erhalten, so braucht man nur ffir x ,  y in den nebeneinanderstehen- 
den Gleichungen x" , y '  einzusetzen , und erhKlt x'" und y'" oder die 
Elemente yon z "  ~--- x "  + i y  ", u. s. w.  

Aus diesen Gleichungen lassen sich schon viele Schliisse ziehen, 
zu deren Ausdruck es bequem ist, den Uebergang vom Anfangswerthe 
zum Niiherungswerthe als einen Sprung des Argumentes z aus der 
Lage des Anfangswerth.es in die des Niiherungswerthes auf der Zah- 
lenebene aufzufassen. Da zum Beispiel fiir x ~ -~- y2 ~ 1 stets y '  ~-- 0 
wird, so gilt der Satz: Von der Peripherie eines mit der Einheit um 
den Nullpunkt beschriebenen Kreises springt das Argument stets auf 
die Axe der reellen Zahlen. 

Da ferner fiir y ~---0 auch y '  ~--- 0 ist, so sind fiir einen reellen 
Anfangswerth auch alle LNiiherungswerthe reell; das Argument springt 
niemals aus der Axe der reellen Zahlen heraus. - -  Desgleichen blei- 
ben ffir einen rein imagin~iren Anfangswerth auch alle N~iherungs- 
werthe rein imaginKr; das Argument springt daher auch niemals aus 
der  Axe der imaginKren Zahlen heraus, und kann also der Algorith- 
mus fiir einen solchen Anfangswerth unmSglich gegen die Punkte 
-4- 1 convergiren; die y Axe muss in ihrer ganzen Erstreckung zu 
dem Divergenzgebiet des Algorithmus gehSren oder lauter Ausnahme- 
punkte enthalten. Auch bet einem beliebigen Algorithmus lassen sich 
stets einzelne Ausnahmepunkte finden, indem man nilmlich die Werthe 
yon z aufsucht, fiir wetche die Correction verschwindet oder fortwiih- 
read c~ wird, ferner diejenigen Werthe yon z fiir die bet 

r ~ 1~ 2 ,  3~ . . .  

der r te NKherungswerth z (~) wieder dem Anfangswerthe z gleich wird, 
also der Algorithmus in sich selbst zurlickl~uft oder periodisch ist; es 
wiirde sogar nicht schwer seth, aueh allgemein Ausnahmelinien zu 
e n t d e c k e n -  wohl aber, zu untersuchen, ob diese wirklich die sKmmt- 
lichen Ausnahmepunkte enthalten und letztere nicht vielleieht ein Flii- 
chengebiet ausftillen. 

Aenderm x und y einzeln oder gleichzeitig ihr Vorzeichen, so fin_ 
det das Entsprechende auch bet x '  und y" start; der Algorithmus ver- 
l~iuft also symmetrisch in den vier Quadranten der Zahlenebene. Die 
Achse der imagin~Lren Zahlen wird niemals yon dem Argument iiber- 
sprungen, da x' trod x stets gleiches Zeichen haben, wohl aber die 
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Axe der reellen Zahlen i diese wird bei dem Algorithmus (AI ~ yon 
dem Argnament iibersprungen, wenn dasselbe innerhalb des vorhin er- 
wi~hnten Kreises lag, da alsdanu y' und y yon entgegengesetztem Zei- 
chert sind i wenn das Argument ausserhalb jenes Kreises lag, bleibt 
es bei seinem Sprunge auf der nKmlichen Seife der x Axe. Bei dem 
Algorithmus (BI ~ verhlU~ sich letzteres gerade umgekehrt. 

Lehrreich i s i e s  auch~ den Algorithmus auf Polarcoordinaien zu 
transformiren, sodass aus Radiusvector und Polarwinkel des Anfangs- 
werthes aueh f[ir den Niiherungswer~h diese Elemente berechnet werden 
kSnnen. Setzt man: 

x .Jr- i y  ~ Oe ia  und entsprechend x '  --[- i y '  ~ O'e r:*. , 

so folgen aus den Gleiclmngen: 
[x'q-(y+l)~] [ x ' - k ( y - - t ) ~ ]  y" y t - x ~ - - y ~  

( A  o) x ' 2  + y , 2  . . . . . .  - ( ( x ~ - ~ - ~ )  . . . . . . .  ' x ~ ~ - -  x " l - + x ~ + v ~ '  

die eombinirien .Algorithmen: 

, 1 ~ / l + 2 0 , ~ c o s 2 ~ . q _ #  4 , t g ~ " - - ~ - -  - - t g ~ ,  (At ~ 0 ~--- 2q 1 +  r 

Bei (B, ~ hat man fiir 0' den umgekehrten~ ffir tg ~'  den entgegen- 
gesetzten Werth zu nehmen. 

Da der Factor 1 -  q~ stets ein echter Brueh is~ so ist der nume- 

risehe Werth yon t g ~ '  stets kleiner als der yon tg ~,  die FElle 
tg ~ ~---0 oder e~ allein ausgenommen; mithin ist aueh, da man sieh 
auf spitze Winkel besehrEnken kann, der Winkel ~'  selbst kleiner als 
~, das heisst: Bei jedem Sprunge schwingt sich der Leitstrahl gegen 
die Polaraxe zu, er pendeli gleiehsam bei Fortsetzung der Spr(inge 
gegen diese Gleichgewichtslage. 

Man kann sieh auch fragen, welehe Curve die Gebiete derjenigen 
Punkte yon einander seheidet~ wetehe sieh beim Sprunge dem Null- 
punkte oder Schwerpunk~ der beiden Wurzeln niihern oder abet yon 
ihm entfernen. Es ist die Curve, deren Gleiehung sich aus der For- 
derung 0 '2 ~----~--- 0 ~ ergiebt und z. B. bei (B~ ~ lau~et: 

[ x 2 + ( y + l )  ' ~ ] [ x ~ + ( y - 1 )  2 ] - - -4 ,  o d e r ( x ~ - + y 2 + l ) 2 = 4 ( l + y ~ ) ,  

also : 

x = +//2-123 + y2 - -  (1 + y2) und y ----- +___ 1 / 1 - -  x 2 + 2 Yi - -  x "2 , 

oder auch in Polarcoordinaten: 

0 ~ + 202 cos 2~  ~-~ 3. 
Noeh interessanter als die Frage naeh den Polarcoordina~en ist die 

nach den Abstiinden 0~ , 0~, bezw. 0t ' ,  #~ der Punk~e z und z yon 
den Punkten -a t- 1 und ~ l ,  welehe Distanzen aueh als die beiden 
Fahrstrahlen des betreffenden Punk~es in einem Bipolareoordinaten- 
system aufgefasst werden kSnnen, dessen Pole die beiden Wnrzeln -t- 1 
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sin& Man wird n~imlich aus den bier zu suchenden Ausdrficken erfah- 
ren, ob sich das Argument bei seinem Sprunge einem Wurzelwerthe 
geniihert habe, oder nicht. 

Nun bestehen die Gleichungen: 

e 2 = y 2 +  ( x - - 1 ) 2  , o ~ = y ~ + ( x §  2 , 

(desgleichen ftir die mit einem Strich versehenen GrSssen Q, x, y), 
folglich umgekehrt: 

X -~-- O r _ _  Qt2 - - - s - - ,  Y~-'Tt~ (2+ q, + ~)  (q~+ q~_ 2) (q~+ 2 - v , )  (2+ q~-- v~.), 

und setzt man diese Werthe ein in die Gleiehungen: 

( A  o) y,2 + (x' - -  1) 2 = [y' + (x - -  1),], 
4 (x+ + y~) ' 

(desgleichen -J- 1 start - -  1 gesetzt), 
[y~ + (x -- 1)~], 

(B~ ~ y " 2 ~ - ( x ' - - l ) 2 _  [x~..]_(y..~_l)2][x2+(y_l)~] , 

(desgleichen ~ 1 s t a r t -  1 gesetz~), 
so ergeben sich die combinirten Algorithmen: 

(At ~ ql '~ : ~',+ ~, 2(el ~ ~ t~+ ~ - 2 )  ' P 2 " 2 ~  2(ql 2 ~ e ~ - 2 ) -  

2 (~t < ' 2  _ _  2 p+a 
(BI") +(,2 = (~+ ---++)+-'-I--C~+-++-+i + , 02 - -  (~+ _ m)+ + ( t , + _  m)+. 

Die Gleichung der Curve, welche das Gebiet der Punkte, die sich 
bei dem Sprunge yon dem Wurzelpunkte -~-1 entfernen, yon dem 
Gebiet der Punkte seheidet, welche sich ibm niihern, ist nun bestimmt 
(lurch die Forderung pl '2 ~ Oi2; also ist sie bei dem Algorithmus (Al o) 
in Bipolarcoordinaten: Qt ~ -~- 2p~ ~ - -  4 ~ 0, oder in rechtwinkligen 
Coordinaten: 3 y~ -~- 3 x 2 -~- 2 x  - -  i ~ 0, d. h. die Curve ist der mit 
dem Radius .~ um den Mittelpunkt - -  ~ beschriebene Kreis. Bei dem 
Algorithmus ~(1~' o~., ist die Gleichung der entsprechenden Curve vom 
4 t"" Grade und leicht nach y aufzulSsen. Diese Carven enthalten alle 
Punkte, welche bei dem Sprunge nut eine Drehung um den Wurzel- 
punkt 1 erleiden. 

Um schliesslich aus dem N~iherungswerthe auch umgekehrt den 
Anfangswerth~ also iiberhaupt aus einem beliebigen N~iherungswerthe 
den vorausgehenden zu berechnen, hat man nur nach z die Gleichung 
aufzulSsen: 

ad (At ~ ,+~--2zz '  ~ 1 - -  0 , ad (B1 ~ z ~ ~z - -  ~ + ~ : o .  
Da dieselbe yore zweiten Grade ist, so fiihren also zu jedem N~he- 
rungswerth z' zwei Anfangswerthe [z]t und [z]~ Kin, welche bei dem 
Sprunge in ihm zusammentreffen und bei allen weiteren Spriingen in 
ihm vereinigt bleiben. Die Punkte .des Convergenzgebietes bilden so 
eine unendliche Schaar yon Punl~ten~ welche all% friiher oder spiiter 
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dem Wurzelpunkte zuspringend~ sich unendlich dicht um diesen sam- 
meln, und es ist leicht die Formeln aufzustellen, nach welchen diese 
Operationen auch rfickw~rts ausgeffihrt und fortgesetzt werden kSnnen. 

In einer folgenden Abhandlung iiber itcrirt~ Funct ionen werde ich 
den Nachweis liefern, dass bei den zwei betrachteten Algorithmelr 
fiir die vorliegende Gleichung die ganze Zahlenebene in zwei Conver 
genzgebiete zerfs welche nur dutch die Axe der imagini~ren Zahlen 
ale einzige Ausnahmelinie yon einander geschieden werden; ich hege 
iiberhaupt die Vermuthung~ dass ffir diese Algorithmen bei jeder alge- 
braischen Gleichung das Gebiet der Ausnahmepunkte nut yon einer 
Dimension ist, oder sich auf die Grenzlinien der Convergenzbezirke 
reducirt. 

An der genannten Stelle werden auch alle anderen Fragen fiber 
das betrachtete Beispiel der beiden Algorithmen zur Beantwortung 
kommen; dennoch werden sich die Betrachtungen dieses Paragraphen 
nicht als iiberfifissig erweisen. 

w 15. 

A n h a n g  : 

Theorem fiber die Funetionen A. 

Anhangsweise will ich noch ein Theorem mittheilen, welches ur- 
sprihlglich den Ausgangspunkt fiir die Aufste~lung der Algorithmen 
des w 12. gebildet hat, und dadurch yon Interesse erscheint, dass die 
Functionen AZ (z) darin eine Rolle spielen. 

Sei wie frtiher: 

(71) f(z)  = 2:, 7~z~ -~=7o( z - - z l )  ( z - - z ~ ) . . .  ( z - - z , ) ,  
a ~ 0  

und seien die Wurzeln z l ,  z2, �9 �9 �9 z~ der Gleichung f (z) ~ 0 si~mmt- 
lich yon einander verschieden, mithin einfaehe Wurzelm 

Die Function f ( z )  liisst sich nun (lurch die Differenz z -  z~ ohne 
Rest theilen, und man finder nach dem gemeinen Divisionsverfahren 
ein Resultat yon der Form: 

b ~ n - - I  
(72) f (z_____~) = .~ Z n - b ' t  ~b (Za~. 

Z m Z a  b.-.~.O 

Hierdurch sind gewisse ganze rationale Functionen ~ (z~)definirt, 
zu deren Berechung sich durch Multiplication mit z -  z~ und Coeffi- 
cientenvergleichung leicht die Recursionen ergeben: 

{ ~0 (~)---- r0 ,  
(73) ~b(z~) - ~ z ~ b - l ( z ~ )  + 7~ ftir b - - - - - 1 , 2 , 3 , . . . n - - 1 ,  
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die vorletzte dieser Recursionen wird auch noch fiir b-----n gtiltig, 
wenn man: ~. (z) ----- f (z)  definirt, und man erh~ilt mit Hiilfe dersel- 
ben die bekannte Darstellung: 

c~b 
(74) ~b ( z ~ ) ~  2-2 7~z. ~-~ fiir b---~0, 5, 2, . . .  n, 

C~-0  

welche wir auch fiir ein beliebiges Argument z an Stelle yon z~ gel- 
ten lassen wollen,- desgleichen auch noch eventuell fiir b ~ n, indem 
wir die Coefficienten 7n+~, 7,+2, . . .  alsdann willkiirlich lassen. 

Setzt man in der Gleichung (72) einmal z~ fiir z, wo c eine yon 
a verschiedene unter den Zahlen 1, 2, . . .  n bedelltet, ein anderes 
Mal z~ ffir z, so ergeben sich wegen: 

f(zc) ~- 0 und lim -f_iY)~ ~_ /'o)(z~) z~__.Za Z -- Za 
die fitr das Folgende wichtigen Relationen: 

I b.----n--I 
27 Zc '~-b-1 ~b (z,) = 0, wenn c ~ a,  

b ~ - 0  (75) ~ = . - ,  

z Za " - b - '  ~ (~.)  = f ( ' ) ( Z ~ ) .  b:O 
Auf diese Relationen gestiitzt, kann man zun~chst den Satz auf- 

stellen: 
Iron den beiden Systemen linearer Gleichungen: 

C---~ n - -  1 

(76) ~=o 

a-----1 

desgleichen yon den beiden Systemen : 

2:  ~ , - ~  (~~ ~ ----- ~ f(~) (z~),  fa r  a = 1, 2 ,  . . .  ~ ,  
(77) o=o 

a ~ n  

~ ) ~  2~ z ~ ,  flit c ~ 0 ,  l , . . . n - - 1 ,  
a-----1 a 

ist immer das eine die Aufl6sung des andern. 
Denn, setzt man' je  aus der zweiten yon diesen Gleichungen den 

Werth in die erste ein, wobei se!bstverst~ndlich die Summations- 
variable a durch r andern Buchs~aben, z. B. b ersetzt werden 
muss, so entsteht mit Riicksicht auf (75) eine identische Gleiehung. 

Wtirde man umgekehrt den Ausdruck aus der ersten Gleichung 
jedes Paares in die zweite substituiren, so w~re die Richtigkeit des 
Satzes nach dem Bisherigen nicht unmittelbar ersichtlich; man wird 
vielmehr auf diese Weise zu der neuen Relation geffihrt: 

(7s) . 2  (,o) = o,  enn b + > . - -  1,  
a = l  f(1)(~2 ~l, wenn/~--I-c~n--1,___. 
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welche iibrigens ]eicht aus einer yon C a u c h y  gegebenen abgeleitet 
werden kSnnte *). Die AuflSsung der Systeme (76) und (77) ist auch 
you B a l t z e r  *X') mittelst Betrachtung yon Determinanten ausgefiihrt. 

Es gilt nun ferner der Satz: 

Jede ~ositive ganze _Potcnz einer lincaren Function der Gr6ssc~ 

, , . . .  

niimlich : 

c~--O 

in welchcr die Cocfficientcn ~)r irgcnd welche Constante sind, liisst sich 
cbenfalls als lincare Function jcncr n Gr6~scn darstellen~ &rcn Cocffi- 
cienten symmctrische Eunctionen siimmtlicher Wurzeln sind, also nur 
die friiheren Coefficienten ?)' nebst &njenigen y dcs _Polynoms f (z) ,  
nicht abet die Wurzel z~ enthalten. 

Am einfachsten liisst sich dies in folgender Weise einsehen. Denkt 
man sieh die Ausdriicke der Functionen ~, nach dem Schema der 
Gleichung (74) gebildet, in den Ausdruck yon /~+1  eingesetzt, so ist 
klar, dass sich dieser naeh den Potenzen der Wurzel z~ anordnen 
l'~sst. Diejenigen Potenzen von z~, deren Exponent gr5sser als n - - 1  
ist, lassea sich abet mittelst der Gleichung / ' ( z ~ ) ~  0 dutch die nie- 
drigeren ausdrficken, wonach /~+1 als lineare Function der GrSssen 

Z0 ~1 �9 Zn--1 

erscheint. Die letzteren Gr5ssen lassen sieh hierauf, indem man das 
System Gleichungen (74) auflSst, durch die erstgenannten 

(zo),... 
darstellen, and wenn die gedachten Werthe eingesetz~ werden, er- 
h'~lt man /9~+1 in der That als lineare Funetiou dieser GrSssen ~. 

Bemerkenswerth diirfte jedoch auch nachstehender "Beweis des 
Satzes sein. 

Denkt man sich die r + 1 t~ Potenz der Summe/o naeh dem poly- 
nomischen Satze entwickelt, so erh~lt man ein Aggregat yon Glie- 
dern, deren jedes ein Product yon Potenzen einiger der Functionen 
~o (z~), ~j ( Z a ) , . . .  ~=--I(Z~) zum Factor hat. Ein solches Product, 
und damit auch das ganze Aggregat, l~isst sich jedenfalls linear durch 
diese Funetionen ~ ausdrticken, wenn es gelingt, fiir ein Product yon 
irgend zweien dieser Functionen dieselbe Aufgabe zu 15sen. 

Wir wollen uns deshalb allgemein die Aufgabe stellen, wenn a 
und b irgend zwei nattirliche Zahlen bezeichnen, das Product 

*) Cf. Baltzer, Determ. 2. Aufl., p~g. 79. 
**) Ibidem, pag. 81 sq. 
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~ (~) ~ (~) 

linear durch die GrSssen ~0(z), ~t ( z ) ,  . . .  auszudrticken. Dabei mSge 
das sich stets gleichbleibende Argument z der Functionen 3 weggelassen 
werden. Durch Multiplication der Gleichung (74) mit ~a und Abson- 
derung des in die nullte Potenz yon z multiplicirten Termes reehter 
Hand ergiebt sich alsdann: 

e~-b-- I 

3~ ~b -~- 7 b ~ , + ~ 3 ,  27 7, # - c - l  oder 3,3b ~ ~b3a +Z3~3b-1 .  
e = 0  

Da ferner nach (73): 

so folgt durch Einsetzung: 

Schreibt man hierin a + c start a und b -  c start b, summirt hier- 
auf nach c yon 0 bis b - -  l und beriicksichtigr dams 30 ~ 7o ist, so 
ergiebt sich bet passender Anordnung der Glieder: 

~  
(79) 3 ~ - ~ w 3 ~ +  27 w - 0 3 o + o - r ~ 3 ~ -  , 

was die gesuchte Darstellung ist. 

Der also auf zwei Wegen erkannte Satz soil jetz~ auf den Fall 
angewendet werden, wo P der Ausdruck (72) selbs*, n~mlich gleieh: 

o ~ - n - - 1  

f(z--2-) = 27 z ~ ~ _ o _ ~  ( z . ) ,  
Z - -  ~ a  

e ,.~-. O 

wo also ~)~" ----- z ~ ist. Die co + 1 t~ Potenz dieses Ausdrucks l~isst sich, 
wie gezeigt, linear durch die Functionen 3 darstellen, und es han- 
delt sich datum, diese Darstellung: 

f(~) ~+~ o=~-~ 
( g - -  7"a I e-~-0 

wirklich zu bilden. Dies liisst sich unmittelbar mit Hiilfe-des Theo- 
rems (77) erreichen. 'Denk~ man sich niimlich die letzte Gleichung 
fiir a = 1, 2, . . .  r, hingeschrieben und versteht dort unter ~ den 
Ausdruck 

f(t) (z~) (z --z~) ~4"1 ' 

so erh~ilt man als AuflSsung des Systems Gleichungen mit Riicksicht 
auf die Definition (38) der Ftmc~on A sofor~: 

Vo == f (z)~+~ A~) (z). 
Nach Einsetzung dieses Werf~es und Weglassung des gemeinsamen 
Factors f(~)o,+l ist also die Identit~t gefunden: 
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(so) ( ~ -  ~a)~+, ---- ~ A~) (~) ~._~_~ (~o), 
0~---0 

u nd man kann das Theorem aussprechen: 

Driickt man die co -~- I t~ Potenz yon 

f(z) 
Z - - Z a  

linear durch die Eunctionen ~ (za), . . .  ~n-1 (~ )  aus, so n~ihert sich 
das Verhiiltniss der Coefficienten yon irgend z, wei aufeinanderfolgenden 
dieser Functionen bei unendlich wachsendem ~ stets derjenigen Wurzel 
der Gleichung f (z) ~-- O, welche dem willkiirlichen Werthe ~ am n~ich- 
sten liegt. 

Zur Berechnung dieser Coefficienten f~+l A~) kSnnte man sieh 
auch des polynomischen Satzes in Verbindung mit der Relation (79) 
bedienen. 

P fo r zhe im ,  im Januar 1869. 


