
Sopra una nuova categoria di soluzioni 
diche nel problema dei tre corpi. 

perio- 

(Di G. PAVANII~I, a Padova.) 

onsideriamo quel notevole caso particolare del problema dei tre corpi, 
in cui una  delle tre masse, che chiameremo P, ~ trascurabile e non influisee 
quindi sul moto delle altre due & ,  S~. Allora S~ ed & sono dotate d'un 
moto kepleriano. 

I tipi finora studiati di soluzioni periodiche sono:  
1. ° Soluzioni plane (di HILL e C~Am.tER)che hanno luogo vicino alle 

posizioni d'equilibrio relativo di P rispetto ai due centri mobili $1, S~. 
Queste soluzioni esistono per qualsiasi valore delle masse di $1 ed $2. 

2. ° Soluzioni vicine alle posizioni singolari & ,  S~. 
3. o Soluzioni messe in luce da POINCAR~, che hanno un grado di ge- 

neralifft di molto superiore alle precedenti, ma di cui si pub rigorosamente 
dimostrare l'esistenza solo per valori abbastanza piccoli di una delle due 
masse finite (ad esempio di quella di S~) rispetto all'altra. I1 POI~CARfi si 
riferisce alle variabili kepleriane di P rispetto al centro di massa finita $1. 
Egli ~ cosi condotto a distinguere tre specie di soluzioni periodiche: per 
quelle della prima specie le inelinazioni sono nulle e le eccentricit~ picco- 
lissime; per quelle della seconda specie le inclinazioni sono nulle e le ec- 
centricit~ finite; iniine, per quelte di terza specie, le inclinazioni non sono 
pifi nulle. 

Le soluzioni del primo tipo (cio~ quetle che hanno luogo nell 'intorno 
di una posizione di equilibrio) sono int imamente legate (almeno quando si 
consideri la massa di S~ abbastanza piccola) alle soluzioni di seconda specie 
di POI~C, AR~. 

Quetle del secondo tipo hanno interesse puramente analitico e non sen> 
brano suseettibili di applicazioni astronomiehe perehg i corpi celesti non 
sono punti materiali e la rappresentazione matematiea cessa di essere at- 
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tend[bile allorquando le mutue distanze seendono al disotto di un certo 
limite. 

Restando eosi nell'ambito delle possibili applieazioni possiamo asserire 
ehe le soluzioni seoperte da Poi~,,caR~ eomprendono (se non altro qualita- 
tiwunente) tutte quelle eonoseiute finora. 

Argomento della presente Memoria g inveee di prorate  l'esistenza di una 
eategoria di sotuzioni periodiehe, bene distinta (per quanto meno ampia e 
meno importante) da quelle studiate fino ad oggi. Mi propongo eio~ di too- 
strafe ehe hanno luogo soluzioni periodiehe non plane nelt'ipotesi ehe le due 
masse finite di & ed & differiseano poeo fra loro. 

1 1 
}{appreseato queste due masse rispettivamente con g - - : , ,  ed ~ @ ~, e 

suppongo ehe & ,  & motino uniformemente attorno al loro eomune eentro 
di gravitfl 0 (moto qugsto il pitt sempliee eompatibile con la legge di NEWq'ON). 
Cost S, ed S~ si muovono eostantemente in un piano ,a. 

Studio dapprima il easo partieolare in eui le due masse finite sono 
eguali, in eui eio~ >--:-0; suppongo inoltre ehe P s i  trovi' inizialmente sulla 
perpendieolare eondotta per 0 al piano ~, e ehe abbia la sua veloeitfl ini- 
ziate diretta seeondo questa perpendieolare. In questa ipotesi ~;ieonoseo con 
faeilit~t - -  ed ~ il eontenuto della prima parte delia presente Memoria - -  
ehe, quando si limitino eonvenientemente i valori detl 'energia totale E, il 
moto di P avviene lnngo la sopradetta perpendieolare fra due limiti simme- 
triei rispetto al eentro di gravitg~, limiti ehe sono nulli per E = - -  2, e ten- 
dono all'infinito quando E tende a 0. Cosi ei troviamo in presenza di un 
moto ehe ~ del tipo di quegli armoniei. 

Sempliei eonsiderazioni sull 'equazioni del movimento mostrano ehe il 
moto di P ~ periodieo. L'integrazione effettiva permette poi di eonstatare 
una doppia periodieitfi, e fornisee il valore, partieolarmente importante per 
il seguito delia rieerea, del periodo reale T. 

Nelta seeonda parte passo a considerate il moto di P quando le due 
masse di S, e di S, non sono pitt eguali, quando dog l* g diverso da 0. In 
questo easo, mi domando, esistono soluzioni periodiehe vieine alle oseiila- 
zioni rettilinee test~ aeeennate, eio~ eorrispondenti all'ipotesi di ~,.-= 0.~ I 
risultati, a eui giungo, equivalgono ad una risposta affermativa alla que- 
stione propostami. 

Rigorosamente posso dimostrare l'esistenza di tall soluzioni quando sup- 
pongo 

E : - -  G2q-~ 
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con ~ positivo e sufficentemente piccolo, e t~ poco diverso da 0. Pifi specifi- 
catamente,  poich6, come gi~ accenammo,  quando  ~,. ---- 0 ed E -~ - -  ~ il centro 
di gravit~ del sistema S, ,  S~ 6 una  posizione d'equilibrio stabile per P, ne 
segue che alle soluzioni periodiche delle quali posso provare con tut to  ri- 
gore l 'esistenza, corr ispondono delle orbite chiuse che di poco s 'a l lontanano 
dal centro di gravit~ O. 

Nelle classiche ricerche di POINCARg si presenta  la circostanza favore- 
vole c h e s i  sa integrare il sistema di equazioni differenziali per  tt ~ 0, co- 
sicch6, trovato che per  questo valore di ft. esistono delle soluzioni periodiche, 
la dimostrazione dell 'esistenza di tall soluzioni anche per  tJ. diverso da 0, 
non richiede che una  semplice verifica materiale. Nel mio caso invece le 
equazioni del moto non  sono integrabiti per  ~. = 0, e quindi  per  raggiun- 
gere il mio scopo devo ricorrere a speciali artifici. 

Arrivo cost a mettere in evidenza una  duplice infinit~ di soluzioni pe- 
riodiche. 

I1 problema che mi son() proposto di trat tare non 6 puramente  teorico, 
ma esso t rova la sua applicazione nel caso, considerato in Astronomia,  delle 
stelle doppie. 

Effettivamente, si considerino due eorpi celesti (stelle) di masse pressoch6 
egttati e si supponga  the  e s s i  esercitino la loro azione attrattiva su un aste- 
roide, sul quale non agiscano forze ulteriori. Si supponga  ancora che questo 
asteroide si trovi inizialmente poco discosto dalta perpendicolare condot ta  
per il centro di gravith del sistema delle due stelle al loro piano del movi- 
mento, ed allora saremo condott i  al caso da not trattato. 

E(~UAZ~ON~ DEL MOTO. 

l. Due coL'pi (stelle) S~ ed S~, di masse m,, m~ rispett ivemente eguali 
! 1 

ad ~ --I~., -~2- -F Ix ruotano uni formemente  at torno al loro comune centro di 

gravit'~ O (moto questo il pifi sempliee compatibile con la legge di NEWTON). 
Cosl S~ ed S~ si muovono  costantemente  in un  piano ~. La distanza costante 

S, S~ l 'assumererno quale unit~ di lunghezza, e disporremo dell 'unith di tempo 
in modo che la costante di GAuss risulti eg~ale all'unit'S: ne segue allo~'a 
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the anche la velocith angolare (,ttwto medio)con la quale la retta S~ S~ ruota 
attorno ad 0 sarg eguale ad uno. 

Consideriamo u n  sistema di assi 0 x y z, uniformemente ruotante attorno 
all'asse z, aventi l'origine in O, il piano m per piano z = O, e la direzione 

° 

i 
I 

, /  

Z 

P 

4 

positiva dell'asse x coincidente con 0 S~; il verso della rotazione sia 0o---> y. 
Rispetto a questo sistema di assi le coordinate di & ,  & saranno:  

(1 ) 1 
- -  ~ - + ~ .  , 0 ,  O; 2 ~,.,0, O. 

Un terzo corpo P di massa trascurabile, sia soggetto all'attrazione di & 
ed S~. [ndichiamo con r, ed r~ le distanze di P da & ,  S~, mentre x, y, z 
rappresentino le sue coordinate rispetto al sistema 0 x y z, cosicch~ 

2 

2 

[1 potenziale unitario delle forze agenti su P 

U =  . . . . . . . .  

1 1 
2 
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Assunti nel modo detto il sistema di assi mobili e ricordando che nel 
nostro caso il moto medio ~ eguale all'unit'S, dal teorema di CORmLIS si ha 
che te componenti dell 'accelerazione assoluta del moto d~ P sono date dalle 
seguenti espressioni : 

d~x ~ d y  
d t ~ - - d - i - - x ,  

d ~ y d x  
d t ~ -~- 2 ~ [  - -  y, 

U s Z 

d t  2 

Le equazioni del moto risultano dall 'eguagliare l 'accelerazione assoluta 
alla forza unitaria;  nel problema proposto saranno adunque : 

d ~ x 2 d y  ~U "t 
d t  ~ -  - - C [ t - - ~ x  ~ -x '  ]L 

d ~ y d x  ~U I 
d t  ~ -4-2 d t  - - ~ y - ~ - Y '  ; 

i 
d ~ z ~U 1 
d t  ~ - - ~ z  / 

(1) 
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PARTE PRIMA 

2. Cominciamo dal considerare il caso net quaie ~,. = 0 e quindi  

1 ~ l  --w- ~ ~ - ~  ' 

O S,  = O S~ . 

Supponiamo inoltre che il mobile P si trovi inizialmente sull 'asse z e 
che secondo quest 'asse sia diretta la sua velocit':t iniziale. Le attrazioni eser- 
citate da $1, S~ ammet tono  percib una  risultante p u t  essa costantemente  di- 
retta secondo l'asse z. 

II moto di P sar~t quindi  definito in questo caso dalle equazioni 

dove 

essendo 

Avremo dunque  

Posto 

si ha 

x=y-----O,  

~U 
~ z '  

I 
r 

8 z  
Z u = - -  3 

(1 ÷ + z~) ~- 

2 z z ' d t  = d ~ ,  
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e, molt ipl icando la precedente equazione differenziale per z ' d t ,  si ottiene 

dalla quale 

1 

1 $d'~ _2d(l__~__~,()-- ~ d z'~ = _3 - -  , 

(l 

1 2 
- -  z - -  E ,  ( 2 )  
2 ~'1 4 : - ~ z  ~ 

dove E (costante d'integrazione) non ~ altro ehe l ' e n e r g i a  totale.  

3. La (2) esprime il modo di variare della velocith di P relat ivamente 
alla sua posizioae ed all 'energia totale. 

Per E > 0  il seeondo membro  delia (2), qualunque sia z, non s 'annulla 
mai, cio~ la velocit~t si mant iene  sempre diversa da 0. Percib P s i  muover~t 
costantemente  nella medesima direzione, dipendente  dalla sua velocith ini- 
ziale. In  ogni easo esso s'a.llontaner'h sempre indetinitamente,  dalla sua po- 
sizione corr ispondente a t = 0. 

Quando inveee E <  -- 2 la (2) non pub mai essere soddisfatta da valori 
reali di z e z'. Basra osservare che il suo pr imo membro  ~ sempre positivo, 

2 
mentre  il secondo, essendo compreso ira 0 e 2, al variare di z, ri- 

v l  ~ - 4 z  ~ 
sulterebbe sempre negativo. 

Nel easo infine di 

- - 2 < E < 0  

esistono due valori finiti di z eguali e di segno opposto  

zo - -  e - -  zo , 
2 E  

ehe annul lano z' e eostituiseono i limiti ira i quali ~ compreso il moto di P. 
Essi sono cio~, corn'6 ben noto, il massimo ed il minimo di z: se ne pub 
avere la eonferma osservando i segni di z" per questi valori di z. In  ogni 
posizione intermedia fra --Zo e zo, z deve essere erescente o deerescente, 
quindi  il moto non eambia di direzione ehe nelle posizioni estreme. Per 
E== 0, Zo e - - z o  sono r ispett ivamente eguali a -~-e¢ e - - ~ ;  mentre  per 
E ~ - - 2  questi due limiti si r idueono eguali a 0. Ne segue in questa se- 
conda ipotesi, che il eentro di gravit~ del sistema 81, 83 ~ una  posizione di 
equilibrio stabile per  il mobile P. 



i86 Pavanini :  Sopra una nuova calegorla 

I valori dell 'energia totale che noi considereremo d'ora in avanti (e lo 
diciamo una volta per sempre) saraano solamente quelli che soddisfano alla 
relazione 

- - 2 < E < 0 ,  

perch~ solo in questo caso il moto presenta effettivo interesse. 
$. Vediamo ora di s tudiare  il carattere del moto di P lungo l'asse z 

compreso fra i due limiti simmetrici rispetto all'origine Zo e - -  Zo. Proveremo 
che questo moto ~ periodico e ne determineremo nello stesso tempo anche 

il periodo. 
A tale scopo poniamo 

1 1 
P -~- -6- E, (3) 

od anche 
1 

-- 1 + 4 z ~, 

rim derivata rapporto a t da :  

1 dp / - -&zz ,  

dalla quale, tenendo conto anche della (2), 

i {dpV= 

2E J l  
percib 

( p]2 h-/] =- I )'11 4 (p -+- -6- ° I E]+~EI 

ed infine 
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Lo studio del moto si fa nel modo migliore in t rodueendo una  variabile 
ausiliaria definita dall 'equazione differenziale 

dove 

d p  _ ~/~p~ - - g ~ P  - - g ~  , 
d u  

T~ 9 
g ~ . - = - f f E  - -  ~ . 

Da questa posizione risulta c h e l a  p s i  pub r isguardare come la fun- 
zione ellittica di WEmSTRaSS, gl ' invarianti della quale sono g~ e g~. Pereib p 

funzione doppiamente  periodiea di u. 
1~ noto ehe la determinazione dei suoi periodi 2o) e 2 o)' ~ sempre pos- 

sibile eccettuato allora ehe il de terminante  

a = g~ - -  27 gl 

nullo, caso limite nel quale la funzione ellittica degenera in funzione cir- 
eolare od iperboliea. 

Fra poeo prenderemo in esame questo easo. Ora osserviamo inveee ehe 
le radiei dell 'equazione 

d p V  ~ 
= o  

disposte per ordine di grandezza sono :  

, , ( ' 4  
e, = l - -  -6- E, e ~ = ~ - E ,  e 3 = - -  1 + - 6 -  : 

quindi, per  valori reali di E (soli valori da noi considerati), esse pure sono 
reali, percib 5 dev'essere sempre positNo. 

In queste condizioni i due periodi sono t 'uno reale l 'attro puramente  
immaginario,  determinat i  dalle formule 

-boo +c¢ 

81 - - e  s 

Notiamo aneora come i valori d i p  detiniti dalla (3) sono compresi  fra 
e~ ed e~ poich~ dovendo essere 
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sargt : 
i 

p ~ _ - ~  E = e~ ; 

inoltre p assume il suo valore minimo quando z----0, ed allora dalla (3) 

perei6 
e3 ~ p ~ e~. 

Segue da questa relazione e ponendo mente ai valori d] l) nel paralle- 
logramma dei periodi, che 

essendo ~ una variabile reale. Questa eonclusione ei servirh fra poco in una 
importante Osservazione. 

Prescindiamo ora dai limiti fra i quali sono compresi i valori d i p  e 
dalla forma della variabile u :  teniamo solo presente che possiamo conside- 
rare la p come la funzione del WEmSTaASS di cui sono assegnati gl'inva- 
rianti. Poich~ p ~ allora doppiamente periodica rispetto ad u, la (3) sta a 
dire che anche z gode della medesima propriet'~ considerata quale funzione 
implicita di u. Vediamo come si possa dedurre da questo fatto che z ~ fun- 
zione periodica, anzi doppiamente periodica, del tempo. 

Essendo 

d--t--- -6  
si ha 

d u  : 2  + : d-Y 

cosl il tempo si pub ritenere funzione di u e percib, integrando l'ulfima re- 
lazione scritta rispetto a questa variabile, abbiamo 

t / 1 ~ + c .  (~) 

Per determinare questo integrale introdurremo un'argomento v ehe sod- 
disti alla reIazione 

1 



Sappiamo che nel parallelogramma dei periodi vi sono due valori di v 
per i quali la p assume un valore determinato, che corrispondono a valori 
di p' eguali e di segno opposto. Ricordando che 

1 1 1 
per p = - - E, essendo ancora - - E = - - 6 6 9 ea avremo 

= 6 e, (el + $-) ((e, + %) , 
dalla quale 

Per quanto osservammo ora, si pub assumere tanto pi v = + t'G come 
p' v = - v ' 6  e ne risulterk in ogni caso un determinato argomento v tale che 

1 per pv=-- 
6 E. Se noi perb ci limitiarno a considerare il parallelogrammo 

o, o, o + w', o vediamo che v deve essere cornpreso fra w ed w + o', essendo 

Questa lirnit,azione corrisponde all'assumere p' v = + ~'6;; poichh fra o 
ecl w --+ w' p' ,u i? sempre positivo. 

Una volta assunto yuesto valore bene preeisato di v, ricordando dalla 
teoria delle funzioni ellittiehe die 

derivando quesla relazione rapport0 a v, ricaviamo la formula 

p'v - 1 1  
( 2 )  It - p v)" pp' v j p(u-v)i-p(u+v) -2pv(- I 

c:olllwiiito tlella quale possianio subito irltegrare la (4). 
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Avremo eio$ 

= + c = . . . .  + c = 

__ P'"vlp'vl  ~ p" v log ~ (u - -  v) 2 u ~ v - -  ~ (u + v) - -  ~ (u - -  v) - -  2 u p v l-l-C. 

Poieh~ 
t t  

"i (u  - -  v)  + ~ (u  + v)  - - p u p u  - - p  v 

t 'espressione di t in funzione di n sar/t 

, p "v  ( ~ (u-+-v) ) 
°2t --- p,l~vip, v . . . . . .  log , ~ ( ~ ; - 2 2 ~ )  - -  o~ u ~ v 

p ' u  2 ~ u  I_t - 1 
p u - - p v  -6 -u-+-C" 

Quando  si a u m e n t a  u del suo periodo 2c~ ch iamando  1' il corrispon- 

dente  aumen to  di t, avremo 

cio~ 
[ ] I ._ ( ' ~  2T-~- l tP"V l o g e ~ " " - - ~ ¢ . ~ v  4"a - [ - 3 '  p'~v !p 'v  

, _  . . . .  I Ca) 

p'~v Ip 'v  
dove "~ = ~ to. 

Dunque  ad un a,m~ento di u corr i spondente  a/ suo periodo reale, t au- 
men ta  di una  quantRh costante,  poich~ T non dipende da u. Ma abbiamo 
gig osservato che z ~ f lmzione periodica di u, quindi  l ' intervallo di tempo 
necessar io  perch~ z r iprenda  un  suo valore al var iare  di u ~ eostante,  ciob 
z ~ funzione periodiea di t e T n e  ~ i! suo periodo. 

Risultati analoghi  si o t te rebbero  col medes imo procedimento,  se si stu- 
diasse il compor tamen to  di z rispetto a 2o~'. Essendo per5 questo periodo 
pu ramen te  immaginar io  lo studio di z rispetto a ~,~' non  presenta  a leun 

pratico interesse. 
Ad ogni modo poss iamo affermare  essere z funzioae  doppiamente  pe- 

riodica de1 tempo. 
Oltre a z anche l 'accelerazione e la velocR'h sono fm~zioni periodiche 

del t empo;  basta  osservare le loro espressioni in f imzione di z. Di pifl, in 
zo e --Zo cio~ r~ei punti  estremi ta velocitt~ ~ nulla, ment re  l 'accelerazione 
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massima (eonsiderando il suo valore assoluto);  il fatto inverso sueeede in- 
veee per z ----- 0. 

Da tut to  questo si eonelude e h e l a  sotuzione del problema nel easo in 
eonsiderazione (,~.---0 ed - - 2  ~ E ~ 0 )  ~ periodiea ed il moto di P s i  pre- 
senta del tipo dei moti  armoniei. 

La sua deeomposizione in moti  armoniei  e lementad  si pub avere me- 
diante la serie di FOUmER, ehe inoltre d i  anehe l 'espressione di z in fun- 
zione del tempo eio~ 

T 

dove i eoeffmienti hanno  espressioni bene determinate.  
5. Osservazione.- Poieh~ il diseriminante della funzione 

STRASS 
A = 1 6  (e~ - s~) ~ (e~ - e~) ~ (e~ - e , )  °, 

di WEIR- 

per  i nostri  valori delle radiei avremo : 

Da questa  espressione di ~ ne segue ehe per 

E--= ~ 2  
A s'annulla. 

Ha per noi grande importanza,  per quanto  t ra t teremo fra breve, il easo 
di E := - -  2, nel quale come notammo,  il eentro di graviffi rappresenta  per P 
una  posizione di equflibrio stabile. 

Determiniamo il valore limite di T quando E converge a - - 2 .  Questo 
ealeolo si pub fare diret tamente nella espressione di T g i i  ottenuta,  ma si 
raggiunge pib. presto lo seopo eonsiderando ehe per  E ----- - - 2 ,  A = 0 e quindi 
p degenera in funzione eireolare e propr iamente  

essendo 

1 : ~d- 

s e n ~  \ ~  , , , /  

/ 9 th  
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Per  E ~ - -  2 

e perci6 

Abb iamo visto essere 

ed avendo  nota to  che 

con ~ reale, av remo 

16 6~ 
g ~ = 3 - '  g ~ - - 2 7  

2 2 pu== - - ~  
sen ~ v 2 u 

u-}-~oJ 

T =  --7 

0 

Sos t i tuendo  a p il suo valore nel caso di degenerazione,  e no t ando  che 

allora o~' ---~ oo e quiadi  sen ~ V~ (c~' -~ ~) = ~ ,  

2 T =  t 
- - 1 H -  2 , 

0 sen ~ v ~-(~ -+- ~) ! 0 

cio~ 

od anche, r icordando il valore di co in ques to  caso di degenerazione,  

T--= ~ v 2 

T a d u n q u e  ha un limite diverso da 0 al convergere  di E verso - - 2 ,  

quando  cio~ il moto  degenera  in posizione d'equilibrio.  
Ques ta  osservazione ci permet te rh  di asser ire  l 'esistenza di soluzioni pe- 

r iodiche aache  quando  g. ~ diverso da O. 
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PARTE SECONDA 

6. In questa seconda parte prendiamo in esame il caso di ~ diverso 
da 0. 

I1 moto di P ~ allora definito dalle equazioni (1). Vediamo di scrivere 
queste equazioni sotto forma canonica. 

Le (1) ammettono l'integrale di JACOBI 

il quale poi non ~ altro che l'integrale delle forze vive nel moto relativo. 
Poniamo 

x ~ x ~ ,  y----x~, z-----xs 

dx  dy d z  
d t  Y-~Y~'  d-t ÷ x - ~ y ~ '  d~ -~y~' 

1 x~)~ 1 1 1 F ---- ~ (y, + ÷ ~-  (y~ - -  x,)  ~ ÷ ~ y.~ - -  u - -  ~-  (x~ ÷ xD, 

allora le equazioni del moto si scriv(mo sotto la forma canonica cercata: 

dx,  ~ F 
d t  ~Yt'  

dy,_~ ~ F 
dt  ~x~ 

(i----1, 2, 3) (1 ') 

Abbiamo gi~ visto come nel caso di ~,.----0 le equazioni del movimento 
ammettono (per ciascun valore dell'energia totale E compreso fra 0 e - -2 )  
una s01uzione periodica ~0 di periodo T, alla quale corrisponde un moto 
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di P tungo l'asse z eompreso fra due limiti simmetriei rispetto all'origine. 
Durante  un  tale movimento  le coordinate x ed y e quindi  le variabili eano- 
niche x~, x~ sono sempre nul le :  6 poi 

= x ~  = ~ ( t ) ,  ~' - -  y~  = ~ '  ( t ) ,  

indieando con ? una  funzione del tempo the  s 'annulla  solo nell 'origine, mentre  
la sua derivata 9' s 'annul la  solo per  i valori estremi di z. 

Assunto l ' istante in eui il mobile passa per 0 quale origine del tempo, 
alla sohlzione Cto appar tengono i valori iniziali 

x , = x , = x ~ = y , = y ~ = O  y ~ = ? ' ( 0 ) .  

Consideriamo ora, sempre supposto  y. = 0, una  soluzione :G delle (1') 
infinitamente vieina alla ~'~0, i eui valori iniziali sieno 

essendo le ~ poco disperse da O. 
Nella :*0 le x~ ed y~ r isul teranno flmzioni regolari dei valori iniziali sud- 

detti. In un  generico istante t, avremo per  cib dei sviluppi ordinati  secondo 

le potenze di ~ del tipo 

x, = ~, q -  R~ , 

y~ ~-- y '  (t) q-.r,~ q -  R~ , 

( i = l ,  2 j = 4 ,  5) ,' (5) 

] 

rappresentando le ~ ed "a i termini  di pr imo ordine ~lelle ,~, mentre le R in- 
dieano i termini  d 'ordine superiore. 

Consideriamo infine per Iz =l=O una soluzione :~ del nostro sistema di 
equazioni, tale ehe per ,~. ~ -0  essa si r iduea alia soluzione Xo. Avremo at- 

lora per la 
x,=x~(,~. ,  ~, t), 

7. Proponiamoci  ora di riconoscere se possono essere soddisfatte le 
condizioni perch6 x risulti una soluzione periodica di periodo Tq-~-. 
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Perch~ ci5 sia~ posto 

x,(~., ~, T+~)--~,(~. ,  ~. 0 )=+ ,  

~,(~., ~, T ÷ ~ )  -y , (~ ,  ~, 0)=+~,  

dovremo avere 
+, = + ,  . . . . .  + ° = 0 .  

(;. = ,, 
~, 5, 

(6) 

Le ~ risultano funzioni olomorfe di ~., delle: ~ e di • annullantesi con 
queste quantifft. 

Le (6) non sono tutte indipendenti fra loro, perch~ il sistema (1') am- 
mette l'integrale di J)~cOBI 

F ~ - - ~ C ;  

cosicch~ soddisfatte le ~, ~--0 ad esempio per i -~  1, 2, 3, 4, 5, sar~t soddi- 
sfatta auche la ~0 ~-0  (*). 

Abbiamo dunque da considerare un sistema di cinque equazioni con 
sette incognite (~,, ~ , . . . ,  ~o, ~). t~ ben noto che in tale caso, per ,. sufficen- 
temeate piccolo, ess~o ammette una soluzioae, nella quale tutti i valori delle 
incognite sono nulle, se uno qualuuque dei minori di quarto ordine della 
matrice funzionale 

(*) ~ rappresenta l 'hlcremento di Ya (cio~ di z) quando si passa da t ~ 0  a t ~  T + r. 
L'essere ~8 ~ 0  significa che Y8 ~ funzione periodica di t. Bench,,  per E ~ -  C, ta ~6-~-0 
sia soddisfatta quando sono soddisfatte le relazioni ~ ~ ~ . . . . .  4/~ ~ 0, tuttavia avendo 
dalla F.-~ - -  C 

pub sembrare ambiguo se dopo uu periodo T +  r, Y3 riprenda i[ valore iniziale, o to riprenda 
con segno cambiato. I1 dubbio ~ tolto per5 se si ~mta the uella ~o, Y8, ad intervalli di tempo 
eguali aI suo periodo riprende it suo vaiore iniziale, e quiadi ~nche nella soluzione vicina z, 
Ys riprender& il suo valore iniziale che differisce da 0 d i a n a  qua~ltifft finita. 

Era opportuno chiarire questo fatto. 

Annali di Matematica, Serie III, Tomo XIII. 26 
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diverso da 0 per ~ = f~, = v = 0. I valori di } e ~ the  allora si r icaveranno, 
sono funzioni regolari di V'. che s 'annul lano con questo parametro.  

Ammessa  soddisfatta questa  condizione, la traiettoria del moto con'i- 
spondente  alla soluzione periodica che allora si potrg ricavare, differirg di 
poco da quella corr ispondente  n0- S i ccome  in questa P s i  muove lungo 
l'asse z, fra due limiti simmetrici,  ed a distanza finita rispetto all'origine, la 
traiettoria della soluzione periodica che cerchiamo attraverserg il piano z = 0. 
Assumiamo questo istante come origine del t empo :  ne risulter~t 

}~ ---- 0. 

Pub sembrare che l ' introduzione arbitraria dell 'equazione } =  0, diml- 
nuisca la generalit'a, e ehe non si possa trovare cosi the  le soluzioni perio- 
diche tali che F~ sia nullo per t = 0. 

Ma noi ot terremo,  tutte le altre cambiando t in t + h ,  h essendo una  
costante qualunque.  

Siamo ridotti  intanto ad un  sistema di cinque equazioni 

+, = o (i = l ,  ~, a. ~, 5) 

a sei incognite. Vediamo se ~ possibile risolvere questo sistema rispetto a 5 
delle 6 incognite, ad esempio rispetto a 

F,, ~=, ~,, ~, ~, 

assumendo invece ad arbitrio il valore di }~, purch~ sufficentemente piccolo. 
Basterh percib che sia diverso da 0 il de terminante  funzionale 

quando si faccia 

Per calcolare questo determinante  possiamo porre 
V'- = 0, allora 

+;= ~ ,+R, . - -  Fj, =~ ,  

addir i t tura  nelle +, 

e quindi il de terminante  in parola (dovendo porre in esso, come dicemmo, 
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t~ = fi, = f~ = fi, = ~ = $~ - -  . - -  O) si r iduee al prodot to  

dove, per  ~-~-O, 

. - ,  ( T )  = (0) =l= O. 

Rimane  da provare  che 

A - -  

pur  esso diverso da O. 

Pouendo  ora nelle + anche  • = 0 avremo 

A ~ _ _ -  

~1 ?~I ~1  1 ~--~' 

(Si noti  che nel l 'espressione ora scrit ta di ± abbiamo ommesso  i termini  
che provengono dalle R, perch~ essi con tengono  le ~ a lmeno  at pr imo grado e 
quindi s ' annul lano quando  si pone ~ ~ 0. Cosi possiamo, per  il nost ro  scopo, 
prescindere  senz 'al t ro dal considerare  questi  termini.)  

8. Per  lo studio di questo de te rminan te  fa d 'uopo conoseere le ~ e 
le ~. A tale scopo r iprendiamo le espressioni  (5) delle x, ,  y~, sost i tuiamole 
nelle (l') ed eguagl iamo i termini  di pr imo grado nelle ~. Si t rova senza dif- 
ficolt~ 

- - - - -  J "tt~, d t  =X~ dy, dx~] ~ -~- x~ dy~dx~j 

d "~i - -  Xk ~ - -  Xk 

dove le derivate racchiuse fra parentesi  s ' in tendono prese re la t ivamente  alla 
soluzione no, cio~ si deve porre  in esse 

ment re  x~ ed y~ vanno  sosti tuite con ~ (t), ?' (t). 
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Le equazioili differenziali sopra scritte non sono che le e q u a z i o n i  a l l e  

v a r i a z i o n i  delle equazioni (1'). Da esse si ottiene come subito si verifica 

" d ~3 

d t = ~ + ~ "  d t  - -  d t  ' 

dove 
d t ' d t  " " ' d t  

3 1 1 1 
P I - - ~  r ~ r 3'  P ~ - ~ - - ~ "  

3 z ~ l 
P ~  ~ r.~ r 3 , 

rappresentando r la distanza di P da S, ed S~, cio~ 

Per le (3) quindi 

1 ~--~4~ + ~ - E  , P ~ = 8  + ~ -  , P 1  ----- 8 .@ ~6- 

1 E f - - 1 6 ( p +  1 P3 = 2~ (p + ~- ~-E)  ~ • 

Dall'espressioni ora scritte delle P risulta che esse sono funzioni pe- 
riodiche (anzi, pifi propriamente, doppiamente periodiche), de1 tempo. Le ~¢ 
ed -a, sono cosi defni te  da un sistema di equazioni differenziali a coeilicenti 
periodici. 

Detto sistema si divide in due gruppi 

d ~3 t d t  - -  ~ '  

d ' ~  __ p~ ~ ; 

d t  / 

d L _ L. + ~, 
3 - (  - -  

d "tl~ ~ 

~d'-( P'  + '~ 

- L ÷ -~,~, d t  

( t  "r, ~ 
d f = P , ~  - - ' r , , .  

(7) 
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9. P e r  il n o s t r o  s copo  b a s t e rh  c o n s i d e r a r e  q u e s t o  s e c o n d o  g r u p p o  di 

equaz ion i ,  l i m i t a n d o c i  i no l t r e  a va lo r i  di E vicin~ al l imi te  in fe r io re  - -  ~. 

P o n i a m o  in conformitb:  

con  ~ (finito, ma)  s u f f i c i e n t e m e n t e  p iccolo  (*). 

I1 s i s t e m a  (7) si pub  a l lo ra  r i s g u a r d a r e  c o m e  u n  s i s t e m a  di e q u a z i o n i  

d i f fe renz ia l i  d i p e n d e n t i  dal  p a r a m e t r o  z. 

I1 d e t e r m i n a n t e  a, che  n e c e s s i t a  p r o v a r e  e s se re  d ive r so  d a  0, n o n  ~ a l t ro  

che  i] d e t e r m i n a n t e  j a c o b i a n o  del le  f u n z i o n i  

( T )  - -  i ,  (0) ,  ( T )  - -  (0)  ( i  ---- l ,  

r a p p o r t o  a ~, (0) e~l ~, (0), poich~ le ~ c o i n c i d o n o  col va lo r i  del te  ~ e del le  ~. 

Cosi  c o n s i d e r a t o  q u e s t o  d e t e r m i n a n t e ,  se d i m o s t r i a m o  ch ' esso  n o n  ~ hu l lo  

pe r  ~-~  0 a v r e m o  r i so l t a  la q u e s t i o n e  de l l ' e s i s t enza  di so luz ion i  p e r i o d i c h e  

pe r  ~,. =1= 0, pe rch~  esso  sar~t a l lo ra  n o n  hu l lo  a n c h e  p e r  ~-=I = 0. 

1 
Q u a n d o  ~------0, cio~ E ~ -  2, r-----~- e qu ind i  

P~ ~ 16, P~ ---- - -  8, 

ed  il s i s t ema  (7) si r i duce  a 

d t  
d ~ 
d t ~~ -~- "~ ' 

d ":,2 d ":~ 16 ~, -+- "~, - -  8 ~ 
- -  ~ , )  - - -  ° t ,  I . d t  d t  

S 'o t t i ene  cosi u n  s i s t e m a  di e q u a z i o n i  d i f ferenzia l i  a coeff ic ient i  cos tan t i ,  

il qua l e  pub  esse re  r i so l to  ne l  sol i to  m o d o .  

(~) Pub sembrare che con questa limitazione si possono solamente trovare quelle solu- 
zioni periodiche che hanno luogo nell'intorno di una posizione d'equilibrio. Male cose non 
stanno proprio cosi. [nfatti, dimostrato una volta che a ~ diverso da 0 per / ~ 0 ,  
chiaro che esisteranno due limiti finiti f~ ed q di ~ ed e tall che, per tutti i valori di/~ ~ l+1 
e di • ~ e 1 , ~ si manterr'~ ancora diverso da O. Ma per valori G non nutli n~ superiori 
ad ~ e per ~ ~ O, P ~ dotato di un vero moto finito e quindi esistono dei moti periodici che 
differiscono poco da questi anche nel caso di ~ ='~= 0 e minore di /~. ]~ dunque una ctasse 
pitt generale di soluzioni periodiche delle quail dimostreremo rigorosamente l'esistenza, 
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Poniamo cio~ 

{, = ~, ee ~, "< = 8, e~', (i = 1, 2) 

con che le costanti  y e 8 sono de te rmina te  dalle seguenti  equazioni  

-- 16y,+~8,-- 8~----0, 

ehe si po t ranno  risolvere r ispet to a l l e y  ed alle a se 

cio~ se 

--I --i 0 

1 ~ 0 --i 

--16 0 ~ --1 

0 8 1 

---- O, 

?~ - -  6 l~ ' - -  1 1 9  ----  O.  

Ad ognuno  dei qua t t ro  valori distinti  di 
t • ~ u 

t a, - - e ,  t a ,  ~ t  a,  
dove 

~ ' = J a + s ~ <  ~,,=~/a-s,i< 
corr isponde un  s is tema di valori  pure  distinti per le y e a, vale a dire 

dove 

y " / 1  

y 2  

/ 
Y~ 

/ 
Y~ 

u 

Y~ 
i/ 

- - - -  ~12 

- -  8 / ' 2  

8"~ 

l a', = s (~3 + t6 v~), 
a", = s ( ca - -  16 v~e), 

= +(2 ~ - 5 ) ,  

a",= sJg:-8+~, 
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Gli integrali generali del nostro sistema di equazioni differenziali a coef- 
ficienti costanti saranno quindi :  

~ ~--- ( C, e g ' - -  C~ e-e") y'~ -~  ( C, eO"'-- C, e-P') -/",, 

~ ( C~ e2" ' " 

"~, ~ ( C, e/ '  ÷ C~ e:e") ~', ÷ (C~ eo" -t- C, e-~"') ~', , 

"~ = ( - -  C, e~" ÷ C, e-o") ~'o + ( C, eo"' ÷ C, e-~") ;~",, 

le C essendo le ~ costanti d'integrazione, che noi determineremo in modo 
che i valori iniziali di ~, ed -~, sieno precisamente ~,, [~,, [ , ,  ~ .  Ci6 ~ pos- 
sibile, perch~ per t-----0 il determinante D dei coefficienti delle C ~ diverso 
da O, essendo 

cio~ 

D =  

ossia infine 

t ! P[1 PJ 

D = i  2 '~ . 17. v 119. 

Assunte in questo modo le C, il determinante a si scinde nel prodotto 
dei due 

il secondo non ~ che l'inverso di 

e quindi ~ diverso da O. II prhno, avendo girl, notato che le ~ (dovendo in 
porre ~, = [~ = T ~ O) sono rispettivamente eguali a 

~, (T)  - -  ~, ( %  ~, (T)  - -  ~, (o), 

si presenta sotto la forma 

(e ~ ' -  1) (e - ~ ' -  1) ( e  ~ " - -  I) (e--~ " - -  | )  D 
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e perci6 ~ pur esso diverso da 0. Ci6 apparisce chiaro ricordando che ab- 
biamo gih dimostrato (*) come al convergere di E a - -2 ,  T ha un limite 

Gli esponenti di e sono finito e diverso da 0 e propriamente T ~ 2  v 

quindi diversi da 0, ed anche (avendo presenti i valori di ~) da multipli 
di 2~. 

dunque a =1= 0, vale a dire il problema che abbiamo preso a consi- 
derate ammette delle soluzioni periodiche anche quando le due masse m, ,  m~ 

di S, ed S.~ non sono pifi eguali. 
10. Queste soluzioni da noi messe in luce sono in numero doppia- 

mente infinito, poich~ abbiamo assuuto ad arbitrio uno dei valori delte va- 
riabili canoniche (~6) ed oltre a questa abbiamo dato pure ad arbitrio anche 
l'origine del tempo. Gli altri elementi del moto risulteranno invece bene de- 
terminati. Possiamo r~otare che, per gli integrali di J'ACOBI, ad ogni valore 
di ~ (una volta determinati i valori delle altre variabili) corrisponde un unico 
valore di E, cio~ delrenergia totale, ed inversamente, ad ogni valore di E 
corrisponde un'unico valore di [~. Cosi possiamo dire anche the la duplice 
infinit~ di queste soluzioni dipende dalla scelta arbitraria dell'origine del 
tempo e dell'energia totale. 

(~) Vedi • 0sservazione ,, p. I a, 


