
331 

Beweis der Existenz einer LOsung der Differential- 

gleichung dy dz : j~ (x, y) ohne Hinzunahme der Cauchy- 

Lipschitz'schen Bedingung. 

Von W. F. 0sgood in Cambridge (Amerika). 

Definiert man das bestimmte Integral  nach Riemann~ so em- 
pfiehlt es sich bekanntlich zum Zweck des Nachweises eines Grenz- 
wertes die beiden Summen einzufiihren: 

M1 (xl -- Xo) § M2 (x, - -  x,) §  § M ( ~  - - x  ,),  

",1 (~  - -  %) + ~n, (x, - -  xl) §  5-  m ( ~  - -  x - 1 ) ,  

wobei a ~--- x0 ~ x I ~ x, . . .  ~ x ----- A die Theilungspunkte des 
Intervalls a ~ x ~ A sind und M;~ m i die obere respective untere 
Grenze der-:als ~ d l i c h  vorausgesetzten Function f ( x )  im Unter- 
intervall x~ _ ~ ~ x ~x~  bedeuten. Diese Summen nahern sich stets 
beide einem Grenzwert  G respective K~ wcnn die Unterintervalle 
gegen Null convcrgieren. Is t  G ~--K~ so existiert das bestimmte 

A 

Integral  yon f (x) und es ist f f  (x) d x  ~- G = K.1) Dies wird 
a 

stets der Fall  sein~ wenn f ( x ) e i n e  stetige Function yon x ist~ 
was hier angenommen werden soll. 

Lasst  man an Stelle der festen Grsl~e A die Veri~nderliche x~ 
wo a ~ x ~ A ist~ tretcn und setzt man 

~-=- b + f f ( x )  d x, 

SO ist y eine L(isung der Differentialgleiehung 

l) Man vergleiche etwa Stolz, Grundziige der Differential- und Integral- 
rechnung, Bd. I~ X. Abschnltt, wo auch eine ausfiihrliche Literaturangabe sich 
findet. 
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X j-~-- f (x) 

und zwar die einzige L(isung, die im Punkte x = a dan Wert  b 
annimmt und im Intervall a ~ x ~ A verl~tuft~ wie man mittelst 
der Mittelwertsgtze zeigt. 

Dureh die soeben besproehene Definition des bestimmten 
Integrals war yon vornherein am allerwenigsten ein Existenz- 
beweis /'fir diese Differentialgleiehung in Aussicht genommen. Man 
kann aber in Anlehnung an Cauchy der Grenzbetraehtung eine 
solehe Form geben~ dass die wesentliehen )r bei dieser 
Fragestellung signalisiert werden. Man theile n~tmlieh die x 1 y- 
Ebene in n Streifen dureh die Linien x ~ x~. Der Maximal-resp. 
Minimalwert yon f(x) im i ten Streifen wird ~ resp. m i sein. 
Bildet man die Function 

(x) = ~ ( < _  1) -t- M~ ( .  - -  . , _  ~), x, __~ < .  < .~ 

< (Xo) = ~, 

so wird die entsprechende Curve, y = S (x)~ stetig sein und aus 
~a Stricken yon geraden Linien bestehen. Und nun wird man be- 
weisen~ dass 

s (.) < b _ ,n ( .  _ .)1 

wobei m den kleinsten Wert yon f(x)~ a < x ~ A  1 bedeutet.  
daraus ergibt sieh I class S (x) ftir jeden d i e ~  V~rte yon x bei 
unbegrenzt w~mhsendem ~a gegen einen Grenzwert ~ (x)~ eonver- 
giert. - -  In ghnlieher Weise verfithrt man mit den unteren Grenzen 1 
m~ indem man die Function 

| (x) = | (.~_ ~) + ,,~, ( .  - -  . , _  ,)1 | (x0) = b 

bildet und zeigt~ dass aueh | (x) gegen einen Grenzwert und 
zwar gegen denselben Grenzwert ~(x) eonvergiert. ~ So viel 
umfasst der Existenzbeweis des bestimmten Integrals einer stetigen 
Function. Des Weiteren zeigt man dann dutch die 3Iittelwert- 
sgtz% dass diese Grenzfunetion q: (x) der Differentialgleiehung 

q~' (x) = f (x) 
gentigt. 

Ieh habe mir die Aufgabe vorgelegt, die allgemeinere 
Differentialgleichung 

d y  
d x  = J  (x, Y)l 

wobei f (x~ y) eine in der Umgebung des Punktes x = a~ y = b 
stetige Function bedeutet~ nach einer ghnliehen }r zu be- 
handeln und es ist mir gelungen~ aueh ftir diese Differentialgleichung 



Beweis der Existenz einer Lilsung der Differentialgleichung etc. 333 

eine LSsung y - - T  (x) nachzuweisen~ die im Punkte x ~--a den 
Wert b annimmt. Doch kann es hier bekanntlich nicht blog ein% 
sondern unendlich viele solche LSsungen geben~ deren alle dann 
zwisehen einer M a x i m a l -  und einer M i n i m a l l S s u n g ~  wie ieh 
reich ausdrfiek% liegen. Sucht man endlich eine hinreicheude Be- 
dingung~ damit diese beiden LSsungen zusammenfallen~ so wird 
man zu einer allgemeineren als der Cauehy-Lipsehitz'schen Be- 
dingung geffihrt. Dieselbe umfasst jene Bedingung als einen spe- 
ciellen Fall. 

Nachdem ich diese Arbeit vollendet hatte, (den Grund- 
gedanken butte ich bereits vor drei Jahren)~ bemerkte ieh~ dass 
Herr Arzelk Untersuchungen angestellt und verSffentlicht hatt% 
wodureh er zu Resultaten gelangt ist~ die sich mit den meinigen 
zum Theile decken. Das Wesentliehe an der gegenwartigen 
Arbeit erblicke ieh aber darin~ dass der Analysis eine deutlich% 
anschauliehe Motivierung stets voranleuchtet, wahrend andererseits 
fiir die analytisehen Beweise nut die gelaufigen analytischen Hilfs- 
mittel in Ansprueh genommen werden. - -  Mit den Peano'sehen 
Methoden haben die  bier benutzten Fast nichts gemeinsam. 

Herr ProF. Stolz hat in freundschaftlicher Weise das Manuscript 
durchgesehen und reich auf einige Stellen aufinerksam gemacht~ 
wo eine ausfithrliche Darlegung wfinsehenswert erschien. Durch 
die entspreehenden Erganzungen hat die Darstellung an Klarheit 
gewonnen. 

1. Theorem. Es mSge  f (x ,y )  e i n e  r e e l l e  s t e t i g e  
F u n c t i o n  d e r  b e i d e n  r e e l l e n  u n a b h a n g i g e n  V a r i a b e l n  
(x,y) sein~ wobe i  d e r B e r e i c h  des  P u n k t e s  (x~y) a u s d e n  
P u n k t e n  des R e c h t e e k s  x - - a  ~ R ~  IY b ] ~ S  b e -  
s t e h e n  soll .  D a n n  hat  d ie  D i f f e r e ~ t i a l g l e i e h u - n g  

(a) ~-----f (x, y) 

m i n d e s t e n s  e i n e  L S s a n g ,  y - - ? ( x ) ,  woft i r  b-.~c~(a) is t .  
G e n a u e r  g e s a g t :  I s t  M d e r  ~ I a x i m a l w e r t  yon If(%Y)[ 
in d e m  o b i g e n  B e r e i e h  u n d  b e d e n t e t  p d i e  k l e i n e r e  

c ?  

R.M~ so g i b t  es s t e t s  de r  b e i d e n  Gr~l~en m i n d e s t e n s  

e i n e  e i n d e u t i g e  F u n c t i o n  ~(x), d ie  in j e d e m  P u n k t e  
des I n t e r v a l l s  x - - a  ~,o e i n e  A b l e i t u n g  ~p'(x) besi tzt~ 
d e n  R e l a t i o n e n  

b - -  S < ~  (x) ~ b ~  S, 

=s(% (x)) 
g e n t i g t  u n d  im P u n k t e  x - - a  den  W e r t  b a n n i m m t .  

2. Zunaehst ist klar~ dass~ wofern eine solehe LSsung exi- 
stiert~ dieselb% als Curve gedeutet (Fig. ])7 im schraffierten 

~Ionatsh. f. :Math. u. Phys. I X .  Jahrg .  23  
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so lange dieselbe t i~rhaupt  im R ~ h t e c k  I x - -  a I ~ P, [ Y - -  b t 
M p verl/~uft~ gelten die Relafionen 

v(~) ,~ (~) = (~ a) V' (~ § 0 (x - -  a)) 

= ( ~ - -  . )  f (~ + o (~ - ~), v (~ + o (~ - a))); 
I~e (~ ) -  ,~ ( ~ ) / ~  Mix- -  a I 

and dis Curve mtisste also sehon aus dem Reehteck heraustreten~ 
um T zu verlassen. 1) 

Allgemeiner sei �9 (x) eine beliebige stetige Function yon x 
.deren Differenzenquotient zwisehen Unbestimmtheitsgrenzen liegt~ 
welehe absolut genommen nicht gr56er als M sind. Mit ~nderen 
Worten:  die Function �9 (x) soil so besehaffen sein~ dass naeh 
Annahme eines beliebigen Wertes x' im Intervall (a ?, a -~- p) 
and einer  beliebigen positiven Grtil~e ~ eine positive GrSl~e ~ sieh 
finden !~tsst , derart dass 

r (x) - -  ~ (~') o < I x - -  x'l < 
x - x '  < M §  Ix--al<=p. 

Nimmt man dana irgencl zwei ungleiehe Werte  x~ X im 
Intervalle an~ so besteht die Beziehung 

r162 /=I<M 
Ist insbesondere X ~  a u n d � 9  ( a ) ~ b ~  so ist 

I O ( x ) - - b ] ~ M  I x - -  a ] 

und die Carve y - - r  (x) verl•uft im sehraffierten Raume. 
Za beweisen ist~ dass 

l r 1 6 2  l < MIx--  i i  

i s t .  Man zerlege das Intervall  x - - X  in 2 '~ gleiche Theile, 

und setze dementspreehend 
2 n - -  1 

r (~) - r ( x ) =  ~ ~ (~,~_ ~)~ (~). 

') Diesem Bewels kann man nach dem Vorblide yon w 4 eine andore Form 
geben, die einigen Lesern bequemer sein diirfto. 

23 * 
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Es handelt sieh nun darum Zu zeigen, class bei passender 
Annahme yon n 

! �9 (x, ~_ i) - �9 (xi) I < ( M +  ~) I x, +1 - -  x, I 

ftir alle Werte yon i i s t .  Wiire dem nicht so, so mtisste es 
bei beliebig wachsendem n stets Punkte ~ geben, deren zugehtiriges 

kl~iner als ]xi+ 1 - -  x~ I genommen werden miisste. Diese Punkte 

mfissten mindestens eine tt/~ufungsstelle x besitzen~ i n  deren 
NKhe ~ fiir eine gewisse aus der Menge x/ gewKhlte Folge yon 

Punkten ,  x-~, mit llm ~i ~---% die untere Grenze Null haben miisste. 
i ~ c o  

Das geht aber nicht an, denn das dem Punkte ~ entsprechende 
ist positiv. 

]~[an hat also 

I r (x) - (~ ( x ) l <  Z l �9 (~,+1)  - -  ~ (~i) J < ( M §  z l X ,+ l  - -  x~ I 

denn die Differenzen x / + ~ - - x ~  slncl j~a alle gleichstimmig. Da 
aber ~ bier beliebig klein angenommen werden darf~ so muss 

und der Satz ist bewiesen. 

3. Jetzt fasse ieh das Intervall a ~ x < a-~- p ins Auge, 

theile dasselbc in 4 ~ gleiche Theile und bilde der n ~ Eintheilung 
entspreehend eine ]?unction s (x)~ deren Grenzwert fiir n ~ x ) ~  
Yl = ~71 (x), eine L0sung der Differentialgleichung (A) abgeben 
wird, und zwar die M a x i m a l l S s u n g ,  wie ich sie nennen will, 
da sie die Eigensehaft hat~ dass jede andere LSsung y = ? (x) an 
die Relation 

~ (~)_< ~ (z), a < x < a + p ,  

gebunden ist. 
Ist (~, ~i) ein beliebiger Punkt  yon T~ so mSge der Bereieh 

M?  
des Rechtecks J x - -  5 I <  ~!,, I y - -  r~ I < 2 ~ v  respective so viel 

davon, wie dem Rechteck I x - -  a [ < p~ I y - -  ~ ] < __ M p angehSrt~ 
- -  T (~ mit ~r (~) b e -  m i t  T (~) der Maximalwert yon f (x ,  y) auf ~(~,,) ~(~, ~)' -~'~ (~, ~) 

zeiehnet werden. Dann s o l l s  (x), wie foigt~ eI'kl~rt werden. 

- - M  (~) ( x - - ~ ) ,  $ ~ < x < ~ i + 1 ;  s (a)=b" 
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wobei 

~, - -  a + i ~ ,  ~,, = sn (~ )  ; i - -  0,  1, 2, .. -, 4 ". 

ist. Die Function s (x) wird also durch eine stetige Curve dar- 
gestellt, die aus 4" Stiicken yon geraden Linien besteht und aus 
dem Bereiche T~ wie man leicht beweist~ nicht heraustritt. 

U n d  n u n  b e h a u p t e  ich ,  c lass  

(1) s +l(v)~_s (x), a ~ x ~ a - ~ -  2 

ist. Ftir das ersm Intervall der ( n - ~  1) tea Eintheilung: 

a ~ x ~ a - ] -  P 
4n+ 1 

ist die Behauptung sicher richtig. Bliebe sie es nicht mehr fiir die 
spateren Intervalle, so sei das Intervall i-k ~ x ~ ~ + 
dieser Eintheilung~ welches eine Ansnahme ~-lde~, sei 

t 
i 
l 

i 

{ 
! 

Fig. 9. 

das erste 
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Dabei soll i, wofern es angeht, stets so angenommen werden, dass 

Das heit~t aber niehts anders~ als dass bei einem gewissen 
Werte xp (Fig. 2) 

s, ,+l(ik)<8,~ (gk), 8 + l ( x p ) - - 8  (x~), ~+1(~+~)>8~(~-~+~) ,  

ist, wobei 
x 

ist. ])ass sieh daraus ein Widersprueh ergiebt, zeige ich, wie 
~. rp/.n + 1) folgt : Der Punkt  (% ~7~) und sogarnoeh derganzeBereich ~(~, ~) liegt 

in T (') M ~+~) ~ M ~) Die Streeke der Curve 

s t(x)~ diedem Intervall ~ ~ x ~  ~k 1 angehSrt, geht also yon + _ ] ( - -  __ + 
einem Punkte (a~.. ~k) aus, der nieht oberhalb der Curve S (x) 
liegt~ und sehreitet naeh einer Riehtung fort~ die mit der x-Axe 
keinen grSl~eren Winkel  bildet~ als die entspreehende Streeke yon 
S~(x). Diese Streeken ktinneu sieh daher nieht sehneiden. 
Will  man diesen Beweis arithmetisieren~ so mt~gen folgende Re- 
lationen dazu dienen. 

(n p. 

also ist 
~ ( x ) - - s ( ~ ) + M  (~) (x - -  f~), ~ ' ~ < x < ~ + ~ ,  (~, ~,) 

~., %5 
~and 

s (x) ~+, (~) - -  [~ (~) ~] + r~u( ~, ~(~+'-) 1 (x ~-r 

Die eckigen Klammern sind beide positiv oder Null~ beide 
Terms rechterseits sind also positiv oder Null und 

s (x) > s§ (x), ~ < x < ~+~. 
Damit ist der Satz bewiesen. 
4. Es mSge der Beweis des sp~tter anzuwendenden Satzes an 

dieser Stelle eingesehoben werden~ d a s s k e i n e L 5 s u n g r (x) 
d e r  D i f f e r e n t i a l g l e i e h u n g  (A)~ d i e  f t t r  x-=-a d e n  W e r t  
b - - ~ ( a )  hat~  g a n z  o d e r  a b t h e i l u n g s w e i s e  o b e r h a l b  
s ( x ) l i e g e n  kann .  In d e r T h a t i s t  : ~ ( a ) : s  (a). Sei ~ x ~ + ~  
das erste Intervall~ in dem ein Wert x~ vork~tm% woitir 
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? ( X ~ ) ~ S  (X~) 
? (x) u n d s  (x), 

339', 

wi~re. Dann mtisste wegen der Stetigkeit yon 
(:i) < s (~i) sein. :Nun ist 

? (x) - -  ~ (~) + ~' ~x" /x ~" x' t ).~ - - ~ :  ~ <  < x .  

Der Punkt  x 1 kann so nahe an ~ gewahlt werden, dass die 
Curve 

y - ~  ? (x), ~ < x < x l  

ganz im Bereich T (') verli~uft. Dann wird abet 

~' ( x ' ) - - / ( x ' ,  ~ (z')) < ~(~) _ _ - - ( ~ ,  *]? 

an4 also 

Andrerseits ist 

(~ 7 -t- M (~) 

also ist 
8 

and der Satz ist bewiesen. 

5. Kehren wit zu der Function s (x) zuriick! 

Sa tz :  D i e  F u n c t i o n  s (x) n ~ t h e r t  s i e h  b e i  u n b e -  
s e h r a n k t  w a e h s e n d e m  n g le i eh rn~ t i~ ig  e i n e m  G r e n z -  
w e r v  ~ (x) a n d  d i e s e  G r e n z f u n e t i ' o n  i s t  e i n e  L s s u n g  
u n d  z w a r  d i e  M a x i m a l l S s u n g  d e r  D i f f e r e n t i a l g l e i -  
c h a n g  (A). 

Es sei zuniichst bemerkt, dass nach w 2 

(2) I s (x) - s (x~) I < i [ x - -  x~ I 

ist ftir n - - 1 , 2 , 3 ~ . . . ;  a < x < a - ~ - 9 ;  a < _ x , < a - J - p .  Insbe- 
sondero ist: wenn x ~ - - a  gesetzt wird~ 

(3) b ~ M (x - -  a) < s (x) < b --Jr M ( x  - -  a). 

Dot erste Theil des Satzes behauptet~ dass naeh Annahme 
einer beliebigen positiven Grtil~e e eine positive ganze Zahl m 
sich derart bestimmen lasst, dass 

(4) s (x) s ,(x)[<% n,n '>m 

ist, wie aueh immer x im Intervall a < x < a -~- p naehtri~glich an- 
genommen werden mug. Dass s ( x - ) f ~ - j e d e n  Weft  yon x im 
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In te rva l l  a < x < a -~- p i iberhaupt  gegen einen Grenzwer t  ,~i (x) 
convergier t ,  ersieht man  aus (1) uncl (3). 

b - -  M ( x - - a ) <  8,,+1 ( x ) ~  8 (x). 

W e g e n  (3) hat  man  aul~erdem die Relat ion:  

(5) b - -  M ( x - - a )  < ~ (x) < b - ~  M ( x - - a ) .  

Man nehme ~ so an~ dass 

~(,) ,(,~) 1 e 
- -  r - = a - ~  i ~,;i -~+l r < ~ M ,  *("~ 0 

i s t .  D a n n  wird wegen  (2), indem man  x 1 ~---~") setzt :  

(6) I s (x) - -  s,, (~))  I < ~ ~, .,+~ 

ftir i-----0i 1, . .  4 . . . .  1. Fass t  man  den i t~" dieser 4" W e r t e  
yon ~") ins Auge,  so k a n n  man  n~ so bestimmen~ dass 

(7) l s~ (% j ~ , . i  ] ~ ,  n , n ' ~ n  i 

ist. U n d  nun gentigt  es~ m a l s  die grS~te der  4 " ~ - 1  GrSi~en 
~, n~ anzanehmen ;  denn aus (6), gesehr ieben erst fttr % dann ftir 
n'~ und aus (7) ergibt  sieh dann  (4). 1) 

6. De r  Grenzwer t  .% (x) erweist  sieh somit a l s  eine stetige 
Func t ion  yon x~ gegen w e l c h e s  (x) gleiehm~tl~ig convergiert~ Um 
noeh den Beweis zu liefern, dass ~ (x) eine L(isung der Differential-  
g le iehung (A) ist, fithre ieh eine' Funct ion  r @) ein~ die mit  der 
Able i tung s '  (x) t ibereinst immt,  we letztere t iberhaupt  vorhanden  
ist. In  der  Tha t  sei 

M (n) ~ ~ < x < ~ ; + i ~  i ~ 0 , 1 , 2 , . . . 4 ~ 2 ;  
% (x) = . , _ ( ~ ,  ,~,), | ~ - -  

r  i ~ 4 " - - 1  

a) Es m~ge nebenbei bemerkt werden, dass der soeben bewiese~e Sate ein 
allgemeines Criterion fiir die gleichm~i~ige Convergenz einer stetigen Function 
enthiilt, welcher sieh folgendermafien fassen l~isst. I s t  sn(x ) cine s t e t i g e  
F u n c t i o n  you x im I n t e r v a l l  a < x < b ,  die fiir j eden  festen Wef t  
yon  x bei u n e n d l i c h  wachsendem n gogen einen G r c n z w o r t  con- 
ve rg ie r t ;  und ist  f e rne r  

I ~= (x) - -  s .  ~x') I < -~  1 ,t - x' I,  

wobei  M eine p o s i t i v e  GrSfle b e d e u t e t ,  we l che  yon n, x, x' n i c h t  
a b h ~ n g t ;  so c o n v e r g i e r t  s n (x) gleichm~issigimIntorvall a < x  <b .  

Die letzte Bedingunff daft durch die enger'e ersetzt werden,, dass die 
Ableitung s~ (x), als Function der unabh/ingigen Ver~inderliehen (x. n) betrachtet, 
endlich bleibe. 
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dann ist 

(s) (x) - -  + % 
a 

Und nun saga ich:  D i e  F u n c t i o n  ,~(x)  e o n v e r g i e r t  
g l e i c h m ~ t l ~ i g  g e g e n  d e n  G r e n z w e r t  f ( x / ~ ( x ) ) .  Aus 
(8) ergibt sich~ wenn man n ins Unendliche wachseu lasst~ class 

x x 

~1 (x) - -  b -~- lim f Cn (x) dx - -  b -~- f  { lim ~ ,  (x) } clx = 
n ~ O O ~  ? ~ = O O  

5 
f ist. Durum existiert .~ 1 (x) und es ist 

9'1 (x) - -  f (x, ~ z (x)) a ~ x C a  -Jr- ? 

Der Beweis sttitzt sieh auf  die gleiehmi~[~ige Stetigkeit  yon 
f ( x ,  y). Sei ~' eine beliebige positive GrSfie und nehme man 
p so an, dass in jedem Bereieh T ~p) die Oscillation yon f ( % y )  
(d. h. der Maximalwert  yon ] f ( x ~ Y ) - -  f ( x ' y ' )  I ) kleiner ist 
als ~'. 

Aus (4) ergibt sieh, indem mall n ' - - o ~  setzt, dass 

(9) [ T I ( x ) - - s  (x) , < ~ ,  n > m  

I M e 
ist. Jetzt  setze man ~ - - : 3  4 p und nehme m > _ p  an. Dann 

wird tier Boreich T@)(~,,n,)~ n ~__ m~ (wobei start _~@) blol3 ~ geschrieben 

ist~ und 77;-- s, (~))  ganz in dem Bereich T @) liegen; denn (~,, ~f, (~)) 
wegen (9) ist J $1 (~i) - -  ~ll ~ ~ also kleiner als der achte Theil der 

T (n) T (~) wi~hrend die halbe HShe von ~(~,, ~,) HShe des Rechteckes _(~,, % (,,))~ 

ebenf~l[s nicht grtilier als jene AchtethShe ist. Die stetige 
Funct ion f ( x ,  y) nimmt ihren Maximalwert  a~r(") mindestens in 

-~(~,, ~.) T(p) �9 T (') also auch im Bereich an:  emem P u n k t  (x'~ y') yon ~(~,, ~,), (~,, ~, (~,)) 

= S y'). 

A n t i - - i t s  verlauft die Curve y - - ~ 0  ~ ( x ) g a n z  in T (~) 
�9 ~ ( ~ i '  ~ (~,)) 

so lange ~: ~ x ~ E~+ 1. 

Denn wegen w 2 ist 

s~ (x) - -  s (~) ~ M x E, I ~ M (~ +1 - -  ~,)~ 
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wahrend ~i+ ~ - -  ~i < 3 M ;  also ist 

Daraus und aus (9) ergibt sich~ dass 

4 

~ , 2  Mp 

oder, da % (~) ~i 

also jedenfalls < 4 z. 

Fig. 3 

7 

Daraus ergibt sich~ dass 

und also 

'.~ "X ,~ ~ ) - -  j (x, v l  (x)) 

r  ~i+1, i - - :  0~ 1 , . . 7 4  

<e'~ a<x<a-~-p~n>m. 
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ist. Hiermit ist der Beweis fertig. 
Die LSsung % (x), deren Existenz nunmehr vsllig naeh- 

gewiesen is% ist die Maximall~Jsung. Denn keine LSsung verlauft 
oberhalb s (x) uncl % (x) ist die nntere Grenze yon s~ (x)i 

7. In ihnlicher Weise kann man die Existenz einer Minimal- 
l~sung '.~2 (x) naehweisen, d. h. einer L~Jsung, die die Eigenschaft 
ha% dass jede andere LSsung ~ (x) der Relation gentigt, dass 

Dazu wircl man an Stelle yon M((:) ) den Minimalwert 
(n) ,,~(z, .j) yon f (x ,  y) auf T (~') treten lassen. ~ndlich kann man die- ~($, ~) 

selbe Untersuchung fiir das Intervall a - -  p < x < a fiihren. 
Fassen wit das Gesammtresultat in e~en--Satz zusammen. 

8atz:  U n t e r  den  B e d i n g u n g e n  d e s  S a t z e s  (A) e x i s t i e r t  
im I n t e r s ' a l l  a - - ? < x ~ a - ~ - ?  s t e t s  e i n e M a x i m a l l 5 s u n g  
.% (x) und  e i n e  ~ i i n~ - r aa l l s sung  .% (x). J e d e  a n d e r e  
L S s u n g  9(x) v e r l i u f t  in d e m  d u r c h  91(x) a n d  9s(x) 
b e g r e n z t e n  S t r e i f e n :  

8. Darau reiht sich noeh der weitere S a t z :  F a l l e n  '~1 (x) 
u nd  ~ ( x )  n i c h t  s t e t s  z u s a m m e n  u n d  i s t  (xi~Yi) e i n  

" n  ~ " b e l i e b i g e r  1 n e r e r  P u n k t  des  S t r e l f e n s ,  so g e h t  d u r c h  
(xl, Yi) m i n d e s t e n s  e i n e  L S s u n g  d e r  D i f f e r e n t i a l -  
g l e i e h u n g  (A), w e l e h e  a u e h  d u t c h  d e n  P u n k t  (a,b) 
g e h t .  Denn sei ( a - J - p ) - - x l ~ z .  Es geht dann durch den 
Punkt (xl, ?/i) mindestens eine Lssung @ (x) yon (A), welche sieh 
naeh links his zur Abscisse x~-~-x~--~ erstreekt. Schneider 
r (x) im Intervall x~ < x < a -~ p weder % (x) noeh T2 (x) und 
bezeiehnet man r so sieht man, dass durch den Punkt 
(x~, Ys) mindestens eine LSsung geht ,  die sieh naeh links his zur 
Abseie~= x a ~ x 2 -:- 2 ~ erstreckt. Wiederholt man diesen Sehrit% 
so gelangt man nach einer endlichen Anzahl soleher Fortsetzungen 
zu einem Wert x ' >  a yon x~ woftir @ (x') mit mindestens einem 
der Werte ~i (x'),-9~ (x') zusammenfMlt, wobei dann aueh dp' (x') 

?'i (x') resp. 9'~ (x') sein muss. Als weitere Fortsetzung yon 
@ (x) darf man dann~ wofern x' > a ist, geradezu die Maximal- 
resp. Minimall0sung selbst nehmen. Damit ist der Beweis erbracht. 

9. Bezeiehnet man die Maximal- resp. MinimallSsung mit y~ 
resp. y~ so ist 

d 
(~'~'~) = f (x, y~) " f ( , , ,  y,) 
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Zieht man nun die Cauchy-Lipschitz'sche Bedingung heran, 
so dr~ngt sich eine besonders einfache Form des Beweises auf, 
dass Yl mit ye identisch ist, welche zu einer leichten Verallge- 
meinerung jener Bedingung Anlass gibt. 

Es sei n~tmlich ~ (u) irgcnd eine stetige Function yon u~ die 
folgendermal3en beschaffcn ist: 

~, (o) = 0 ;  ~, (u) > 0, u > 0 ; , ,  ( - -  u) = ~, (u) ; 

lim i ;  du 

dann lautet die Bedingung, wie fo]gt: E i n e  h i n r e i c h c n d e  
B e d i n g u n g ~  d a m i t  d i e  D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g  (A) n u r  
e i n e  L ~ s u n g  h a b %  d i e  im P u n k t e  x ~ a  d e n  W e r t  b 
a n n i m m t ~  b e s t e h t  d a r i n ~  d a s s  

I f  (x, y) - - f  (x, y') I ~  (" (Y -~J'), 
ftir 

I a - - x ]  <p~ ] b - - y  I < s ,  ! b - - y ' ]  < s  
ist. - -  ~ 

Denn in dem Fall wird 

I d (yt - -  y ~ )  
I < ,. ( y ~ .  y~) 
I dx  t 

sein. Ware y~ nicht stets gleich Y2, so sei x o ein Wert  yon % 
woffir die Gleichheit nicht bestgnd% und x' ein zweiter Wert  
yon x, der zwischen a uncl x 0 liegt und so angenommen ist: dass 
im Intervalle (x' ,xo) Yl ~ Y ~  nnd somit auch (~(y~--y~) stets 
grSl]er als 0 ist. Dann wird~ indem man Yl --Y2 ~ u setzt~ 

o du x' J<,,(u) = < l * o - -  1, 

wobei die Grenzen Uo, u' den Werten x =  xo, x' entsprechen. 
Denn zun~chst ist 

dx < + (")" 

Sei nun eine Function U der unabhgngigen Variabeln v durch 
die Gleichung 

v dn 
U = i ~' (u)' c > O, v > O, 

definiert. Setzt man v ~ - %  so gcht U in eine Function yon x fiber 
und es ist 
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also ist 

Daraus 
ist, .(lass 1) 

d U  d U  dv 1 du 
dx - -  dv dx r (u) dx ~ 

d U  1 I du 
dxx - - r e ( u )  dx  ~ -  < I '  

I 

I U o - U ' {  < {x0-x ' l .  
ergibt sich , d a v  sine eindeutige Function yon U 

•jo - -  X '  
du 

I U' l = l l ! Xo I .  

Rtickt nun x' gegen a~ so muss schlielilieh a gegen Null 
convergieren uDd es stellt sieh damit ein Widerspruch ein~ woraus 
erhellt, dass die Annahm% o)(u) sei nicht stets 0, nicht stich- 
haltig ist. 

Die Cauehy-Lipschitz'sche Bedingung setzt voraus~ dass 
(,) (u) ~--- k I u iist, wobei k eine willktirliche positive Constante bedeutet. 
Andere brauchbare Functionen sind z. B. folgende: 

1 1 1 
o~ (u)=kIu }log ~-~, k {u [log'l~ Iog'Iog[~, u. s. w. 

1) Man kiinnte melnen, dass diese Yormel slch elnfacher ablelten llel~e, 
Uo 

indem man schlechtweg ira Integral f 4 u  die Integrationsvariabel u dutch  X 
J 

ersetzte. Ein solches Verfahren wiirde jedoch ohne weitlaufige Untersuchungea 
d u  

nicht erlaubt sein, denn d x k6nnte~ wahrend x das Intervall (x'~ Xo) durchl~uft, 
sein Vorzeichen unendlich oft wechseln. 


