
Quelques r emarques  sur  une eer~aine quest ion de m i n i m u m .  

Par 

C. Poss~ a St. Petersbom-g. 

La question dont il s'agit dans cet~e note est intimement lige 
la thgorie des fractions continues alg~briques et ne prgsente qu'une 
simple application des rgsultats connus de cette thgorie. Duns le cas 
le plus simple cette question a 6td resolue par Mr. S~ieltjes duns sa 
,Note  sur la densit~ de la terre" inserge duns le Bulletin astronomique 
de M. Tisserand (Octobre 1884) par des considdrations part~euli~res 
et enti~rement diff6rentes de celles sat les quelles nous allons nous 
louder. 

Solt f(x) uue fonction de x toujours dgcroissante duns les limites 
0 et 1 de x,  c'est "~ dire telle que sa d~rivde f'(x) reste toujours 
ndgative duns les m~mes limites. Supposons que la valeur f(1) de 
cette foncfion pour x ~ 1, ainsi que les valeurs des inh~grales 

1 1 1 

0 0 

soient donnges. ]l s'agit de trouver la limite infdrieure prgcise de ]a 
va leur / (0 ) .  

Remarquant que 
1 

f(O) - -  f(1) = --If(x) dx, 
0 

1 1 

~ f  X 1 -~/x'V'(x)dx, a~ 2f(z) dx = ~- [(1) - -  
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nous voyons qu 'on peut considerer comme donn6es 
intdgrales 

les valeurs des 

~a = - - f x 3 f ' ( x )  dx  . - ~  3a 2 - -  f (1) ,  

-~- - - f  x~f'(x) dx  --~ 5a~ --  f (1 ) ,  

1 

a~,,+i = --foX~'*+If'(x) dx  = (2n-{-  1)a~. - -  f (1)  

1 

a~ u s 0 (u) d u .  

o 

En comparant  les deux developpemenN de F(z)~ nous aurons 

off 

0 

Posant  x 2 ~-  u ,  on aura 
1 

0 

- -~uf  (#/u), O(u) restant  positive entre 0 et 1, off faisant O(u)  ~-  l , -- 

1 

~ _ ~  - ~  ~ -  - t -  ~ - - t -  �9 " �9 + - ~ +  . . . .  

0 

6~ 6 5 ~2 n-~l  ~-~r+'"+ ~ "~ 
s  3 f" (x) dx 

et comme inconnue la limite inf6rieure de la valeur de l'in~egrale 

1 

0 

Cette question se r~duit aisemeat ~ une autre dont  la solution est 
connue. 

Consid6rons l ' int6grale 
1 

F ( z )  = 4" '~ f" (x) d x z - - x 2 - - ;  

en la d6veloppant suivant les puissances descendentes de z~ on aura 

1 
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D'ailleurs 
I I ! 

f(0) - -  f (1)  = (x) d~ ~- fl (flu) y - ~ = )  

On volt ainsi que la question se ram~ne h la recherche de la limite 
infdrieure de la valeur de rintggrale 

1 

o 

d t ~ t  donnges les valeurs de 
1 =/ ~, u~O (u) du 

pour 
i ~ O ,  1 , 2 , . . . , n - -  1. 

Quan~ h cette dernibre question elle est compldtement rgsolue darts 
tousles cas par M. Markoff dans son ouvrage ,,Sur que]ques applica-" 
tions des fractions continues alggbriques" publid en russe ~ St. Peters- 
bourg 1884. Quelques uns des rdsuItats contenus dans ce travail oat 
dtd aussi publigs par l'auteur dans sa note plus rdcente ,Sur la mdtJmde 
de Gauss" (Math. Annalen Bd. XXV). 

Pour le cas de n pair ~ 2 m  on a le  rdsultat suivant: soient donnds 
1 1 1 

ao = O(u)du,  ~1 O(u)du,  . . . ,  ,~.,,_~ -= "-~O(u)du; 
o 

considerons l a m  ~ fraction convergente duns le developpement de 
1 " 

O(u) du V(z) _ ~ en fraction continue; soit ~ eerie fraction convergente 

et zt, z ~ , . . . ,  z~ les racines de ~(z). 
En ddsignant par ~(u) un~ fonc~ion quelconque dont la ddrivde 

d'ordre 2m reste positive entre les limites 0 et I de u~ on aura 
1 

(u) o(u) au > = ~  ~_(~,) 
cp" (z~) 

i w - 1  
o 

(Voir Math. Ann. Bd, XXV~ p. 429). 
Pour appliquer cette formule k notre question il faut poser 

1 

Duns le cas le plus simple, m ~- l ,  on aura 
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OU 

r  = z - -  ~-' ~ ( z )  = ~ 0 ,  
cr o 

1 

f(O) - -  f (1) = ~  ~ > ~-~, 
0 

o u  e n f i n  Q 

= ~ 7 / F ~ l ( i i ]  ~ 
f(O) > f(1) _ r i g a 4 -  f(i)~3" 

C'est le rdsultat de M. Stieltjes. 

Occasionellement je remarquer~i que les formules 
+ 1  

V1 - -  x" f ( x )  d x  = n +  ( sin: k~ / '(cos k ,  . ~=~ ~ , ~ +  l / + c o r r .  

- 1  

+ l  

2 ~ - [ -  ( Sill~ 2 n 2 r - 1  2 n - ~ - l /  -~- corr., 

que donne ]5I. Stieltjes dans sa note du Novembre 1884 (Bulletin 
astronomique de M. Tisserand) et dans lesquelles la correction esi 
nulle tant  que f ( x )  es~ une fonction entibre dont le degr~ ne surpasse 
pas 2n - -  1 ,. ont dt6 ddduiies par mot dans ma note ,,Sur les quadra-  
tures" inser6e dans les Nouvelles Annales des Mathematiques en 1875. 

St. P e t e r s b o u r g ,  8. Septembre 1885. 

Ve rbes se rungen .  
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