1860. ANNALEN Wo. 3.

DER PHYSIK UND CHEMIE.
BAND CIX.

L. Ueber die Bestimmung der Zihigkeit einer Fliis-
sigkeit durch den Ausflufs aus Rihren;
von Ed. Hagenbach.

Es unterliegt wobl keinem Zweifel, dafs die Forischritte
der neuen Physik hauptsichlich bedingt sind durch die ge-
nauere Kenninils aller der Thatsachen, die einen Schlufs
zu ziehen gestatten auf die moleculare Constitution der
Materie; hierher gehéren vor allem die Cohdrenzerschei-
nungen. Wir konnen dieselben in zwei Gruppen bringen.
Die erste Gruppe enthdlt die statischen Cohdrenzerschei-
nungen, das heifst die, welche sich beim- rubenden Zustande
der einzelnen Theilchen zeigen; die zweite hingegen die
dynamischen, das heifst die, welche beim Verschieben der
einzelnen Theilchen iber einander auftreten. Was die
flitssigen Korper betrifft, so gehoren Festigkeit, Elasticitit
und Capillaritit zu der ersten Gruppe; der zweilen aber
gehort die Zihigkeit oder Klebrigkeit an, d. h. die Kraft,
die nothig ist, um eine Fliissigkeitsschicht mit einer gewissen
Geschwindigkeit an einer anliegenden vorbeizuschieben. Die
Untersuchung dieser Grofse ist der Gegenstand der vor-
liegenden Arbeit.

Man mufs sich wundern, dafs bei der grofsen Anstren-
gung, die sowohl von Mathematikern als Physikern auf die
Erklarung der Capillarititserscheinungen verwendet wurde,
die Untersuchung der Zihigkeit nur ziemlich selten den
Gegenstand einer physikalischen Arbeit bildete und haupt-
sichlich nur von Practikern bei der Behandlung des Aus-
flusses durch Rohren der Erforschung werth geachtet wurde.
Und doch ist es keine Frage, dafs dieselbe wesentlich zur

Poggendorfi’s Annal. Bd. CIX. 25
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genauern Kenntnifs des fliissigen Zustandes gehort, und dafs
auch diese Groéfse mit einer Menge anderer Erscheinungen
im innigsten Zusammenhange steht; hat ja doch Hr. Wie-
demann durch seine Arbeit: Ueber die Bewegung der Fliis-
sigkeiten im Kreise der geschlossenen galvanischen Sdule
und ihre Beziehungen zur Elekirolyse ') gezeigt, wie selbst
in einem Capitel, wo man es am wenigsten erwartet hatte,
die Zahigkeit eine so bedeutende Rolle spielt. Ich brauche
wohl nicht zu erwibnen, dafs auch die Praxis mannichfach
dieser Grofse bedarf, sey es zur Berechnung des Ausflusses
durch Rohren, oder auch zur Charakteristik verschiedener
Fliissigkeiten, wie diefs durch Hrn. Schiibler geschah bei
der Beschreibung der fetten Oele Deutschlands *) und von
Hrn. Charles Dollfus bei der Untersuchung des zum
Zeugdruck verwendbaren Gummiwassers *); das Instrument,
das zur Bestimmung der Zihigkeit diente, wurde Viscosime-
ter genannt.

In der Hydrostatik und Hydrodynamik begniigte man sich
lange mit der Newton’schen Definition: fluidum est corpus
omne, cuius partes cedunt vi cuique illatae et cedendo fa-
cile mocentur inler se.

Und es erklirt sich daher, dafs die klassischen ma-
thematischen Untersuchungen eines Dan. Bernoulli %),
D’Alembert *) und Euler ®) in der Hydrodynamik Re-
sultate liefern mufsten, die oft wenig mit der Erfahrung
tibereinstimmten. Bernoulli begniigt sich einfach an einer
Stelle zu sagen:

1) Diese Annalen Bd, XCIX, S. 177.

. 2) Erdmann, Journal fir praktische Chemie, Bd. II, 1828, S. 349.

3) Bulletin de ln société industrielle de Mulhouse No. 21, p. 14
— 23.

4) Danielis Bernoulli Hydrodynamica.

8) D’Alembert, Traité de I'équilibre et du mouvement des fluides,
nouvelle édit. Paris 1770.

6) Euler, De motu fluidorum lineari potissimum aquae. Noo. comm.
acad. scient, imper. Petrop. Tom. XV, 1770. p. 219,

Die Gesetze des Gleichgewichtes und der Bewegung fliissiger Kaér-

per, dargestellt von Leonhard Euler. Uebersetzt mit Zusitzen von
1. VWV, Brandes. Leipzig 1806.
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Enormes has differentias mazima ex parte ad-
haesioni aquae ad latera tubi tribuo, quae certe ddhaesio
in hyjusmodi casibus incredibilem excercere potest effectum’).

‘Was Euler betrifft, so konnen wir nur Prony bei-
stimmen, wenn er sagt:

On a lieu de regretter et il est méme détomnant, que
le célébre Euler, qui dans le cours de ses immenses tra-
vaux a souvent dirigé son attemtion sur des problémes phy-
sico-mathématiques et sur des objects dapplication, n'ait
pas cherché & traiter la théorie des fluides en ayant égard
a la cohésion des molécules et d quelque espéce de frotte-
ment ; weiit il fait entrer ces résistances dans lanalyse que
sous une forme purement hypothétique, il serait curieux
de savoir, comment il envisageait leur effet; mais je ne
connais aucun de ses mémoires, oun il en soit question.

Es war den praclischen Verstuchen von Mariotte 2),
Couplet ?), Bossut*), Dubuat *), Girard ¢) und den
Berechnungen von Prony ?) und Eytelwein ¢) vorbe-
halten, in der Hydraulik eine neue Bahn zu brechen durch
die Einfiihrung des Widerstandes, der beim Fliefsen des
Wassers eintritt.

Es fragt sich nun, welches die beste Methode sey, die

1) Hydrodynamica sect. III, §. 27.

2) Mariotte, Traité du moucement des eaux. Nouvelle édition.
Paris 1718,

3) Couplet, Recherches sur le moucement des eaux. Histoire de
Pac. royale des sciences. année 1732.

4) Bossut, Traité élémentaire d’hydrodynamique. Paris 1775,

6) Dubuat, Principes d'hydraulique, verifiés par un grand nombre
d’expériences. nouo. édit. Paris 1786.

6) Girard, Mémoire sur le mouvement des fluides dans les tubes
capillaires et Pinfluence de la température sur ce mouvement. Mé~
moire de la Classe des scienc. math. et phys. de Plnstitut. 1813.
14. 15.

7) Prony, Recherches physico-mathématiques sur la théorie des
eaux courantes. Paris 1804,

8) Eytelwein, Untersuchungen iiber die Bewegung des VVassers.” Ab-
handl. der konigl. Akad. d. VVissensch. in Berlin. 1814—15, S. 137.

25
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Zshigkeit einer Fliissigkeit zu bestimmen. Es sind haupt-
sichlich drei dazu angewendet worden:
1) Schwingungen von Platten in der Fliissigkeit,
2) Schwingungen der Fliissigkeit in U-formigen Rohren,
3) Ausflufs durch Rohren.

Die schonen Versuche von Hrn. Magnus ') gestatten
wohl manchen Schlufs auf die Cohision der Fliissigkeiten;
einer numerischen Berechnung der Zahigkeit konnen sie
aber wobl kaum als Grundlage dienen, da die Rechnungen
zu complicirt wiirden.

Die erste Methode wurde von Coulomb ?) angewen-
det; er beobachtete die Abnahme der Schwingungen eines
in die Fliissigkeit eingetauchten und an einem diinnen
Drahte aufgehiangten Korpers und berechnete daraus die
Abhingigkeit des Widerstandes von der Geschwindigkeit.
Fiir eine in sich schwingende Scheibe fand er den Wider-
stand der Geschwindigkeit proportional, besonders wenn
die Geschwindigkeit nicht sehr bedeutend war; bei den
Schwingungen eines Cylinders hingegen, dessen Axe senk-
recht auf der Drehungsaxe stand, so dafs der Cylinder ei-
nen Theil des Wassers vor sich wegtreiben mufste, wurde
der Widerstand durch zwei Glieder ausgedriickt, von wel-
chen das eine die erste, das andere die zweite Potenz der
Geschwindigkeit enthielt.

Spiter sind von Hrn. Moritz ®) nach derselben Me-
thode noch einige Versuche angestellt worden, hauptsich.
lich um den Einflufs der Temperatur zu bestimmen.

Es ist keine Frage, dafs bei diesen Untersuchungen ein

ziemlicher Grad von Genauigkeit zu erreichen ist, und dafs
auch der Gesamntwiderstand als Function der Geschwin-

digkeit hiernach bestimmt werden kann. Wenn man sich

1) Magnus, Uecher die Bewegung der Fliissigkeiten. Diese Annalen
Bd. 80, S. 3. Hydraulische Untersuchungen, Diese Annalen, Bd. 95,
S. 1.

2) Coulomb. Expériences destinées & déterminer la cohérence
des fluides. Mémoire de I'Institut national. Tome III, p. 261.
3) Moritz, einige Bemerkungen iiber Coulomb’s Verfahren, die Co-

hision der Flissigkeiten zu bestimmen. Diese Annalen Bd. 70.
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aber damit nicht begniigt, sondern die Gesammiwirkung
zuriickfiihren will auf die- Reibung der einzelnen Schichten
der Fliissigkeit an einander, so wird in diesem Falle die
Rechnung sehr complicirt, hauptsichlich weil sich die Ge-
schwindigkeit und Richtung der Bewegung éndert, und weil,
wenn man nicht ein unendlich grofses Gefifs -einfithren
will, die Gestalt des Gefiafses mit in Rechnung gezogen
werden mufs.

Aehnliche Einwiirfe lassen sich gegen die Methode er-
heben, die Zshigkeit zu bestimmen aus der Abnahme der
Schwingungen in einer U-formigen Rohre. So viel mir
bekannt, hat zuerst Lambert ') diese Methode zur Be-
stimmung der Zihigkeit vorgeschlagen.

Ganz anders verhilt es sich mit der dritten Methode,
die Zihigkeit einer Fliissigkeit durch den Ausflufs aus Roh-
ren zu bestimmen. Diese Methode gewihbrt so grofse Vor-
theile vor den beiden andern, dafs ich mich auf sie allein
beschrinken werde. Beim Fliefsen einer Fliissigkeit unter
constantem Druck durch eine cylindrische Rohre, fallen of.
fenbar die obigen Einwendungen weg, indem wir eine ge-
radlinige und gleichférmige Bewegung und zu' gleicher Zeit
eine leicht in Rechnung zu bringende Gestalt des Gefafses
haben. Unsere Hauptaufgabe wird also seyn, die Theorie
des Ausflusses einer Fliissigkeit unter constantem Druck:
durch eine gerade cylindrische Rohre zu ermitteln.

Es fehlt durchaus nicht an theoretischen und noch we-
niger an experimentcllen Untersuchungen iiber diesen Ge-
genstand, und doch bleibt noch vieles zu leisten iibrig,
besonders was die Uebereinstimmung der Theorie mit den
empirisch gefundenen Formeln betrifft. Vor Allem aber
mochie man sich wundern, -dafs, einige Untersuchungen von
Hrn. Baurath Hagen abgerechnet, nirgends der Versuch
gemacht worden ist, die Zibigkeit einer Fliissigkeit auf
den numerischen Werth der Kraft zuriickzufiihren, die zur
Verschiebung zweier Fliissigkeitsschichten nothig ist; erst

1) Lambert, sur les fluides considérés relativement & Vhydrodyna-
mique. Mémoires de P'Acad. de Berl 1784,
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wenn diels geschehen, kanu es moglich seyn, den Zusam.-
menhang zwischen der Zihigkeit und der Temperatur, der
Menge eines aufgelosten Salzes u. s. w. einer genauen Prii-
fung zu unterwerfen. Die gegenwirtige Arbeit beschrinkt
sich darauf, die Theorie des Austlusses einer Fliissigkeit
durch eine Robre so zu entwickeln, dafs daraus der nu-
merische Werth der Kraft bestimmt werden kann, welche
nithig ist, um zwei Fliissigkeitsschichten mit einer bestimm-
ten constanten Geschwindigkeit iiber einander su verschieben.
Es sey ABCD ein Gefifs, in welchem die Fliissigkeit
auf dem unverinderlichen Niveau A D gehalten werde; eine
cylindrische Robre CE, die
4 D an das Gefifs angesetazt ist,
dient zum Ausflusse der
Fliissigkeit. Die Hohe des
Niveaus im Gefilse ABCD
iiber der Oeffnung E, deren
Durchmesser im Vergleich
zur Hoéhe DC verschwin-
det, nennen wir die Druck-
c £ hohe und bezcichnen sie
mit k. Diese Druckhohe
hat nun offenbar zweierlei zu leisten, sie mufs erstens der
ausfliefsenden Fliissigkeit ihre Geschwindigkeit ertheilen, und
zweitens den Widerstand iiberwinden, der durch die Rei-
bung der Fliissigkeit in der Rohre verursacht wird. Wir
theilen daher unser & in zwei Theile, in die Geschwindig-
keitshéhe %' und in die Widerstandshshe A", so dals also:
L h=HK-+W.
Worin besteht nun der Widerstand, der beim Fliefsen der
Flilssigkeit durch die Rohre auftritt?
Derselbe kann von drei Ursachen herriihren:
1) Von der Reibung der Fliissigkeit gegen die feste
‘Wand, und
2) von der Reibung der einen Fliissigkeitsschicht gegen
die anliegende.
Dafs bei den Fliissigkeiten, welche die Gefafswand be-

B
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netzen (und diese allein fallen in das Gebiet der gegenwiir-
tigen Untersuchung) eine Verschiebung der Flissigkeits-
schichten an einander stattfindet, unterliegt nicht dem ge-
ringsten Zweifel, da die oberflichlichste Betrachtung des
fliefsenden Wassers in Fliissen, Canilen und Rohren zeigt,
dafs die verschiedenen Fliissigkeitsfiden nicht dieselbe Ge-
schwindigkeit besitzen. Wir betrachten daher zuerst den
Widerstand, den die gegenseitige Verschiebung der Fliissig-
keitstheilchen verursacht, und werden nachher zeigen, dafs
neben diesem Widerstande der von der Reibung an der
Wand herrithrende ganz verschwinden mufs.

‘Wir zerlegen uns den Fliissigkeitscylinder der Ausflufs-
rohre in eine Anzahl concentrischer Schichten, deren Wand
nur aus je einer Moleciilschicht bestehen soll. Die grofste
Geschwindigkeit besitzt offenbar der Fliissigkeitsfaden, wel-
cher die Axe der Rohre bildet und die Geschwindigkeit
einer Schicht wird um so geringer seyn, je weiter sie von
der Axe entfernt ist, die geringste Geschwindigkeit hat na-
tiirlich die Schicht, welche unmittelbar die Wand beriihrt.
Nennen wir o die Geschwindigkeit und ¢ die Entfernung
der Schicht von der Axe, so haben wir: '

v="{ (o)
und die Aufgabe wird seyn, die Form dieser Function zu
bestimmen. Hr. Hagen ') hat angenommen, dafs die Ge-
schwindigkeit der Schicht ihrer Entfernung von der Wand
proportional sey, es wird jedoch durch diese Annahme etwas
eingefiihrt, was erst zu bestimmen ist.

Jede Schicht reibt sich nun mit den beiden anliegenden,
der inneren und der dufseren; durch die Reibung mit der
inneren Schicht wird eine Kraft entwickelt, die nach aufsen
geht, wir nehmen diese Richtung positiv: durch die Reibung
mit der Aufseren Schicht hingegen erhalten wir eine nega-
tive Kraft; die Summe dieser beiden giebt die in Folge
der Reibung auf die Fliissigkeitsschicht einwirkende Kraft.

Wovon hingt nun diese Reibung ab?

1) Uecber die Bewegung des VVassers in engen cylindrischen Réhren von
G. Hagen. Diese Annal. Bd. 46, S. 423.
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Mehrere Versuche beweisen, dafs diese Reibung von dem
Drucke unabhingig ist '), sie ist ferner proportional der
Oberfliche, denn die Unabhingigkeit von der Oberfliche
bei der Reibung fester Korper ist nur scheinbar, da mau
den Druck nicht auf die Einheit der Oberfliche sondern
im Ganzen berechnet und sich somit die Oberfliche schon
als Factor im Drucke befindet. Was nun die Abhiangigkeit
von der Geschwindigkeit betrifft, so nehmen wir an, die
Reibungskraft sey der relativen Geschwindigkeit beider
Schichten proportional. Diese Annahme lifst sich zwar da-
durch rechtfertigen, dafs man sagt, bei doppelter Geschwin-
digkeit mufs ein Theilchen von doppelt so vielen andern
losgerisgen werden; bewiesen wird aber diese Annahme
am besten dadurch, dafs man durch ihre Einfiihrung For-
meln findet, die mit der Erfabrung iibereinstimmen.

Ermitteln wir nun die Grofse dieses Reibungswider.
standes.

Die Lange der Rohre sey !, der Radius r, die Anzahl
der Moleciile, die bei der betreffenden Fliissigkeit auf die

Lingeneinheit gehen, » und somit - die Enifernung zweier

Schichten; die Geschwindigkeit sey » und die Eutfernung
unserer Schicht von der Axe o.

Die Geschwindigkeit der nichst inneren Schicht wird:
1
/ —— — —
b —f(() n
_ df() 1 I df) 1
=@ dy T dp* "l
—p—f2 L 1L & L
— de " n 2 Tdo* " n?
Die Geschwindigkeit der niichst dufseren Schicht:
" __ do 1 1 d» 1
v -—U+%.—7—{+ 3 -dgz'1t2+“'

1) Coutomb. Mém. de UInstitut. Tome LI, p. 287.
Darcy, RBecherches expérimentales relutives au mouvement de
leau dans les tuyaux. Paris 1857,
Se trouve uussi dans les mémoires des divers savants. Tome XV,

pag. 141
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Die Geschwindigkeitsunterschiede (relativen Geschwin-
digkeiten) sind somit:

! dv 1 1 dv 1
et r e T
UN (l‘D 1 1 d*v 1
Vv — = de —n-‘+2 E?'R'z—l-“.

Die Kraft, welche ndthig ist, um eine Fliissigkeitsschicht
von der Dicke eines Moleciils und der Einheit der Oberfliche
wit der Einheit der Geschwindigkeit an einer anderen Schicht
zu verschieben, nennen wir k; dieses k multiplicirt mit o' —o

und mit der inneren Oberfliche unserer Schichi: 27:(@-—%‘).1
giebt die innere Reibung:

do 1 1 dav» 1
r=k2n(e—g) (=G w+ T g m— )
withrend die 4ufsere Reibung:
" e 1y ,pdv 1 1 &% 1
r__k2n(g+§—n).l E.;+2. ) ...)
Somit wird die in Folge der Reibung auf die Fliissig-
keitsschicht einwirkende Kraft:

r:r’+r"=2nzk(gd’ ,+de )

_2nlk ( ? dg ,+

wenn wir némlich, wie diefs bei der Kleinheit yon — ge-

schehen darf, die Glieder hoherer Ordnung vernachlissigen.

Da wir nun gleichformige Bewegung in der Rohre ha-
ben, so mufs dieser Kraft durch den der Widerstandshohe A"
entsprechenden Druck das Gleichgewicht gebalten werden
dieser Druck ist gleich:

2ng L pps
wenn P das Gewicht der Volumeneinheit Wasser und s

das specifische Gewicht der Fliissigkeit bedeutet. Somit
haben wir folgende Gleichung:
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1 " ! d'o do —i
I 270Lh Ps+27tlk;l;((’;i? +,z;) =0
oder:

dlv 1 do h" Psn __ 0

d_gi ¢ do + T
Diese Gleichung dient nun zur Bestimmung des o als
Function von .
Wir iissen nun noch die Grinzbedingungen aufsuchen.
Es ist leicht einzusehen, dafs die Geschwindigkeit am
Rande der Robre gleich 0 sey. Es folgt diefs schon it
ziemlicher Sicherbeit aus dem Umstande, dafs in engen Roh-
ren von verschiedener Substanz die Fliissigkeit auf gleiche
Art fliefst, sobald nur die Rohren glatt sind und von der
Fliissigkeit benetzt werden. Es geht diefs auch ferner her-
vor aus der Beobachtung von Capilen und Fliissen, wo
man deutlich am Rande eine ruhende Schicht wabrnehmen
kann. Es lifst sich aber dieser Satz auch beweisen, sobald
man nur anpimmt, dafs die Reibung zwischen einer Glas-
oder Metallschicht und einer Wasserschicht eine Kraft von
derselben Ordnung sey wie die Reibung zweier Wasser-
schichten, was allerdings nicht immer angenommen worden
ist'). Nehmen wir nimlich an, die Randschicht habe eine
endliche Geschwindigkeit, so wiirde eine zuriickhaltende
Reibungskraft auf sie wirken, die einer endlichen Geschwin-
digkeit proportional ist, und eine vorwirtsziechende Rei-
bungskraft, die einem unendlich kleinen Geschwindigkeits-
unterschiede proportional ist; da nun aber der Druckkraft
bei allen andern Schichten das Gleichgewicht gehalten wird
durch die Differenz zweier Krafte, die unendlich kleinen
Geschwindigkeitsdifferenzen proportional sind, so mufs offen-
bar auch bei der Randschicht die Geschwindigkeit nur un-
endlich klein also fiir die Rechnung gleich 0 seyn. Wir
haben somit als erste Grinzbedingung:
a) fir g=r
v=20
1) Darcy, Recherches pag. 169: Ces deux forces de Vadhérence

et de la cohésion sont, on le voit, d'un ordre différent et sans
mesure commune,
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Die zweite Granzbedingung betrifft den mittleren Faden;
bei diesem mufs g—”—:() seyn, denn, finde das nicht statt,
so hitten wir hier,e wo nur eine dufsere Reibung vorhanden
ist, eine der Grofse 71; proportionale zuriickhaltende Kraft;
bei allen andern Schichten hatte der Druck nur eine der
Grofse ;ll—,— proportionale Widerstandskraft zu iiberwinden

also wird diefs auch beim mittleren Faden der Fall seyn
miissen; somit haben wir als zweite Grénzbedingung:

b) fir o =0
dv
4—9—0

Wir gehen nun tiber zur Integration der Gleichung II;
und fiihren zu diesem Zweck in die Gleichung ein:

o= _h'Pti s
=YY=
und erhalten:
dy 1 dy
e -+ . =10
oder: dy _ const
de ¢
da nun fiir: g =0
dov
1= 0
und somit auch: ::—Z: 0
so mufs const =0
woraus y=¢c
wo ¢ constant.
Das Integral unserer Gleichung ist somit:
. k'Psn
v=—" ¢ to¢
und da fiir o=r
vo=0
__MPsn o,
1IL. 0= " (r 0?%)

‘Wir koonten zu dieser Gleichung auch auf folgende
etwas einfachere Art gelangen. :
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Nebmen wir den vollen Wassercylinder mit dem Radius
0, so wirkt auf ihn die Reibungskraft:
‘;—; 2o lk
und die Druckkraft:
R'mo*sP.
‘Wir haben somit die Gleichung:
do __ gh"nsP

dg— 2k

_ k'Psn ,
v= Ak 0® - const.
K'Psn , , 5
= 41’&' (’ g )

Spiterer Betrachtungen halber haben wir obige Behand-
lung vorgezogen ').

Es folgt aus Gleichung IlI, dafs die in einer bestimmten
Zeit ausgeflossene Wassermenge der Inhalt eines Umgre-
hungsparaboloides ist. Es sey nun V das Volumen des aus-

geflossenen Wassers, so ist:
g=r

V= —7'5./.@2 dov
o=0

1) Ao dieser Stelle muls ich nun kurz eine »Notex von Hrn, Verdet
erwihuen, die er zum franzdsischen Auszuge aus der Arbeit von Hrn.
VViedemann hinzofigte. (Annales de Chim. et de Phys. I11. Série.
Tome 52, pag. 253.) Diese Note ist dadurch hervorgerufen worden,
dals die Versffentlichung meiner in einer Anmcrkung von Hro, VWie-
demann erwihnten Arbeit leider elwas verzigert wurde. Hr. VWiede-
mann hat sich in seinen Entwickelungen nur auf das beschrinkt, was za
seinen Folgerungen unbedingt nithig war; mit meinen Entwickelungen
wird sich Hr. Verdet nun wohl einverstanden erkliren. VVas iiber-

2

diels die Behauptung betrifft, dafs k. ZZ die Kraft (force motrice) und
¢

nicht dic Beschleunigung (force accélératrice) sey, so hingt das von
der Definition ab. Ich habe allerdings vorgezogen, als Maafs fiir die
Zihigkeit die Kraft (force motrice) einzuliihren, die zar Verschiebung
néthig ist; warum sollie es aber micht auch erlaubt seyn, die Beschleu-
nigung (force accélératrice) als Maals einzufihren? Die letatere ist
natiirlich gleich der ersteren, dividirt durch die Masse der Schicht; wes-
halb denn auch in dem Resullate des Hin, VWiedemann in dem Fac-
tor von (r2—?) das specifische Gewicht der Fliissigkeit auftritt,”
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und da:
—_ h”Pnjgdg
do = 2k
so folgt:
IV. VvV — nh”}finr“

8tk
das heifst: : »
Die ausgeflossene Flissigkeitsmenge ist proportional der

Widerstandshéihe, der vierten Potens des Radius und um-

gekehrt proportional der Ldnge der Rihre.

Nimmt man enge und lange Réhren, so wird die Ge-
schwindigkeitshohe gegen die Widerstandshohe verschwinden,
und wir diirfen h an die Stelle von A’ setzen; dann folgt:

xPsn  hrt
V= TR

Diefs stiimmt nun vollkommen mit der Formel, die von
Hrn. Poiseuille ') durch eine grofse Anzahl von Versa-
chen mit Wasser bestimmt wurde, ohne dafs er dabei durch
irgendwelche theoretische Betrachtungen geleitet war; wir
werden daher die obige Formel die Poiseuille’sche For-
mel nennen ?). Die Versuche von Hrn. Poiseuille stim-
men innerhalb einer gewissen Grinze, auf die wir spiter
zuriickkommen werden, so genau mit der angegebenen For-
mel, dafs an der Richtigkeit derselben nicht im Geringsten
gezweifelt werden kann; man mufs sich darum um so mebr
wundern, dafls in spiteren deutschen Arbeiten iiber densel-
ben Gegenstand, wie z. B. in der des Hrn. Hagen 3) keine

1) Poiseuille, Recherches expérimentales sur le mouvenent des li-
guides dans les tubes de trés-petits diamétres. Mémoires de divers
savants. Tome IX, p. 433.

2) Navier hat eine elegante mathematische Arbeit iiber das Fliefsen des
WVassers in Réhren geschricher; er findet firr enge Réhren:

3
V= const.r—ll"
was nicht mit der Erfabhrung stimmt. Mémoire sur les lois du mou-
vement des fluides. Mémn. de VAcad. royal. des sciences. Tom. VI
1823.

3) Hagen, Ucber den Einflufs der Temperatur auf die Bewegung des
VVassers in Réhren. Abh, der kénigl. Akadem. d. WViss, zu Berlin.
1854. Math. Abth. S. 17.
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Riicksicht auf dic Poiseuille’sche Arbeit genommen wurde.
Man wird es daher natiirlich finden, wenn ich es fiir iiber-
fliissig hielt, durch eigene Versuche die Bestitigung der
obigen Formel zu liefern; besonders da mir die Hiilfsmittel
nicht zu Gebote standen, um auch nur anniherungsweise
denselben Umfang und dieselbe Pricision meinen Versuchen
zu geben, welche sie durch die Poiseuille’sche Arbeit
erlangt haben. Um jedoch einerseits eine eigene Einsicht
in die bei solchen Versuchen zu beobachtenden Umstinde
zu erlangen und andererseits die Grinzen deutlich zu er-
kennen, wo die Abweichung von der Poiseuille’schen
Formel eintritt, habe ich dennoch einige Versuche mit gli-
sernen Capillarrohren und Wasser vorgenommen; ich machte
sie im Laboratorium des Hmn. Wiedemann, dem ich fiir
die mir gegebene Anleitung den aufrichtigsten Dank hier
ausspreche.

Die Versuche wurden mit sehr einfachen Hiilfsmitteln
angestellt. Ein gliserner Cylinder von etwas iiber zwei
Fufs Hobhe diente als Druckgefifs, unten befand sich eine
durch einen Habn verschliefsbare Oeffoung, in welche die
Rohren eingesetzt werden konnten; die Hohe im Druckge-
fifs wurde dadurch constant erhalien, dafs aus einem hoher
stehenden mit einem Hahn versehenen Mariotte’schen Ge-
fifse so viel Wasser zugelassen wurde als durch die Aus-
flufsrohre abflofs, was leicht regulirt werden konnte. Die
Langen der Rohren wurden direct gemessen und ihre Durch-
messer aus dem Gewichte des darin enthaltenen Quecksil-
bers berechnet. Dafs solche Rohren ausgelesen wurden,
bei welchen der Durchmesser moglichst constant war, und
dafs dieselben auf das sorgfiltigste gereinigt wurden, ver-
steht sich von selbst.

Bedeutet ! die Linge der Rohre, r den Radius dersel-
ben, beides in Centimetern; M die Ausflufsmenge in Gram-
men, £ die zum Ausflufs der Menge M ndthige Zeit, so dafs

—1:1 unserer Grofse V proporiional ist, und z die Tempera-

tur des Wassers in Centigraden, so haben wir folgende
Tabelle:
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r und % constant.
r == 0°=,05502 h = 29°»,05

M M
—_ —.1 T
t t

cm & °
1) 3975 02509 9975 19,7
2) 3885  0,2607 9998 19,7
3) 3544 02826 100,12 197
4) 3311 03234 1071 20,2
5) 2859 03507 1003 20,4
6) 2582  0,3845 99,3 20,2
7) 2300 04174 96,9 198
8) 20,72  0,4605 95,4 20,1
9) 17,93 05184 9297 19,6
10) 1508  0,5910 89,1 19,6
11) 1210  0,6940 8397 195
12) 955  0,7896 75,32 19,7
13) 7,12 09083 64,67 19,7
14) 545  1,0503 5722 195

l

15) 421 1,148 4833 19,6
16) 286 1,282 36,66 195
17) 140 1,557 218 19,1.

Der Werth von —]?« . I bleibt bei den vier ersten Ver-

suchen so ziemlich constant, wenigstens so weit es bei den
wit s0 unvollkommenen Mitteln angestellten Versuchen zu
erwarten war. Die grofse Menge beim vierten Versuch
rithrt grofstentheils von der hdheren Temperatur her, die
einen sehr wesentlichen Einflufs hat. Vom vierten Ver-
suche an nehmen die Werthe ab, was also zeigt, dafs die
Granze des Poiseuille’schen Gesetzes nach dem vierten
Versuche liegt.

s und ! constant.
r = 0,03094 1= 30,57.

| Mo M

t th
1) 2905 00286 0000082 168
2) 259 0,0258 0,000997 17,3
3) 21,6 0,0210 0,000978 16,3
4) 163 0,0159 0,000997 16,2
5) 12,1 0,0118 0,000973 16,3
5 0,0044 0,000978 174
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Die Abweichungen, welche hier die Werthe t—n’%

sind so uvregelmiifsig, dafs wir sie nur der ungenauen
Beobachtungsmethode zuschreiben konnen; wir sind also
hier innerhalb der Grinze gebliecben, die fir das Poi-
seuille’sche Gesetz gilt.

zeigen,

h constant. h = 29°™ 05.
l r

1) 3075 005502 02509 1088000 19,7
2) 3057  0,03094  0,0286 953900 16,8
'3) 20,67. 0,525 0,3162 941900 16,5
4) 383 001397 000941 946100 16,7

Auch hier lifst sich die grofste Abweichung aus der
verschiedenen Temperatur erkliren.

Die Poiseuille’sche Formel ist somit auch durch un-
sere Versuche bestiitigt; da nun auch die Rechnung voll-
kommen mit den Resultaten der Erfahrung iibereinstimmt
und wir durch die theoretische Formel einen Aufschlufs
iiber die Bedeutung der Constanten erhalten, so kann sie
uns dazu dienen, die Zihigkeit auf einen bestimmten nume-
rischen Werth zuriickzufiilhren. 'Wir haben n#mlich:

xPsn  hrt

V= By
wir konnen dann beim Versuch eine so lange und enge
Rohre nehmen, dafs die Poiseuille’sche Formel als voll-
kommen richtig betrachtet werden kann; die Gréfsen P, V,
s, h, r und ! konnen direct bestimmt werden und somit

kann fT durch Rechnung gefunden werden. k ist die Kraft,

die nothig ist um zwei Fliissigkeitsschichten von der Einheit
der Oberfliche mit der Einheit der Geschwindigkeit an ein-

ander verbeizufiihren, somit ist 7’:— die Kraft, die nothig ist,

um dieselbe Fliissigkeitsschicht mit einer n Mal kleineren
Geschwindigkeit zu verschieben, das heifst also die Kraft, die
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ndthig ist, um zwei Fliissigkeitsschichten von der Einheit
der Oberfliche mit einer solchen Geschwindigkeit anein-
ander zu verschieben, dafs die eine in'Beziebung auf die
andere in der Sekunde um die Entfernung zweier Moleciile
vorriickt, diese Grofse nennen wir die Zihigkeit und be-
zeichnen sie mit 5 und haben somit:
nPs  hrt
V. V= .
oder:
xPshrt
8Vi
Nebmen wir das Quadratmeter als Flicheneinheit, so
finden wir fiir 5 aus den Poiseuille’schen Versuchen bei:

V. z=

gr

0°C. 0,18142
10 0,13351
15 0,11668
20 0,10296
25 0,09162
30 0,08212
35 0,07406
40 0,06718
45 0,06123

Die bedeutende Abhingigkeit von der Temperatur ist
auch aus diesen Werthen zu erkennen.

Unsere Hauptaufgabe wire nun geldst; wir haben ein
bestimmtes Maafs fiir die Zihigkeit gefunden, und da die
Ausflufsversuche sehr leicht anzustellen sind, und die ver-
schiedenen Grofsen wie Druckhthe, Linge der Ausflufsrohre,
Radius der Ausflufsrohre und Ausflufsmenge mit Leichtigkeit
gemessen werden konnen, so ist die Zuhigkeit einer Fliis-
sigkeit eine Grofse, deren Bestimmung nicht viel schwieriger
ist als die des specifischen Gewichtes.

Es handelt sich nun aber noch darum, zu erkléren, warum
die Poiseuille’sche Formel nur innerhalb gewisser Grin-
zen sich als richtig erweist. Es sind zwei Einfliisse, die sich
hier geltend machen. Erstens ist es natiirlich, dafs bei be-
deutenderer Geschwindigkeit die Geschwindigkeithohe nicht

PoggendorfP’s Annal. Bd. CIX. 26
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mehr gleich Null und somit A nicht mehr fir A" gesetz
werden darf. Zweitens aber tritt bei weiten Rohren und
besonders bei weiten Rohren mit rauhen Winden, neben
dem von uns betrachteten Reibungswiderstande ein zweiter
‘Widerstand auf, der unter Umstinden sogar zum vorherr-
schenden werden kann. Es ist leicht einzusehen, dafs nur
in engen Rohren mit glatten Winden die einzelnen Schicht-
ten nach der oben betrachteten Weise sich ruhig an ein-
ander vorbeischieben werden; wird der Durchmesser grofser
oder die Winde rauh, so treten seitliche Bewegungen, Wir-
bel, Vibrationen u. s. w. in der Fliissigkeit auf, die natiir-
lich eine gewisse Menge lebendige Kraft verzehren; diesen
zweiten Widerstand werden wir den Erschiitierungswider-
siand nennen.

Wir betrachten nun vorerst den Fall, wo die Geschwin-
digkeitshohe nicht mehr vernachlissigt werden darf.

Um die Geschwindigkeitshdhe zu erhalien, berechnen wir
die lebendige Kraft der in einer Sekunde ausgeflossenen
Fliissigkeit und suchen dann die Druckhohe, welche in der
Sekunde diese lebendige Kraft liefern kann.

Die Masse der in einer Sekunde ausgeflossenen Fliissig-
keitsmenge der Schicht, die in der Entfernung ¢ von der
Axe der Rohre liegt, betrigt:

v.g.s2ngdg

(wo g die Beschleunigung der Schwerkraft bedeutet)
und somit ihre lebendige Kraft:

v? .—g.s2ngd9

und die lebendige Kraft der in der ganzen Sekunde ausge-
flossenen Fliissigkeit:

r

2n‘:—s‘/'o’gdg
e [

Die Geschwindigkeitshdhe sey i'; sie kann in der Zeitein-
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heit einer Flﬁssigkeitsmenge nr? §s'V2 gk die Geschwin-

digkeit Y294’ ertheilen und somit ist die lebendige Kraft,
welche die Hohe & liefern kann:

LA PN |
nrgs( gh

Wir haben somit zur Bestimmung von &' die Gleichung:
r
2n§ s'/oagd():nr” f s2gh)*
oder:

2 rtﬁ’gdg=r°(2gh')g
Fiithren wir nun ufiir © seinen Werth
T
At e — e

ein, und lésen die Gleichung nach &' auf, so erhalten wir:

oder

i O3S gpral2 ppeigr e Yprne
h -_ 83 Pz,.n
fiilhren wir diefs ein in den Werth von

__n(h—NK)Psrt
V= 8ls

so erhalten wir:

__‘Z% n(—gl::}:vf"aa"P’r‘hg+g’l’z’ )

- sP

Da nun V immer positiv ist, so miigsen wir bei der Wur-
-zel das —}-Zeichen nehmen und haben also:

vV

V= 2%n(—glx+ V2'l’s, J’P’r‘hg+g’l’x")
- sP
Diefs ist also die Gleichung, welche die Ausflafsmenge
der Fl(issigkeit bestimmt, wenn auf die Geschwindigkeits-
hohe, nicht aber auf den Erschiitterungswiderstand, Riick-
sicht genommen wird, es miissen also dieser Gleichung alle
26 *

VIL
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die Versuche gentigen, bei welchen wir enge und glatte
Rohren haben, und die Geschwindigkeit nicht gar zu grofs
wird. Bevor wir zur Vergleichung mit den Versuchen iiber-
gehen, wollen wir zwei Grinzfille betrachten und sehen

1) was aus der Formel wird, wenn I im Vergleich zum

r sebr grofs wird; und

2) wenn das ! sehr klein wird.

Im ersten Fall wird bei der Grofse unter dem Wurzel-
zeichen das erste Glied sebr klein werden im Vergleich
zum zweiten, und wir diirfen daher setzen:

Vo= 52 pe rthg4-g*1*5° =gls+4 E;? 9= 52 P2 h*rhg
und somit:

was nichts anders ist als die Poiseunille’sche Formel, die
wir durch Vernachlissigung der Geschwindigkeitshohe er-
halten haben. Es folgt also, dafs bei grofsem ! und kleinem r
die Geschwindigkeitshohe vernachlissigt werden darf, was
sich tibrigens von selbst versteht.

Im zweiten Fall, das heifst wenn I sehr klein wird, er-
halten wir:

VII. V=VEInr:V2gh
oder:
V=0,79377r*V2gh

Diefs ist offenbar nichis anders als die bekannte For-
mel fiir die Ausflufsmenge bei kurzen Ansatzrohren, indem
0,79 ungefihr der mittlere Werth der Coéfficienten ist, die
fiir diesen Fall gefunden worden sind.

Bevor wir zur Erklirung der verschiedenen Werthe die-
ses Coéfficienten iibergehen, die man Bei den Versuchen
erhilt, miissen wir noch ein Mal sehen, welches denn eigent-
lich die Voraussetzungen sind, die zur Formel VIII fiibren.
Indem wir in der Hauptformel VII [ gleich 0 setzten, mach-
ten wir die Reibung gleich Null; es folgt somit, dafs wir
zur Gleichung VIII gelangen miissen, wenn wir annehmen,
dafs beim Ausflufs keine lebendige Kraft verloren gehe und
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. gleicher Zeit, dafs die Geschwindigkeit der Schichten
von aufsen nach ipnen nach dem oben gefundenen Gesetze
der Parabel zunehme; oder mit andern Worten, die Rei-
bung ist in diesem Falle so unbedeutend, dafs sie nur dazu
dient, die relativen Geschwindigkeiten der Schichten zu be-
stimmen, ohne einen merklichen Verlust der lebendigen Kraft
zu bewirken.

Man pflegt gewohnlich anzunehmen, dafs sobald die Aus-
flufsmenge unter 7w r?Y2gh zu stehen kommt, dann jedes
Mal auch eine gewisse Menge lebendiger Kraft verloren
gehe '); diefs ist jedoch nur richtig, wenn alle Wasserfaden
die gleiche Geschwindigkeit haben; dafs aber bei ungleicher
Gesehwindigkeit diefs nicht mehr stattfindet, ist leicht zu
sehen; wie denn tiberhaupt in diesem Falle, wo die Ge-
schwindigkeit der einzelnen Schichten verschieden ist, aus
derselben Ausflufsmenge sich durchaus nicht auf dieselbe
Kraft schliefsen lafst; indem beim Gleichbleiben der Summe
von v, die Summe von ©? nicht auch gleich bleibt.

Wir wollen nun die Formel VIII aus den beiden oben-
genannten. Bedingungen ableiten.

Die Bedingung der Parabel giebt die Gleichung:

A o=C{*—¢?)
und die Bedingung, dafs keine lebendige Kraft verloren
geht:

P ops — Farr B
B. J/én'g sv3pdo=(2gh)Inr i
‘Wenn wir aus diesen beiden Gleichungen C bestimmen
und dann in die Gleichung:
V== Crt
2
einfilhren, welche durch Integration der Gleichung A tiber

den ganzen Querschnitt erbalten wurde, so ergiebt sich als
Resultat: :

1) Weisbach Experimentalhydraulik 8. 75.
Donders, Berechnung des VVid des bei hydraulischen Versu-
chen. Archiv zur Natur- und Heilkunde von Donders und Berlin
Bd. 1, S. 60.
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[ J— PR
Ve=Vinr:V2gh.

Hr. Hagen hat auch neuerdings !) auf eine #hnliche
Art denselben Coéfficienten zu bestimmen gesucht, jedoch
von der Annahme ausgehend, dafs die Geschwindigkeit
von aufsen nach innen nicht nach dem Gesetze der Pa-
rabel sondern nach dem einer geraden Linie zunehme,
eine Annahme, die auch einer frilhern Arbeit desselben
Verfassers ?) zu Grunde liegt. Dafs diese Annahme nicht
richtig seyn kann, ist leicht einzusehen, indem der Wi-
derstand hauptsichlich von dem Unterschiede der Reibung
mit der #ufseren und der Reibung mit der inneren Schicht
herriibrt, welcher in diesem Fall gleich Null wird. Auch
mufs, wie wir schon frither gezeigt haben, die Curve, wel-
che das Gesetz der Zunahine ausdriickt, die Axe der Rohre

senkrecht schneiden, das heifst g:- mufs bei der Axe gleich

Null seyn, eine Bedingung, welche ebenfalls hier nicht statt-
findet. Wollte man aber doch von der Hagen’schen Vor-
aussetzung ausgehen, so hat man zur Bestimmung unseres
Coéfficienten statt der Gleichung A die Gleichung:
A, o=C'(r—p)
die mit B verbunden den Werth von V geben mufs; wir
finden durch die Rechnung:
3
v=VE. 2. y2gn
=0,718277? Y2¢ .
Wenn Hr. Hagen den Werth:
0,7662.7r* V2gh
findet; so bemerken wir nur, dafs er nach unserer Mei-
nung an die Stelle des Werthes:
4gny h'co?
(wo ¢ die mittlere Geschwindigkeit bedeutet) den Werth:
dgmyho® Vagh

1) Ucber den Einflufs.der Temperatur S, 75, Math. Abh. d. Berl. Aka-
demie 1854.
. 2) Ueber die Bewegung des VVassers in engen cylindrischen Réhren, Diese
Ann. Bd. 46, S. 423.
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hitte setzen sollen; indem die Menge der lebendigen Kraft,
welche die Druckhohe A" bei dem Querschnitt sg* liefern
kann, einen ganz bestimmten Werth hat, ohne von der
mittleren Geschwindigkeit abzahiingen.

Andere wie Weisbach') und Morin ?) leiten den
Coéfficienten bei ‘kurzen Ansatzrohren aus dem Verluste
der lebendigen Kraft ab, welcher durch den Stofs bewirkt
wird, den der schneller fliefsende contrahirte Strahl im
Anfang der Ansatzrohre gegen den langsamer fliefsenden
am Ende derselben ausiibt. Nach unserer Anschauungs-
weise dient dieser schneller fliefsende contrahirte Strahl nur
dazu den mittleren Wasserfiden die grofsere Geschwindig-
keit zu geben, ohne dafs darumn ein Stofs statifindet.

Vergleichen wir nun diesen berechneten Coéfficienten

0,7938
wmit den durch den Versuch bestimmten.
Hagen ®) nimmt als mittlere Zahl

0,76.
Weisbach ) giebt an:
0815
Zeuner ®):
0,80885
Morin 9):
0,82
und Bossut ?):
0,807,

so dals unser berechneter Coéfficient so ziemlich in der
Mitte zwischen diesen steht. ) .
Dafs in vielen Fillen die wirkliche Ausflufsmenge die
theoretische iibertrifft, erklirt sich durch die Annahme, dafs
die kurze Ansatzréhre nicht immer geniigt, die Geschwin-

1) Experimentalhydraukik S. 76.

2) Hydrauligue, 2% &dit p. 43,

3) Ueber den Einflufs der Temperatar S. 66.

4) Experimentalhydraulik 8. 79. Lehrbuch d. Ingenieur- und Maschinen-
mechanik, 3. Aufl. Bd. ], S. 736.

5) Bewegung des VVassers in Rghrenleitungen. Civilingenieur, Bd. 1, S. 84.

6) Hydrauliqgue pag. 45.

7) Traité d’hydrodynamique, Tome 2, pag. 72.
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digkeiten der einzelnen Fiden genau nach dem Geseize des
Paraboloides zu vertheilen, so dafs die niher am Rande
liegenden Schichten eine verhaltnifsmifsig zu grofse und
dafiir die mehr in der Mitte liegenden eine kleinere Ge-
schwindigkeit haben, wodurch bei gleich bleibender leben-
diger Kraft die Ausflufsmenge vermehrt werden mufs. Diefs
gilt hauptsiichlich fiir den Fall, wo durch ein besonderes
Mundstiick die langsamer fliefsenden Randschichten gleich-
sam abgebalten werden, wie diefs bei einem conoidischen
Mundstiick der Fall ist*).

Wir gehen nun iiber-zur Priifung der Gleichung VII
und wollen sehen, wie weit die fiir dieselbe Temperatur
mit, dieser Gleichung gefundenen Werthe von z mit ein-
ander iibereinstimmen.

Aus VI folgt:

93 Phgrt— s P I
5=y -
23 gglV ~

Wenn. wir unsere Versuche, die, wie wir oben gese-
hen haben, bald von der Poiseuille’schen Formel ab-
weichen, nach dieser neuen Formel berechnen, so erhalten
wir folgende Werthe:

r=0m,05502 k=29 05
M

{ —_ % T
t

1) 3975 02509 01028 197
2) 3835 0,2607 0,1024 19,7
3) 3544 0,2826 0,1019 19,7
4) 3311 0,3234 0,0945 20,2
5) 28,59 0,3507 0,1003 20,4
6) 2582 0,3845 0,1005 20,2
7) 23,09 0,4174 0,1026 198
8) 20,72 0,4605 0,1024 20,1
9) 17,93 0,5184 0,1031 19,6
10) 15,08 0,5910 0,1040 19,6
11) 12,10 0,6940 0,1060 19.5
1) Weisbach, Experimentalhydraulik, S. 42,

IX,




409

l -M— 3 T
[ 4

12) 955 07896 0,1120 197
13) 7,2 09083 01206 197
14) 545 10503 01206 195
15) © 421  1,1480  0,1285 19,6
16) 286 12820 0,1408 195
17) 140 15570 01215 19,1

Die Werthe von z sind fiir das Quadratmeter als Fl4-
cheneinheit berechnet.

Es bleiben hier die Werthe von % auch nicht constant,
sondern nehmen, wenn auch ziemlich unbedeutend, mit der
Ausflufsgeschwindigkeit zu. 'Wir konnen daraus schliefsen,
dafs wenn sich auch die Abweichungen unserer Versuche
von der Poiseuille’schen Formel zum grofsten Theile
durch die Beriicksichtigung der Geschwindigkeitshohe er-
kldren lassen, doch noch eine Abweichung statifindet, die
ihre Erklirung nur darin finden kann, dafs bei grofseren
Geschwindigkeiten noch ein Widerstand auftritt, den wir
bis jetzt in unserer Rechnung nicht beriicksichtigten; es ist
das nichts anderes' als der schon oben erwihnte Erschiit-
terungswiderstand, den wir am Schlusse unserer Arbeit et-
was genauer betrachten werden, und der sich also schon
hier zu erkennen giebt.

Um deutlicher zu sehen, wie grofs die Abweichungen
unserer Versuche von den Ergebnissen der erhaltenen For-
mel sind, haben wir mit dem %, das als Mittel aus den
drei ersten Werthen der obigen Tabelle erhalten wird, das
heifst mit

5 =0,1024
aus der Formel VII das V fiir die tibrigen Versuche be-
rechnet und dadurch folgende Tabelle erhalten:
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r == 0",05502, h = 29"",05.

M
¢ .
! berechnet gefunden Differenz ¥
4) 3311 02998 03234 —00236 202
5) 2859 03441 03507 —0,0066 20,4
6) 2582 03781 03845 —0,0064 20,2
7) 23,09 04183 04174 0,0009 19,8
8) 20,72 04605  0,4605 0,0000 20,1
9) 17,93 05210 05184 0,0026 19,6
10) 1508 06015  0,5910 0,0105 19,6
11) 12,10 07119  0,6940 0,0179 195
12) 955 6,838  0,7896 0,0490 19,7
13) 17,02 09956  0,9083 0,0873 19,7
14) 545 1,133 1,0503 0,0827 195
15) 421 1,253 1,148 0,105 19,6
16) 286 1,292 1,282 0,010 19,5
17) 140 1586 1,557 0,029 19,1

Wir gehen nun iiber zur Vergleichung anderer Ver-
suche mit unserer Formel, und wihlen zuerst eine Anzahl
aus den zahlreichen Versuchsreihen von Poiseunille. Wir
haben schon friiher bemerkt, dals die von Hrn, Poiseunille
angestellten Versuche nur innerhalb einer gewissen Grénze
mit seiner Formel iibereinstimmen und dafs diese Grinze
da eintritt, wo die Geschwindigkeitshohe nicht mehr ver-
pachlissigt werden darf. Nach unserer Formel berechnet
miissen die Versuche also auch noch iiber diese Grinze
hinaus stimmen. Da jedoch ungefihr in demselben Punkte,
wo die Geschwindigkeitshohe sich geltend macht, auch der
spater zu behandelnde Erschiitterungswiderstand auftritt, so
werden sich immer noch Differenzen zwischen den Ergeb-
nissen der Erfabrung und der Berechnung einstellen, die
jedoch bedeutend kleiner sind als die Differenzen, welche
bei der Berechnung nach der Poiseuille’schen Formel
auftreten; die folgende Tabelle giebt eine Zusammenstel-
lung.



it

In der ersten Columne stehen die Nummern, in der
zweiten die Citate und zwar bedeutet die erste Zabl die
Seitenzahl in den Mémoires de I Académie, der Buchstabe
die von Poiseuille gebrauchte Bezeichnung der Rohre
und die letzte Ziffer die Nummer. des Versuchs. In der
dritten, vierten und fiinften Columne befinden sich die
Robrenlingen, Wasserdruckhohen und Radien in Centi-
metern, in der sechsten Columne die Ausflufsmenge in Cu-
bikcentimetern; in den beiden letzten Columnen die be-
rechnete Zibhigkeit, und zwar zuerst nach meiner Formel
und dann nach der von Poiseuille berechnet. Die Tem-
peratur ist 10° C,
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Aus dieser Tabelle lifst sich dieselbe Folgerung ziehen,
die sich bei der Berechnung der Poiseuille’schen Ver-
suche ergeben hat, dafs némlich der bedeutendste Theil der
Abweichung von der Poiseuille’schen Formel sich durch
die Einfilhrung der Geschwindigkeitshohe beseitigen lafst.
Dafs das 5 auch mit Beriicksichtigung der Geschwindigkeits-
hohe keinen constanten Werth erhilt, mufs dem Erschiifte-
rungswiderstande zugeschrieben werden. Wir sehen ferner,
dafs die aus den Versuchen von Hagen abgeleiteten Werthe
von % ziemlich genau mit denen iibereinstinmen, welche die
Berechnung der Pgiseunille’schen Versuche giebt, was
auch seyn mufs, da die Temperaturunterschiede nur unbe-
deutend sind. Wir konnen aus dieser Uebereinstimmung
den Schlufs zichen, dafs auf den Werth von s die Substanz
der Robre keinen Einflu{s hat, Hagen bediente sich niim-
lich Kupferner, Poiseuille aber gliserner Rohren. Diese
Unabhingigkeit von der Substanz der Rohre zeigt am deut-
lichsten, dafs, sobald die Wand von der Fliissigkeit benetzt
wird, nur die Cohisionskrifte zwischen den einzelnen Was-
sertheilchen und nicht auch die Adhisionskrifte zwischen
den Wassertheilchen und der Wand einen Einflufs auf die
Ausflufsmenge ausiiben.

Hr. Hagen hat in seiner Abhandlung auf theoretischem
Wege eine Formel abgeleitet, die bis auf einen gewissen
Grad der unserigen dhnlich ist; es sollen nun hier die Unter-
schiede betrachtet werden, die zwischen den beiden Rech-
nungsarten stattfinden. Wir stellen zum Vergleich in beiden
Formeln k auf die eine Seite und haben aus unserer Glei-
chung:

=t (24 )

oy ]
r* \ =« Ps oW g

oder ausgerechnet:
h= 5— (0,00003397 1 V + 0,00008199 V*)

wihrend die Formel von Hagen auf das Centimeter als
Lingeneinheit berechnet ergiebt:
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h= % (0,00003343 I V -4 0,0001394 V*)

was sich auch seinen Versuchen anschliefst.

Woas die Berechnung der Coéfficienten von ¥V und V*
betrifft, so ist Hr. Hagen von der Voraussetzung ausge-
gangen, dafs der Theil, welcher V enthilt, die Widerstands-
hohe und der Theil, welcher V* enthilt, die Geschwindigkeits-
hohe ausdriickt, was mit unserer Behandlung der Aufgabe
iibereinstimmt. Nun aber setzt Hr. Hagen auch hier vor-
aus, dafs jede Schicht der anliegenden um gleich viel voraus-
eilt, und dafs somit die-in der Zeiteinheit ausgeflossene Was-
sermenge einen Kegel bildet. 'Wir haben schon weiter oben
unsere Griinde angegeben, warum wir uns mit dieser An-
schauungsweise nicht verstindigen kénnen.

Mit der Berechnung des ¥V enthaltenden Theiles kon-
pen wir uns auch nicht einverstanden erkliren, abgesehen
davon, dafs die Annahme des Kegels darauf ihren Einflufs
ausiibt. 'Wir miissen namlich hier dasselbe wiederholen,
was wir schon weiter oben bemerkt haben, dafs namlich die
Druckhohe & bei derselben Oeffnung immer dieselbe leben-
dige Kraft liefern mufs, wenn nicht durch einen &ufseren
Widerstand wie Reibung ein Theil der lebendigen Kraft
verbraucht, respective in Wirme umgewandelt wird; diese
lebendige Kraft ist:

nr2VY2gh. 2gh1—;f—

Berechnen wir mit dieser Voraussetzung und der An-

nahme des Kegels den Coéfficienten von .¥?, so finden wir:
0,0001001

was allerdings nicht mehr so genau mit den Versuchen

stimmt,

Beim Vergleich der Formeln stimmen die Coéfficienten
von IV ziemlich genau, die von ¥* weniger, und zwar ist
der unserer Formel kleiner; was natiirlich daher riihrt, dafs
eigentlich der Erschiitterungswiderstand noch berticksichtigt
werden miifste; und da dieser, wie wir gleich nachher sehen
werden, dem Quadrate der Geschwindigkeit proportional
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ist, so wiirde er auf das ¥? enthaliende Glied einen Ein-
flufs ausiiben.

Wir gehen nun iiber zu den Beobachtungen, die mit
weiten Rohren gemacht sind. Wenn wir fiir dieselben nach
unserer Formel die Ausflufsmenge berechnen, so fillt die-
selbe bedeutend grofser aus als die wirkliche durch den
Versuch bestinmte Menge, oder, was auf dasselbe heraus-
kommt, wenn wir aus den Versuchen mit weiten Rohren
das z nach unserer Formel berechnen, so wird dasselbe
zu grofs ausfallen, und zwar im Allgemeinen um so grofser,
je weiter die Rohren und je grofser die Geschwindigkeit.

Um diefs zu zeigen, wihlen wir ein Paar mit Wasser
angestellte Versuche von Dubuat'). In der ersten Co-
lumne steht die Nummer des Versuches von Dubuat. Die
Langen sind auf Centimeter und die Volumina auf Cubik-
centimeter reducirt.

1=98"129 r—=10"3271

h [ %
38 2,255 6,805 0,1272
37 1,399 11,54 0,1368
36 5,639 13,01 0,1559
35 7,344 15,13 81728
34 10,038 17,82 0,1995
33 13,083 20,64 02227
30 19,926 26,07 02646
29 24,588 30,55 0,2878
28 54,589 47,27 0,3739

Dafs das aus No. 38 abgeleitete z sogar kleiner ausge-
fallen, als das aus den Poiseuille’schen Versuchen be-
stimmte, kommt wahrscheinlich daher, dafs Dubuat bei
hoherer Temperatur als 10° C. experimentirte. Bei diesen
Versuchen war der Radius noch nicht sehr grofs. Um zu
zeigen, wie weit die Abweichung von unserer Forme] gehen
1) Dubuat, Principes d’hydrauvlique T. 1, p. 14.
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kaun, wahlen wir ein Paar ebenfalls mit Wasser angestellte
Versuche von Darcy und berechnen aus ihnen z; wir wen-
den in diesem Falle einfach die Formel 1V an, da Hr. Darcy
mit Manometern die Grofse der Widerstandshohe bestimmte,

Die Nummer in der ersten Columne bezieht sich auf die
Versuchstabellen von Hrn, Darcy.

{ == 10000~

L r [ 4 g
cm cm cc ! : sl
23 1057,1 1,33 7109 1,824
145 1680,7 4,095 17054 10,88

172 4105 12,16 91962 36,60

Sowohl aus den Versuchen von Dubuat als auch be.
sopders aus diesen letzteren ist deutlich zu erkennen, dafs
das z nicht mehr constant bleibt, sondern ganz bedeutend
zunimmt, indem wir aus dem Versuche No. 172 von Darcy
einen beinahe 300 Mal zu grofsen Werth fiir 5 berechnet
haben. Die Formel, die also die Erscheinungen bei engen
Rohren erkliarte, pafst nicht mebr fiir die weiten Rohren.
Diefs ist nun auch neben dem praktischen Bediirfnisse haupt-
sachlich Schuld daran, dafs das Problem iiber das Fliefsen
in Rohrenleitungen ganz selbststindig und unabhingig von
dem fiir die Capillarrobren behandelt wurde. Die meisien
Arbeiten hatten dabei einen praktischen Zweck im Auge,
nimlich Formeln aufzustellen, die zur Berechnung einer Réh-
renleitung dienen sollten. Unsere Aufgabe ist eine voll-
kommen andere, wir wollen zeigen, dafs dieselben Grund-
bedingungen, die uns den Aufschlufs iiber die Erscheinun-
gen der engen Rohreu gegeben haben, auch noch fiir weite
Rohren gelten, nur dafs dabei noch nene Umstinde hinzu-
treten, die bei den engen Rohren vernachlissigt bleiben
konnten. Wir werden daher auch auf die von Gerstner®)
Prony®), Eytelwein ?) Weisbach *) u -s. w. aufge-

1) Gerstner, Handbuch der Mechanik Bd. 1I, 1832, S. 176.

2) Prony, Recherches physico-mathématigues.

3) Eytelwein, Untersuchungen iiber die Bewegung des VVassers.
4) VWeisbach, Ingenicur- und Maschinenmechanik Bd. 1, 8. 747,

Poggendorfl’s Annal. Bd. GIX. 27
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stellten Formeln nicht weiter eingehen, fiir die praktische
Anwenduang sind sie tauglich, aber iiber den inneren Vor-
gang beim Fliefsen des Wassers durch eine Rohre geben
sie keinen Aufschlufs, besonders da sie nicht die Verschie-
bung der einzelnen Schichten an einander in Rechnung brin-
gen, sondern fast immer von dem Satze des Parallelismus
der Schichten ausgehen und nur den Widerstand betrachten,
den das Wasser in Gesammtheit erleidet.

Aus dem Vorhergehenden folgt, dafs hier bei den wei-
ten Rohren neue Verhiltnisse auftreten, die bei der Auf-
stellung der frithern Formel nicht beriicksichtigt wurden;
das heifst, es tritt hier noch ein neuer Widerstand dazu,
der bei engen Roéhren und geringer Geschwindigkeit ver-
schwindet, bei weiten Rohren und grofser Geschwindigkeit
jedoch sehr bedeutend werden kann, es ist diefs der schon
ofters erwahnte Erschiilterungswiderstand. Es ist leicht zu
sehen, dafs nur bei engen Rohren und geringer Geschwin-
digkeit alle Theilchen sich geradlinig der Axe der Rohre
parallel bewegen werden, bei weiten Rohren und grofserer
Geschwindigkeit werden seitliche Stromungen, Wirbel und
vibrirende Bewegungen eintreten, die alle in Folge der da-
bei entstehenden Reibung eine gewisse Menge der leben-
digen Kraft, welche von der Druckhohe geliefert wird, ver-
zehren werden. Die vibrirenden Bewegungen werden be-
sonders dann eintreten, wenn die Rohrenwinde rauh sind
und der Durchmesser der Rohre ofters variirt. Alle diese
‘Widerstinde fassen wir unter dem Namen des Erschiitte-
rongswiderstandes zusammen, da sie abnlich dem Wider-
stande sind, den ein Wagen beim Fahren auf rauher Strafse
erfahrt. Es konnen sich diese Bewegungen auch in dem aus-
fliefsenden Strahle zeigen, wie diefs Hr. Hagen beobachtet
hat. Er sagt nimlich '): » Liefs ich das Wasser frei in die Luft
ausstromen , so bildete der Strahl bei kleinerer Druckhdhe
eine unverinderte Form, und er hatte in der Nihe der Rhre
das Ansehen eines festen Glasstabes; sobald aber bei stirke-
rem Drucke die Geschwindigkeit die bezeichnete Griinze iiber-

1) Diesc Aun. Bd. 46, S. 424,
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stieg, so fing er an zu schwanken und der Ausflufs geschah
nicht mebr gleichférmig, sondern stofsweise «.

Dieser Erschiitterungswiderstand hingt. nun offenbar nicht
von der relativen Geschwindigkeit ab, mit welcher eine
Schicht der nebenanliegenden voraneilt, sondern von der
absoluten Geschwindigkeit derselben, und da ein Theilchen
bei doppelter Geschwindigkeit doppelt so viele und zu glei-
cher Zeit doppelt so starke Stdfse bekommt, so nehmen
wir an, es sey dieser Widerstand dem Quadrate von r pro-
portional. Es ist ferner leicht einzusehen, dafs dieser Wi-
derstand von der Substanz der Rohre nicht unabhingig ist
und besonders auch von der Rauhigkeit der Réhrenwand
abhingen mufs, wie diefs sehr deutlich aus den in sehr grofs-
artigem Maafsstabe angestellten Versuchen des Hrn. Darcy
hervorgeht.

‘Wir miissen nun die Grofse des Erschiitterungswider-
standes fiir unsere Schicht entwickeln. Bedeutet ¢ den von
der Beschaffenheit der Rohrenwand und dem Radius der
Rohre abhingigen Erschiitterungswiderstand bei der Einheit
der Geschwindigkeit und der Einheit der Masse, so ist der-

selbe fiir die Geschwindigkeit v und die Masse 2n9% l§s,
die uusere Schicht besitzt, gleich:

2ng—l—l£sav".
L 1

Es mufs also bei der Gleichung II dieses Glied noch
hinzugefiigt werden, und zwar mit negativem Zeichen, weil
diese Kraft nach innen zu wirkt, wir haben also:

LY 1 a*v dy
X. 2mp— W' Ps + 27tk (o ao+ @
—2ng-ll£sao" =0
n £
oder \
2 n
a*v l1do _ aPsv +h Pa_O

X G+t g T T

Diefs ist also die Fundamentalgleichung fiir die Bewe.
gung einer Flissigkeit in einer Rohre; bei engen Rohren
27 %
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kann a gleich 0 gesetzt werden und dann geht sie in die
schon behandelte Differentialgleichung iiber. Die Integra-
tion der Gleichung XI in geschlossener Form ist wohl nicht
moglich; die Integration durch Reihen fiihrte mich auch zu
keinem Ziele, und ich habe mich daher fiir einstweilen mit
der Behandlung eines Grinzfalles begniigt, was man mir
um s0 eher nachsehen wird, als die Behandlung mit weiten
Rohren mehr nur als Anhiingsel meiner Arbeit zu betrachten
ist; es soll ja nur gezeigt werden, dafs die Resultate, die
mit. weiten Robhren gefunden wurden, sich mit den von mir
ausgesprochenen Ideen iiber die innere Reibung vollkom-
men vertragen.

Ich. will nimlich den Fall bebandeln, wo das a verhilt-
nifsifsig grofs wird, d. h. den Fall, wo wir annehmen
konnen, dafs der mittlere Faden annaherungsweise eine Ge-
schwindigkeit hat, die dem Erschiitterungswiderstande allein
entspricht, und wo also der Reibungswiderstand nur zur
Bestimmung der Function dient, nach welcher die Geschwin~
digkeit von der Mitte nach dem Rande zu abnimmt.

In diesem Falle haben wir fiir den mittleren Faden:

2 B
alg’; o TzP__s —0

_V i
b= V al
Diefs ist also fiir diese Voraussetzung die Geschwindigkeit
in der. Mitte der Robre.
Am Rande verschwindet hingegen das Glied fg;—”’— in

[=]

woraus:

unserer Differentialgleichung, und wir haben:

1 dv h”Ps —0
de o de -
woraus folgt:
do __ k' Psr
do 2z
‘Wir haben somit folgende Bedingungen:
ro=0 o=}"%
fir p=0 o= -5
"
fiir o =1r dv . W Psr

do 21
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Es ist ferner ohue Rechnung die ungefihre Gestalt der
Function leicht zu erkennen. Ohne Erschiitterungswider-
stand wire dieselbe die Gleichung einer Parabel; in Folge
des Erschiitterungswiderstandes werden alle Ordinaten yer-
kleinert und zwar am stirksten die in der Mitte, am wenig-
sten die am Rande, in Folge davon werden wir offenbar
eine Curve bekommen, die immerfort ihre convexe Seite
nach aufsen kehrt, und die wir gewissermafsen mit einer
zusammengedriickten Parabel vergleichen konnen; es geht
daraus hervor, dafs wir zu den obigen Bedingungen und
den bekannten Grinzbedingungen, dafs

fiir =10 Z—Z.—_:O und
» g:r p=0
auch noch die bringen konnen, dafs 2% ind “? jmmer ne-
do dg?
gativ seyn miissen.
Diesen Bedingungen kann nun durch einen elliptischen
Bogen geniigt werden. Nehmen wir eine Ellipse, deren
Hauptaxe mit der Rohrenaxe zusammenfillt, so ist ihre Glei-

chung:
hw (V 81‘ - ”)
Xil. ¢*=§

o und B lassen sich durch die oben bezeichneten Bedingun-
gen bestimmen, und wir erhalten durch die Ausfithrung der
Rechnung:
g = 2Psr*Y agh'l—4gsl
gh" Pl
__2e30"PsVagh'l — dgh'ls
T gk’ Psl—41xV agh'l

Da nun:
=0

V=—f ¢ dv
=VEE

so erhalien wir:
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=2 g __ 2 nzg
XL V= 3 ar? 1 3.2P:

Und hieraus, wenn wir V=nr? ¢ setzen, wo ¢ die mitt-
lere Geschwindigkeit bedeutet:

a 2 W 2 % 4 B 8 zh
XIV. — =g~ 3otV siod ~5ipirc

Der Werth von @ mufs nun aus den Versuchen be-
stinmt_werden, und wenn unsere Voraussetzung richtig ist,
dals der Erschiitterungswiderstand dem Quadrate der Ge-
schwindigkeit proportional ist, so miissen wir fiir dieses o
aus einer Anzahl Versuche, die mil Rohren von derselben
Beschalfenheit und demselben Durchmesser gemacht sind,
constante Werthe erhalten. 'Wir wiblen dazu Versuche
mit Rohren von ziemlich bedeutendem Durchmesser, weil
sonst die Bedingung nicht eintreten kann, dafs die Geschwin-
digkeit des mittleren Fadens hauptsichlich nur von dem
Erschiitterungswiderstande - abhingt. 'Wir geben hier des
Beispiels wegen die Berechnung der Versuche No..166 bis
No. 173 von Hrn. Darcy '), und da dieser Beobachter
durch Manometer direct die Grofse der Widerstandshohe
bestimmte, so ist es hier nicht nothig auf die Geschwindig-
keitshohe Riicksicht zu nehmen, Die Temperatar, bei wel-
cher diese Versuche angestellt wurden, betrigt 154°. Wen-
den wir den aus den von Poiseuille bei verschiedener
Temperatur angestellten Versuchen fiir diese Temperatur
durch Interpolation gefundenen Werth von

% == 0&",11594

an, so erhalten wir folgendes Resultat, bei dem das a fiir
die Geschwindigkeitseinheit eines Meters und die Massen-
einheit eines Grammes berechnet warde:

1) Darcy, Becherches p.. 58 et 59.



423
= 10000°* r =12",16

1 c -

cm cm g
166 94 30,7 0,004398
167 20,2 45,2 0,004370
168 47,3 70,7 0,004191

169 115 110,6 0,004170
170 229 154,7 0,004246
171 320 183,3 0,004227
172 4105 207,3 0,004240
173 1398,1 383,3 0,004226

Als Mittel daraus ergiebt sich:
0,004258.

Weitere Beispiele fiige ich hier nicht bei; zahlreiche
Berechnungen haben mich iiberzeugt, dafs bei andern Ver-
suchen, die den oben bezeichneten Bedingungen gentigen,
das a auch fiir dieselbe Rohre constant bleibt.

Die Versuche von Hrn. Darcy geben uns ferner ein
Mittel an die Hand, zu untersuchen, ob unsere Function
der Zunahme der Geschwindigkeit .vom Rande nach der
Mitte mit der Erfahrung stimmt: indem bei den Versuchen
mit obigen Rohren vermittelst einer Pitot’schen Robre
die Geschwindigkeit an einjgen Punkten der Rohre bestimmt
wurde, Es folgt aus Gleichung XII:

“2+V4+(r’ =>(’ ah"s' P?_ Vm)

gls? gls?

asP_4V al

g3 g

Indem wir aus den Versuchen von Darcy ') die Werthe
einfiihren, erhalten wir folgende Tabelle, wobei v die aus
unserer Formel berechnete und o' die von D arcy mit Hiilfe
der Pitot’schen Rohre beobachtete Geschwindigkeit be-
deutet :

1) Recherches p. 138 «¢ 139.
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1=10000"" r=12""16

v

h 0 v »' pry
20,2 0 69,25 56 1,237
4,5 74,55 52,4 1,232
8,8 47,79 43,2 1,138
47,3 0 105,8 82,9 1,276
4,4 98,62 76,7 1,286
8,8 73,01 65,7 1111
320 0 275 228,9 1,210
4,4 256,3 213,3 1,202
8,8 1898 181,56 1,045
1398,1 0 573,4 476 1,205
4,4 534.6 442 1,209
8,8 395,8 390,6 1,035

Aus digser Tabelle geht hervor, dafs die berechneten
und beobachteten Geschwindigkeiten nicht vollkommen iiber-
einstimmen; die ersteren sind grofser und zwar ist das Ver-

hilinifs von ;”— fir =0 und p=4,4 so ziemlich constant,

wihrend es fir 9 = 8,8 ziemlich auffallend abnimmt. Dafs
die berechneten v etwas grofser ausfallen, kann uns nicht
befremden, da es sehr wahrscheinlich ist, dafs in der Pi-
tot’schen Rohre das Wasser nicht bis zur vollkommnen
Geschwindigkeitshohe ansteigt. Die Ungleichheit des Ver-

hiltnisses %,— erklart sich aus dem Umstande, dafs wir bei

der Wahl des Ellipsenbogens eine Curve einfiihrien, die
sich zu schnell vom Rande entfernt und somit fiir die Ge-
schwindigkeiten, die niher dem Rande zu liegen, zu kleine
Werthe liefert; aus der- Differentialgleichung ergiebt sich
namlich, dafs die Function der Geschwindigkeit am Anp-
fang vom Rande her sehr schnell zunimmt und einer sol-
chen Carve entsprechen auch die gefundenen Werthe. Hin-
gegen folgt aus dem beobachteten Werthe von o durch-
aus nicht, dafs am Rande der Rohre eine endliche Geschwin-
digkeit stattfindet, wie Hr. Darcy folgerte, sondern nur,
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dafs schon bei geringer Entfernung vom Rande die Ge-
schwindigkeit bedeutend wird.

Auf die nihere Betrachtung der weiten Rohren, auf die
Untersuchung der Abhingigkeit des Erschiitterungswiderstan-
des von der Weite der Rohre und der Beschaffenheit der
Wand gehen wir hier einstweilen nicht weiter ein, es geniigt
uns gezeigt zu baben, dafs unsere Voraussetzungen hinreichen,
um auch das Problem der weiten Rohren bis zu einem gewis-
sen Punkte zu losen; fiir den praktiscken Gebrauch wird
waii einstweilen die zu diesem Zwecke aufgestellten For-
meln gebrauchen miissen,

Wir stellen hier noch ein Mal die Resuliate unserer
Arbeit zsammen.

1) Definition. Wir bezeichnen mit dem Namen Zihig-
keit die Kraft, die nothig ist, um eine Fliissigkeits-
schicht von der Dicke eines Molectils und der Einheit
der Oberfliche in einer Sekunde mit gleichférmiger
Geschwindigkeit um die Entfernung zweier Moleciile
an einer zweiten Schicht vorbeizuschieben.

2) Diese Zahigkeit betrdgt fiir Wasser bei 10° C. und
bei dem Quadratmeter als Flacheneinheit:

0,13351 Grm.

3) Die Zahigkeit ninmt sehr bedeutend mit der Tempe-
ratur ab.

4) Die Reibung zwischen zwei Fliissigkeitsschichten ist
a) unabhiingig von dem Druck;

b) proportional der Grofse der reibenden Oberfliche;
¢) proportional der relativen Geschwindigkeit bei-
der Schichten.

5) Aus diescn Bedingungen lassen sich die Gesetze fiiy
enge Rohren vollkommen ableiten.

6) Auch die Gesetze, die bei weiten Rohren stattfinden,
lassen sich aus dieser Reibuung erkliren, sobald man
noch einen Erschiitterungswiderstand za Hiilfe nimmt.

7) Dieser Erschiitterungswiderstand hingt ab von der
Beschaffenheit und dem Durchmesser einer Rohre und
ist dem Quadrate der Geschwindigkeit proportional.
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Nachdem nun auf diese Weise die Zihigheit einer Fliis-
sigkeit auf eine bestinmte numerische Grofse zuriickgefiihrt
ist, die fiir jeden gegebenen Fall durch den Versuch mit
Leichtigkeit ermittelt werden kann, handelt es sich darum
diese Zihigkeit bei verschiedenen Fliissigkeiten néher zu
untersuchen. Eine nihere Erforschung ihrer Abhingigkeit
von der Temperatlur, von der Menge der aufgelosten Sub-
stanz bei einer Losung, ihres Zusammenhangs mit der Ca-
pillaritidtsconstanten u. s. w. sind die Aufgaben, die ich mir
zunichst gestellt habe.

II. Ueber die chemische Harmonika;
oon Dr. Sondhaufs.
(Schlufs von S. 43.)

9. Die Entstehung des Tons der chemischen Harmo-
nika, besonders die Bildung von Flageoletténen, hingt au-
{serdem noch von der Stelle ab, an welcher die Flamme
auf die in Schwingungen zu versetzende Luftsiule wirkt.
Oft entstebt, wenn man eine Rohre nur wenig iiber die
Flamme senkt, wie schon frither bemerkt worden ist, zu-
nichst ein Flageoletton, und erst wenn man die Réhre tie-
fer hilt, spricht der Grundton derselben an; manchmal tritt
statt desselben wohl auch ein anderer Flageoletton ein.
Auch auf die Hohe des Grundtons der Rohre hat die
Stelle, wo die Flamme wihrend seiner Erzeugung sich be-
findet, entschiedenen Einflufs. Wenn der Ton erst an-
spricht, wenn die Flamme sich in der Mitte der Réhre be-
findet, so ist er in der Regel eine kleine, manchmal sogar
eine grofse Sekunde hoher, als in dem Falle, wo die Flamme
die Energie besitzt, den Grundton schon in dem- untersten
Theile der Rohre zu erregen. Wenn man in diesem Falle





