
1860. ANNALEN X O .  3. 
DER PHYSIK UND CHEMIE. 

BAND CIX. 

I. Ueber die Bestimmung def Zahigker’t einer Flus- 
sigkeit durch den AusJufs am RChren; 

von Ed. Hagenbach. 

Es uiiterliegt wohl keinem Zweifel, dafs die Fortschritte 
der neuen f iys ik  hauptsachlich bedingt sind durch die ge- 
nauere Kenntnifs aller der Thatsacheu, die einen Schlut  
zu ziehen gestdten auf die moleculare Constitution der 
Materie ; hierher gehijren vor allein die Cohiirenaerschei- 
nungen. W i r  koniieii dieselben in  zwei Gruppen bringen. 
Die erste Gruppe euthalt die statischen Cohiirenaerschei- 
nungen, das heifst die, welche sich h i m  ruhenden Zustande 
der einzelnen Theilchen zeigen; die zweite bingegen die 
dynamischen, das heifst die, welche beim Verschieben der 
einzeliien Theilchen uber eiiiander auftreteii. Was die 
fliissigen Korper betrifft, so gehiSren Festigheit, Elasticitst 
und Capillaritat zu der ersten Gruppe; der zweiten aber 
gehort die Zahigkeit oder Klebrigkeit an, d. h. die Kraft, 
die nothig ist, um einc Fliissigkeitsschicht mit einer gewissen 
Gescliwiiidigkeit an einer anliegenden vorbeizuschieben. Die 
Untersuchring dieser Grofse ist der Gegenstand der vor- 
liegenden Arbeit. 

Man 1nds sich wundern, dafs bei der grofsen Anstren- 
gung, die sowohl von Mathematikern als Physikcrii buf die 
Erklarung der Capillaritatserscheinuiigen verwendet wurde, 
die Untersuchung der Zabigkeit nur ziemlich selten den 
Gegenstand einer physikalischen Arbeit bildete und hanpt- 
sachlich nur von Practikern bei der Behandlung des Aus- 
flusses durch Rbhreu der Erforschuiig werth geacbtet wurde. 
Urid doch ist es keiiie Fragc, dafs dieselbe wcsentlich zur 

PoggendorfI’s hnnal.  Ild. CIX. 25 
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genauern Kenntnifs des flussigeu Zustandes gehfirt, und dak 
auch diese Grtifse mit einer Menge anderer Erscheinungen 
im inuigsten Zusammenhauge steht ; hat ja doch Hr. Wi e -  
d e m a n n  durch seine Arbeit: Ueber die Bewegung der Flus- 
sigkeiten im Kreise der geschlossenen gabanischen Saule 
und ihre Beziehungen zur Elektrolyse ') gezeigt, \vie selbst 
in einem Capitel, wo man es am wenigsten erwartet hatte, 
die Zrihigkeit eine so bedeutende Rolle spielt. Ich brauche 
wohl nicht zu erwrihnen, dafs auch die Praxis mannichfach 
dieser Grtifse bedarf, sey es zur Berechnung des Ausflusses 
durch Rahren, oder auch zur Cbarakteristik verschiedener 
FlIissigkeiten, wie diefs durch Hrn. S c h iib 1 e r  gescbah bei 
der Beschreibung der fetten Oele Deutschlands ') und von 
Hrn. C h a r l e s  D o l l f u s  bei der Untersuchung des zum 
Zeugdruck verwendbaren Gummiwassers "); das Instrument, 
das zur Bestimmuiig der Zahigkeit diente, wurde Viscosime- 
ter genannt. 

In der Hydrostatik und Hydrodynamik begniigte man sich 
lrnge mit der N e w ton '  schen Definition: fluidurn est corpus 
ome, mius partes cedunt oi cuique illatae et cedendo fa- 
cile moventur inter se. 

Und es erklrirt sich daher, dafs die klassischen ma- 
tbematischen Untersuchungen eines D a n. B e r n  o u l l  i' 4), 
D ' A l e m b e r t  5, und E u l e r  fi) in der Hydrodynamik Re- 
sultate liefern mufsten, die oft wenig mit der Erfabrung 
Ubereinstimmten. B e r n  o u l l  i begniigt sich einfacb an eher 
Stelle zu sagen: 
1 )  Diese Annalan Bd. XCIX, S. 177. 

3 )  Bulletin de la soeikfC indudrielle de 1Nulhouse No. 21, p.  14 

4)  D a n i e l i s  B e r n o u l l i  Hydrodynumicu. 
b ) D ' A l e  m be r t , Traitd de i'kquilibre et du mouvement desjuides,  

6 )  Euler ,  D e  motufhidorum linearipotisrimum aquae. Nou. comm. 

Die Gesetze des Gleichgewichtes und der Bewegung flihigcr Kiir- 
Uebersetzt niit ZusStzen von 

, 2) Erdmrnn,  Journal f i r  praktische Chemie, Bd. 11, 1828, S. 349. 

- 23. 

nouuelle idit. Paris 1770. 

arad. d e n t .  imprr. Petrop. Tom. XV, 1?70. p .  219. 

per, dargcctellt von Leonhard Euler. 
I I .  W. Brandes.  Leipzig 1806. 
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E n o r m e s  h a s  d i f f e r e n t i a s  maxima ex parte ad- 
haesioni aquae ad latera tubi tribuo, quae certe adh&sio 
in hujusmodi casibus incredibilem excercere pofest effecturn’ ). 

Was Euler  betrifft, so k8nneu wir nur Prony bei- 
sti~nuien, wenn er sagt: 

On a lieu de regretter et il est mCme dtonnant, que 
le cdlhbre E u l e r ,  qui dans le court de ses immenses tra- 
uaux a souvenf dirigd son attention sur des problhes phy- 
sic0 - maththatiques et sur des objects &application, n’ait 
pas cherchd d traiter la thiorie des /hides en ayant dgard 
d la cohision des molkcules et d quelque espbce de frotte- 
ment; n’eiit il fait entrer ces rdistances dans l’analyse que 
sous une forme purement hypothCtique, il serait curieus 
de saooir, comment il enuisageait leur effet; mais j e  ne 
coranais aumn de ses mhoires, oli il en soit question. 

Es war den practischen Verstichen von M a ri  o t t e z), 

Couple t  3), Bossut  ’), Dubuat  Girard 6, und den 
Berechnungen von Pro n y ’) und E p t e 1 w e  i n *) vorbe- 
halten, in der Hydraulik eine neue Bahn zu brechen durch 
die Einfiihrung des Widerstandes, der beim Flieten des 
Wassers eintritt. 

Es fragt sich nun, welches die beste Methode sey, die 

1) Hydrodynamica sect. III, 8. 27. 
2)  N a r i o t f e ,  Traitk du mouvement des eaux. NouvelIe kdition. 

3) C o u p l e t ,  Recherches sur le mouvemmt des eaux. Histoire de 

4) Bussu t ,  Traitk dlkmentaire d’hydrodynamigue. 
6 )  D u b u a C, Princ+es d’hydrauh+~, ueri/ik.s pur un grand nombre 

d’exphriences. nouv. ddit. Paris 1786. 
6) G i r a r d ,  N&moire sur le moavemenf des.flcrides dans les tubes 

capilfaires et l’influence de la tempdrature sur ce mouvenicnt. MC- 
moire de la Cfasse des scienc. math. et phys. de I’Institut. 1813. 
14. 15. 

7 )  P r  o n y ,  Rechkrrhes ph~sico-m[ithkfnafiques sur la tlkorie des 
eaux courantes. Paris 1804. 

8 )  E y t e l w e i n ,  Untersuchuagen iiber die Bewegung des Waaers. Ab- 
handl. der honigl. Ahad. d. Wissensch. in Berlin. 1814-16. S. 137. 

Paris 1718. 

l’ac. rojale des sciences. annde 1532. 
Paris 1775. 

25 * 
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Ztthigkeit eiiier Flussigkeit zii bestinimen. 
skhlich drei dazu angewendet worden: 

Es sind hrrupt- 

1) Schwioguogen von Platten in der Fltissigkeit, 
2) Schwingungen der Fllissigkeit in  U-  farmigen Rahren, 
3) Ausflufs durch Rohren. 

Die schonen Versuche von E-Irii. M a g n n s  ') gestatten 
wohl manchen Schlufs auf die Cohasion der Flussigkeiten; 
einer numerischen Berechnung der Zahigkeit kaunen sie 
aber wohl kaum als Gruiidlage dieuen, da die Rechnungen 
zu  complicirt wiirden. 

Die erste Methode wurde voii C o u l o m b  ') angewen- 
det ; er beobachtete die Abnahine der Schwingungen eines 
in die Flussigkeit eingetauchten und an einem diinneu 
Drahte aufgehangten Karpers und berechnete daraus die 
Abhangigkeit des Widerstandes von der Geschwindigkeit. 
Fur eine in sich scliwingende Scheibe fand er den Wider- 
stand der Geschwindigkeit proportional, besonders wenn 
die Geochwindigkeit nicht sehr bedeutend war; bei den 
Scbniugungen eines Cylinders hingegen, dessen Axe senli- 
recht aaf der Drehungsnxc stand, so dafs der Cylinder ci- 
nen Theil des Wassers vor sich wegtreiben muCSte, wurde 
der  Widerstand durch zwei Glieder ausgedriickt, von wel- 
chen das eine die erstc, das andere die zweite Potenz der 
Geschwindigkeit enlhielt. 

Spater sind von Hrn. M o r i t z  3 ,  nach derselben Me- 
thode noch einige Versuche angestellt worden , hauptsiich- 
lich urn den EinfluL der Temperatur zu bestimmen. 

Es ist keine Frage, dafs bei diesen Untersuchungen ein 
ziemlicher Grad von Genauigkeit zu erreicheu ist, und daL 
auch der Gesamlntwiderstand als Function der Geschwin- 
digkeit hiernach bestimmt werden kann. Wenn  man sich 
1) Magnus, Ueber die Bewegung der Flissigkeiien. Diese Anoalco 

Bd. 80, S. 3. Hydraulische Uutersuchungen. Diese Annalen, Bd. 95, 
s. 1. 

2) C o u I o rn b. Expdrienczs &stinkers A dktcrminer la cohkrencc 
des fluides. Mdmoirr de I'lnsfitut nutiond. Tome fI1, p. 261. 

3 )  M o r i t z ,  einige Beincrkungen iiber C o u l o m b ' s  Vrrfaliren, die Co- 
Itasion der Fliissigkeiten zu bestirrmwn. niese Aooalcn Bd. 70. 
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aber damit nicht begniigt , sondern die Gesammtwirkung 
zuruckftihren will auf die- Reibung der einzehen Schicbten 
der FIUssigkeit an einander, EO wird in diesem Falle die 
Rechnung sehr complicirt , hauptslchiich weil sich die Ge- 
schwindigkeit iind Richtung der Bewegung iindert, und weil, 
wenn man uicht ein unendlich grofses Gems  einfiihren 
will, die Gestalt des G&fses mit in Kechnung gezogen 
werden mufs. 

Aelinliche Einwiirfe lassen sich gegen die Methode er- 
heben, die Ziibigkeit zu bestimmen aus der Abnahme der 
Schwingungen in einer U-ftirmigen Rbhre. So vicl mir 
bekannt, hat zuerst L a i n b e r t  I )  diese Methodc zur Be- 
stimrnung der Zabigkeit vorgeschlagcn. 

Ganz anders verhslt es sich mit der dritten Methode, 
die Zahigkeit einer Fliissigkeit durch den Ausflufs ails R6h- 
ren zu bestimmen. Diese Methode gewiihrt so grofse Vor- 
theile vor den beiden andern, dafs ich mich auf sie allein 
beschriinken werde. Beim Fliefsen einer Fliissigkeit unter 
constantem Drwk  durch eine cylindrische Rdhrc, fallen of- 
fenbar die obigen Einwendungen weg, indem wir eine ge- 
radlinige iind gleicbfiirmige Bewegung und zu gleicher Zeit 
eine leicht in Rechnung zu bringende Gestalt des Gehfses 
haben. Unsere Hauptaufgabe wird also seyn, die Theorie 
des husflusses einer Fliissigkeit unter constantem Druek 
durch eine gerade cylindrische Rohrc zu ermittcln. 

Ea fehlt durchaus nieht an theoretischen und noch we- 
niger an experimentcllen Untersucbungen iiber diesen Ge- 
genstand, und doch bleibt noch vieles zu leisten iibrig, 
besonders was die Uebereinstimmung der Theorie rnit den 
empirisch gefundenen Formeln betrifft. Vor Allem aber 
niochte man sich wundern, dafs, einige Untersuchungen von 
Hrn. Baurath H a  g e  II abgerechnet, nirgends der  Versuch 
gemacht worden ist , die Zahigkeit einer Fliissigkeit auf 
deli nuinerischen Werth der Kraft zuriickzufuhren, die zur 
Verschiebung ewcier Flussigkeitsschichten ndthig ist ; erst 

1 ) L a m 6 e r t , sur les JIuides considPrJs relativemen f B l'hydrodynn- 
migue. Mkmuires de IAcad. de Bert. 1584. 
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wenn d i e t  geschehen, kana es rnbglich segn, den Zusam- 
menhang zwischeu der Zahigkeit und der Temperatur, der 
Menge eines aufgelilsten Salzes u. s. w. einer genauen Prii- 
fung zu unterwerfen. Die gegenwartige Arbeit beschrlnkt 
sich darauf, die Theorie des Ausflusses einer Flilssigkeit 
durch eine Rahre so zu entwickeln, daB daraus der nu- 
merische W’tb der Kraft bestimmt werdcn kann, toelche 
nothiy i s t ,  urn swei Flussigheitsschichten mit einer bestimm- 
ten consfantsla Geschwindigkeit iiber einander au oerschieben. 

Es sey ABCD ein Gefafs, in welchein die Flussigkeit 
auf dem unveranderlichen Niveau AD gehalten werde; eine 

cylindrische Rilhre CE, die 
an das Gef;ifs augesetzt ist, 
dient zum Ausflusse der 
Fliissigkeit. Die Hahe des 
Niveaus im Gefafse ABCD 
uber der Oeffnung E, deren 
Durchmesser im Vergleich 
zur Hiihe DC verschwin- 
det, nennen wir die Druck- 
hbhe und bezcichnen sie 
mit h. Diese Druckhbhe 

hat nun offenbar zweierlei zu leisten, sie inufs erstens der 
ausfliefsenden Fliissigkeit ihre Geschwindigkeit crtheilen, uud 
zweitens den Widerstand uberwinden, der durch die Hei- 
bung der Fllissigkeit in der Rilhre verursacht wird. W i r  
theilen daher unser I ,  in zwei Theile, in die Geschwindig- 
keitshahe h’ und in die Widerstandshohe h”, so dafs also: 

h = h’ + h”. 
Worin besteht nun der Widerstand, der beim Fliefsen der 
Flilssigkeit durch die RGhre auftritt? 

I. 

Derselbe kann von drei Ursachen herriihren: 
1) Von der Reibung der Fliissigkeit gegen die feste 

2) von der Reibung der einen Fltissigkeitsscbicht gegen 

Dafs bei den Flussigkeiteo, welche die Gefsfswand be- 

Wand, und 

die anliegende. 
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netzen (und diese allein fallen in das Gebiet der gegenwsr- 
tigen Untersuchung ) eine Verschiebung der Fliissigkeits- 
schichten au einander stattfindet, unterliegt nicht dem ge- 
ringsten Zweifel, da die oberflschlichste Betracbtung des 
fliefsenden Wamers in Fliissen, Canslen und R6hren zeigt, 
da€s die verschiedenen Fliissigkeitsfiiden nicht dieselbe Ge- 
schwindigkeit besitzen. TTir betrachten daber zuerst den 
Widerstand, den die gegenseitige Verscbiebuug der Fliimig- 
keihtheilchen verursacht , und werden iiachher zeigen, dafs 
neben diesem Widerstaiide der von der Reibung an der 
Wand herrlihrende ganz verscbwinden mub. 

W i r  zerlegen uus den Fliissigkeitscylinder der Ausflufa- 
r6hre in eine Aiizahl concentrischer Schichten, dereq Wand 
nur Bus je  einer Moleciilschicht bestehen soll. Die gr6fste 
Geschwindigkeit besitzt offenbar der Fliissigkeitsfaden, neE 
cher die Axe der Rbhre bildct und die Geschwindigkeit 
einer Schicht wird um so geringer seyn, je weiter sie von 
der Axe entfernt ist, die geringste Geschwindigkeit bet na- 
tiirlich die Scbicht, welche unmittclbar die Wand beriihrt. 
Nennen wir v die Geschwindigkeit und Q die Entfernung 
der Schicht von der Axe, so baben wir: 

und die Aufgabe wird seyn, die Form dieser Functiou zu 
bestimmen. Hr. H a g e n  ') hat angenommen, dafs die Ge- 
schwindigkeit der Schicht ihrer Entfernung von der Wand 
proportional sey, es wird jedoch durch diese Annabme etwas 
eingefiihrt, was erst 2u bestimmen ist. 

Jede Scbicht reibt sich nun mit den beiden anlicgenden, 
der inneren und der lu te ren ;  durch die Keibung mit der 
inneren Schicht wird eine Kraft entwickelt, die nach aufsen 
geht, wir nehmen diese Richtung positiv: durch die Reibung 
mit der lufseren Schicht hingegen erhalten wir eine nega- 
tive Kraft; die Summe dieser beiden giebt die in Folge 
der Reibung auf die Fllissigkeitsschicht einwirkende Kraft. 

0 = f k )  

Wovon hlngt nun diese Reibung ab? 
1) Ueber die Bewegung des Wasrers in engen cylindrischcn RXhren von 

G. Hagen. Diese Aond. Bd. 46, s. 423. 
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Mehrere Versrxche beweisen, dafs diese Reibung von dem 
lhucke unabhlngig ist I), sie ist ferner proportional der 
Oberflache, denn die Unabhaingigkeit von der Oberflliche 
bei der Reibung fester K6rper ist nur scheinbar, da mail 
den Dsuck nicht auf die Einheit der Oberfltiche sondern 
im Ganzen berechnet und sich soinit die Oberflache schon 
als Factor im Drucke befindet. W a s  nun die Abhaugigkeit 
von der Geschwindigkeit betrifft, so nebineii wir an,  die 
Reibungskraft sey der relativen Geschwindigkeit beider 
Schichten proportional. Diese Anuahme lafst sich zwar da- 
durch rechtfertigen, dafs man sagt, bei doppelter Geschwin- 
digkeit mufs ein Theilchen von doppelt so vielen anderri 
losgerisaeii werden ; bewiesen wird aber diese Annahine 
am besten dadurch, dafs iuan durch ihre Einfuhruiig For- 
lneln findet, die mit der Erfabriing tibereinstimmen. 

Ermitteln wir nun die G d S e  dieses Reibuugsmider- 
standes. 

Die Lauge der RBlire seg 1 ,  der Radius r ,  die Anzahl 
der Molecule, die bei der betreffenden Flussigkeit auf die 

Laugeneinheit geheo, n und somit IL die Entfernung zmeier 

Schichten; die Geschwindigkcit sey u uud die Eutfernung 
uuserer Schicht von der Axe 0. 

1 

Die Geschwiiidigkeit der udchst inncreii Schicht wird : 
1 

v '= f (e - ,>  

Die Geschwindigkeit der niichst 2ulseren Schicht: 

1 ) C o u l o  nib. MPni. de l'Instiliit. Tome IIf, p .  287. 
Da r c y ,  RLcherthes expe'rirnmtnles rrlulir.es au r t i u i i r w ~ ~ r n l  d a  

Se irouve uussi dons les mhnioires d e s  divers savants. Tome XV. 
l'eau dans Irs f u y a u x .  Purir 1857. 

pug 141. 
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Die Geschwindigkeitsunterscbiede ( relativeu Geschwin- 
digkeiten) sind s o d :  

Die Kraft, welcbe n6thig ist, urn cine Flussigkeitsschicht 
von der Dicke eines Moleciils uud der.Einheit der Oberfltiche 
mit der Einheit der Geschwindigkeit an einer anderen Schicht 
zu verschieben, nennen wir k; dieses k multiplidrt mit o' -v 

und init der inneren Oberflache unserer Scbicht: 2n(p-A). I 
giebt die innere Reibung: 

wiibrend die &&ere Reibung: 
1 I 1 d d v 1  rtr= k2n (e +%) . I (g . + T .  dea . 2 - . . . ) 

Soulit wird die in Folge der Reibung auf die Fliissig- 
keitsscbicht einwirkende Kraft: 

1 weiiii wir niiinlich, wie diefs bei der Kleinheit pon rr ge- 
sclieheii darf, die Glieder hoherer Orduung vernachlassigen. 

I)a wir iiun gleichfiinnige Eewegung in der Rohre ha- 
ben, so mufs dieser Kraft durch den der Widerstandshohe h" 
eiitsprecheudeu Druck dns Gleichgewicht gebaIten werden 
dieser Druck ist gleicb: 

1 
n 

wenn P das Gewicht der Volumeneinheit Wasser uud s 
das specifische Gewicht der Fliissigkeit bedeutet. Somit 
haben wir folgende Gleichung : 

2np --'IPS 
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Diese Gleichung dient nun zur Bestiininung des a als 

W i r  inussen nun noch die Granzbedingungen aufsuchen. 
Es ist leicht einzusehen, dafs die Geschwindigkeit am 

Rande der Rahre gleich 0 sey. Es folgt d i e t  schon init 
ziemlicher Sicherheit aus dem Umstande, dafs in engen R6h- 
reu von verschiedener Substanz die Flussigkeit auf gleiche 
A r t  fliefst, sobald nur die Rtihren glatt sind und von der 
Flussigkeit benetzt werden. Es geht diefs auch ferner her- 
vor aus der Beobachtong von Caoaleo und Fliisseu, wo 
man deutlich am Rande eine ruheode Schicht wahrnehtnen 
kann. Es lafst sich aber dieser Satz auch beweisen, sobald 
man nur annimmt, dafs die Reibung zwischen einer Glas- 
oder Metallschicht und einer Wasserschicht eine Kraft vou 
derselben Ordnung sey wie die Reibung zweier Wasser- 
schichten, was allerdings nicht imlner angenominen worden 
ist’). Nehmen wir namlich an, die Randschicht habe eine 
endliche Geschwindigkeit , so wurde eine zuruckhaltende 
Reibungskraft auf sie wirken, die einer endlichen Geschwin- 
digkeit proportional ist , und eine vorwartsziebende Rei- 
bungskraft , die einein uiiendlkh kleinen Geschwindigkeits- 
unterschiede proportional ist; da nun aber der Druckkraft 
bei allen andern Schichten das Gleichgewicht gehalten wird 
durch die Differenz zweier Krafte, die unendlich kleinen 
Geschwindigkeitsdifferenzen proportional sind, so mufs offen- 
bar arich bei der Randschicht die Geschwindigkeit nur un- 
endlich lilein also fur die Rechnung gleich 0 seyn. W i r  
haben somit als erste Granzbedingung: 

a )  fur e = r  
a = O  

Function von g. 

1 )  D a r c y ,  Recherches pug. 169: Ces deux forces da l’adhdrcnce 
et de la cohdsion sont, on le uoi t ,  d t n  ordrc d#yfdrent ct sans 
mesure commune. 
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Die zweite Granzbedingung betrifft den inittlererr Faden; 
bei Jiesein mufs - = 0 seyn, denn, hnde das nicht statt, 

so hatten wir hier, wo nur eine aufsere Reibung vorhandeii 
ist, eine der Grbfse ; proportionale zuriickhattende Kraft; 

bei alleu andern Schichten hatte der Druck niir eine der 
Grefse proportionale Widerstandskraft zu iiberwinden 
also wird diek auch beim mittleren Faden der Fall seyii 
mtissen; somit haben wir als zweite Grtinzbediiigung: 

b)  fur Q = O  

dv  

d e  

1 

1 

W i r  gehen nun tiber zur Integration der Gleichung 11: 
und fiibren zu dieseln Zweck in die Gleichung ein: 

H' Pair c=y--- 41k Q2 
und erhalten : 

oder: 

da nun fur: 8 = O  
@=(J 

d y = O  
de 

de 
und somit auch : 
so m u t  const = 0 
woraus 
wo 

y = c  
c constant. 

Das Integral unserer Gleichung - 
h"Psn 

V = - -  41k Q* 

ist soinit : 

+ C  

und da fur g = r  
v = O  

h"Pan 
41k 

etwas einfachere Art gelangen. 

111. C =  -(r2 -4') 

Wir kbnnten zu dieser Gleichung auch auf folgende 
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Nebmen wir den volleo Wassercylioder n i t  dem Radius 

e, so wirkt auf ibn die Reibungskraft: 
d a  1 
- -2nelk d~ ' n 

iind die Druckkraft: 
h" n Q~ s P. 

W i r  haben somit die Gleichung: 
Q h"n 8 P d"= - . .~__. 

4 216 

g2 -+ const. A" Ps n 
41k 

v = - -  

Sptiterer Betrachtungen halber baben wir obige Behand- 
lung vorgazogen I). 

Es foigt aus Gleichung 111, dafs die in einer bestimmten 
Zeit ausgeflossene Waesermenge der Inbalt eines Uiylre- 
hungeparaboloi'des ist. Es sey nun V das Volurnen des aus- 
geflossenen Wassers: so ist: 

e=r 
V = - - a  fp2d* 

e=O 
1 )  An dieser Stelle muL ieh nun kurz eiue rNoteN von Hm. V e r d e t  

erwiihnen, die er  zum franz8sischen Auszuge aus der Arbeit voo Hrn. 
W i e d e m a n n  Irinznfiigte. ( A n n d e s  de Chim. et de Phys. If1. Shrie. 
Tome 52, pug. 253.) Diese Note ist dadurcli Iiervnrgerufeeo worden, 
daL die VerBffentlicliung meiner in  einer Anrnerkung von Hro.  W i e -  
d c r n a n n  erwthnlen hrbei t  leider etwas vers5gert wurde. Hr. W i e d e -  
m a n n  hat sich in  seinen Entwiekelungen nur  auf das beschrhkt, was zu 
seinen Folgerungen unbediogt niithig war ;  mit meinen Entwickelun en 
wird sich Hr. V e r d e t  nun wohl einverstanden erklaren. W a s  iibrr- 

d ids  die Behauptuog hetr i l l ,  daL  k. - die Kraft (force motrice) und 

nicht die Basehleunigung (Jorce uccWrairice)  sey, so hingt das von 
der Definition ab. lch liabe allerdings korgezogen, als Mads fiir die 
Zaliigkeit die Kraft ( / ,me  motrice) einzuriihren, die zur Versehiebung 
nijthig ist; warum sollte es aber nicht auclr erlaubt seyn, die Beschleu- 
niguug (force u c c & h t r i c e )  als Maars einzumhren? Die letztere ist 
natiirlich gleich der ersteren, dividirt dureh die Masse der Seliieht; wes- 
halb deon auch in dem Resultate des IIrn. W i e d e m a n n  in dem Fac- 
tor von (r2- e') das specifiselie Gewicht der Fliissigkeit auftritt. 

6 
d'u 

de2 
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und da: 

so folgt: 
n h" Ys n r4 

81k 
IV. P = 

.. 

dns heifst: 
Die ausgefkossene Fliissiglieitsmenge ist propoi*tional der 

Widerstandsht'he, der vderten Potenzi deb Radius und urn- 
gekehrt proportional der Lange der Rohre. 

Nimmt man enge und langc Rohren, so wird die Ge- 
schwindigkeitshijhe gcgen die Widerstandshohe verschwinden, 
und wir diirfen h a n  die Stelle von h" setzen; danii folgt: 

Diefs stiinint nun vollkorninen init der Foriiiel, die von 
Hrn. P o i s e u i l l e  I )  durch eine grofse Aiizahl von Versa- 
cheii init Wasser bestiinint wurde, ohne dafs er dabci durch 
irgendwelche theoretisclie Betraclitungen geleitet war; wir 
werdcn daher .die obige Formel die Poiseui I le ' schc  For- 
inel nennen *). Die Versuche von Hrn. P o i s e 11 i 11 e stiin- 
ineu innerhalb einer gewissen Griinze, auf die wir spater 
zuruckkoinmeii werden, so genau init der angegebenen For- 
iiiel, dafs an der Richtigkeit derselben niclit iin Geringsten 
gezweifclt werden kanii; man rids sich daruui urn so iiiehr 
wunderii, dafs io spatereti deutschcii Arbeiteii iibcr densel- 
ben Gegenstand, wie z. B. in der des Hrii. H a g e u  3, keine 

1 ) P o i s e u i l l e ,  Recherehes erpe'rimentn/es sur le mouvement des li- 
quides duns Its tubes de trc's-petits diumktres. iWe'inoires d e  divers 
sirvants. Tome ZX, p .  433. 

2 )  N a v i e r  lint eine elegnnte mathematische Arbeit iiber da3 Fliersen des 
Wassers in Rtihren gesclirieben; er findet fiir enge RBhren: 

r3 A P= const, - 
1 

was nicht mit der Erfahrung stirnmt. M h o i r e  sur les lois du mou- 

vement des Jluides. Mc'in. de l'Acad. royol. des sciences. Tom. Vl 
1823. 

3) H a g e n ,  Ueber den Einflut der Tempcratur auf die Bewegung des 
Wasaers in Rohreo. Abh. der kiinigl. Akadem. d. Wiss .  zu Berlin. 
1854. Math. Abth. S. 17. 



398 

Riicksicht auf die Po  i s e u i l l  e’sche Arbeit ge~~oiiimen wurde. 
Man wird es daher natiirlich finden, wenn ich es ftir uber- 
flussig hielt, durch eigene Versuche die Bestatigung der 
obigen Formel zu liefern; besonders da mir die Hulfsmittel 
nicht zu Gebote standen, um auch nur annaherungsweise 
denselben Umfang und dieselbe Pracision mcinen Versuchen 
zu geben, welche sie durch die Poiseoi l le ’sche  Arbeit 
erlangt haben. Um jedoch einerseits eine eigene Einsicht 
in die bei solchen Versuchen zu beobachtenden Umstlnde 
zu erlangen und andererseits die Griinzen deutlich zu er- 
kennen, wo die Abweichung von der Poiseui l le’schen 
Formel eintritt, habe icli dennoch einige Versuche mit gla- 
sernen Capillarrbhren uud Wasser vorgenommen; ich machte 
sie im Laboratoriuin des Hrn. W i e d e m a n n ,  dem ich fur 
die mir gegebene Anleitung den aufrichtigsten Dank hier 
ausspreche. 

Die Versuche wurden niit sehr einfachcn Hiilfsmitteln 
angestellt. Ein glaserner Cylinder von etwas iiber zwei 
Fufs Hiihe diente als Druckgefafs, unten befand sich eine 
durch einen Hahn verschliefsbare Oeffnung, in welche die 
Riihren eingesetzt werden konnten; die Hshe im Druckge- 
fat wurde dadurch constant erhalten, dafs aus einem hiiher 
stehenden mit einem Hahn vcrsehenen M a r i  o t  t e’schcn Ge- 
fafse so vie1 Wasser zugelassen wurde als durch die Aus- 
flufsrbhre abflofs, was leicht regulirt werden konnte. Die 
Langen der Rbhren wurden direct gemessen und ihre Durch- 
messer aus dem Gewichte des darin enthaltenen Quecksil- 
bers berechnet. Dafs solche Rtihren ausgelesen wurden, 
bei welchen der Durchmesser mbglichst constant war, und 
dafs dieselben auf das sorgfaltigste gereinigt wurden, ver- 
steht sich von selbst. 

Bedeutet I die Lange der Rbhre, r den Radius dersel- 
ben, beides in Centimetern; M die husflufsmenge in Gram- 
men, f die zum Ausflufs der Menge M nbthige Zeit, so dafs 

unserer Grofse V proportional ist, und z die Tempera- 

tur des Wassers in Centigraden, so haben wir folgende 
Tabelle: 

t 
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r und h constant. 
r = Ocm,O5502 

M 
t t 

h = 29"",05 
M - . I  - 7 1 

1 )  36?5 $2509 99,75 19p7 

3)  35,44 0,2826 100,12 19,7 

5) 28,59 0,3507 100,3 20,4 

7 )  23,09 0,4174 96,s 199 

9 )  17,93 0,5185 92,97 19,6 
10)  15,08 0,5910 89, I 19,6 
11) 12,lO 0,6940 83,97 19,5 
12) 9,55 0,7896 75,32 19,7 
13) 7,12 0,9083 64,67 19,7 
14) 5,45 1,0503 57,22 19,5 
15) 4,21 1,148 48,33 19,6 
16) 2,86 1,282 36,66 19,5 

2) 38,35 0,2607 99,98 19,7 

4 )  33,11 0,3234 107,1 20,2 

6 )  25,92 0,3845 99,3 20,a 

8)  2472 0,4605 s5,4 20,1 

17) 1,40 1,557 21,8 19,1. 
M Der Werth von -;-. 1 bleibt bei den vier ersten Ver- 

suchen so ziemlich constant, wenigstens so weit es bei den 
init SO unvollkommenen Mitteln angestellten Versuchen zu 
erwarten war. Die grofse Menge beim vierten Versuch 
riihrt grdfstentheils von der h6heren Temperatur her, die 
einen sehr wesentlichen Einflufs hat. Vom vierten Ver- 
suche an nehlnen die Werthe ab, was also zeigt, daL die 
Granze des Poiseui l le ' schen  Gesetzes nach dem vierten 
Versuche liegt. 

r und 1 constant. 
r = 0,03094 1 = 30"",57. 

h 
M 
t 
- M 

t h  
- 'F 

1 )  2c05 KO286 0,000982 1;,8 
2) 25,9 0,0258 0,000997 17,3 
3 )  21,5 0,0210 0,000978 16,3 
4)  16,3 0,0159 0,000997 16,2 
5) 12,l 0,0118 0,000973 16,3 
6 )  5 0,0044 0,000978 17,4 
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M 
tlr Die Abweichungen, welclie hier die Werthc - zcigcn, 

sind so uuregelmafsig, dafs wir sie iiur der uiigeiiauen 
Beobachtungsmethode zuschreiben kiinnen; wir sind also 
hier innerhalb der G r h z e  geblieben, die fur das Poi -  
seuille'sche Gesetz gilt. 

h constant. h = 29"",06. 

1 T 
M 
t 
- MI 

t r b  
- 7 

1) 3z75 &5502 Ori509 1088000 1;,7 
2) 30,57 0,03094 0,0286 953900 16,8 
3) 20,67. 0,0525 0,34 62 941900 16,5 
4) $83 0,01397 0,00941 936100 16,7 

Auch hier lafst sich die grofste Abweichung a m  der 
verschiedenen Temperatur erklsren. 

Die P o i s  e ui  11 e' sche Formel ist somit auch durch un- 
sere Versuche bestztigt; da nun auch die Rechnung voll- 
koinmen mit den Rcsultaten der Erfahrung iibereinstiinrnt 
und wir diirch die theoretische Forinel einen Aufschlufs 
iiber die Bedeutung der Constanten erhalten, so kann sie 
uus dazu dienen, die Zahigkeit aiif einen bestirnuten nume- 
rischen Werth zuriickzufiihren. W i r  haben namlich: 

z P s n  hr4 v=- - 
86 1 

wir kiinnen dann beirn Versuch eine so lange und enge 
Riihre nehmen, dafs die Poiseui l le ' sche  Formel ale voll- 
komiiien richtig betrachtet werden kann; die Grbfsen P, V, 
s, h ,  T und I kiinnen direct bestimmt werden und somit 
kann ; durch Rechnung gefunden werden. k ist die Kraft, 

die nothig ist utn zwei Fliissigkeitsschichten von der Eiiiheit 
der Oberflache mit der Einbeit der Geschwindigkeit an eiu- 
ander vorbeizufiihren, somit ist -n die Kraft, die ntithig ist, 

urn dieselbe Fliissigkeitsschicht lnit einer n Ma1 kleineren 
Geschwindigkeit zu verschieben, das heifst also die Kraft, die 

k 

6 
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nbthig ist, um zwei Fltissigkeitsschichten von der Einheit 
der Oberflitche mit einer solchen Geschwindigkeit anein- 
ander zu verschieben, dafs die eine in Beziehung auf die 
andere in der Sekunde um die Entfernung zweier Molecule 
vorriickt, diese GrbEse nennen wir die Zdhigkeif und b e  
zeichnen sie mit zi und haben somit: 

oder : 
aPahr4 VI. %=- 8 Vl  

Nehmen wir das Quadratmeter als Fllcheneinheit, so 
finden wir fur zi aus den Poiseuille'schen Versuchen bei: 

B' 
00 c. 0,18142 

10 0,13351 
15 0,11668 
20 0,10296 
25 0,09162 
30 0,082 12 
35 0,07406 
40 0,067 18 
45 0,06123 

Die bedeutende Abhiingigkeit von der 

Unsere Hauptaufgabe wlre nun gelbst ; 
auch aus diesen Werthen zu erkennen. 

Temperatur ist 

wir haben ein 
bestimmtes Maafs fur die Ziihigkeit gefunden, und da die 
Ausflufsversuche sehr leicht anzustellen sind, und die ver- 
schiedenen Grtiken wie Druckhtihe, Lange der Ausflufsrtihre, 
Radius der Ausfluhtihre und Ausflufsmenge mit Leichtigkeit 
gemessen werden kbnnen,- so ist die Ztihigkeit einer Fliis- 
sigkeit eine Grbfse, deren Bestimmung nicht vie1 schwieriger 
ist als die des specifischen Gewichtes. 

Es bandelt sich nun aber noch darum, zu erkltiren, warum 
die P o i s e u5 1 I e ' sche Formel nur innerhalb gewisser Griin- 
zen sich als richtig erweist. Es sind zwei Einfliisse, die sich 
hier geltend machen. Erstens ist es natiirlich, dafs bei be- 
deutenderer Geschwindigkeit die Geechwindigkeithbhe nicht 

Poggendorffs Annal. Bd. CIX. 26 
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mehr gleich Null und aomit A iiicht mehr ffir h” gesetzt 
werden dad. Zweitens aber tritt bei weiten Rbhren und 
besonders bei weiten R6hreo mit rauhen Wtinden, neben 
dem von uns betrachteten Reibungswiderstande ein zweiter 
Widerstand auf, der unter Umsttinden sogar zum vorberr- 
schenden werden kann. Es ist leicht einzuseben, dab nur 
in engen Rbhren mit glatten Wanden die einzelnen Schicht- 
ten nach der oben betrachteten Weise sich ruhig an ein- 
ander vorbeiscbieben werden; wird der Durchmesser grgfser 
oder die Wande rauh, so treten seitliche Bewegungen, Wir- 
bel, Vibrationen u. s. w. in der Fliissigkeit auf, die liatiir- 
lich eine gewisse Menge lebcndige Kraft verzehren; diesen 
eweiten Widerstand werden wir den Erschiittemngswoider- 
stand nennen. 

W i r  betrachten nun vorerst den Fall, wo die Geschwh- 
digkeitshbhe nicht mehr vernachlbsigt werden darf. 

Urn die Geschwindigkeitshbhe zu erhalten, berechnen wir 
die lebendige Kraft der in einer Sekunde ausgeflossenen 
Fliissigkeit und suchen dann die Druckhghe, welche in der 
Sekunde diese lebendige Kraft liefern kann. 

Die Masse der in einer Sekunde ausgeflossenen Fltissig- 
keitsmenge der Schicht, die in der Entfernung e von der 
Axe der Rbhre liegt, betrlgt: 

P 
g 

0 .  - . s 2 n ~ d g  

(wo g die Beschleunigung der Scbwerkraft bedeutet) 
und somit ihre lebendige Kraft: 

und die lebendige Kraft der in der ganzen Sekunde ausge- 
flossenen Fliiasigkeit: 

Die Geschwin&keitsh&he sey h’;’ sie kann in der Zeitein- 
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beit einer Fliissigkeitsmenge nr2 1 s fix die Geschwin- 

digkeit Vzgn' ertheilen und somit ist die lebendige Kraft, 
welche die Hilhe h' liefern kann: 

B 

Wir haben somit zur Bestimmung von h' die Gleichung: 
.d 

r 

2 f vaedg=r2 (2gh')g 

Fiihren wir nun fiir P) seinen Werth 
0 

h" Pa - ( rz  - e Q )  4lJt 

oder (h-h')Pa 
4 l x  (r2 - Q') 

ein, und lbsen die Gleichung nacb h' auf, so erhalten wir: 

r9Pr4h+% k> Pxg&'c/2 '9 rgPr4 hgPxg+2 5aggPr4 
8% P2 r4 

h' = 

fiihren wir d ie t  ein in den Werth von 
II (1 - h') PI f4 

B l X  
V =  

Da nun Y imrner positiv ist, so mtissen wir bei der Wur- 
zel das +Zeichen nehmen und haben also: 

2: n(-g lx+~2-fa ,gplr4hg+gaPxa)  
8P VII. P= 

Diefs ist also die Gleichung, welche die Ausflufsmenge 
der Fllissigkeit bestimmt , wenn alnf die Geschwindigkeits- 
bbbe, nicht aber a d  CleB Erschiitterungswiderstand, Rtick- 
sicht genommen wird, ee mtimen also dieser Gleichung &e 

26 * 
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die Versuche geniigen, bei welclien wir enge und glatte 
R6hren haben, und die Geschwindigkeit nicht gar zu grofs 
wird. Bevor wir zur Vergleichung mit den Versuchen iiber- 
gehen, wollen wir zwei Granzfalle betrachten und sehen 

1) was aus der Formel wird, wenn I im Vergleich zum 

2) wenn das 1 sehr klein wird. 
r sehr grofs wird; und 

Im ersten Fall wird bei der Grbfse unter dem VT'urzel- 
zeichen das erste Glied sehr klein werden im Vergleich 
zum zweiten, und wir diirfen daher setzen: 

und somit: 

was nichts anders ist als die Poiseui l le ' sche  Formel, die 
wir durch Vernachlzssigung der Gleschwindigkeitsh6he er- 
halten haben. Es folgt also, dafs bei grofsem I und kleinem r 
die Geschwindigkeitshbhe vernachlassigt werden darf, was 
sich iibrigens von selbst versteht. 

Im zweiten Fall, das heifst wenn I sehr klein wird, er- 
halten wir : 

oder: 
VIII. v = q g  m r2 1 / 2 3  

_ -  
V = 0,7937 m r 2  v 2  g h 

Diefs ist offenbar nichts anders als die bekannte For- 
me1 fiir die Ausflufsmenge bei kurzen Ansatzrbhreu, indern 
479 ungefghr der mittlere Werth der Coefficienten ist, die 
fiir diesen Fall gefundeu. worden sind. 

Bevor wir zur Erklirung der verschiedenen Werthe die- 
ses Coefficienten iibergehen, die man Bei den Versuchen 
erhiilt, miissen wir noch ein Ma1 seben, welches denn eigent- 
lich die Voraussetzungen sind, die zur Formel VILI fiihren. 
Indem wir in der Hauptformel VII I gleich 0 setzten, mach- 
ten wir die Reibung gleich Null; es folgt somit, dafs wir 
zur GleiGSlung VIII gelangeu miissen, wcnn wir annehmen, 
dafs beim Ausflufs keine lebendige Kraft verloren gehe and 
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au gleicher Zeit , dafs die Geschwindigkeit der Schichten 
von aiifsen uach innen nach den1 oben gefundenen Gesetze 
der Parabel zunehme; oder mit andern Worten, die Rei- 
bung ist in diesem Falle so unbedeutend, dafs sie nur dazu 
dieut, die relativen Geschwindigkeiten der Scbicbten zu be- 
stimmen, ohne einen merklichen Verlust der lebendigen Kraft 
zu bewirken. 

Man pflegt gewthlich anzunehmcn, dafs sobald die Aus- 
flufsmenge unter m r2  m h  zu stehen kommt, dann jedes 
Ma1 auch eine gewisse Menge lebendiger Kraft verloren 
gehe I ) ;  diefs ist jedoch nur richtig, wenn alle Wasserfaden 
die gleiche Geschwindigkeit haben; dafs aber bei iingleicher 
Gesehwindigkeit d i e t  nicht mehr stattfindet , ist leicht zu 
sehen; wie denn uberhaupt in diesem Falle, wo die Ge- 
schwindigkeit der einzelnen Schichten verschieden ist , aus 
derselben Ausflufsmeuge sich durchaus nicht auf dieselbe 
Kraft schliefsen lafst ; indem beim Gleichbleiben der Summe 
von v ,  die Summe von o2 nicht auch glcich bleibt. 

W i r  wollen nun die Formel VIlI aus den beiden oben- 
genannten. Bedingungen ableiten. 

Die Bedingung der Parabel giebt die Gleichung: 
A. W = C ( ~ ~ - @ ~ )  

und die Bedingung, dafs keine lebendige Kraft verloren 
geht: 

r 

Wenn  wir aus diesen beiden Gleichungen C bestiminen 
und dann in die Gleichune:: " 

72 Cr4 v=- 2 
einfiihren, welche durch Integration der Gleichung A iiber 
den ganzen Querschnitt erhalten wurde, so ergiebt sich als 
Resultat : 

1 )  W e i s b a c h  Esperimenlalhydraulik S. 75. 
D on d e r s ,  Berechnung des WiderAtander bei hydraulischen Versu- 

cheo. Archiv ziir Natur- und Heilkunde von D o n d e r s  und B e r l i n  
Bd. I. S. 60. 
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Hr. H a g e n  hat auch neuerdings ') auf eine lhnliche 
Art denselben Coefficienten zu bestimmen gesucht , jedoch 
von der Annabme ausgehend , d a t  die Geschwindigkeit 
von aufsen nach innen nicht nach dem Gesetze der Pa- 
rabel sondern nach dem eiiier geraden Linie zunehme, 
eine Annahme, die auch einer friihern Arbeit desselben 
Verfassers ') zu Grunde liegt. Dafs diese Annahme nicht 
richtig seyn kann, ist leicht einzusehen, indem der Wi-  
derstand hauptsachlich vou dem Unterschiede der Reibung 
mit der aufseren und der Reibung mit der inneren Schicht 
herrtihrt, weicher in diesem Fall gleich Null wird. Auch 
mufs, wie wir schou frtiber gezeigt haben, die Curve, wel- 
che das Gesetz der Zunahlne ausdruckt, die Are der R6hre 
senkrecht schneiden, das heifst !!y uiufs bei der Axe gleich 

Null seyn, eine Bedingung, welche ebenfalls bier nicht statt- 
findet. Wollte, man aber doch von der Hagen'schen Vor- 
aussetzung ausgehen, so hat man zur Bestimmung unseres 
Coefficienten statt der Gleichung A die Gleichung : 

die init B verbunden deli Werth von V geben mufs; wir 
finden durch die Rechnung: 

d 0  

A'. e, = C ' ( r  - e )  

- 
=0,7182mc2 v 2 g h .  

Wenn HT. H a g e n  den Werth: 
OY7662.ar? j ' 2 g h  

fmdet; so bemerkeii wir iiur, dafs er nach unserer Mei- 
iiung an die Stelle des Werthes: 

4gn y h'cg2 
(wo c die inittlere Geschwindigkeit bedeutet) deu Werth: 

4gncyh'gl r/&$ 

- 

1) Ueber den Einfluh der Temperatnr S. 75, Math. Abh. d. 'Berl. Aka- 

2 )  Ueber die Bewegung des Wassers in eogen cyliodrischeo Rohren. Diese 
demie 1854. 

Ann. Bd. 46, S. 423. 
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hBtte setzen sollen ; indem die Menge der lebendigen Kraft, 
welche die Druckhilhe h' bei dem Querschnitt n p 2  liefern 
kann, einen ganz bestimmten Werth hat, ohne von der 
mittleren Geschwindigkeit abzuhBngen. 

Andere wie W e i s b a c h  ') und M o r i n  z, leiten den 
Coefficienten bei kurzen AnsatzrShren aus dem Verluste 
der lebendigen Kraft aL, welcher durch den Stofs bewirkt 
wird, den der sclineller fliefsende confrahirte Strahl im 
Anfang der Ansatzrdwe gegen den langsamer fliefaenden 
am Ende derselben ausiibt. Nach unserer Anschauungs- 
weise dient dieser schneller fliefsende contrahirte Strahl nur 
dazu den mittleren Wasserfadeu die grbfsere Geschwindig- 
keit zu geben, ohne dab darum ein Stofs stattfindet. 

Vergleichen wir nun diesen berechneten CoGfficienten 
0,7938 

wit den durch den Versuch bestimmten. 
H a g  e n  s, nimmt als mittlere Zahl 

W e i s b a c h  ') debt  an: 

Z e u n e r  "): 

M o r i n  "): 
0,83 

und B o s s u t  9: 
0,807, 

so dafs u s e r  berechneter Coefficient so ziemlich in der 
Mitte zwischen diesen steht. ~ 

DaQ in vielen FhIIen die wirkliche Ausflufsmenge die 
theoretische iibertrifft, erklart sich durch die Annahme, dafs 
die kurze Ansatzrike nicht immer genugt, die Geschwin- 

0,76. 

0,815 

0,80885 

1 ) Enperimentrlhydraulik S. 76. 
2 )  Hydmuligue, 2@"' Cdit p. 43. 
3) Urber den Einfluls der Temperrrtur S. 66. 
4 )  Experimentalhydraulik S. 79. Lehrbuch d. Iogenieur - und Maschinen- 

5 )  Bewegung des Wassers in Riihrmleitungen. Civilingenieur, Bd. 1, S. 84. 
6 )  Hydruufigue pug. 45. 
7 )  Truitk rl'hydrodynurnigue, Tome 2,  pug. i2.  

mechanik, 3. A d .  Bd. 1, S. 736. 
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digkeiten der einzelnen Faden genau nach dem Gesetze des 
Paraboloides zu vertheilen, so dafs die naher am Rande 
liegenden Schichten eine verhaltnifsmlfsig zu grofse und 
dafur die mehr in der Mitte liegenden eine kleinere Ge- 
schwindigkeit haben, wodurch bei gleich bleibender leben- 
diger Kraft die Ausflufsmenge vermehrt werden mufs. D i e t  
gilt hauptsiichlich fur den Fall, wo durch ein besonderes 
Mundstuck die langsamer fliefsenden Randscbicbten gleich- 
sam abgehalten werden, wie diefs bei einem conoidischen 
Mundsttick der Fall ist I ) .  

W i r  gehen nun iiber-zur Prtifung der GIeichung VII 
und wollen sehen, wie weit die fur dieselbe Temperatiir 
init. dieser Gleichung gefundonen Werthe von li mit ein- 
ander Ubereinstimmen. 

Aus VII folgt: 
1 IX, s=--- 2Tn?sPhgr4- 81’ V2  

2l2 ngl v 
Wenn wir unsere Versuche, die, wie wir oben gese- 

hen haben, bald von der Poiseui l le’schen Formel ab- 
weichen, nach dieser neuen Formel berechnen, so erhalten 
wir folgende Wertbe: 

r = 0‘”,05502 h = 29’”,05 

I M - 
t 

1) 3;;5 $509 6 0 2 8  
2) 38,35 0,2607 0,1024 
3) 35,44 0,2826 0,1019 
4)  33,ll 0,3234 0,0945 
5 )  28,59 0,3507 0,1003 
8 )  25,82 0,3845 0,1005 
7 )  23,09 0,4174 0,1026 

9) 17,93 0,5184 0,1031 
10) 15,QR 0,5910 0,1040 
11) 12,lO 0,6940 0,1060 

s) 20 ,n  0,4605 o , i m  

1) W e i s b a c h .  Experimentalhydraulik, S. 42. 

z 

167 
19,7 
19,7 
242 
20,4 
20,2 
19,8 
20,l 
19,6 
19,6 
19.5 
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1 M 
t 
- z 2 

cm 

12) 935 05S96 $;I20 19r7 
13) 7,12 0,9083 0,1206 19,7 
14) 5,45 1,0503 0,1206 19,5 
15) 4,21 1,1480 0,1285 19,6 
16) 2,86 1,2820 0,1408 19,5 
17) 1,40 1,5570 0,1215 19,l 

Die Werthe von a sind fiir das @adratmeter als FIS- 
cheneinheit bcrechnet. 

Eh bleiben hier die Werthe von ~r auch nicht constant, 
sondern nehmen, wenn auch ziemlich unbedeutend, init der 
Ausflufsgeschwindigkeit zu. W i r  ktinnen daraus schliefsen, 
dafs wenn sich auch die Abweichungen unserer Versuche 
von der PoiseuiIIe’schen Formel zum grofsten Theile 
durch die Beriicksichtigung der Geschwindigkeitshohe er- 
klaren lassen, doch noch eine Abweichung stattfindet, die 
ihre Erklaruiig nur darin finden kann, dafs bei grtifseren 
Geschwindigkeiten noch ein Widerstand auftritt , den wir 
bis jetzt in unserer Rechnnng nicht belilcksichtigten; es ist 
das nichts andere: als der schon oben erwahnte Erschtit- 
terungswiderstand, den wir am Schlusse unserer Arbeit et- 
was genauer betrachten werden, und der sich also schon 
hier zu erkennen giebt. 

Urn deutlicher zu sehen, wie groL die Abweichuagen 
unserer Versuche van den Ergebnissen der erltaltenen For- 
me1 sind, haben wir mit dem a ,  das als Mittel aus den 
drei ersten Werthen der obigen Tabelle erhalten wird, das 
heifst mit 

~r = 0,1024 
aus der Formel VII das V far die fibrigen Versucbe be- 
rechnet und dadurch folgende Tabelle erhalten : 
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r = Ocm,055(i2. h = 29"",05. 
M - 

1 

cm 

4 )  33,11 
5 )  28,59 
6)  25,88 
7) 23,09 
8) 20,72 
9 )  l7,93 

10) 15,08 
11) 12,lO 
12) 9,55 
13) 7,ia 
14) 5,45 
15) 4,21 
16) '2,86 
17) 1,40 

berechnet 

62998 
0,3441 
0,3781 
0,4 1 83 
0,4605 
0,52 I0 
0,6015 
0,7119 
6,8356 
0,9956 
1,133 
1,253 
1,292 
1,586 

~ 

f 
gefuoden 

05234 
0,3507 
0,3845 
0,4 1 74 
0,4 6 0 5 
0,5 182 
0,5910 
0,6940 
0,7896 
0,9083 
1,0503 
1,148 
1,282 
1,557 

Dirfrrenr 

- 0,0236 
- 0,0066 
- 0,0064 

0,0009 
0,0000 
0,0026 
0,0105 
0,0179 
0,0490 
0,0873 
0,0827 
0,105 

0,029 
0,o I0 

t 

2$2 
20,4 

-20,2 
19,8 
20,L 
I9,6 
19,6 
19,5 
19,7 
29,7 
19,5 
19,6 
l Y , B  
19,l 

Wir gehen nun iiber zur Vergleichung anderer Ver- 
suche mit unserer Formel, und w#hlen zuerst eine Anzahl 
aus den zahlreichen Versuchsreihen von P oi s e ui 11 e. W i r  
haben schon .friiher bemerkt, dafs die von Hrn. Po i se t r i l l e  
angestellten Versuche nur innerhdb einer gewissen Granze 
init seiner Fonnel ubereinstinimen und dafs diese. Granze 
da eintritt, wo die Geschwindigkeitshbhe nicbt mehr ver- 
nachlgissigt werden darf. Nach uiiserer Formel berechnet 
miissen die Versuche also auch noch iiber diese Grainze 
hinaus stimmen. Da jedoch ungefahr in demselben Punkte, 
wo die Geschwindigkeitshtihe sich geltend macht, auch der 
spater zu behandelnde Erschutterungswiderstand auftritt, so 
werden sich immer noch Differenzen zwischen den Ergeb- 
nissen der Erfahrung uiid der Berechnung eiustellen, die 
jedoch bedeutend kleiner sind als die Differenzen, welch; 
bei der Berechnung iiach der P o i s e u i  11 e'ichen Formel 
auftreten ; die folgeude Tabelle giebt eine Zusammeustel- 
lung. 
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In der erden Columne steheu die Nummern, in der 
zweiten die Citate und zwar bedeutet die erste Zabl die 
Seiteazahl in den Mdmoires de l'dcaddmie, der Buchstabe 
die von P o i s e u i l l e  gebrauchte Bezeichnung der Rabre 
und die letzte Ziffer die Nummer des Versuchs. In der 
dritten, vierten und fiinften Columne befinden sich die 
Rbhrenllngen, Wasserdruckhbhen und Radien in Centi- 
metern, in der sechsten Columne die Ausflufsmenge in Cu- 
bikcentimetern; in den beiden letzten Columnen die be- 
rechnete Zahigkeit, und zwar zuerst nach meiner Fonnel 
und dann nach der von P o i s e u i l l e  berechnet. Die Tem- 
peratnr ist 10° C. 
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Aus dieser Tabelle lafst sich dieselbe Folgerung ziehen, 
die sich bei der Berechnung der P o i s e u i  11 e’ schen Ver- 
suche ergeben hat, dafs ntimlich der bedeutendste Theil der 
Abweichung von der Poiseui l le’schen Fomel sich durch 
die Einfiihrung der Geschwindigkeitshohe beseitigen Iafst. 
D a t  das z auch mit Beriicksichtigung der Geschwindigkeits- 
hahe keinen constanten Werth erhalt, mufs dem Erschiitte- 
rungswiderstande zugeschriebeu werden. W i r  sehen ferner, 
dais die aus den Versuchen von H a  g e n  abgeleiteten Werthe 
von z zielnlich geiiau mit denen ubereinstimmen, welche die 
Berechnung der Poiseui l le’schen Versuche giebt, was 
auch seyn muh, da die Temperaturunterschiede nur unbe- 
deutend sind. W i r  kijnnen aus dieser Uebereinstimmung 
den Schlufs zieben, dafs auf den Wertli von a die Substauz 
der Rilhre keineu Einflufs hat, H a g e n  bediente sich niim- 
lich lhpferner, P o i s e u  i 11 e aber glaserner Rohren. Diese 
Unabhdngigkeit vou der Substanz der Rbhre zeigt am deut- 
lichsten, dafs, sobald die Wand von der Fllissigkeit benetzt 
wird, nur die Cohdsionskrsfte zwischen den einzelnen Was- 
sertheilchen und nicht auch die Adhasionskriifte zwischen 
den Wassertheilchen und der Wand einen Einflufs auf die 
Ausflufsmenge ausiiben. 

Hr. H a g e n  hat in seiner Abhandlung auf tbeoretischem 
Wege eine Formel abgeleitet, die bis auf einen gewissen 
Grad der unserigen ahnlich ist; es sollen nun hier die Unter- 
schiede betrachtet werden, die zwischen den beiden Rech- 
nungsarten stattfinden. W i r  stellen zum Vergleich in beiden 
Formeln A auf die eine Seite und baben aus mserer Gki- 
chung : 

oder ausgerecbnet: 

h = (0,00003397 2 V + 0,00008199 VP) 
T l  

wahrend die Formel von H a g e n  auf das Centimeter als 
Lsngeneinheit berecbnet ergiebt: 
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h = (0,00003343 2 V + 0,0001 394 Vz) ra 
was sich auch seinen Versuchen anschliefst. 

W a s  die Berechnung der Coefficienten von Y und Yz 
betrifft, so ist Hr. H a g e n  Ton der Voraussetzuag ausge- 
gangen, dafs der Theil, welcher Y enthalt, die Widerstands- 
hahe und der Theil, welcher V 2  enthalt, die Geschwindigkeits- 
hbhe ausdruckt, was mit unserer Behandlung der Aufgabe 
iibereinstimmt. Nun aber setzt Hr. H a g e n  auch hier vor- 
aus, dafs jede Schicht der anliegenden um gleich vie1 voraus- 
eilt, und dafs soulit die.ilz der Zeiteinheit ausgeflossene Was- 
sermenge einen Kegel bildet. W i r  haben schon weiter oben 
unsere Griinde angegeben, w a r m  wir uns mit dieser An- 
schauungsweise nicht verstiindigen kiinnen. 

Mib der Berechnung des V* enthaltenden Theiles kih- 
nen wir uns auch nicht einverstanden erklaren, abgesehen 
davon, dafs die Auiiabme des Kegels darauf ihren Einflufs 
ausiibt. W i r  miissen nimlich bier dasselbe wiederholen, 
was wir schon weiter oben bemerkt baben, dafs namlich die 
Druckhbhe h bei derselben Oeffnung immer dieselbe leben- 
dige Kraft liefern muk, wenn nicht durch einen lufseren 
Widerstand wie Keibung ein Theil der lebendigen Kraft 
verbraucht, respective in WIrme umgcwandelt wird ; diese 
lebendige Kraft ist : 

n r z  v z h .  2 g h 
g 

Berechnen wir mit dieser Voraussetzung und der An- 
nabme des Kegels den Coefficienten von .V2,  so finden wir: 

0,0001001 
was allerdings nicht mehr so genau mit den Versuchen 
stimmt. 

Beim Vergleich der Fomeln stimmen die Coefficienten 
von 1V ziemlicb genau, die von V* weniger, und zwar ist 
der iinserer Formel Ueiner; was natlirlich daber riihrt, dafs 
eigentlich der Erschiitterungswiderstand noch beriicksichtigt 
werden iniifste; und da dhser, wie wir gleich nachher sehen 
werden , dem Quadrate der Geschwindigkeit proportional 
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ist, so wtirde er auf das Y* enthaltende Glied einen Ein- 
flufs ausiiben. 

W i r  gehen nun iiber zu den Beobachtungen, die mit 
weiten R6hren gemacht sind. Wenn wir fur dieselben nach 
unserer Formel die Ausfluhmenge berechnen, so fallt die- 
selbe bedeutend grbfser aus als die wirkliche durch den 
Versuch bestimmte Menge, oder , was auf dasselbe heraus- 
kommt, wenn wir aus den Versuchen mit weiten Rtihren 
das a nach unserer Formel berechnen, so wird dasselbe 
zu grot ausfallen, und zwar im Allgemeinen um so grtiber, 
je weiter die R6hren und je grbirser die Geschwindigkeit. 

Urn diefs zu zeigen, wahlen wir ein Paar mit Wasser 
angestellte Versuche von D u b  ua t I ) .  In der ersten Co- 
lumne steht die Nummer des Versuches von Dubua t .  Die 
Lgngen sind auf Centimeter und die Volumina auf Cubik- 
centimeter reducirt. 

1 = 98cm”,29 T = OCm,3271. 
h 0 z 

30 
37 
36 
35 
34 
33 
30 
29 
28 

em 
2,255 
4,399 
5,639 
7,344 
10,038 
13,083 
19,926 
24,588 
54,589 

cc 
6,895 
11,54 
13,O 1 
15,13 
17,82 
20,64 
26,07 
30,55 
47,27 

{I272 
0,1360 
0,1559 
8,1728 
0,1995 
0,2227 
0,2646 
0,2078 
43739 

Dafs das aus No. 38 abgeleitete zr sogar kleiner ausge- 
fallen, als das aus den Poiseui l le’schen Versuchen be- 
stimmte, komlnt wahrscheinlich daher , dafs D u b u a t bei 
htbherer Temperatur als loo C. experimentirte. Bei diesen 
Versuchen war der Radius noch nicht sehr grofs. Urn zu 
zeigen, wie weit die Abweichung von unserer Formel geben 
1) Dubuat ,  Principes d’hydraulique T. I, p .  74. 
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kaiin, wahlen wir ein Paar ebeufalls rnit Wasser angestellte 
Versuche voii D a r c y  und berecbnen aus ihnen a; wir wen- 
den in diesem Falle einfach die Formel JV an, da Hr. D a r c y  
mit Manoinetern die GrBfse der WiderstandshBhe bestimmte. 

Die Nummer in der ersteu Columne bezieht sich auf die 
Versuchstabellen voii Hrn. D a r c  y. 

1 = 10000"" 

23 105j;l fY33 71 ;:9 c824 

IL r V 2 

145 1680,7 4,095 17054 lo,€% 
172 4 10.5 12,16 91962 36,60 

Sowohl am den Versuchen voii D u b u a t  als auch be- 
sonders aus djesen letzteren ist deullich zu erkeiinen, dafs 
das z nicht mehr constant blcibt, sondern ganz bedeutend 
zunimmt, indeln wir aus dem Versuche No. 172 von D a r c p  
einen beiuahe 300 Ma1 zu grofsen Werth fur z berechnet 
haben. Die Formel, die also die Erscheinuugeii bei engen 
RBhren erklarte, pafst nicht mehr fur die weiteii Rahren. 
DieL ist iiuu auch neben dem praktischen Rediirfnisse haupt- 
sschlich Scbuld daran, dafs das Problem iiber das Fliefsen 
in Kdhrenleituugeil ganz selbststlndig und unabhiingig yon 
dem fur die Capillarrbbren behandelt wurde. Die meisten 
Arbeiten hatten dabei einen praktischen Zweck im Auge, 
nsmlich Formeln aufzustellen, die zur Berechnung einer Rbh- 
renleitung dienen sollten. Unsere Aufgabe ist eiue voll- 
kommen andere, wir wollen zeigen, d a t  dieselben Grund- 
bedingungen, die uns den Aufschlufs uber die Erscheinun- 
gen der engen RBhreu gegeben haben, auch noch fur weite 
Rahren gelten, nur dafs dabei noch neue Umstiinde hinzu- 
treten, die bei den engen Rbhren veruachliiissigt bleiben 
konnten. W i r  werden daher auch auf die von G e r s t n e r ' )  
Prony ", E y t e l w e j n  a)  W e i s b a c h  ') u. s. w. aufge- 

1 )  G e r s t n e r ,  Handbuch der Mecbaoik Bd. 11, 1832, S. 176. 
2) P r o  ny, Recherches physico-mathC~natigues. 
3) E y t e l w e i n ,  Untersnchungen iiber die Bewegung des Wasscrs .  
4)  W e i s  b a c h ,  Ingenieur- und Maschinenmeclranik Bd. I ,  S 747. 

Poggendorlf's Annal. Bd. CIX. 27 
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stellten Formeln nicht weiter eingehen, fiir die praktische 
Anwendong sind sie tauglich, aber iiber den inneren Vor- 
gang beim Fliefsen des Wassers durcb eine Rbhre geben 
sie keinen Aufschlufs, besonders da sie nicht die Verschie- 
bung der einzelnen Schichten an einander in Rechnung brin- 
gen, sondern fast immer von dem Satze des Parallelismus 
der Schichten ausgehen und nur den Widerstand betrachten, 
den das Wasser in Gesammtheit erleidet. 

Aus dem Vorhergehenden folgt, dafs bier bei den wei- 
ten Rtbhren neue Verhaltnisse auftreten, die bei der Auf- 
stellung der friihern Forinel nicbt beriicksicbtigt wurden; 
das heifst, es tritt bier noch ein neuer Widerstand dam, 
der bei engen RiShren und geringer Geschwindigkeit ver- 
schwindet, bei weiten Rbhren und grofeer Geschwindigkeit 
jedoch eehr bedeutend werden kann, es ist diefs der schon 
bfters erwshnte- Erechiitterungs~oiderstand. Es ist leicht zu 
sehen, dafs nur bei engen R6hren und geringer Geschwin- 
digkeit alle Theilchen sich geradlinig der Axe der Rbhre 
parallel bewegen werden, bei weiten Rohreii und grbfserer 
Geschwindigkeit werden seitliche Strbmungen, Wirbel und 
vibrirende Bewegungen eintreten, die alle in Folge der da- 
bei entstehenden Reibung eine gewisse Menge der leben- 
digen Kraft, welche von der Druckhbhe geliefert wird, ver- 
zehren werden. Die vibrirenden Bewegungen werden be- 
sondera dann eintreten, wenn die R6brenwande raub sind 
und der Durchmesser der Rbhre bfters variirt. Alle diese 
Widersttlnde fassen wir unter dem Namen des Erschfitte- 
rungswiderstandes zusammen, da sie ahnlich dem Wider- 
stande sind, den ein Wagen beim Fahren a d  rauher Strafse 
erfiihrt. Ee kbnnen sicli diese Bewegungen auch in dem aus- 
fliefsenden Strahle zeigen, wie diefs Hr. Hag e n  beobachtet 
bat. Er sagt namlich ' ): D) Liefs ich das Wasser frei in die Luft 
ausstrbmen , so bildetc der Strahl bei kleinerer Druckhtbhe 
eine unveranderte Form, und er hatte in der Nabe der RCIhre 
das Ansehen eines festen Glasstabes; sobald aber bei starke- 
rem Drucke die Geschwindigkeit die bezeichnete GrHnze iiber- 

1) Diesr Ann. Bd.  46, S. 424. 
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stieg, so fing er an zu schwanken und der Ausflufs geschali 
iljeht rnehr gleichfbrmig, sondern stofsweise 11. 

Dieser Erschiitterungswiderstand hangt nun offenbar nicht 
von der relativen Gescbwindigkeit ab ,  mit welcher eine 
Schicht der nebenanliegenden voraneilt, sondern von der 
absoluten Geschwindigkeit derselben, und da ein Theilchen 
bei doppelter Geschwindigkcit doppelt so viele und zu glei- 
cher Zeit doppelt so starke Stbfse bekomrnt, so nehmen 
wir an, es sey dieser Widerstand dem Quadrate von T pro- 
portional. Es ist ferner leicht einzusehen, dafs dieser Wi- 
derstand von der Substanz der Rbhre nicht unabhlngig ist 
und besonders auch von der Rauhigkeit der Rbhrenwand 
abhgngen mufs, wie diefs sehr deutlich aus den in sehr grot- 
artigem Maafsstabe angestellten Versuchen des Hrn. D a r c y  
hervorgeht. 

Wir miisseu uun die Grdfse des Erschiitterungswider- 
standes fur unsere Sdicbt entwickeln. Bedeutet a den von 
der Beschaffenheit der Rbhrenwand und dew Radius der 
Rbhre abhaingigen Erschiitterungswiderstand bei der Einheit 
der Geschwiiidigkeit und der Einheit der Masse, so ist der- 

selbe fur die Geschwindigkeit v und die Masse 27re; I-s, 
die uusere Schicht besitzt, gleich: 

1 P  2 n e - 1 -  s a o a .  
n g  

Es mufs also bei der Gleichbung I1 dieses Glied noch 
hiazilgefugt werden, und zwar mit negativem Zeichen, weil 
diese &aft nach innen zu d r k t ,  wir haben also: 

I P  
g 

1 P  
n R  

- 2 n e- 1-8 a v1  = 0 

oder 
d'v I dv apav' Ji'Pa- XI. - + - - - - + - - 0 .  
dg' 4 dP g x  l x  

Die& ist also die Fundamentalgleichung ftir die Bewe- - 
gung einer Fltissigkeit in einer Rbhre; bei engeri ROhren 

27 * 
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kaun a gleich 0 gesetzt werden und daun geht sie in die 
schon bebandelte Differentialgleichung uber. Die Integra- 
tion der Gleicbung XI in geschlossener Form ist wolil iiicht 
m6glich; die Integration durch Reihen fiihrte mich auch zu 
keioem Ziele, und ich habe mich daher fiir einstweilen mit 
der Bebandlung eines Grauzfalles begnugt, was inan iiiir 
urn so eher nachsehen wird, als die Behandlung mit weifen 
R6hren mehr nur als Anhjlngsel nieiner Arbeit zu betrachten 
ist; es sol1 j+a nur gezeigt werden, dafs die Resultate, die 
bit. weiten Rbhren gefunden wurden, sich mit den von mir 
ausgesprochenen Ideen iiber die iniiere Reibung vollkom- 
men vwtragen. 

Ich will ngmlich den Fall behandeln, wo das a verhslt- 
nifsrnribig grofs wird, d. h. den Fall, wo wir annehmeu 
kdnnen, dafs der inittlere Faden mn#herungsweise eine Ge- 
schwindigkeit hat, die deiii Erschiitterungswiderstande allein 
entspricht, uud wo also der Reibungswiderstand nur zur 
Bestimmung der Function dient, nach welcher die Geschwin- 
digkeit yon der Mitte nach dein Rande zu abnimmt. 

In diesem Falle haben wir fur den mittleren Faden: 

woraus: 

DieL ist also fiir diese Voraussetzung die Geschwindigkeit 
in der Mitte der Rdhre. 

in aPsvl  Am Raude verschwindet hingegen das Glied - 
uuserer Differentialgleichung, und wir haben : 

Wir baben soinit folgeade Bedingungen : 
- 

ftir Q = o  a = l / - - -  h'lg 
n l  
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Es ist ferner ohue Rechnuug die ungefilhre Gestalt der 
Function leicht zu erkennen. Ohne Erschiitteriingswider- 
stand wiire dieselbe die Gleichung einer Parabel; in F ~ l g e  
des Erschiitterungswiderstandes werden alle Ordinaten wx- 
kleinert und zwar am stlrksten die in  der Mitte, am wenig- 
steii die am Rande, in Folge davon werden wir offenbar 
eine Curve bekommen, die immerfort ibre convexe Seite 
nach aufsen kehrt, und die wir gewissermafsen mit einer 
zusamlnengedriickten Parabel vergleichen konnen ; es geht 
daraus hervor, dab wir zu den obigen Bedingungen und 
den bekaunten Gr~nzbediugungen , dafs 

fiir g = O  g = O  und 

JJ g = r  a = O  
d a  d= 2, auch noch die bringen kgnncn, dafs - und 7 i nne r  ne- 

gativ seyii miissen. 
Dieseii Bedingungen kann nun durch einen elliptischen 

Bogeu genugt werden. Nehmen wir eine Ellipse, deren 
Hauptaxe mit der Rohrenaxe zusammenfallt, so ist ihre Glei- 

de de 

chung: 

a und P lassen sich durch die oben bezeichneten Bedingun- 
gen bestimmen, und wir erhalten durcb die Ausffihrung der 
Rechnung: 

2 P1PVagh't-44arl  

2r'h"Ps I/agh"l - 4gh"lx 

P =  gh'P1 

a= 
r2ah11Pal-44E~vagn"l  

Da nun: 
m = O  

V = -  f e2 dv 

so erhalten wir : 
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Und hieraus, wenn wir Y = m r*  c setzen, wo c die initt- 
lere Geschwindigkeit bedeutet : 

Der  Werth von a mufs nun ails den Versuchen be- 
stimmt. werden, und wenn unsere Voraussetzung richtig ist, 
dds der Erschtitterungswiderstand dem Quadrate der Ge- 
schwiiidigkeit proportional ist, so inussen wir fur dieses a 
aus eiiier Aiizahl Versuche, die uiit Riihren von derselben 
Beschaffenheit u i d  deinselben Durchinesser geinacht sind. 
constaiite Werthe erhalten. W i r  wlhleii dazu Versuche 
init R6hrcn voii zieiiilich bedeutendein Durchmesser, weil 
sonst die Bedingung nicht eintreten kann, dnfs die Geschwin- 
digkeit des mittleren Fadens hauptslclilich nur vou dem 
Erschtitteriingswiderstande abhgngt. Wir geben hier des 
Beispiels wegen die Berecbnung der Versuche No. 166 bis 
No. 153 von Hrn. B a r c y  I ) ,  uud da dieser Beobachter 
durch Maiiometer direct die Grofse der Widerstandsh6he 
bestimmte, 60 ist es hier nicht notbig auf die Geschwindig- 
keitshtihe Rilcksicht zu nehiiien. Die Temperatur, bei wel- 
cher diese Versuclie nugestellt wurdeii, betragt 15;". Wen-  
den wir den aus den von P o i s e u i l l e  bei verschiedener 
Temperatur angestellten Versuchen fur diese Teinperatur 
durch Interpolation gefundenen Werth von 

zr = 0gr,11594 
an, so erhalten wir folgendes Restiltat, bei deiii das a fur 
die Geschwindigkeitseiiiheit eines Meters und die Massen- 
einheit eiiies Grammes berechnet wnrde: 

1) D a r c y ,  Rechcrches p. 58 ut  59. 
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2 = 10000'" 
h" 
cm 

166 924 
167 20,2 
168 47,3 
169 115 
170 229 
171 320 
172 410,5 
173 1398,l 

r = 12"",16 
a 

g 
C - 

36,; 0,004398 
45,2 0,004370 
147 0,004191 
110,6 0,004170 
154,7 0,004246 
183,3 0,004227 
207,3 0,004240 
383,3 0,004226 

Ah Mittel daraus ergiebt sich: 

0,004258. 

Weitere Beispjele fiige ich bier nicht bei; zahlreiche 
Berechnungen haben inich iiberzeugt, dak bei andern Ver- 
suchen, die den oben bezeichneten Bedingungen gentigen, 
das a auch ftir dieselbe Rahre constant bleibt. 

Die Versuche von Hrn. D a r c y  geben uns ferner ein 
Mittel an die Hand, zu untersuchen, ob unsere Function 
der Zunahme der Geschwindigkeit .vom Rande nach der 
Mitte mit der Erfahrung stimlnt; indem bei den Versuchen 
mit obigen Rohren vermittelst einer P i t  o t'schen Riibre 
die Geschwindigkeit an eiaigen Punkten der Rbhre bestimmt 
wurde. Es folgt aus Gleichung XII: 

lndem wir aus den Versuchen von D a r c y ') die Wertbe 
einfiihren, erhalten wir folgende Tabelle, wobei u die am 
unserer Formel berechnete und a' die vou D a r c g  mit Hiilfe 
der P i t  o t 'scheu R6hre beobachtete Geschwindigkeit be- 
deutet : 

I )  Rechcrches p.  1:38 ct 139. 
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I I 1000Ocm T = 12"", 16 
h 

265 

47,3 

320 

1398,l 

2: 

cm 
69,26 
7453 
47,79 

98,62 
73,Ol 

105,8 

275 
256,3 
189,8 
573,4 
534.6 
395,s 

u' 

56 
52,4 
43,2 
82,9 
76,7 
65,7 

228,9 
2 13,3 
181,5 
476 
442 
398,6 

Cm 

V - 
V' 

1,237 

1,138 
1,276 
1,286 
1,111 
1,210 
1,202 
1,045 
1,205 
1,209 
1,035 

1,232 

Aus dieser Tabelle geht hervor, dafs die berechneten 
und beobachteten Geschwindigkeiten nicht vollkoinlnen uber- 
einstimmea; die ersteren sind grofser und zwar ist das Ver- 

haltnifs von fiir p = 0 und g = J,4 so ziemlich constant, 

wlhrend cs fur g = 8,s ziemlich auffallend abnimmt. Dafs 
die berechneten s etwas grofser ausfallen, kaiin uns nicht 
befremden, da es sehr wahrscheinlich ist, dafs in der P i -  
t o  t'schen Rohre das Wasser nicht bis zur vollkommncii 
Geschwindigkeitshohe ansteigt. Die Ungleichbeit des Ver- 

haltnisses erklart sich aus dem Umstaude, dafs wir bei 
der Wahl  des Ellipsenbogens eine Curve einfiihrten, die 
sich zu schnell vow Rande entfernt und somit fiir die Ge- 
schwindigheiten, die naher dern Rande zu liegen, zu kleine 
Werthe liefert; aus der Differentialgleicbung ergiebt sich 
nZimlich, dafs die Function der Geschwindigkeit am An- 
fang vow Rande her sehr schnell zunimmt uod eiuer sol- 
chen Curve entsprecben auch die gefundenen Wertbe. Hin- 
gegeii folgt aus deui beobachteten Werthe voii s dureh- 
atis nicht, dafs am Rande der Rohre eine endliche Geschwin- 
diglieit stattfindet, wie Hr. D a r cy folgerte, soudern nur, 
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dafs schon bei geringer Eotfernung vom Rande die Ge- 
scbwindigkeit bedeutend wird. 

Auf die nlbere Betrachtung der weiten Rbhren, auf die 
Untersuchung der Abhringigkeit des Erschiitterongswiderstan- 
des von der Weite der Rbhre und der Beschaffenheit der 
W a d  geben wir hier einstweilen nicht weiter ein, es geniigt 
uns gezeigt zu haben, dafs unsere Voraussetzungen hinreichen, 
um auch das Problem der weiten Rohren bis zu einem gewis- 
sen Punkte zu h e n ;  fur den praktisckeu Gebrauch wird 
inali einstweileu die zu diesein Zwecke aufgestellten For- 
meln gebrauchen miissen. 

W i r  stellen hier noch ein Ma1 die Resultate uuserer 
Arbeit zsaminen. 
1 ) Definition. W i r  bezeichnen mit dem Nainen Zahig- 

keit die Kraft, die nbthig ist, iim eine Flussigkeits- 
schicht von dw Dicke eines Moleculs und der Einheit 
der Oberfliche in einer Sekunde mit gleichformiger 
Geschwiiidigkeit ul~l die Entfernuilg zweier Molecule 
a n  einer zweiten Schicht vorbeizuschieben. 

2) Uiese Zahigkeit betragt fur Wasser bei 10" C. und 
bei dem Quadratmeter- als Flacheneinheit : 

0,13351 Grm. 
3) Die Zahigkeit nilnmt sehr bedeutend mit der Tempe- 

ratur ab. 
4 )  Die Reibung zwischen zwei Flussigkeitsschichten ist 

a )  unabhangig von dem Driick; 
b )  proportional der Grbfse der reibenden Oberflache ; 
c )  proportional der relativen Geschwindigkeit bei- 

5 )  Aas diescn Bedingungen lassen sich die Gesetze fur 
enge Riihren vollkornlnen ableiten. 

6 )  Auch die Gesetze, die bei weiten Rtihren stattfinden, 
lassen sich am dieser Reibirog erklaren, sobald man 
noch einen Erschiitterungszoiderstand zu Hulfe nimmt. 

7 ) Dieser Erschutterungswiderstaod hangt ab von der 
Beschaffenheit und dem Durchmesser einer Rohre und 
ist dem Quadrate der Geschwindigkeit proportional. 

der Schichten. 
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Nachdein nun auf dime Weise die Ziihigkcif einer Fltis- 
sigkeit auf eine bestimmte numerische Griifse zurtlckgefuhrt 
ist, die fiir jeden gegebenen Fall durch den Versuch mit 
Leichtigkeit ermittelt werdeii kanu, handelt es sich dariim 
diese ZPigkeit bei verschiedeaen Fliissigkeiten naher zu 
untersucben. Eine nahere Erforschung ihrer Abhlngigkeit 
von der Temperatur, vou der Menge der aufgelosteu Sub- 
stanz bei einer Lijsung, ihres Zusammenhangs mit der Ca- 
pillariatsconstauten u. s. w. sind die Aufgaben, die ich mir 
zunlchst gestellt habe. 

II. Ueber die chemisehe Harmonika; 
oon Dr. Sondhaufs.  

(seiliurs 000 S. 43.) 

9. D i e  Entstehung des Tons der chemischen Harmo- 
nika , besonders die Bildung von Flageolettdnen, h;ingt au- 
Fserdem noch yon der Stelle ab,  an welcher die Flamme 
auf die in Schwingungen zu versetzende Luftsaule wirkt. 
Oft entsteht, wenn man eine Rohre iiur wenig iiber die 
Flamme senkt, wie schou fruher bemerkt worden ist, zu- 
nachst ein Flageoletton, uud erst wenii man die Rbhre tie- 
fer hiilt, spricht der Grundton derselben an; manchmal tritt 
statt desselben wohl auch ein anderer Flageoletton ein. 
Auch auf die Hdhe des Gruudtons der Ri3hre hat die 
Stelle, wo die Flainme wiihrend seiner Eneugung sich be- 
findet , entschiedenen Einflufs. Weiin der Ton erst an- 
3pricht, wenn die Flainme sich in der Mitte der Rbhre be- 
findet, so ist er in der Regel eine kleine, manchmal sogar 
eiue groEse Sekunde hdher, als in dem Falle, wo die Flamme 
die Energie besitzt, den Gruudton schon in dem untersten 
Theile der Rdhre zu erregcn. Wenn man in diesem Falle 




