
9. Ueber d i e  B e w e g u n g  eines yespannten 
F a d e n s ,  welcher  gezwungen i s t ,  durch xwei feste 
.Punkte  whit e i n e r  conatanten Geschwin)digkei t  
x u  gehen, un d xwischen. d e n s d b e n  in, T r a n s v e r s a l -  
schwinyunge i t  u o n  gemhyer  A m p l i t u d e  uersetxt 

w h d ;  von R i c d o l f  S k u t s c h .  

Fur die transversale Bewegung eines vollig biegsamen, 
mit constanter Kraft T gespannten Fadens, dessen Langen- 
einheit die Masse m besitzt, gilt mit r3 = T /  m die Differential- 
gleichung : 

(1) 

Hierbei ist das rechtwinkelige Coordinatensystem so gewahlt, 
dass seine x-Axe dem nur unendlich wenig von der gerad- 
linigen Form abweichenden Faden parallel ist , und jedem 
Punkte des letzteren ein bestimmter Abseissenwerth drtuernd 
entspricht. Ihre Integration fiihrt bekanntlich auf die Gleichung : 

wo r und A willkurliche Functionen ‘sind. 
Der Fall ,  dass es sich um Schwingungen eines zwischen 

zwei festen Punkten eingespannten Fadens handelt, ist bereits 
von d ’ g l e m b e r t  mit dem Erfolge untersucht worden, dass es 
moglich wurde, die Form des schwingenden Fadens zu jeder 
Zeit aus einem beliebigen bekannten Anfangszustand abzu- 
leiten. l) 

Das hier vorliegende Problem, welches neben theoretischem 
Interesse vielleicht auch die Moglichkeit einer technischen An- 
wenclung bietet, ist ohne besondere Schwierigkeit durch eine 
Abanderung oder vielmehr Verallgemeinerung der d’ Alem-  
b e r  t’schen Rechnungen zu losen, wie sie ubrigens zwecks 
inathemntischer Gestaltung des D oppler’schen Princips fur 
akustische und optische Wellen theilweise schon von K1 in k e r -  
fu e s  vorgenommen worden ist.2) Wir  transformiren zu diesem 

(2) y = T ( r  t + .z) - 3 ( T t  - I), 

1) MEmoires de 1’AcadCmie de Berlin pour 1747, p. 214. 
2) GSttinger Naclirichten 1868, p. 469. 
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Behuf das Coordinatensystem so, dass sein Anfangspuiikt 
dauernd mit dem einen der beiden festen Punkte zusammen- 
fallt, an welchen sich der Faden entlang bewegt. 1st die Ge- 
schwindigkeit des Fadens gegen diese Punkte + c und be- 
zeichnen wir die Abscissen in dem neuen Coordinatensystem 
lnit 6, so erhalten wir wegen x = ij - c t :  

Da y fur & = 0 verschwindet, so wird 

(4) 
also 

(3) y = r [ ( T  - c )  t + 6j - d [(T + c) t - ij]. 

r [ ( r  - c) t] = d [ (r  + c ) t ] ;  

Hat nun der zweite feste Punkt die Abscisse E = + I, so 
verschwindet y auch fiir ij = + I, und es wird: 

r -- c 
r f e  r [ ( T  - c)  t + = T [ ( T  - c) t - -- . q. 

Somit ist I' eine periodische Function mit der Periode 
r - c  2 r l  
r + c  r + c  

I +  - . I = - - - - - -  

Zufolge Gleichung (5 )  wiederholen sich also die zu bestimmtem 
6 gehijrigen Werthe yon y, so oft die Zeit t um den Retrag 

bez. ein ganzes Vielfache desselben zunimmt, und es ist t 
die Schwingungsdauer des Fadens. Ein Vergleich mit der 
Schwingungsdauer des gleich langen eingespannten Fadens 

21  
to = - 

T 

ergiebt 
r9 - ca C2 - = 1 - __ .  

z r1 T' 

Sind z und zo die entsprechenden Schwingungszahlen, so wird 
zufolge der Gleichung 

2% = 

(8) z = zo (1 - Z )  
die Abhangigkeit der Schwingungszahl z von der Geschwindig- 
keit c in einem rechtwinkeligen Coordinatensystem durch eine 
Apollonische Parabel nach Fig. 1 dargestellt. 
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Es mag nun zunachst bemerkt sein, dass auf den be- 
rechneten Werth 5 auch eine sehr einfache Retrachtung fiihrt. 
Wie man namlith die Schwingungsdauer to des eingespannten 
Fadens als die bei einer Geschwindigkeit nothwendige Zeit 
erhalt, um den Weg 1 zweimal zuruckzulegen, so ergiebt sich 
die Schwingungsdauer t fur den mit einer Geschwindigkeit c 
an den festen Punkten sich entlang bewegenden Faden als 
die Summe der Zeiten, in welchen der Weg I einmal mit der 
Geschwindigkeit r + c und einmal mit der Geschwindigkeit 
r - c zuruckgelegt wird, namlich 

2r 1 
(T + c ) ( r  - c) 

- 1 1 
t =  ~ r + c  +._,-----. 

Der Grenzfall T = c,  welcher auf 't = oc) fiihrt, ist von 
Interesse. Es wird dann in Gleichung (5) y von t unabhangig, 
d. h. der Faden behalt eine ihm ertheilte Abweichung von 

der geraden Linie dauernd bei. 
Die Erklarung hierfiir ist darin 
zu finden, dass in diesem Falle 
die jedem einzelnen Fadentheilcheu 
durch die Spannkrafte 1' ertheilten 

c Transversalbeschleunigungen ge- 
rade hinreichen, um eine Bahn- 
kriimmung desselben herbeizu- 

fiihren, ebenso gross als die Faclenkrummung an der be- 
treffenden Stelle. Es tritt also im Zeitdifferential jedes 
Fadentheilchen an Stelle des Nachbartheilchens, ohne dass da- 
durch die Form des Fadens veriindert wird, ein bekaiinter Satz, 
welcher im Gegensatz zu den bisherigen Ergebnissen die Ver- 
allgemeinerung von nahezu geradlinigen Fadenformen auf be- 
liebig, auch raumlich gekriimmte zulasst und auch in der 
Form ausgcsprochen werden kann : ,,Jede Curve ist Seilcurve 
fur die Fliehkrafte der Theilchen eines gleichmassig mit der 
Masse m pro Langeneinheit belegten Fadens, welchen man 
sich mit der Geschwindigkeit c an der Curve entlang gezogen 
denkt; die Seilkraft ist Iangs des ganzen Fadens gleich c2 .m.c i  

Theoretisch lasst aich die Richtigkeit diescs Satzes leicht 
durch einfache Rechnung bestatigen; dagegen ist es noch nicht 
gelungen, einen experimentellen Beweis des Satzes zu er- 
bringen, und zwar infolge der Schwierigkeit, die Beeinflussung 

r 
Fig. 1. 

% i i  
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der Fadenform durch aussere Kriifte auszuschliessen. Sehr 
interessarite Versuche iiber diesen Gegenstand verdankt man 
Herrn A i t k en ,  welcher in sich zurucklaufende Ketten durch 
eine sich drehende Rolle in sehr schnelle Bewegung setzte; 
eine Unabhangigkeit von der Gravitation ist aber hierbei nicht 
erzielt worden.’) 

Sol1 die Form, welche der schwingende Faden zu irgend 
einer Zeit t annimmt, ails den anfanglichen Elongationen yo 
der einzelnen Fadenpunkte und den zugehorigen transversalen 
Geschwindigkeiten u ahgeleitet werden, so hat man erstens 

(9) 

Durch Differentiation der Gleichung (5) erhalt man ferner : 
(10) d?’ = ( 1 . - c )  z . ’ : ( 1 . - c ) t + E ] - ~ i ( T - c ) t -  r - - C  r + - c  g]] 

d t  { 
Da d y l d t  zur Zeit t = 0 den Werth u hat, so wird: 

Durch Addition der mit geeigneten Factoren multiplicirten 
Gleichungen (9) und (12) erhalt man: 

Der Periodicitat der Function r zufolge genugt es die 
letztere etwa nur fur die Abscissen von - [(r - c)/(r + c) ]  . 1 
bis + 1 zu berechnen, entsprechend den Werthen = - 1 bis 
l = =  + I .  

Fig. 2. 

1) A i t k e n ,  Philosophical Magazine 5. p. 81. 1878. 
Ann. d. Phys. u. Chem. N. F. 61. 13 
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1st in Fig. 2 die Function 1" fur dieses Interval1 durch 
die Curve N O  P dargestellt und nach rechts und links he- 
liebig weit durch congruente Wiederholungen verlangert, so 
lasst sich vermittelst derselben die Elongation eines Faden- 
punktes mit der augenblicklichen Abscisse E zur Zeit t leicht 
finden. Tragt man namlich auf der Abscissenaxe zunachst 
von 0 aus ein Stuck (r - c ) t  und hierauf von dessen End- 
punkt ausgehend unter Berucksichtigung der Vorzeichen die 
Strecken 6 und - [(r - c ) / ( r  + c) ]  . E  ab, so ergiebt sich die ge- 
suchte Elongation als der Unterschied der Ordinaten in den 
letzterhaltenen beiden Punkten. 

1st z. B. c = r / 3  und sind die anfanglichen Geschwindig- 
keiten v = 0, so wird 

N O  = $ O P  

Fig. 3 
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I n  Fig. 3 ist unter Annahme eines Anfangszustandes: 
n.F yo = const. sin ~ 1 

die gegen den ruhenden Faden im Verhaltniss 9 : 8 verlangerte 
Schwingungsdauer in 18 gleiche Theile getheilt, und die augen- 
blickliche Form des Fadens nach Ablauf, jedes einzelnen solchen 
Zeittheilchens construirt. Den Zeiten t und t - T entsprechen 
congruente , symmetrisch liegende Fadenfignren, der Zeit t/2 
eine symmetrische Curve, aber keine Sinuslinie. 

Die Bewegungsrichtung des Fadens ist durch einen Pfeil 
angedeutet, zudem sind die Orte, welche ein bestimmter 
P unkt des Fadens bei dessek aufeinander folgenden Formen 
der Reihe nach inne hat, durch kleine Kreise bezeichnet. 
Schliesslich ist noch durch die gestrichelte Curve die Bahn 
dieses selben Punktes zusammenhangend dargestellt. 

13. 




