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Einleitung. 
Die wichtigsten Randwer~aufgaben der mathema~ischen Physik fiihren, 

wie bekannt, auf das Problem der Eigenwerte, welches sich in dem 
typisehen Falle der gewSlmlichen Schwingungsgleiehung folgendermaBen 
~ormulieren li~t: Es sei im zwei- bzw. im dreidimensionalen Raume 
mit den rechtwinkeligen Koordinater~ x, y bzw. x, y, z ein Gebiet G mit 
stetig gekriimmter Begrenzung gegeben; gesueh~ sind diejenigen Konstanten 
~, flit welehe die Differenti~lgleichung 

eine nicht iden~isch ve~schwindencle, im Inneren und auf clem Rande yon 
G sVetige ~LSsung u besitzt, die am Rande des Gebietes einer homogenen 
Randbedingung, etwa 

(2) = o 

oder 

~.y,,; = 0 

oder allgemeiner 

(~) ~ = o u  

oder schlie~lich auf einem Tefl ~ '  des 1Rancles der Bedingung (3) oder 
(4), auf dem iibrigen Teil B" des Randes der Bedingung (2) geniigt. 
Hierbei bedeutet A u den Differentialausclruek 

~, die nach ilmen geriehtete Iqormale, o eine stetige oder stiickweise stetige 
Funktion auf dem Rand.e. Die Konstanten ~ sincl die ,,E~genwerte" des 
Problems, die zugehSrigen LSsungen u die ,,Eige~]u~k~ion'en". ;)Jeder 
Eigenwe~t ist so oft zu rechnen, als es zu ibm gehSrige linear unabh~ngige 
Eigenfunktionen gibt. Physikalisch sind die Eigenwerte bei den Sehwin- 
gungsproblemen im wesentlichen die quadrate der ~igenschwingungszahle~ 
un4 daher 10.ositiv. Wir werden im folge~den jedoeh solohe F~lle nicht 
aussehliel~en, we auch negative Eigenwerte auiCreten kSnnen. 

An Stelte de~ Differeatialgleic~ung (1) k~,m man eine allgemei~ere 
Differentialgleiehung 

<5) L ( u ) + ~ u = 0  

in Betracht ziehen, wobei L(u)  ein sich setbst adjungierter elii~iseher 
Differentialausdruek der Form 

~2 ~u ~p ~u 



~ber die ~genwer~e. 8 

~p 3p ist. Hierin sind p,  ~x' ~y' q' k in G mit stetigen Ableitungen versehene 

Funktionen, die obendrein noch den Bedingtmgen 

(6) p > 0 ,  ~ > o  
geniigen sollen. 

Man kann ferner analoge Eigenwertprvbleme untersuchen, bei de~en 
an SteUe der gesuchten Funktion u ein Vektor u steht, welcher ebenfalls 
am Rande gewissen homogenen Randbedingungen unterworfen ist. 

Dutch die klassischen Untersuchungen yon H. k. Schwarz ,  H. Po inca r~  
und ihren Nachfolgern, vor allem abet dutch die Theorie tier Integ~al- 
gleichungen sind die genannten Eigenwertprobleme in dem Sinne voll- 
stAndig gelSst, dab die Existenz einer abz~hlbar unencllichen, sich im End- 
lichen nirgends h~ufe~qden Menge yon Eigenwerten )~, 2.~, 2 s . . . .  , des 
,,S10el~'ums", und eines zugehSrigen vollst~ndigen Systems yon Eigenflm~- 
tionen ul ,  u~, us . . . .  erwiesen ist, welche die Gesamtheit aller linear von- 
einander unabh~ngigen LSsungen~ des Problems darstellen. Die ,,normier- 
ten" Eigenfunktionen erfiillen die Ortho~onalithtsbedingungen 

(S) f f  k~dxdy= 1, 
; q 

aud jede den betxe~enclen Randbedingunge~n geniigende mi~ ~ e n  AL~e~- 
m~g~n his ~ ~ i t e n ' O r d a u n l g  elnsvhhe~tida im innexn uud anf dam 
~ e , ~ o n  G stetige ~r&~[on f 1/iBt 'sieh in eine absolut und ~eioh- 
m ~ i g  konvergent~ Re'flae na~h den FAgenfim~ionen entwieketn: 

f =  c~% + e ~  + c~u~ + . . . ,  
wobei die Entwicklungskoeffi~ienten .nach Fourierschez A~ durch die 
Gleiehung 

(9) v,= f f  ~u~fdxdy 
G 

gegeben sind. 
Allgemein kann man ~ irgend zwei in G defmierte Funktionen f, ~,  

deren Quadrate fiber G integrabel sind, die Four ie rschen  Koeffizienten c~, 
7~ gem~i~ der" Defini~on (9) bilden. Es gilt dann stets die sogenann~e 
Votlst~ndigkeiCarelation 

Naehdem diese Resulta~e gesic~er~ sind, e~seheint als die 
Au~gsbe die Un~ersuchung de~ Abhgngiglcei~ der Eigenwerte yon de~ Be- 
dingungen des Problems, d. h, yon dem zugrunde gelegten~Gebiet G, yon 
den Randbedingungen sowie yon den in der Diffe~entialgleichung auf~eten- 

I* 
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den Ortsfunktioneu. /~uch yore Standpunkt des Physikers aus bieten diese 
Fragen hohes Interesse. Fiir fundamentale Theorien der moderr~en the- 
oretischen Physik, wie die Theorie der Hohlraumstrahlung und der spezi- 
[ischen Wdrmen ist insbesondere die azymptotische Verteilung der Eigen- 
werte, d. h. das Verhalten des n-ten Eigenwertes bei wachsendem n, von 
entscheidender Bedeutung; die bier positiv angenommenen Eigenwerte sind 
dabei in eine aufsteigende Reihe geordnet zu denken. A. S o m m e r f e l d  
und H . A .  Lo ren t z  1) haben, auf Grand physikaliseher Erwiigungen das 
Postulat aufgestellt, da~ die Eigenwerte der klassischen mit der Glei- 
chung (1) verkn~pften Schwingungsprobleme asymptotisch, d. h. his au] 
eine, n mi~t wachsendem n gegen 1 konvergierenden _~aktor, yon der Gestalt 
des Gebie~es u~abhSn~ig Bind und sicl~ ledi~l~vh dutch dessen Fl~chen- 
~nhalt bzw. Volumen bestimmen. 

Bez6ichnet man z.B. ~ ein riiumliches Gebiet mit dem Volumen V 
mit A (A) die Anzahl der unterhalb einer Grenze 2 gelegenen Eigenwerte 
der Differentialgleiehung (1), so driickt sich das asymptotisehe Eigenwert- 
gesetz dutch die Formel 

lira A_~(~ _-= Z_ 
;.=~. ~} 6~ ~ 

a l l s .  

Die zuletzt genannte Frage nach der aSymptotisehen Eigenwert~er- 
teflung wurde yon H. W e y l  ~) in einer Folge schaffsinniger Arbeiten auf- 
genommen -and in weitgehendem Um~ange gelSst, so dal~ das Postulat yon 
S o m m e r f e l d  und L o r e n t z  flit eine Reihe der wiehtigsten Schwingungs- 
probleme mathematiseh bewiesen is~. 

Die Untersuehungen yon Wey l  beruhen au~: der ~quivalenz des 
EigenwerCproblems flit die Dii~erentialgleichung mi~ einem solehen ~iir 
eine Integralgleiehung und auf der Anwendun'g yon allgemeinen S~tzen 
der Integralgleichungstheorie. 'Wifft  man jedoeh die Frage nach der 
Abh~ngigkeit der Eigenwer~e yon den' Daten des Problems in ihrer 
vollen Allgemeinheit auf, so finder man, dal~ die ~Benutzuug der Inte- 
gralgleichungen einen Umweg bedeutet, der keinen vollen Einblick in die 
vorliegenden Zusammenh~nge gew~hrt und nieht gleichm~il~ig zum Ziele fillet. 

Ieh mSchte nun in der vorliegenden Abhan~[lung zeigen, 4a~ man 
yon einem audern Gesicbtspunkte aus einen direkten Zugang zu dem 

~) A. Sommerfeld, Phys. Zeit~chrif~ 11, 1910, S. 1061; H. A. Lerentz Vo~rag 
auf dem internationalen Mathematikerkongre~ in Rom 1908; Phys. Ze~tschr. 11 (1910), 
S. 1248. -- Zur Fr~ge der spezifischen Wi~rmen siehe P, Deby'e, Ann. d. Physik, 
89 (1912), S. 789ff. 

~) H. Weyl, Math. Annalen, 71, S. 441-479, zitiert'mit A., Crelles Journal, 1~1, 
S. 1-11, zitiert mit C. 1, daselbst S. 163--18!, zitiert mi~ C. 2; dasselbe Journal, 1~, 
S. 177--20~, zitiert mir C. 3. 
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ganzen Komplex der gestellten Fragen erh~lt und in iiberraschend ein- 
faeher und einheitlicher Weise zu einer vollstSndigen Beherrschung der 
Eigenwerte in ihrer Abhdingiglceit yon' den Koe//izienten clef Di//erential- 
gleichung, den Randbedingungen und dem Gebiete gelangt. Die S~ze 
fiber asymptotische Eigenwertverteilung ergeben sich dabei aus den all- 
gemeinen Resultaten und Uberlegungen ganz yon selbst und zwar flit 
si~mtliehe betrachteten Randbedingungen und eine beliebige Anzahl yon 
unabh~ngigen Variabeln; gleichzeitig erh~lt man f fir den bei Ersetzung des 
n-ten Eigenwertes dutch selnen asymptotischen Weft gemachten Fehler eine 
Absch~tzung, weiehe die Weylsehe an Genauigkeit wesentlieh fibertrifft 
und theoretiseh bdriedigend erscheint. 

Der leitende Gedanke bei unserer NIethode wird sein, die Eigenwerte 
und Eigenfunktionen dutch Extremaleigenscha]:en zu eharakte~isieren, wie 
dies auch dem Wesen der Schwingu~gsgleiehungen entsprieht, welehe ja 
aus Variationsproblemen entspringen. 

Die seit langem bekannten Minimaleigenscha]ten der Eigen/unktionen 
und Eigenwerte sind jedoch in ihrer klassischen Form 3) ungeeignet, als 
Grundlage der beabsichtig~en Untersuchung zn dienen, da sie eine relcur- 
rente De/inition der Eigenwerte lidern, bei der man Zur Charal~erisierung 
des n- ten Eigenwertes die Kenntnis der zu den vorangehenden Eigen- 
we~ten gehSrigen Eigenfanktior~en voraussetzt. Yon diesem Ubelstande 
kann man sich nun dutch eine ein~aehe Bemerkung befreien, welche dazu 
~ t ,  den n-ten Eigenwert fiir slch nieh~ dutch ein gewShuliches isoperi- 
met~sches Minimum-Pl:oblem zu charakterisieren, wie dies bisher iiblich 
war, sondera dutch ein neuartiges Maxlmum-Minimum.Problem. Diese 
an sich sehon s Bemerkung werden wit mit folgendem allgemeinen 
Prinzip der Variationsrechnung in Verbindung bringen: We-an in einem 
Minimum-Problem der Bereich der zur Konlcurrenz zugelassenen Ver- 
gleichs/unktionen dutch Ver~chdir/ung der Bedingungen verengert ,wird, 
so nimmt der Weft des Minimums nicht ab; wenn umgekehrt der Bereich 
der zur Konl~urrenz zugelassenen Funktionen dutch Milderung der Be- 
dingungen erweitext wird, so nimmt das Minimum nicht zu. Dutch 
sinngem~13e Anwendung clieses Gedankens we~den wit ~s t  ohne jede Rech~ 
hung zu allen Resultaten dieser Abhandlung gelangen. 

Die independente Definition des n- ten Eigenwertes durch ein NIaximum- 
Ylinimum-Problem bietet tiberdies, wie in w 3 gezeigt werden soll~ die 
methodisch bedeutsame YISglichkeit, die Theorie der Eigenwerte yon der" 
Theorie der Eigeniunktione~ vollst~ndig loszuliisen, so daI~ die Resultate 

4) Vgl. H. W e b e r ,  M~ath. Annalen 1, S. lff. 
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dieser Arbeit begrfindet bleiben, such wenn man yon der" Existenz der 
Eigenfunktionen keinen Gebraueh macht4). 

In w 1 werde ieh die Formulierung und Begrfindung der klassischen 
Minimaleigenschaften geben. Diese ~useinandersetzung ist wfinschenswert, 
weft sich in der Literatur die betreffenden Tatsaehen nirgends zusammen- 
h~ngend in der netigen Allgemeinheit dargestellt finden. 

Der w 2 enths einen Hilfssatz und einen sioh daraus ergebend~n 
allgemeinen Satz fiber den wesentlich positiven Charakter der Eigen- 
werte elliptiseher Differentialgleichungen. in w 3 wird die Maximum-Mini- 
mum-Eigenschaft der Eigenwerte und Eigenfunktionen bewiesen. In w 4 
werden eine Reihe gnmdlegender S~tze fiber die Verteflung der Eigen- 
wer~e; gefolgerti dabei ergeben sich dutch ~hysi~alische Deutung der 
gewo~e~en l~es~tate a~ge~ei~e Satzie i~er die Schwingungszahlen 
svh~C~/ender Sy~eme, die sich als Erweiterungen bzw. Erganzungen be- 
riihmter Untezsuchungen erweisen, wie sie Lord Rayle igh  in seiner 
theor el sound fiber sehwingende Systeme yon endlich vielen Freiheits- 
geraden angestellt hat. in w 5 werdea als weitere Folgerungen der all- 
gemeinen Grundgedanken vet allem die Stetigkeitseigenschaften der Eigeu- 
werte in ihrer Abh~ngigkeit yon den Daten des Problems erertert. Die 
w167 6, 7, 8, 9 enthalten Untersuchungen fiber die asymptotisehen Eigeawert- 
gesetze ftir die s~mtlichen oben angeffihzten Eigenweztprobleme, und d~rfiber 
hinausgehend eine mSglichst seharfe Absch~tzung der dutch die asym. 
ptotisehe Formel gelieferten Genauigkeit. In w !0 endlich werden die Grund. 
gedanken dieser Arbeit auf ein vektorielles Elgenwertproblem, n~mlioh das 
Proble~n der Hohlrau~ns~rahlung angewandt. Hier ergibt sich' d~s Spek- 
tralgesetz dex Hohlraumstrahlung mit befriedigender SQh~ffe fast m~thelos 
ohne ,jede Reehnung oder Abseh~tzung aus unseren allgemeinen Resultaten. 

Die l~ethoden dieser Abh~ndlung sind in vSllig unve~g~clerter Form 
fiir eine beliebige An~ahl yon ~nabh~ngigen Fariab~en anwendbar. E~ 
w~t  d~he~ genfigen, der Betraehtung im allgemei~en, zwei unabl~ngige 
~Variable zugmnde zu legen. We Modiffl~tionen in den Beweisen oder 
den Resultaten bei Ubergang zu mehr unabh~ngigea Ver~nderliehen auf- 
treten, wird d~es ~usclrfieklich bemerkt und ~usge~tihrt werdea. 

Im iibrigen sind die allgemeinen Ube~legungen dieser' A~beit ~u'Gh 
yon der Orduung der Di~erentialgleiehung unabl~ngig, ~so d ~  Resultate wie 
z. B. die in w 4 entspreehend aueh flit solehe Schwingungsvorg~nge gelten~ 
weIehe yon elner D~erent~alglemhung vmrter 0rdaung b~he~rseht weber% 
etwa ~fir die sc~wingungen yon PlatSen, die ja dareh die Di~erenti~l- 
gleiehung z ~ u %  2~-~ 0 gekennzeichnet sind. 

*) Auf diesen Ged~nken werde ieh in einer folgend~n: Arbei~ :~a~her elngehen. 
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Vom prinzipiellen Standpunk~ aus scheint mir die bier entwiekelte 
NIethode insofern Interesse zu verdienen, als sie einen Bei~rag zur /~6- 
s~zng der seit R i e m a n n  und D i r i c h l e t  immer deutlicher hervortretenden 
Au]gabe darstellt, die Ta~sachen der Analysis unter dem Gesicht~unk~e. 
der Variationsrechn~ng z~ ordne~ ~nd zu verstehen~). 

w  

Die klassisehen Minimaleigenseha~ten der Eig'enwerte und 
Eigenfunktionen. 

Um die Minimaleigenschaften der Eigenwerte und Eigenhmktionen,~ 
der allgemeinen sich selbst adjungierten Differentialgleiehung (5! zu eut- 
wickeln, benutzen wit folgende abkiirzende Bezeichuungen: 

Hierb'di sind ~v, ~v l~unks-~ionen in G, fiir weIche di~ be~reffenden In~egrale 
eineff Sinn haben; D,[~] .  sol] das Dir~chlets~he _?~.tegral der Funkti~)n ~ 
hei~en. 

Fe~ner werden wit uns alex Gre'en~chen $'ormel 

2 

b e ~ e n .  In dieser bedeu~n  q~, f zwei ~u @~i st~tige l~mlvbionen, yon 
denen die erste in G ~tetige Ableitungen erster und im Innern stiickweise 
stetige ~) Ableitungen zweiter Ordnung besitzt, w~hrend flit die Funk~ion f 
nut  stiickweise S t e t i ~ e i t  der ersten Ablei~ungen in G vorausgeset~ zu werden 

~) Den Grundgedanken der hier entwickelten Bfethode babe ich an clem BeJspiel 
der Differe~ntialgleiehung (1) und der Randbedingung (2) in einer Note in den G5t- 
tinger N~chriehten, 1919, S. 255ff. dargelegt. 

5) Mit der Bezeiehnung ,stetig in G ~ 'soll bier, wie im folgenden stets Ste~g- 
kei~ mit Einsehlul3 des Raudes gemeint sein. 

e~Stiickweise s~etig soll e~ne Ftmktion in G helen, wenn sie bis auf endHehe 
Spriinge an endlich vielen analy~isohen (oder aUgeme~ner stetig gekrfimmt~_n) K arven- 
stricken und his auf endlieh viele isolierte Punk~e in ~ ste~ig is~. Gelegentlich ~ver~n 
wit such die ~bgekfirz~e Bezeichnung ,st~tig differenzierbar ~, ~,stfiokw~is!e g~ig 
d/fferenzierbaff ~ usw. gebrauohen, wenn wir Funktionen meinen, welohe se~bg~ st~tig 
sind und stetige bzw. st~okweise s ~  Ableitungen b e s i~en . -  W~ bemerk~n~ d~B 
bei einer stetigen FanI~on mi~ st~kweise ste~igen Ablei~ungen ~ese le~ze~ren ~a~- 
gen~ial zu jeder der betra~h~t~n an~lyt.ischen ~ e n  s~etig sein m~sse~ 
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braucht, l~i~ ds ist das Linienelement. des Randes /~ yon G ezemhnet; 

0__ bedeutet die ibleitung naeh der ins Innere yon G gerichteten 

Normale. 

Das Gebie~ G sei zungchst als yon endlich vielen gesehlossenen stetig 
gekriimmten Kurven begrenz~ vo~ausgesetzt. 

Wenn auch die Funl~ion f die flit 9~ gemaehten Voraussetzungen 
erfiitl~, so folgt unmittelbar die zweite Greensch~ tZormel 

Wit wollen die Randbedi'ngunghn (2) oder (3) oder (4) betraohten, 
wobei jedochzun~iohst flit die in der Bedingung (4) aafgretende Funktion 
vorausgesetzt sei, dab 

(19,) 
gelte, wie dies iibrigens bei den mdsten Problemen der mathematischen 
Physik der Fall ist (z. B. bei Problemen der W~rmeleitung). Dann ergibt 
sich aus der Formel (11) sofort, daft alle Eigenwerte oberhalb einer end- 
lichen Schranke Hegen. Denn es folgt, wenn wir f = 9~ = u setzen, wobei 
u eine zum Eigenwert 2 gehSrige Eigenfunktion des Eigenwertproblems 
ist, mit Riieksicht auf (8) 

~ (" au d D[u]= ffu kudxdy-- fpu ,ds= --jpu  s. 
q R 2r 

Da abet wegen der fiix die Eigenhmktion geltenden Relation (8) und der Be- 
. s c ~ ' C h e i t  der Funktion q in G das Integral f f  qu~ d x dy  oberhalb einer 

o 
nm yon q mad k abh~ngigem Sehraa~ke liegt~), so ~>e~ au~h D[u]  obex- 
halb diese~ Sehranke, and da leaner weg~n 4er W4rzdchea~bedinguagen 

> 0, o ~ 0 das Randintegral ]edenfaHs nicht negativ is~, so folgt die 
behaupt~e Eigenschaft der Eigenwerte unmittelbar. Wir di~rfen uns die 
Eige~werte also in eine ansteigende Reihe geordne~ denken: 

. . . ,  

wobei jeder Eigenwer~ so of~ zu sehreiben isg ~ e  seine Viel~chhdt an- 
gibt." In en~sp~echender Weise werden die Eigenfunktionen dutch 
%, % . . . .  bezeichuet. 

q qu d~dy ~ , wobei l~l~ax und kMi n die Extrera- 

w~rte der betreffenden Funktionen in G bedeuten, (Vgl. auch S.' 36.) 
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Nunmehr lassen sich die klassischen Minimaleigenseha~en der Eigen- 
funktionen und Eigenwe~e fiir die Randbedingungen u = 0 folgender- 
maven aussprechen: 

Satz  1. Der n-re Eigenwert ~ der Di/ferentialgleichung L (u) ~ 2ku = 0 
/i~r das Gebiet G bei der l~andbedingung u = 0 ist der k l e i n ~  We~, 
welchen das Integral D [~o] annehmen kann, wenn zum Vergleich. abe 
in G stetigen und mit  stiiekweise stetigen ersten Ableitungen versehenen~ 
der l~andbedingung ~----0 ge~iigenden lVunktionen q~ zugelassen werden, 
welvhe die weiteren Bedingu~gen 

(14) ffkq~u~dzdy ----- O, (i = 1, 2 . . . .  , n -- 1) 
G 

( 1 5 )  f f  k~d~dy= l q 

be]riedigen. DaB M i n i m u m  wird angenommen ]is die n-re Eigenfunktion 

' Zum Beweise nehmen wir zun~chst an, q? besitze in Q stetige erste 
und im Innern stfickweise stetige zweite Ableitungen, derart, da~ das 
Integral yon L ( ~ ) :  fiber G existiert. Dann folgt aus der Greenschen 
Formel (11) wegen der Randbedingung ~ = 0 ffir f = ~  

Wenden wir hierauf die u (10) an, indem wit an 

Stelle der dort stehenden l~unktion f den iusdruck ~ setzen, so ergibt 

sieh 

D[~]=-- ~ r ,  f f  u, L@)dxdy, wo r,= f f  k~u~dxdy, 
i=l ~ q 

und hieraus dutch Anwendung der Formel ( l l a )  auf jedes Glied der 
Summe und Berficksichtigung yon /5 (u~) = -- 2~ ku~: 

D[v]= Z~,r~. 

Da nun aus (14) und (15) ebenfalls verm6ge der Vollstindigkeitsrelation 
die Gleichungen 

r~ = 0 ,  ( i  ---- 1, 2 ,  . . . ,  n -~ i )  

~r2 --- i 

folgen, so ergibt sich unmit~elbar wegen (13') 

wie behauptet wurde. 
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Urn die zun/ichst fiber die Able itungen yon 9~ gemachten Voraus- 
setzungen abzustreifen, brauehen wi.r einige ira. wesentlivhen bekannte 
A pproximationssgtze, deren Beweis im Anhang dieser Abhandlung ange- 
fiigt ist, um den Ge3aakengang bier nicht zu unterbrechen. Man kann 
nJimlieh, wie im Anhang ausgeffihrt werden soll, jede den Bedingungen 
yon Sa~z 1 geniigende Funktion q~ durch eine ebensolehe Funktion q/belieblg 
genau approximieren, welehe fiberdies in G durehweg stetige erste und im 
Inneren stfickweise stetige zweite Ableitungen besitzt, ffir welche L (~ ' )  ~ 
fiber G integrabel ist, und deren Dir ichletsehes  Integral sieh yon dem- 
jenigen der Funktion ~ um beliebig wenig unterseheidet. Aus dieser 
Bemerkuhg folgt unmittelbar, dal] die in Satz 1 ausgesprochene Minimal- 
eigenschait yon u,  aueh grit, wenn fiir q auI~er der Stetigkeit nut stfick- 
weise Stetlgkeit tier ers~en Ab!eitungen vorausgese~z~ wird. 

/ G~nz ebeaso wieSatz 1 ergibt sieh die entsprechende Minimaleigenschaft 
~u 

ffir die Randbedingung -~; ~ 0. 

S atz 2. Der n-te Eigenwert A+, der Di]]erentialgleichung L(u) -p- A ku = 0 
o~ fiir das Gebiet G bei der Randbedingung ~ ~-0 ist der klein~te Weft, 

den das Integral D [qJ] a~nehmen kann, wenn zum Vergleich alle in G 
steti~en, mit sti~ckweise stetiger~ ersten Ableitungen versehenen, der Rand- 

bedingung ~ = 0 gen~genden Funktionen q~ zugelassen werden, welche 

die weiteren Be~ngungen 

(14) f f k ~ u ,  dxdy--=O, ( i = L 2  . . . .  , n - - X )  
G 

(15) 

be/riedigen. Das Minimum wird angenommen f@r die n-te Eigeni~unk - 
non 9~ = %s). 

Die Aussagen ~eses Satzes lassen sieh noeh erwei~ern.clurch folgenden 
Zusa tz :  

Wenn in dem Variatio~sproblem des Satzes 2 der Funktion q~ auf 
dem ]htnde R keinerlei~ Bedingu~J au]erlegt wird, so bleibt die Aussage 

yon Satz 2 bestehen. D .h .  die Bandbedingun~ a~ :. , ~-j 0 stellt sivh bei de~ 

Minimum-Problem van selbst ein, wenn die zur Ko~kurrenz zugelassenen 
Fun~ionen q~ am Rande iiberhaupt keiner Bedingung unterworfen werden. 

Diese Tatsache folgt unmittelbar aus dex Bemerkung, da$ man jede 
den Bedingungen des Zusatzes geniigende Funktion nebst ihrem D i r i eh l e t -  

s) gierbei ~is~ natiir]ieh • - 0, u~ = eonst. Ms erster Eigenwerb, bzw. e~ste Eigen- 
funkt.ion zu reehnen. 
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schen' Integral durch eine den Bedingungen des Satzes 2 geniigende 
Funktion nebst deren Dir ichle tschem Integral beliebig genau appro- 
ximieren karm. Die n~here Begriindung dieser Bemerkung wird ebenfalls 
in den Anhang verwiesen. 

Fiir die allgemeinere Randbedingung ~u T~, --=- au '  wobei o eine s~etdge 

Funktion auf dem Rande sei, erh~lt des charakteristische Variationsproblem 
eifie etwas andere Gestalt dadurch, dab zu dem Integral fiber clas Gebiet G 
noch ein Integral i~ber den Rand 1~ hinzutritt. Es gilt n~mlich 

S a t z 3. Der n- te  Eigenwert 2o,, der Di/ferentialgleiehung L (u) -~- ~ k u ~ 0 
8u 

bei der Randbedingung ~ - j - - o u  ist der kleinste Wert, wel~hen der 

A us~{ruck 

R 

annehmen kann, wenn zum Vergleieh alle in  G stetigen mit stiickweise 
stetigen ersten Ableitungen versehenen Funkt ionen q~ zugelassen werden, 

~ ==- ~ 9' geni2gen und  au]3erdem die Bedingung~n wel~he der Randbedingung -~-7 

f f kq~u, d x d y  = O, ( i =  1, 2 , . . ,  n --  I) 
O 

G 

er[iiZlen. Das M i n i m u m  Wird ange~ommen [i~r die ~- te  g i g e n / ~ t  

~kuch bier grit entsprechend wie bei Satz 2 fo~ender 

Zusa tz :  D/e A ussage yon Stttz 3 bleibt bestehen, Warm der F~tt~k'tion ~v 
keine l~andbedingung au]erlegt wird. 

Der Beweis verl/iuft ganz ebenso wie bei den en~sprechenden Tat- 
saehen ffir die anderen Randbedingtmgen. BesLtzt zun~chst wiener qv in G 
stetige zweite ibleitungen und existie~ des, Integral yon /5 (~),~ fiber G, 
so folg~ aus der Greenschen Formel (11) wenn man f =  ~ setzt, 

~3 [ q~ ]  = - fj'~ L(~)dxdy. 
kuf ~ e  rechte Sdite wenden wit die Vollst~ndigkeitsrelation an and 
sohlie~en sodann wSrtlieh wie oben, inclem wit beriicksichtigen, dab wegen 
der Randbedingung~n ea~ Ra~de ' 

@it. 
Der ZasaVz Iolgt ~ s  dem Bemerkang, da~ wit jede den Be~l in~en 

des Z a ~ s  genfigende Funk~ivn durch eine den Bedingungea des 8a~es 3 
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ge~iigende Funktion demrt  approximieren kSnnen, dal~ dabei auch der 
Weft  yon L) [~] und ~) [~] be]iebig genau  approximiert wird. Aueh dieser 
Approximationssatz wird im Anhang bewiesen werden. 

Die oben ausgesproehenen S/~tze lassen sich in zwei R i ch ~n g en  er- 
weitern. Erstens kann man, ansta~$ auf dem Rande R durchweg die 

Bedingung u---~ 0 oder~---~ z u zu betrachten, die letztere Bedingung auf 

einem aus endlich vielen Stricken bestehenden Teile R' des Randes, die 
erste - -  ribrigens aus der zweiten als Grenzfall fiir ~ ~ cc sich ergebende --  
Bedingung auf dem iibrigen Tefl R "  des Randes stellen, un4 obendrein 
clef Funktion ~ noeh eine endliche Anzahl yon Spriingen gestatten. Zweitens 
kann man die Voraussetzung, da$ der Rand clu~ehweg stetig gekriimmt 
ist, aufgeben, nnd start  ctessen znlassen,, da~ der Ra~d aus endlfeh vielen 
duzchweg st+rig gekrfir~mten -- oder, was kelne wes~ntli~he Einschr~nkung 
f~,  uns ist~), aus endlich vie[en ~naly~ischen ~ Teilen bes~eht, die mit- 
dnander  Eeken, oder im Raume Kanten  bilden dfirfen, ohne sich zu 
beriihren. Die in den S~itzen 1 - -3  gekennzeichneten Minimaletgenschaften 
der Eigenwerte und die Begrrindungen dieser S~tze bleiben dann bes~ehen. 
Dabei,sind in den Eckpunkten des Randes, bzw. an den Punkten, wo die 
Randbedingung unstetig wird, die Stetigkeitsvoraussetzungen fiber die ersten 
Ableitungen dutch die erweiterte Voraussetzung zu ersetzen, dab diese Randy, 
punkte kein ttindernis frir die Anwendung der Greenschen  Formel auf 

das gauze Gebiet G bilden, dal3 also etwa das Integral ds  gegen 

Null erstrebt, wem~ es tiber den in G liegenden Teil eines um den be- 
treffenden Punk'~ gese, hlagenen I~eises yore Radiug e erstreck~ wird, und 
we~m e gegen Null rtiekt. In der Tat  gemrigen die Eigenftmktionen u 
de~ Problems dieser goranssetmmg~).  

~) Wie aus den sparer in w 5 bewiesenen Stetigkei~seigenseJ~aften der Eigen- 
wer~e fotgt, ergeben sich alle Resultate der vorliegenden Arbeit unmittelbar fiir stetig 

~ g ~ m m t e ,  sogar noch allgemeinere Randstiicke, wenn sie fiir analytisohe Rand- 
~ r ~  geIt~. 

�9 o) Das FAgenwertproblem der Differentialgleiehtmg (1) bzw. (5) ffir Gebiete 
mit Eeken usw. ist in einer Reihe neuerer Arbeiten behandel~: S. Za rem b a ,  Journal 
d. Ma~. 10 (i904), S. 895--444; L. L i eh t ens t e in ,  Journal 1iir Mathematik 140 (1910), 
S. t00--119; A.ef~m~t~. ~6(19t3), S. 345--886; T. Cari~eman, 'Ube~ das Neumann-  
Poincar6se]~ Prublem fiir eiu Gebiet mit Ecken, Dissertation Upsaia 1416; B~r, 
~lber Greensehe Randwertaufg~ben bei der Sehwingungsgleiahung, Dissertation 
Wfirzburg I915. l~an eergleiche aueh den soeben erschienenen Enzyklop~diear~ikel 
yon L. L i c h t e n s S e i n .  IX C 3. ~Neuere En~wiclrelung der Potentialtheorie. Konforme 
Abbildung. ~ Die genannten Untersuehungen sind nicht ohne 'Weitl~uftigkeiten, me 
beziehen sich ferner explizit~ nur auf d~s Problem in der Ebene (vgl. indessen 
Carleman, S. 31--38). Ioh werde daher im f61genden, wenn es ~ch um Gebiete mit 
Ecken bzw. Kanten oder Um Randbedmgungen mi$ Uns~etigkeit~n haudelt, zeigen, 
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Der Satz 3 und sein Zusatz sind zuns nur unter der Voraus- 
setzu~g ~ ~ 0 bewiesen. Wean auch diese Voraussetzung bei zahlr6ichen 
Problemen der mathematischen Physik erfiill~ ist, so gibt es doch l~]le, 
flit welche dies nieht zutrifft, so z. B. die Randwertaufgab~ der Strah- 
lungstheorie fiir e~nen Hohlraum, der nicht von einer einzigen kon- 
vexen Fl~ehe begrenzt ist (siehe w 10). Um die Voraussetzung ' g ~  0 
beseitigen zu kSnnen, bewe~sea wir einen Hil~ssa~z, welcher zudem noch 
ein selbst~ndiges Interesse besitzt. 

w  

Ein Hilfssatz. Ein allgemeiner Satz iiber den wesentlieh l~ositiven 
Charakter der Eigenwerte. 

Der bier zu beweiseade Hilfssatz, welcher sp~ter lediglieh verwandt 
~u 

werden wird, wenn es sich um die Randbedingung ~ - ~  a~ mit  nicht 

durctiweg posi~iven oder verschwindendem a handelt, Iehr~, dab gegen- 
fiber dem Di r i ch le t schen  Integral D[~J das Randin~egral f~a~ds 

2~ 
rela~iv beliebig klein wird, wenn derWert  des Dir iehle~schen Integrales 
hinreichend gro~ is~ und die Bedingang (15) gilt. 

Hilfssa~z, Ist ~ eine in G stetige, sti~cl~weise steiig diHeren~ierbare 
~unl~io~ ~nit beliebig gro[3en~ Dirichletsvhen Integral, welche der Be- 
di~gung 

ge~iigt, sind ]erner ~ und ~ beschr~nkteo sti~cl~we~se stetige -~'unktionen 
der Bogenlgnge s a g [  dem gande R vog G, d a ~  ist das Randintegral 

f p ~ ' ~ d s  
R 

h6ch~tens yon der Gr6]3enordnu~g 

d.h.  e~ gilt stets eine Bezieh~ng der _~orm 

R 

wobei G, C' zwei yon ~ unabMingige Konst~n~en sind. 

wie man direkt und unabh~ngig yon der genannten Literatur die Resultate der vor- 
liegenden Arbeit siehern kann. -- Ubrigens werden wir spgter an Gebieten mit Ecken 
bzw. Kanten im wesentliohea nut Quadrate bzw. W/irfel zu betraehten haben; hier 
aber kenne~ wir die Eigenfunktionen exp]iz~te und stellen fes~, dab sie nooh in den 
Ecken bzw. Kanten stetige Ableitungen besitzen. 
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Der Beweis dieses Hilfssatzes beruht auf der Anwendung der 
Schw arzsehen Ungleichung 

( f  w.zdt) ~ <=f~,~dt.fz~dt, 
welche fiir irgend zwei Ftmktionen V, Z yon t gilt, wenn die betreffenden 
Integrale existieren. 

Es sei zun~ehst L (qz)~= A q~, k == 1. Wit betraehten vorab ein Ge- 
bier T yon folgender Gestalt (vgl. :Fig. 1). Die Begrenzung wird gebildet 

yon drei sich rechtwinkelig schneidenden geraden Strecken 
'D CA, A B ,  BD und einem mit stetiger Tangente ver- 

~ , ~ I " ~ _ ~ B ,  sehenen Kurvenstiick 'CD, welches ganz in dem dutch 
�9 AC und B D  definierten Par~llelstreifen liegt. ~ Der 

HSehstwert des Abstandes eines Punktes auf GD yon A B 
A 8 sei kleiner als eine positive GrSl]e 2 h; andererseits m6ge 

Fig. 1. die Kurve GD die im Abstande h zu A B dutch das 
Gebiet~ T gelegte Parallele A ' B '  nicht tre~ffen. Schlie~- 

lich soll der Winkel, den die Tangente in einem beliebigen Punkte yon 
GD mit der Richtung A B  einschlieBt, absolut genommen, einen festen, 
unterhalb 900 gelegenen Wert, etwa 600 nieht iibersteigen; A B ialle in 
die x-Achse, AG sei parallel zur y-• 

Es sei q~ eine im Bereiche T stetige, stfickweise stetig differenzierbare 
Funktion, deren Di r i ch le t sches  Integral 

T 

existiert. Wir setzen ferner 

T 

Die W e r e  v~n ~o auf dem Kurvens~iiek GD bezeiehnen wit mit  ~ (s), 
indem wit die AqWhi~ngigkeit yon dez Bogenl~inge s rum Ausdruek br~ngen. 

VermSge der Schwarzschen Ungleichung folgt aus der Identits 

fiir die Dif[ererm zwisohen einem Werte ~(s) und' einem Werte .~o, tier 
zu einem Punkte mit derselben x-Koordinate wie der dutch den 'Wer~ 
yon s definierte R~dpunkt und einer zwischen 0 und h liegenden y-Ko- 
ordinate Yo gehSrt, 

y (s) y (s) 
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Integrieren wit diese Beziehung fiber alle Werte yon x zwischen den 
Abszissen x o und x 1 der Punkte A und B,  wobei ~o bei festem Yo eben- 
so wie ~(s)  als Funkti0n yon s oder als Funktion von x angesehen 
werden kann, so folgt 

/'[cr (s) :-- %]~ dx < 2h DT. 
~o 

Wegen d-; < 2 ergibt sich, wenn wit links als Integrationsvariable 8 
einffihren, 

(17) f [~(s)  -- ~o] '~ds < 4hDT. 

Schlie$lieh bemerken wir, daJ~ aus der Beziehung (16) die Existenz 
eines Wertes Yo folgt, flit den 

8t Xt ~ 

(18) f ~ d 8 s  2 f ~ d x  <= 2- h- 

ist. Man erkeant dies m~mittelbar, wenn man da~ fiber das Rechteek 
ABArlB ' erstreekte Integral yon ~ als Sukzession zweier einfacher Inte- 
grale, erst naeh w, dana nach y, auffaJ3t und beachtet, da~ dieses Inte- 
gral sicher kldner oder gleioh a ~ ist. 

Nach diesen Vorbereitungen zerlegen wit den Rand /~ unseres Ge- 
bietes G in eLee endliehe Anzaht m yon Stricken mit stetiger Tangeate, 
dera~, da~ in jedem Stfick die Taagente sich um weniger ~s ,60 G~ad 
dreht, und schfie~en an jedes dieser Randstricke ein Teilgebiet yon (7 an, 
welches den soeben betrachteten Typus T zeigt. Wit denken uns da- 
bei die Zahl h so klein gew~hlt, dab diese Teilgebiete, die wir mit 
T1, T,, . . . . .  T~ bezeichnen wollen, keinen Punkt yon G mehr als dreimal 
bedecken, behalten uns abet im ribrigen die Verffigung fiber die Kleinheit 
VOII ~b vor. 

Ist ~v eine der Bedingung (15) ffir / ~ - 1  genfigende Funktion, und 
bezeichnet a~ den Weft des fiber T~ erstreckten Integrales yon We, so 
folgf jeder~alls 

(19) <8. 
i : J .  

"Addiert man ferner sgmtliehe dutch die  Beziehung (17) flit die Gebiete T 
gegebenen m Ungleichungen, so ergibt sioh 

(20) f [ r  ~o] '  ds  < ~ h ( ~ , ,  + D , ,  + . . .  + D , D <  i2 h D [ ~ ,  
R 

wobei die Werte ~o == To(s) ~ jedes Stiick des i~ndes  dutch die oben 
getroi~ene Festset~ung definiert sled. 



16 R. Courant. 

Setzen wir noch zur Abkiirzung 
k 

/~(~)~d,=~, f~d~=~, ~>0, ~>0, 
E R 

und beachten, da]] aus der Schwarzschen Ungl~iohung 

R 

folgt, so ergibt sich aus (20) 

12 h D  E~] > r~ + ~'~ - -  2 fro = (r - -  to)  ~. 

Anderer~eits liefert die ,Addition tier Ungleiehungen (18) ftir die Bereiche T~ 
unter Berfioksiehtigung yon (19) 

6 
f ~g d,=r2 < ~. 
R 

~ithin ist 

Die Zahl h in dieser Ungleiehheit ist -- yon einem gewissen K]einheits- 
grad an -- frei verffigbar uad kanu mit D [q;] ver~nder~ werden. Setzen 
wir, was erlaubt ist, sobald D [~] eine gewisse Grenze iiberschritten hat, 

h = { D [ ~ ] }  -~, 
so fol~ aus (21) 

2~ 

und somit flit alle Fuaktionen q~ 

R 

wobei G und C' numerische positive Kons~anten sin& 
Hiermit ist der Hilfssatz bewiesen, vorausgesetz~, dal3 p ~ k ~ 1, q ~ 0, 

~ 1 ist. Ffir den allgemeinen Fall folgt ez hieraus unmittelbar wegen 
der Besehr~nktheit yon ~, q,/~, a, und wegen der d:u~chweg gelteaden Be- 
ziehungen p > 0, k > 0. Denn einerseits ergibt sich aus (15) und aus 
der Beziehung k;> c, wo c eine positive Konstante ist, die Beschr~nktheit 
von f f q~ ~ dx d y, andererseits ist 

G 

wo c' eine ande~e positive Konstante ist, und schliel3Iioh erkennt man, 
dal~ die Ausdriieke D [~] und der spezielle Ausdruck ffir D [~] im I~alle 

= /~  = 1, q ~ 0 gleiehzeitig uad yon derselben Ordaung ins Unendliehe 
wachsen. Damit abet ist der allgemeine Fall auf den besonde~en za~iick- 
gefiihzt. 
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Als erste Folgerung aus dem H-ilfssatz ergibt sich die Tatsaehe, dab 
der Satz 3 des w 1 auch dann noch gilt, wenn die Funktion ~ auf R 
negative Werte annehmen kann. Die Sehliisse yon w 1 beruhten daraaf~ 
dab unterhalb einer testen Schranke nur endlich viele Eigenwerte liegen, 
so dab man die Eigenwerte in eine ansteigende Reihe o~dnen lcanm Dies 
ist auch der Fall, wenn nicht durchweg a ~ 0. Denn aus &era H~fs* 
satz folgt 

Satz 4. _Die Di / /eren t ia lg le ichung L ( u ) -~ ~ k u  -~ O ]~ann auch bei  

der  Randbed ingung  ~ ~- ~ u n u t  endlich viele negative Eigenwer te  haben. 

In der Tat, da sicher nur endlich viele Eigeuwerte absolut genommen 
anterhalb einer endiichen Schranke liegen, muB, yon endlich vielen Eigen- 
werten und Eigenfunktionen abgesehen, der Ausdruck 

flit eine Eigenffmktion u ab~olut genommen grSBer als eine beliebig vorge- 
gebene Zahl d sein. Wenn d fiber alle Grenzen w~chst, kann/ )  [u I nicht 
beschr~nkt bleiben, weft sonst dem Hilfssatz zufolge auch das Randinteg~al 
mithin der Betrag vo~ ,t besehr~nkt bliebe. Wenn abet D [uj. hinreichend 
groB ist, so betrhgt nach dem Hfl!ssatz das Randintegral absolut genommen 
nur einen beliebig kleinen Bruehteil yon D [u], mithin ist dann der Eigen- 
wer~ ~ posltiv, da D [ul positivist. - -  Sa~ 4 erscheint an sieh bemerkens- 
weft, weft er besagt, da~ der wesentlich positive Charakte.r der E~eawerte 
dutch die Randbedingung nicht beeinflufl~ wird, sondern tedighch auf der 
elliptischen Natur der Differentialgleiehung b eruht. 

w  

Die Maximum-Minimum-Eigenschaft der Eigenwerte und Eigenlunktionen. 

Die oben entwickelten klassisehen Ylinimaleigensehaften stellen eine 
rekurrente Definition der Eigenwerte und Eigenfurtl~onen dar uncl sind 
deshalb ungeeignet, die Grundlage einer Untersuchung zu bilden, welche 
sich direkt auf den n- ten Eigenwert beziel~t. Der gekennzeichnete Ubel- 
stand liiBt sieh jedooh dutch folgende Bemerkung beseitigen: 

Wit bet~achten irgendeines der in w 1 untersuohten Variationsprobleme, 
etwa das a!lgemeinste aus Satz 3, mad modifizieren es dadurch, dab wit 
der Funktion 9o start der Bedingung'en (14) die n - - 1  veriinderten Be- 
dingungen 

(23) ffk~v~dxdy~O ( i = 1 ,  2, . . . ,  (n - -  1)) 

au~erlegen, wobei vl ,  v~., . . . ,  v,~-I irgendwie gewi~hl~e in G stii(~kweise 
Mathematische Zeitschrlft. VII. 2 
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stetige Funktionen sind. Ob und warm das so entstehende Variations- 
problem eine LSsung besitz~, bleibe dahingestellt. Jedenfalls aber werden 
die Di r i eh le t schen  Ihtegrale D [~] oder allgemeiner die Ausdriicke ~) [ ~  
unter den gestellten Bedingungen eine untere Grenze besitzen, welche voa 
.den Funktionen v 1, % , . . . ,  v~_~ abhiiagig ist and mit  d{v l ,  v~, . . . ,  v~_l ~} 
bezeichnet werden soll. Wir kSzmen nun leicht folgende Tatsache bew6isen: 
Die untere Grenze d{v~, v,~, . . . ,  vn-1} des modi/izierten Variations- 
TroSlems ist stets kleiner oder gleich dem Minimum ~ bei dem ur- 
spri~n.glichen Variationsproblem, d.h.  es gilt 

(24) d { ~ ,  ~ ,  . . . ,  ~,_~} < ~,,=~ d{u~, ~ ,  . . . ,  u,,_~}. 

Zum Beweise ~1) bilden wit aus den ersten n Eige~unktionen.ux, u~, .. . .  u ,  
des Ran4wer~p~obtems mi~ n Konstanten cj, c~ , . . . ,  c,~ eine lineare Kom- 
bin~tion 

welche den n Bedingungen (23) und der Bedingung 

(15) f f k~dxdy= l 
G 

geniigt. Die Bedingangen (23) stellen n ..... 1 homogene tineare Gleichungen 
fiir die n GrS~en c~ dar, ws die Relation (15) wegen dar Or~ho- 
gonalits der Funktionen u~ gleichbedeutead ist mit 

(25) ~ + ~ + . . .  + ~2 --. 1. 
Die Bestimmung der c i ist somi~ stets mindes~eas auf eiar Art mSglich. 
Die so gebildete Funk~ion ~ geniig~ iiberall auf dem Rande ~ yon G 
ebeaso wie die Eigenfunktionen den gestellten Raadbedingungen. Sie is~ 
also im Variationsproblem konkurrenz/iihig. 

Aus der Greenschen Formel (11) foigt, wen~ wit fiir f; q~ zwei ver- 
s~hiedene Eigenfunktionen u~, u~ einsetz.en 

D [u~, u~] +fpau~u~c l s  ~ O. 
%' ...... ~r .r 

Mithin wird .if 

[~] = D [q,] -J- j'pa~,"ds ~ ~ J,, 9- c~ ~ ~-... § c2 ~,, 
.R 

~Iso is~; weg6n (25) und wegen J~ <: 2~+~ 

~0 [~] _< 4.. 
Damit ist bewiesen, d~B bei vorgegebenen Funkezionen v~, v,,. . .~ v~.~ 

der Ausdruck ~ [~] We~e annehmen k~nn, die jedenfalls nioht g~Sl~er ~ls 
2,, sind, and dal] somit auoh die untere Grea~e d{v~, v~, . . . ,  v~_~} dieser 

~x) Vgl. eine ~naloge, ~uch sons~ in tier Litera~ur ~ i c h  vorkommeude 8~ l~ -  
w~sr bei W e y 1 Ioo. cir. ~) A, S. 4~5. 
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Werte nicht grS~er a l~ ~ ist. Da fiir v~--~ul , . . . ,  v ~ - ~ u ~ 1  diese 
untere Grenze gerade gleicB ~ ~ wird, wie der w 1 lehrt, so erhalten wit 
folgendes grundlegende Resultat, welches die gesuehte indepe~dente Deft- 
nition des n-ten Eigenwertes dalstellt: 

Satz 3a. Es seien v~, v~ . . . .  , v~_l in G ~ -  1 sti~cIcweise st~ige 
Funktionen, es sei ]erner d{v l ,  v~ . . . .  , v~- l}  das Min imum bzw. gie 
untere Grenze aller Werte, welche der Ausdruclc 

annehmen kann, wenn q, irgendeine in G stetige und sti~cI~wei~e stetig 
di]lerenzierbare Funlction ist, welche den Bedingungen 

4 

~owie einer der betrachteten Randbedingungen gen~tgt. Dann ist der n-re 
Eigenwert ~, der Di]ferentialgleichung I, (u) -~ ~ Icu = 0 ]i~r daz Gebiet (7 
und die betre~ende Randbedingung gleich dem gr6/3ten Weft, den diese 
untere Grenze annehmen l~ann, wenn fi~r die v~, %, . . . ,  v,_~ alle zu- 
liissigen _Funktionensysteme in Betracht gezoge~ werden. Dies~ Maxi-  
mum-Minimum wird erreicht ~i~r v~ u ~ , . . . ,  v~_~--u~-~; q~= u~. 

Vonder Bandbedingung q~ == 0 abgesehen, di~r/en die Randbedingungen 
in dem Variativ~problem fortgela~sen werden. 

Der algebraisr S inn  dieser Maximum-Minimum-~Eigencvha/t er- 
hellt aus dem Vergleich mi~ der folgenden, gar~ ebeaso ~u beweisenden 
Eigenschair der Hauptachsen eines m-dimensionalen Ellipsoides: 

Ordnet man die LSngen der HauTtavhsen eines m-dimensionalen 
Ellipsoides in eine ]allende l~eihe, so ist die n-re dieser Zahlen gleich 
dem kleinsten Weft, welchen die I,~inge de~" grSflten" Hauptachse eines 
m -  q~-~- l -dimensionalen auf dem ursTri~nglichen gelegenen Schnitt- 
elliTsoides annehmen "kann, wenn die m -- n ~ 1-dimensionale Sehn~itt- 
ebene alle mSglichen Lagen durvhlgu/t. 

Das Resultat dieses Paragraphen is~ unabh~ngig d~von, ob das Gebie~ 
G ~us einem einzigen in sich zusammeah~ngenden Stiick besteht. ~,s dax] 

�9 auch G aus einer Reihe yon getrennten ~ebieten G', G", G ' " , . . .  geb~et  
sein, welche ihrerseits keine inneren Pankte gemein haben, ~ber Wo~ ge- 
meinsame Randpunk~e besir diirfen. Die Eigenwe~e und Eigen- 
hmktionen yon (7 sind dana ein~ach die entsprechenden ~igenwerte und 
Eigen/unktioizen der Teilgebiete G', G", G " , . . .  zusammengenommen, 
wobei jede dieser Eigenfunktionen immer nut in ihrem ~gehS~igea Gebiet 
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G (i) yon Null versehieden ist, und aul3erhalb al.s identisch Null fort- 
gesetz~ wird. 

Physikalisch bedeutet dies die selbstverst~ndliche Tatsaehe, dug bei 
einem Schwingungsvorgang, der mehrere voneinander getrennte Gebilde 
effaBt, diese Gebilde unabh~ngig voneinander schwingen. 

Feraer sei noch bemerl~t, dab die bier dargelegte Ylaximum-Ylinimum- 
Eigensehaft, genau analog ffi_r sich selbst ad]ungierte Di//erentialgleich,~ngen 
hdherer Ordnung, z. B. die Di/ferentialg!eichung der schwin'genden Platte 

herleiten l~flt. 

N[an k~nn, ~ors, uf ~um~SchluB hingewiesen werden sell, die bewiesene 
Max~aam-Minimum-Eigensohaft der Eigenwerte geradezu als Ausgangspunkt 
tier Theorie der Eigenwerte w~hlen, indem man d~s V~riationsproblem 
dieses P~rag~aphen an die Spitze stellt und den n-ten Eigenwert einfaeh 
als den Weft  des Maximum-Minimums definiert. Man hat  dabei unter 
dem Maximum-NIinimum die obere Grenze der Werte d { v ~ , % , . . . v , _ ~ }  
zu verstehen. Wie sich aus den Betrachtungen des n~ehsten Paragraphen 
unmittelbar ergibt, ist die Existenz des so definierten n-ten E~genwertes 
einleuchtend~), und zwar ganz gleich, ob der Rand Ecken bzw. Kanten 
und die Randbedingung Unstetigkeiten aufweisen oder nicht. Ferner gelten 
alle Be~rachtungen und S~tze der folgenden Paragraphen ohne weiteres 
flit diesen neuen Eigenwertbegriff. Man ist also durch die gegebene De- 
finition in der Lage, die Theorie der Eigenwerte yon der Theorie der 
Eigenfunktiondn und den damit verbundenen Existenzsehwierigkeiten voll- 
st~ndig unabh~ngig zu entwickeln und auf elne elementare Gruncllage zu 
stellen~S). 

1~) N[~n erh~lt n~mlieh auf Grund der Uberlegungen des w 4 als obere 8chra~ke 
flir cliesen Weft den' n-ten Eigenwert irgendeines im Innern you G liegenden Qua- 
drates flit die Randbedingung u = 0, also ehle wohlbeka.nnte feste Zahl. 

13) Der bier ausgesproehene Gedanke w~re nichts als eine wenig interessan~e 
Abstrakbion, wean der neue Eigenwertbegriff nieht etw~s _~hnliches besagte wie der 
iibliehe~ mit dora er ja, der~ oben gewonnenen Resultaten zufolge, im allgemeinen 
gleiehb~deu~e~d ist. Ga~z unabh~ngig aber yon den vor~ngehenden En~wiekelungen 
dieser Arbeit und f/Jr den allgemeinsten hier in Betraeh~ gezogenen ~'M1 ergibt slob, 
wie ieh in einer folgenden Arbeit ausfiihrlieh zeigen werde, aus der Ylaximum-Minimum-. 
Definition unsohwer die Tatsaehe, dab man zu jedem Eigenwert X Funktionen ~o 
finden kann, welehe den Raaldbedingungen genfigen und fiir welehe das Integral 
ff [Z + X k so klein, wird wie man will. Diese ,,gen hertm  Eigen- 
a 

funktionen" genfigen mit beliebig groBer Genauigkei~ denselben Re]~ationen wie die 
exakten Eigenfunktionen, insbesondere der Orthogonalit~itsrel~tion. Sie k6nne~also 
in gewisser Weise die Ro]le der gew6hnlichen Eigenfunktionen fibernehmen. 
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Folgerungen. kllgemeine S~tze iiber die Yerteilung der Eigenwerte. 
Anwendung auf Schwingungsvorg~inge. 

Die Fruchtbarkeit ~ler Resultate des vorangehenden Paragraphen heruh~ 
darauf, da~ man die lYlaximum-l~Iinimum-Eigenschaft in Zusammenhang 
bringen kann mit dem in der Elnleitung erw~hnten Grund2orinz~9 d.er 
Variationsrechnung, wonach dutch Verschi~ffung der Bedingungen in einem 
Minimumproblem der Wert des Minimums vergrS]ert, jedenfalls nicht ver- 
kleinert wird, und 'wonaeh umgekehrt bei Milde~ung der Bedingungen das 
Minimum fiillt, jedenfalls nicht w~chst. 

Fiir die Schwingungsvorgiinge der Physik kSnnen wit aus diesem 
Prinzip unmittelbar eine bedeutsame Folgerung ziehen. Wit betrachten 
irgendein sehwingungsf~higes System, dessen Eigenschwingungen dutch ein 
Eigenwertproblem der hie~ behandelten Azt charakterisiert werden, wo- 
bei an Stelle der sich selbst adjungierten partiellen elliptischen Diffe- 
rentialgleichung 2. Ordnung auch eine solche hSherer 0rdnung oder ein 
System yon gewShnlichen Differen~ialgleichungen treten, daft. Dann 
beachten wit, dal~ "irgendwelche Zwangsbedingungen, unter &enen das 
System seine Schwingungen auszufiihren genStigt wird, sieh mathez~ar 
als Nebenbedingungen flit die in dem Variationsprobtem auftrete~clen 
Konkurrenzftmk~ionen g~ aussprechen. Werden in dem Maximum-Minimum- 
problem die Bedingungen flit ~ versehiirft, so wixd jedesmal bei fest- 
g ehaltenem System der Fuuktionen vl, v~, . . . , v  a-1 die. lmtere Grenze 
d{v~, v~, . . . ,  vn_~} vergrS~ert oder jedenialls nicht verkleinert, mithin 
gilt dasselbe fiir das Maximum dieser unteren Grenzen, den n-ten Eigen- 
were. Entsprechend wird der Weft des Maximum-Minimums, d. h. der 
n-te Eigenwert verkleinert oder jedenfalls nicht vergrS/]ert, wenn die 
Bedingungen flit die Funktionen 7~ gemildert werden. 

Physikalisch besagt dies: 
Satz 5. Wird ein schwingungs]g~'higes System gezwungen, unter 

Zwangsbedingungen zu "schwingen, so (~ndern .~ch der Grundton und 
]eder Oberton hie anders als in wachsendem Siwne. Wsrden umgekehrt 
Bedingungen, unter denen ei~ System schwimgt, au/gehoben, so 5ndern 
sich. der Grundfon und ]eder Oberton hie anders als in abnehmendem 
Sinne. Dabei kdnnen als Zwangsbedingungen auch innere Bedingungen 
des Problems angesehen werden. 

Belspielsweise mu/~ sieh bei einer eingespannten schwi.ngenden dasti- 
sehen Membran cle~ Grundton and s~mtliche Ober~ne in dem angegebenen 
wachsenden Sinne ~ndern, wenn die Membran auger am Rande noeh sonst 
an Linien- ode~ Fl~ehenstiioken festgehalten wird. Dagegen wird ~sieh der 
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Grundton und alle ObertSne bei e~ner Membran in fallendem Sinne ~ndern, 
wenn sic einen Rift erh~lt, oder bei einer schwingenden Platte wenn das 
Material einen ,,Sprz~ng" bekommt, Im  letzteren Falle werden n~mlieh 
flit die Konlmrrenzfun~ionen ~o ~bzw. flit deren Ableitungen an der S~elle 
des'Risses oder Sprunges die Bedingungen der Stetigkeit aufgehoben~). 

MatJaematisch ergeben sich aus, u_nserem Prinzip eine Reihe von 
wichtigen allge~ne~nen S~itzen iZber die Eigenwertverteilung bei den be- 
trach~eten Randwertaufgaben. Der erste Satz bezieht sich auf die Rand- 
bedingung ~ == 0 und vergleicht die Eigenwertverteilung fiir ein Gebiet G 
mit  tier f ~  Teilgebie~ desselben. ' Der zweite Satz leistet das entsprechende 

~iir :~e R~clbeaizgang ~ ~ T~-'= 0. Die~ weit,eren S~ze beziehen sich auI die 

~l: lgem~eren Ranclb.edingungea und ver~oi~t~en ~ S p e r m  d~r Dif~e- 
~ ] : g r ~ e i c h u n g  fiir verschiedene Formen d i e s ~  R m ~ 2 t r e ~ u n ~ n .  

:Satz 6. Es 8eien G', G", G~", '... eine Auzahl yon ,Tdlgebieten ges 
Ge]oietea G, welche keine gemeinsamen inneren PunkSe haben. Dann 
is~ d~e Anzahl A ( ~ ) der unterhalb einer Gren~e ~ gele#ene~ Bi#enwerte 
der Di/]erentialgleichung L ( u ) - ~ - ~ k u =  0 ]i~r daa Gebie$ G bei der 
Randbeding~ng u--=0 mindestens so grofi wie die" gesam~e Anzaht der 
unSer derselben Grenze entspreehenden geleger~en ~igenwerSe der Te~- 
gebier G I~ bei derselben Randbedingungar'). 

Dieser Satz ls sieh auch so aussprechen: Bei der Randbedingung 
u =~ 0 ia$ der n-re Eigenwert ~, des Gebietes G ldeiner oder gleieh der 
n-~en Zahl 2~ aus der Geaan:tmenge der nach ateigender Grefle geord- 
neten, in ihrer richtigen V iel/achheif gezdhlten Eigenwerte der T eilgebiete G(~). 

Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus iolgender Uberlegung. Legt 
man in dem Maximum-Minimum-Problem, welches den Eigenwert ,~ de- 
finiert, den Funktionen q) die neue Bedingung auf, aa allen R~ndern der 
Teilgebiete 6~ i~) und in dem ganzen, zu keinem der G/~/ gehSrigen Teile 
yon G zu verschwinden, so wird einerseits dem oben formulierten Grund- 
prinzip zafolge der Weft des Maximum-~inimums vergrSl~ert, jedenfalls 
nieht ve~]deinert. Andererseits ist das neuentstehe~de Maximum-Mi~mum- 
Problem ge~ade dasjenige, welches den n-tea Eigenwert c~es aus den ge- 
trennten Gebieten gf, G', ... bestehenden Gebietes delh~ert, , d. h. der 
neue Weft des ~ardmum-lYIinimums ist gleioh t~, und somit gilt I~ ~ L~, 
wie behauptet wurde. 

14) Hiermit 'scheint die beltannte Tat~ehe zusa~nmenzuh~ngen, dab eta Porzellan- 
teller, 'weleher einen ,Sprung" erh~l% seinen ursprfinglichen Klaug verlitr~ u~d 
dumpf klirrt. 

1~) Vgl. den entspreehenden Satz 1fir die Differentialgleichung (1) bei WeyY C. 
Desgl. die oben zitierte Note des Veffassers. 
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Insbesondere ergibt sich aus dem bewiesenen Satze eine wiehtige 
Eigenschaft der zur Randbedingung u = 0 gehSrigen Eigenwerte 2,~, die 
man zweckm~l!lig als die Eigenscha/t der Monotonitgit bezeichnen kann, 

Sa~z 7. Der zur Randbedingung u ~ 0 gehSrige n-re Eige~,wer~ 
eines~Gebietes G ist hie grS/3er als der z u r  selben Randbedi~yung ye- 
h6rige n-re Eigenwert eines Teilgebietes. 

Der in Satz 6 ausgesproehenen Tatsadae steht fiir die Randbedingung 

....... t~ eine entsprechende gegeniiber: 

Satz  ~. Es seien G', G", G"  . . . ,  eine endliche Anzahl yon Teil- 
gebieten, welche das Gebiet G li~ckenlos aus/i/tllen. Dann ist die Anzahl 

3u 
.B ( z ) der unterhalb einer Grenze z gelegenen, zur Randbedingung ~r =: 0 

geh6rigen Eigenwerte der Di//erentialgleichung L (u ) -~ ~ I~u --= 0 /i~r das 
Gebiet G Ideiner oder h6chstens gleich der gesamten Anzah~ der' zur 
,,elben Randbedingung geh6rigen, unter derse[ben Grenze z gelegenen 
Eigenwerte der Di//erentialgleichung /i~r die Teilvjebiete G (i). 

Man~kann diesen Satz auch fo]genderma]en aussprechen: Es sei ~* 
die n-re der nach wachsender Gr5/3r geordneten Zah~en aus der Gesamt- 

Ou 
menge der zu den Teilgebieten G (~) und der gandbedingung ~ ~ O, ge- 

hSrigen Eigenwerte, wobei ]eder mit der richtigen Vid/achheit zu zgihlen 
ist, dann ist tier n-te Eigenwert ~,, des Gebietes G ]~r diese~b.e Rand- 
bed~;ngung grSfier oder gle~ch der Zahl ~*~. 

) 

Auch hierfiir folgt clef Beweis fast unmittelba~ durch Anwendung 
unSeres allgemeinen Prinzips auf das Maximum-i~Iinimum-Problem, welches 
den n-ten Eigenwert z ,  yon G charakterisiert. Denn wenn wit in 
diesem Problem den zur Konkurrenz zuzulassenden Funktionen 7~ gestatten, 
auf den in G verl~ufenden Randlinien der Gebiete G (~) dera~t unstetig zu 
sein, dab sic beim Uberschreiten dieser Linien endliche Spziinge machen, 
sO wird dutch diese Milderung der Bedingungen der Weft des Maximum- 
Minimums verkleinert oder jedenfalls nicht v~grSl3ert. Andererseits de- 
finiert das modifizierte Maximum-Minimum-Problem nach w 3 gera4e den 

n - ~  zur Randbedingung ~); ~ 0  gehSrigen Eigenwert des Gebietes, wel- 

ches aus den getrennten Gebieten. G (*) besteht, d. h. den Weft z~*. Hier- 
mit. is t die Relation ~.  ~ ~ bewiesen~). 

~) Die obigen S~tze 6, 7, 8 gelten, gleichviel ob die Teilgebiete Ecken babe 
oder niobe. Will ~ man im Falle des Au~tre~e~s yon Ecken den Beweis, yon der 
Kenn~nis der ~sr und der Eigensehaf~en der Eigenfunktionen unabh~gig machen 
und auf die ~i~ximum-l~Iinimum-Definition der Eigenwerte stiitzen, so verf~hr~ maa 
in diesem Zusammenhange am kiirzes~en folgendermaBen: Zum Beweise yon Satz 6 
bet~rachte man s~at~ dor Gebte~e ~(i) zun~chs~ G~bi~te ~(~(~=1,  2~ 8, ...), wobe~ 
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Die nachfolgenden S~tze geben Aufschlul~ iiber das gegenseitige Ver- 
Miltnis der STe/ctren der Differentialgleichung bei den verschiedenen Arten 
der vorkommenden Randbedingungen. 

Sa~z  9. E8 sei 2~ liar das Gebiet G der  n-re zur Randbedingung 
u ..... 0 gehSrige Eigenwer~ der Di//erentialgleiehung L(q~) -~ 2/c~l .... O, 

~Ju 
~,~ der n-re Eigenwer$ /i~r die Randbedingung' ~ =-~ 0,  schlie[31ich ~n de r 

~u 
u-re Eigenwert /4r die Randbedingung ~7 ~ ou oder allgemeiner eu r j ;  =- ~ u  

au/ einem Teile R' des Randes R, u - ~  0 au/ dem i~brigen Teile R"  
des Randes. Damn .~st stets 

u~d :~d.~hf~ ~ g a t ~ e m  o 

~ i t  andern Wor ten  besagt  der Satz, dab unter den be~ra~hteten Rand- 
~u 

bedingungen u ~ 0 die schgir/ste, und wenn ~ nickt negatlv wird, ~i', ~ 0 

die mildeste ist. 

7(*) in ~(i) liegt, keine Eeken mehr besitzt und mit wachsendem m gege~a G (!) k0n~ 

vergiert. ~fir die G~ )giIt  der Beweis des Textes. Andererseits konvergieren die ~ 

Eigenwerte der G~ ) gegen die der (~ (i) wie die lediglich auf der ~Iaximum-Minimum- 
Eigenschaf~ beruhenden Ausfiihrungen am Schlul3 des folgenden P~ragraphen zcigen. 
Hieraus aber folgt unmittelbar der Satz 6 fiir die Gebiete G(i). 

Zum Beweise yon Satz 8 modifizieren wir das ursprfingliehe Maximum-Minimum- 
Problem, welches den n-ten Eigenwert yon (~ definierr dadureh, dab wir wie bben 

im Text den Funktionen r auf den in (~ liegenden Randstiieken der (~(l) endliche 
Spriinge gestatten, und daI~ wir dariib~ hinaus yon jeder der 1~unktionen v~ iden- 

ti~ches ~Terschwinden in allen Gebie~en G ~ mit Ausnahme ~e eines vert~.ngen. Der 
Weft des Maximum-Minimums hei dem so modifizie~ten Variationsproblem is~ der 

~u 
n-re unter den zur l%andbedingm~g ~ - 0 geh~trigen nach der Gr~ii~e geo~dneten Eigen~ 

werten der s~mtlichen G ~). Andererseits wurde darch Erweiterung der Zulassu~,gs- 
bed~ngungen fiir die Funktion ~ jeder Weft d (v~., v~ . . . .  ~ v~_ ~ ~ verringert oder nicht 
vergrii~er~ und desgleiehen dutch die Verringerung des Vs~riabilit~tsbereiches der 
Funktionen v~ die obere Grenze dieser Werte d(v~, v~,..., v,_~} wiederum verrin- 
gert oder nieht verg~Sl~ert. Hieraus folgt der Satz uamittelb~r wie, im Text. 

Es bediirf~ dieser ~berlegungen gar nieht, wenn man.slob auf den Satz stiimen 
wfirde, da~ auch bei Zugrundelegung der Maximum-Minimum.Definition des n-te~ 
Eigenwer~es die /~igenwer~e eines aus getrenn~en Gebieten bestehenden Gebietes mit 
clenen der Teilgebiete identiseh sind. Dann bleiben einfaeh die Uberlegungen de~ 
Textes unver~nder~ besteken. Der genannte Satz ist jedoch hler niche, wie bei 4er 
lrlassischen Eigenwertdeilnition, trivial, und sein Beweis wiirde nicht kiirzer sein als 
die hier gemaehten Ausfiihrungen. 

Es sei nochmals darauf hingewiesm~, dal~ uns diese Betraehtungen yon allen 
dureh Eeken bzw. Kanten ent~ehe~den Sehwierigkei~en befreien. 
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Der nine Teil des Satzes, ns die Beziehtmg ~ =< ]~, iolgt aus 
der Tatsache, dab flit G:> 0 stets das im Ausclmck ~,[qo] auftret4nde 
Randintegral grSBer, wenigstens abet gleich Null wird, dab also ~e~'stets  

ist. Daher abet ist such die untere Grenze der linken Seite bei gegebenen 
Funk~ionen %, % , . . . ,  v~-i grSf~er oder gleieh der unteren Grenze der 
rechten Sei~e, also stehen auch die Maxima dieser unteren Grenzen in der- 
selben Beziehung, d.h. es gilt eben ,% ~ ~ .  

Um den zweiten Tell der Behauptung, d. h. die Ungleiehung y~ ~ ~,, 
einzusehen, betrachten wit ein Teilgebiet G' von G und dessen zur Rand- 
bedingung u ~:= 0 gehSrigen n-ten Eigenwert 2:. Wenn wi2 ~' in dem Maxi- 
mum-Minimum-Problem, welches den n-ten Eigenwert #~ yon G eharak- 
terisiert, der Funktion (/~ die weitere Bedingung auferlegen, iiberall in G 
auBerhalb G' zu versehwinden~ so wird sieher der Weft des N[axinmm- 
Mmlmums(verklemertL~cler mch~.ver~oflert Anclerersmts ~st dleser neue 
NIaxlmum-Yhmmum-Wert of[enbar mlt 2, ldentlsch. Es grit also 7~, ~ i,,. 
Nun ist aber, win wit im n~chsten Paragraphen sehen werden~ der n-re, 
zur Randbedingung u == 0 gehSrige Eigenwert ~ nine stetige Funktion des 
Gebietes. Wean also das Geb[et G' so gews wird, dab es das Gebiet (7 
hinreiehend genau approximiert, so u~terscheidet sieh ~'~ yon )~ mn be- 
liebig wenig. Also gilt aueh/~. ~ 2,,, wie behauptet wnr~le. 

Bei den Anwendungen des Sat~es 9 miissen wir beaohten, dais die 
Anzahlen der betreffenden Eigenwerte unCerhalb einer gegebenen Grenze 
in der umgekehrten GrSBenbeziehung stehen win die Eigenwerte selbst. 

Zusa tz  zu Satz  9. Die Aussage yon Satz 9 bleibt besteh~, wenn 
d~ 

w~an die Randbedingung ~-7 ,== ~ nicht 4berall, sondern nut  a~] eine~n 

Teile des Rande8 B bder des ~Randsti~elces R '  dutch die Bedi~gungen 

~-- - -0  bzw. u ..... 0 ersetz$. 

Der Beweis tolgt genau so win der des Satzes 9 selbst. 

8a tz  10. Wenn ~n der Randbeding~n.g ~/----o~ au~ R die ~'unk~ 

gOn a en~weder an ]eder Stelle verg~efier$ oder w~leiner~ w~rd~), so l~an~ 
sigh ]ecler e~nzelne Eigenwer$ nut  i~n se~ben Sinne gndern. 

Aueh diese sehr bemerkenswerte Ta~saehe ist eine unmittelbare Folge 
der Maximum-Mini,'mum-Eigensehaft. Denn der Ausdruek ~D[~] ~ndert 
sieh bei gleichsinniger Anclerung clef Funktion a iiir jectes c~ im s,elben 
Sirme win o, ~lso such seine untere Grenze bei gegebenen v, und damit 
das Maximum dieser unteren Grenze. 

.~) Dabei is~ na~fi~lich ~uch eine Anderung um Null ~ugelasse~ 
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Wir erkennea aus den legzten Siitzen, da~ die Eigenwerte fiir die 
versehiedenen Randbedingungen in chaxakteristischen Beziehungen zaeinan- 

~ 12 der stehe . Xndert man die Fur~ktion a an jeder Stelle monoton yon 0 
his ~ ,  so w~chst j,eder einzelne Eigenwert monoton yon dem Werte, den 

er bei der Randbedingung ~u == 0 hat, bis zu dem Werte, den er bei d e r  
~ r  

Randbedingang u ~= 0 erh~lt. 
Wit werden im n~ichsten Paragraphen erkennen, da] dieses Wachstum 

stetig vet sich geht. Weiter wird die Untersuchung der asymptotischen 
Eigenwertver~eilung zeigen, dab trotz des gekennzeichneten Verhaltens der 
Eigenwerte do~ We~t des n-ten Eigenwertes unab- 
h ~ i g  vo~ d~r ~ dab sieh also das Waehstum des 
Ei~hwe~es bel W~ehsen der ~m~ction ~ nuz in gnem zur G~5~e des Eigei~-' 
werte~, unvergleichliek geringen Spielraum ,vd~eht .  

,s die bier zuletzt entwickelten Tats achea haben s~mtlieh eine 
einiache physikalische Bedeutung. W~r erkennen n~mHeh in der Ran& 

bedingang ~u=. 0 die eines sogenannten ,,/reien ]Randes", d, h. eines 

solehen, we bei dem Schwingungsvorgang keinerlei Randbedingang gestellt 
ist, we z. B. im Falle der Akustik die sehwingenden Massen am Rande 

~u 
in keiner Weiss ~estgehalten werden. Die Randbedingung ~; =~ ~r ~ :  

spricht einem mit elastischen K r ~ e n  gehaltenen Rande, wobei die GrSl~e 
der festhaltenden Kraft durch die Funktion v bestimmt ist. Die Be- 
dingung u .=~ 0 stellt den Fall dar, we diese Kraft unendlieb grol~ ge- 
women ist, d. h. der Rand absolut festgehalten wird. 

Weitere Folgerungen. Stetigkeitseigensehaften. 

Die Maximum-Minimum-Eigenschaft des n-ten Eigenwe~es gestatte~ 
u~s, ohne Schwierigkeiten die Abh~ingigkeit der Eigenwerte yon den Koeffi- 
zienten der .Differentialgleiehung, den Randbedingungen und dem Gebiet G 
zu untersuchen. 

S a t z  11, Wenn in der Di/ferentia~leivhung L(u)-..}-2]~u ~= 0 der 
Koe//i~iemt k an ]eder Steele im selben Sin~e v~dmdert wird, so dndert 
sich bei ]eder ~andbedingung der n-te Eigenwert ~ entgegengesetzten Sinne ; 
wird der KoeHizient ~ i~berall gteichsinnig vergndert~ so dndert sich ]ed er 

Eigenwert im selben ~inne ; im .Falls der ~anaoea~ngung,~ ~.,~ o ~ @t h@~- 
bei ~ > 0 vorauszusetzen. 

In der Tat, es werde zun~ichst p iibemll gleiehsi~mig ver~ader~, Dan~ 
~indert sieh fiir jede konkurrenzi~hige Funktion ~p de~ Weft des Ausdruckes 

[ 90 ] mono~on im selben Sin.ae. mithin auch die untere .Grer~e dieter W~e~te 
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bei ~esten v~, also aueh des Maximum dieser unteren Grenzen, der n-re 
Eigenwert. Wird k monoton ver~ndert, etwa in k', so wird eine Funk- 
tion q~, welche vorher den Konkurrenzbedingungen geniigte, dies nieht 
meier tun, vielmehr mu~ si~, tun nunmehr der Bedingung 

. ] ' f k ' ~ d x d y : = l  
G 

zu geniigeu, mit einem gewissen konstante}}. Faktor multiplizicrt werden; 
der kleiner als 1 resp. grSi~er als 1 wird, je nachdem k wachse~ncl oder 
fallend sich ges hat. Die mit diesem Faktor multiplizierte Funktion 7~ 
werde ~p' genannt. Da dieser Faktor quadratisch in ~ [ ~  eingeht, so 
6rkenr~t man, dal~ je nach der Art der .~nderung yon k die untere Grenze 
der Werte ~)[~] bei festgehaltenen Funktionen v~ nicht kleiner bzw. nicht 
grSl~er wird, als die untere Grenze der Ausdriicke ~ [ ~ ' ] ,  wobei ]tier 
abet a~ Stelle der Funktionen v~ entsprechend der u vor~ k in 

k' die Funktionen v~' ~: v~ k, getreten sind. Da des System der Funktionen 

v~ zugleieh mit dem der Funktionen v~ den ganzen Bereich der zul~ssigen 
Ftm_ktionssysteme erschSpft, so folgt ebenso wie oben, da~ des Maximum 
der unteren Grenzen von D[(p] and D [q~r] in clef umgekeh~ten GrS~en- 
beziehung zueinander stehen wie die' Ftmktionen k und k'. 

Aus der so bewiesenen Tatsaehe ergibt sich die Stetigkeit dex Eigen- 
werte in ihrer Abh~ngigkeit yon p und k. Wenn ~ml ich  zua~chst die 
Funktiou k in k'  ge~iaclert wird und dabei 0 < (1 -- e) k ~ k' ~ (1 ~ e )  k, 
ist, unter e eiae positive Zahl verstandea, so mull infolge des Satzes 11 
der n - te  Eigenwert der Differentialgleiehung flit die Fnnl~tion k'  zwischen 
den n- ten  Eigenwerten liegen, die wit erhalten, wenn wir in der Diffe- 
rentiatgleich~mg k dutch k (1 ~- e) bzw. k (1 -~- ~) ersetzen. Des aber sind 

offenbar der mit  den Faktoren ( 1 - - 8 )  -~ bzw. ( l ~ - e )  -~ multiplizierte 
y~,-te Eigenwert der urspriingliehen Differentialgleiehung. Wenn e hin- 
reichend klein genommen wircl, so liegen diese beiden Zahten beliebig 
n~he beieiaander, und damit ist die behauptete Stetigkeitseigenscl~ft be- 
wiesen. 

Genau so verl~u~ cler Beweis, ~enn /~ g~nder t  wird, vorausgese~t ~ 

dal~ die ir~ der Randbedingung -~-~/-~ a u auftretende Funktion a n i rgen~  

negativ wird. ][st dies nieht der Fall, so beachte man, da[~ nach dem Hflfs- 

satz in w 2 jeden~lls des Randintegralft~a~"-dsmitD[q~]tmd%[~o] 

zugleieh besehrgnkt bleibt. Da man nun in dem Maodmum"Minimum- 
Problem, welches den n - ~ n  Eigenwert definiert, fii~ die Wer~e yon ~) [q~] 
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yon vernherein eine geeignete obere Schranke festsetzen da~S) ,  ohne die 
L5sung~.des Va~iationsproblems zu ~ndern, so folgt, da~ eine hinreichend 
kleine J~nderung de~ Funktion l~ das Randintegral ffi~ alle bei Innehaltung 
dieser Sehranke zul~sigen Funktionen ~ um beliebig wenig ver~ndert, wo- 
tans sich wiederum die Stetigkeit des n- ten  Eigenwertes als Funktion 
yon io ergibt. 

Ebenso hangt der n- re  Eigenwert stetig yon q ab. Es ~olgt n~imiich 
aus clef Relation k ~ k,~, wo ]~ eine positive Konstante ist, 

t ~'~ J ' j  k ~ '  d x d y  :> ]~'~f f q~ a 

Somit ~s.t ~ aloe z~gssigen thlnktione~ ~ 4as Integral f j" ~,~ d x dy 

besc~w Da~aus ergibt sieh, da2 bei hinre~ehencI kleiner ~_nderung 
4er Fanl~ion q sich der Ausdruck ~)[~0] um b e H e ~  wenig ~indert, und 
zwax um gleichm~iflig wenig fiir alle zul~ssigen Funkti.ouen 7~- Also gilt 
dasselbe fii~ das Maximum-Minimum yon ~)[~].  

Zusammenfassend erhalten wit das Resultat: 

Sa tz  12. t)er n-re Eigenwert der Di//erentialgleivhung L(  u ) ~- 2 ku  ~ {) 
dndert sich /4r alle betrachteten ~andbedingungen stefig mi t  den I~oe//i- 
zienten der Di//erentialgteichung. 

In iihniicher Weise erkennt man die Stetigkeit der Eigenwerte in ihrer 
Abhangigkeit yon der in der Randbedingung auftretenden Funktion G. Wit 
diirfen wiederum yon vornherein in dem Variationsproblem voraussetzen, 
da]~ die Ausdriicke ~)[~o] unterhalb einer iesten Schranke liegen. Dann 
liegt auch das Randintegral f ~e ds unterhalb einer festen Schranke. J~ndern 

2 

wit also in dem Randintegral f po~p~ds die Funktion ~ um hinreichend 

wenig, so andert sieh auch dieses Randinteg~al urn gleichm{i/~ig beliebig 
wenig, somit gilt dasselbe fiir ~ [qo] und daher auch lfir das 1Vfaximum- 

~lV~inimum yon ~)[~].  Wir haben also das Resultat: 

Sa tz  12a. Der ~ $ e  Eigenwert ~nder$ sich ~e~ig mi~ der in der 

.Rand[bedingung ~.;/ ,~ ~ u au/tretenden _Funktion (~. 

Wit unte~suehen sehlie~lich die Stetigkeitseigensehaften des n- ten 
Eigenwertes als $'unktion des Gebietes G und wollen clabei zeigen, da~ 
der n-re  Eigenwert eines Gebietes G ~ den n- ten  Eigenwert des Gebietes G 

t 
~s) Etwa den zur Randbedingung u--0 gehsrigen n-ten Eigenwer. eines be. 

1 iebigen im Innern vo~ (~ liegenden Quadrates. Denn zufolge der Satze 9 and 7" 
ist der betrachtete ~-te Eigenwert yon @ sicher kleiner als der eines solchen Qua- 
drates. Die Festsetzung dieser oberen Schranke ffir ~)[~ kann also an tier LSsang 
~ ~Maximum-Minimum-Problems nichts ~ndern~ 
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bei entsprechenden Randbedingungen beliebig genau approximiert, wenn 

des Gebiet G durch des Gebie~ G' hinreichend genau approximiert ward. 

Dabei mfissen wir jedoch den Begriff der ATproximation eines Gebietes G 
durch ein anderes G' geniigend schar] lessen. Sobald in den Rand- 
beclingungen norma]e kblei tungen auft~eten, werden war uns nich~ mehr, 

�9 wie es in der Analysis situs iiblich ist, damit  begniigen kSrmen, ~a/~ clef 

Ra~d yon G' den Rand yon G approximiert, war werden vietme~r ver- 
]angen miissen, da~ auch die Normalen des Randes yon G' die des Randes 

von G ap19roximieren. In  der Ta~ kann man zeigen, da~ beider  milderen 
kuffassung der Approximation der n - to  Eigenwert nicht eine storage 
F~nktion des Gebietes zu sein braucht19). 

ina ly t i sch  kS~men wir die Approximation des Gebietes G dutch des 
Goblet5 G'  im schiirferen Sinne folgendermal~en kennzeichnen. 

Des Gebiet G'  geht mAt Einschhll des Randes punl~weise in das 
Oebiet G mi~ Einschlul3 des Randes iiber durch Transformationsgleichungen 

der Form 

(27)  x'~=~x,.~g(x, y), y ' = y + h ( x ,  y), 

wobei die Funk~ianen g, h i m  ganzen Gebiet stetig und mat stiickweise 

~9) Als einfaehstes Beispiel fair dieses Vorkommnis diene ~olgendes: Es seA 
L(~0)=A (p, k=  1. G sea ein Quadrat yon der SeAto 1. Au~erhalb (~, zu G paraIlel 
orientiert und der MAtte einer der Seiten q yon G gegemfiber werde ein zweites 
Quadrat G~ yon der Seitenl~,nge 8 im Abstande s ~ngebrach$ "~ und sodann sein Inaeres 
mit dem yon (~ dureh einen schmalen, senkreeht zur MAtte yon q verlaufenden Steg S 
verbunden, welcher yon zwei im Abstand ~7 par~l]eleu Gerad en der Liinge s begrenzt 
wArd. Des Gebiet G t mSge aus den beiden Quadraten (~ und G~ sowie dem Stege S 

bestehen. Der erste Eigenwert yon (~r bei der Randbedinguag ~ = 0 ist ~ A 0, die 

zugehSrige Eigenfunktion ist u~-=-oonst. Wenn nun zu jedem s die Breite V des 
Streifens S hi~reiehe~di klein gew~hlt.wird, so kann auch de~ zweite Eigeawert yon 
G r beliebig klein gemaeht werden. BeSraehten war n~mlieh eine Ftmktion q~ in G~, 

in G~ gleich ~ ~ ,  in ~ gieieh e~ner Konstanten eist uncl in S linear yon c weie~e 
nach -- .1_ abf~llt. Die Konstante c sei so bestimmt, da~ das fiber q ~ erstreekte Inte- 

s 
gral yon ~o versehwindet. Wean V hinreiehend l~lein ist, ward sieh c yon 0 um beliebig 
wenig unterseheiden. Des Dirichle~sehe Integral yon ~ fiber G' ward also yon der 

Griil~enordaul~g ~.  Wenn daher ~ ~ls ein hiareiehend kleiner Bruehteil yon s gew~hlt 

~ d ~  so ist dieses Integral beliebig klein, w~hrend des Integral yon q~" fiber (~ sieh 
beliebig wenig yon 1 unterseheidet. Daher ist der klassischen Minima~eigensehaft 
der Eigenwerte und Eigenfunktionen zufolge erst recht der zweite Eigenwert yon (~ 
beliebig klein. L~l]t ~han also ~ gegen Null konvergieren, so konvergierr der 

zweite Eigenwert yon (~ sieherlieh gegen Null, wean ~ gegen Null konvergiert. Der 

zweite Eigenwer$ ~'on (~ ist jedoeh positiv; also ist er nieht der G r ~ e r ~  des 
zweiten Eigenwer~es yon (~, obwohI der Rand yon G ~ gegen de~ v on (~ konvergiert. 
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stetigen ersten Ableitungen versehen sind,,und wobei diese Funktionen ebenso 
wie ihre ersten Ableitungen absolut genommen unterhMb einer hinreichead 
kleinen positiven Schranke e liegen. Wenn dies der gall ist, so sagen wit, 
daft das Gebiet G dutch dab Gebiet G / mi$ der Genauigkeit ~ aloproxi- 
mier$ w~'d. 

Konvergiert e gegea Null und ~ndert sich G ~ entsprechend, so'sa~en 
wit, dab G' stetig in G iibergeht. I~unmehr gilt, wie wit zeigen wollen, 
der folgende Satz. 

8atz 13. Der n-te Bigenwert der D~fferentialgleichung 15 (u) § 2 l ~  ~ () 
bei ~rgendeiner der b~rachteten Ra~dbedi~gungen dindert sich stetig, wenn 
dab Geb~e$ ~ ~,~ dem 9.e~ennze~eh~eten S~nne st~ig de[ormiert wird. 

Zam :Bewei~ bet~cheen wit eine Folge yon 'Gebieten G', fiir welche 
die obem eingefiihrte Zahl 'e 6egea N~4 koaw~glert~ Wir ~r~nsformieren 
'den Au~druvk ~)[q~] durch die Tra~sform'ation(27) in el len Ausdruck Kit 

Gebiet G' und erhMten dabei fiir D [~] d~s Integral 

(~') 

wobei zur Abkiirzung ~fir die bei hinreichend kleinern e beliebig wenig 
yon I versehiedene FunktionMdeterminante 

~g Oh 

gesetzt ist. Fiir das Randintegral ergibt sieh 

Hierbei bedeutet ds' das LinieaeIement des Randes R '  yon G'. 
wir nun die Relatien 

Beaeh~r~ 

so folg~ aus 

sowie 

 40 ,ae 'ey' a)  + (a) I e 'ey', 

. . . . . .  la 
q q~'~}dx' dy'  D [~] = (1 § 0 1 ) ~  l.~-~] • ~ay'J .J + 

j '~ ~m'~ ~8 = (1 + ~..)fp 0r d~ ', 
R 1~' 

wobei 0~, 02 zwei zugleich nfit e gegen Null strebende GrS~en sind, mithm 
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wo ~s mit ~ zugleich gegen Null s~reb~ und wobei ~'[q~] den ~ [ 9 ]  
entsprechenden Ausdruck iiir G' bedeu~et. 

Wit haben ferner die Nebenbedingungen ( i5) ,  (23) des w 3 fi~ die 
Funktionen ~ zu transformieren und erhalten 

fj' e ,a, ( i =  1).. 
C, ( ; '  

Ersetzen wir als'o die Funktionen v, durch v~-~ v~M-L und multiplizieren 
die Funktion 9 mit einem -- bei kleinem e yon ] beliebig wenig vet- 
schiedenen -- konstanten Faktor, so dab ffir die neu entstehende Funk- 
tion 9P die Relationen 

f 1, 
G' 

! f k ~/v;  dx'dy'=-- I) ( i = 1, 2 , . . . ,  n -- l't 

gelten, so wird erstens 

wobei d eine mit e gegen Null konvergierende "Zahl isg; zweitens, geniigt 
die Funktion qJ als ~ank~ion yon x', y '  in G' aufgefaB~ den Bedingtmgen 
des Maximum-~Iinimum-Problems, welches den n-ten Eigenwer~ yon G' 
charakterisier~, wobei die Funktionen vt' =~ M -  t. vi die Rolle der Funk~ionen v~ 
in G spielen. Da nun. der Bereich sgmtlieher .zul~issiger Funl~ionen- 
systeme v~ zugleieh mit 4em der Funktionensysteme v, dureMaulen wird, so 
folgt, dab auch das Maximum-Minimum der linkel~ Seite sich yon dem 
der,reehten nur um einen -- mit gegen Null konvergierenden.e -- gegen 
1 konwergierenden Fakto, r u~hterscheiden ka~n. Damit abet ist Satz 13 
bewiesen. Wit erkennen gle~chzeitig aus der obigen Entwicklung, dab 
dieser Satz sieh folgendermal~en pr~zisieren l~i~t: 

Zusa tz  zu Satz  13. Wenn eim Gebi~ G' in, ein Gebiet G durcl~ 

die Trans/ormation (27) iibergeh~ und dabei O g < e, ~ < e, < ~, 

i-~7 j < ~ i~t, untex e eine beliebig kleine positive Zahl ~erstanden, so gi.bt 

es eine q~ur yon e abhgngige, mit e zugleioh gegen Null konvergierende 
Zahl ~] derart, daft die n-ten Eigenwerte #~, #" der Gebiete G und G'/i~r 
~rgendwelche der betrachSeten Randbedingungen und ]edes n der Beziehung 

gen~ge~. 
t 

Fiir die Ran4bedingung u ~o= 0, bei welcher keineEei norm~le A. blei~u~g 
auftritt, gilt n~turg:ea~ der SVetigkeitssatz im weiteren Umfange: 
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S at  z 14. Der n-te Eigenwert  der Di//erentialgleichung L (u) -~. 2 k u  .... 0 
]i~r die Randbedingung u ~ 0 ist auch dann noch eine stetige Funkt ion  
des Gebietes G, wenn bei der stetigen ~e/ormation des Gebietes die Stetig- 
keit der Verdnderung der Normalen nicht mehr ge/ordert wird.  

Man kann n~mlich die Rgnder zweier Gebiete G und G', welehe hin- 
reichend benachbart sind, ohne dal] in benachb&rten entspreehenden Rand- 
punkten aueh die Normalen benachbarte Rieh~ungen besitzen miissen, stets 
zwischen die R~inder zweier im engeren Sinne hinreichend benachbarter 
Gebiete B and ~ '  einschlie~en. Da nun der n-re Eigenwert flit die Rand- 
bedingung u ~ 0 nach Satz~7 sine monotone Funktion des Gebietes ist, 
so liege~ die s,-t, ea Eigan~ex~e yon G and G' r~isehen denen yon B und 
B',  we~ehe ~a~h Satz 13 ih~erseits ben~ehbart sind. Damit ist Satz 14 

w 

Die Gesetze der asymptotischen Eigenwertverteilung liir die Diiferential- 
gleichung A u ~ ~u ~ 0 bei Gebieten, welche aus endlich vielen Qua- 

draten oder Wiir~eln bestehen, 

Unsere bisher gewonnenen Resultate und ~Iethoden gestatten uns, fast 
miihelos das as~rmptotische Verhalten des n- ten Eigenwertes zu verfolgen. 
Wit wollen zun~ichst die Differentialgleichung (1) A u~ ~ u ~ 0 betrachten 
und voraussetzen, da$ das Gebiet G a u s  endlich vielen, etwa h, kon~uenten 
Quach'aten, bzw. im Fails yon drei unabh~agigen Variabeln Wiirieln der 
Seitenlange a besteht. Wit werden, solehe Gebiete als ,,Quadratgebiete" bzw, 
,,Wiiffelgebiete" bezeiehnen. Der Fl~cheninl~alt bzw. das Vohmen yon 
G ist daun f .... h a  ~ bzw. V:=:ha  s . 

Im ~olgenden werden wit mit dem Buchstaben ~ ste~s eine zwischen 
1 und -~ 1 liegende Zahl, mit dem Buehstaben c oder C eine Konstante 

bezeichnen und uns die Freiheit gestatten, gelegentlich, wean ein MiB- 
verst~ndnis ausgeschlossen erseheint, die Unterschei4ung versehiedener 
solcher We~te ~ bzw. c oder C dutch Indizes usw. iortzulassen. 

Wir e~Lunern zun~chst an die bek~nnte Absch~tzung der Eigenwerte 
der Differentialgleichung (1) fiir sin Quadra~ Q der Seitenl~nge a. Hier 

so) Falls (~ und G r v0n einem gemeinsamen 'ianeren Punk~e aus konvex sind, 
so kann man ffir B und B r zwei durch Ahnlichkeitstransformution yon diesem Punkte 
aus ineinander iibergehende Gebiete wahlen, deren Eigenwerte sich verhal~en wle 
alas Quadrat des J~hn!ichkeitsverh~ltnisses zu 1, mlthin bei hinreichender Naehbar- 
schaf~ der beiden Gebiete selbst beliebig nahe beieina~ader liegen. Man k~nn also in 
diesem ]?~]le die Anwendung des allgemeinen Satzes 18 entbehren. 
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werden die EigenfunktioneI~ uncl Eigenwerte bei der Ranclb~ngung ~-~--'0 
dureh die Ausdriicke *, 

sinl~ZsinmZYa a " ~ ( ~  ~ @ ~n"), (1, m = 1 , 2 , 3 ,  .. .), 

bei der Randbedingung ~ F,, = 0 d~rch die Ausdriicke 

..) 

gegeben. Bezeichnet man die Anzahl der un~erhalb einer Grenze 2 ge- 
legenen Eigenwerte im ers~en Falle mit AQ (2), im zweiten Falle mit B~ (2), 
so sind diese Anzahlen identisch mit den Al~zahlen der ganzzahligen 
LSsungen der Ungleichheit 

l -{- m" <: 2--  

wobei im ersten Falle 1 > 0, ~n > 0, im zwei~en l ___ 0, ~n ~ 0 vorge- 
schrieben ist. Durch Abzghlung der Git~er~ounk$r Can ersten Quadrau~en 

des um den Nullpunk* des Koordina~ensystems mit dem Radius -~ 

geschlagenen Kreises exhi~l~ man flit hinreivhend gTol~es X so~ort 

Hierbei ist c eine numerische yon ~ uncl a unabhgngige Kons~mlte. 

Es sei nun A (J.) die Jn,zaht der unterhalb einex Grenze 2 gelegenen 
Eigenwer~e der Dif~eren~ialgleichung A ~ ~ 2~ ~ 0 F~ alas ~eb~e~ 

und die Randbedingungen , u ~ 0  oder ~ ~ 0, oder auch die a l l~eAnem 

Randbodingung yore Typus (g), wobei jeAoch zun~chst ~ 0 vor~usge~tz~ 
werde~ Bezeictmen wit mit A~, (2), A ~ ( A ) , . . . ,  Aq, (2)d ie  entsl0rechen- 
den Anzahlen fiir die Teilquadrat% bei der R a n d b @ g  u ~ 0, mit 

B ~  (A), B~, (~ ) , . . . ,  B ~  (2) diese Anzahlen bei tier Randbedlngung ~ - - - 0 ,  

so besagt Satz 9 in Verbinclung mit Sa~z 6 uncl 8 

Aq, (X) + . . .  -}- Ao~(2) ~-< A(2) _~< Be,(X ) + . - .  + B ~ .  

Da abet diese Auzahlen A~,(~.), Bo'~(2) fibe~im~xme~d dutch die Gleid~ungea 
(28) gegeben werden, so ~ e / ~ e n  wir 

Mi* ~nderen Wo~en, es gil~ folgender 8atz: 

Satz 15. D~e A~zahl  A (2) de," ~n f ,  rhcdb eine* "Grenze 
.gigenwert* der 17~i[]er~a~leivhung A ~ + ~ u = 0 ]i~r ein, :Qv.adrutgebie* 

Mathematische Z e i ~ s ~  VII. $ 
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yore ~ldcheninhalt f i s t  bei allen oben betrachteten Randbedingungen asy~,~- 
ptotisch gleich .tl , 

4 z  
d.h. es gilt 

A (~ )  _ I 

Genauer bezteht /i~r alle hinrei~hend gro[3en ~ die .Beziehung 

I ~ ( ~ )  1 r 
1, < 

wo C eine vo~ ~ unabh~ng~e Konst~nte bedeutet. 
Bezeichnet m~n mi~ ~ den n-~,en zu e'me~ der be~a~hteten Rand- 

bed~ng~mgen gehSrigen ]]igenwert~, ~o is~ die Ausaage ~eses S~r bzw. 
d ~  Gleich~g (29) ~luiwlen~ mi~ der Gteiehung 

(31) +#eY  
wo wieder # einen echten Bruch, o eine yon n unabh~ngige Konstante 
bedeute~. Man brauch~, um dies eiazusehen, nur in (29) A ( ~ ) = ~  mi 
setzen. 

Die Giiltigkei~ des Satzes 15 b]eibt bestehen~ auch wenn etwa~in der 
0u 

RandbedJngung ~ ~--au die Funktion a negative Werte annehmen kann. 

Wit schlie~en dies wiederum mit Hilfe des tIilfssatzes aus w 2. 
Vorab bemerken wir, dal~ nach Satz 9 der n-re Eigenwert t t  bei der 

betrachte~en Randbedingung ~ - =  a u jedenfalls nicht grSl~er als der n-re 

Eigenwe~ 2, bei der Randbedingung u = 0 sein kanm Wir diirfen also 
vou vomher~in voraussetzen, da] der Ausdmck 

~ [~] = D [~J + f ~ a ~ d~, 
t t  

dessert Maxlmum-Minimum ja ft. ist, die Grenze 2,, fiir keine der zur 
Konlcurrenz in dem Variationsproblem zugelassenen Funk'~ionen ~ iiber- 
steig~; die L5sung des Maximum-Minimum-Problems wird cladurcli nicht 
geodetic. 

Nun ist na~h dem Hilfssatz 

wobei c~, c~ numerische Konstante bedeu~en; es wird also 

Aus der Annahme ~ [9~3 _~ 2. ~o]gt 
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und hieraus wiederum ergibt sich, dab D [~] mit  n nich~ starker wachsen 
kann als 2,, d .h .  da~ eine Relation der Form 

< 

gelten mu~, unter c 8 wiederum eine Ieste Konstante verstanden. Mithin 
wird, da ja die Beziehung (3l)  flit e , -  2= gilt, unter den liter q~ ge- 
machten Voraussetz-angen 

und diese Beziehung gilt somit fiir die unteren Grenzen der Ausdriicke 
[~] uncl D [~] bei gegebenen Funktionen v~, % . . . . .  v,,_~, mithin auch 

flit die Maxima dieser unteren Grenzen. Dieses Maximum ist fiir D [~0] 

tier n- re  zur Randbedingung ~ = 0 gehSrige Eigenwert, fiir den die Be- 

ziehung (31) schon bewiesen ist. Daher folgt sie nun unmitteIbar auch 
fiir das Maximum der unteren Grenze yon ~ [~], den betrachteten n- ten  

8~ 
Eigenwert #~ bei der Randbedingung ~ j  ----- ou,  und diese Beziehung ist mi t  

der Aussage yon Satz 15 gleichbedeutend. 

Wenn start  zweier unabh~ngigez V ariablen drei vorliegen, so ~ndern 
sich in der ganzen Betrachtung nur die Aus ~ k e  Aq(2), B~(2) ~ ch~ 

-/kazahlen der unterhalb einer Grenze A getegenen Eigenwex~e bm den 

Randbedingungen u =~ 0 bzw. ~ = O, ~ zwa~ wird 

, ! 

Somit erhalten wit }et~ das Resul~at: 

Sa tz  16. D/e Anzahl A (2) der unterhalb einer Grenze 2 gdegenen 
Eigenwerfe der Di/]erentiaIgleichung A u ~ ~ u = 0 ]i~r ein au8 enellich 
vielen ~kongruen~en Wi2r/eln bestehendes Polyeder yore l~auminhalt V ist 

V ~- g.h. es be~ allen beSrach~eten Randbedingungen asymTtotisch gleich -C~-~A , 
ga~ 

lira X (4) = I 

Genauer besf~ht bei h$nreichend groflem I die Formel 

I6"A(~)  I I < C l-- 

wobei C eine yon 1 unabhdngige KonsZante i~t~). 

zl) Eine sch~fere al]geme!ne Absch~tzung des bei der asymp~o~f~e~ Ab- 
sch~tzung yon A (2) gema~hten Feh]ers ist allgemein nichb mSgIich, d~ beim Quadra~, 
bzw. beim Wiirfel die angegebene Gdil~enorduung des Feh]ers wirklieh erzei~ht wird. 

3* 
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w 

Ausdehnung des R e s u l t a t e s  a u f  d ie  M 1 g e m e i n e  D f f f e r e n t i a l g l e i c h u n g  

L ( u )  § ~ .~u  ~ O. 

Um die gewonnenen S~tze fiber die asympto~ische Eigenwertvertei- 
lung auf ~ die allgemeine elliptisehe, sieh selbst adjungierte DifferentiM- 
gleiehung (5) zu fibertragen, denken wir uns die Quadrateinteihng bzw. 
Wfirfelein~eilung des Gebietes G dutch mehrfach for~gesetzte Halbierung 
der Seitenl~nge a so verfeinert, dab in jedem der~ entstehenden Elementar- 
gebiete die Differenz zwisehen dem grSBten un~kleinsten Wert der Funk- 
tio~en p bzw, k unt~r~Ib einer vorgegebeaen hinreiehend kleinen posi- 
riven Za~ ~ blelb~. Wit beach~ed' ferner, daft die Funktion q au] die 
asym~to~vhe g~genwertverteiTuny i~erhaupt ~ e ~  l~in/lu/3 ausiiben 
k a y ,  da der Ausdrack ~)[~o] und mit ibm s,ei~ Maximum-Miniraum sich 
b e i  Stzeiehung der Funktion q nut um einen beschr/inkten Betz~g ~indert, 

n~mlieh urn weniger als [#J-~ wie oben (z. B. S. 8) unmittelbar ~ aus der 
km~n ' 

Relation (15) gefolgert wurde; I q]~z und k ~  bedeutea dabei die ent- 
sprechenden Extremwer~e der Funktionen im Gebiete G. Wit nehmen 
demgem~i~ in den folgenden EatwSckelungen q-----0 an. 

Die weitere Be~rachtung werde fiir den Fall eines ebenen Gebiet'es (7 
durchgeffihrt. Die Anzahl der Quadrate, aus deneu G besteht, sei wiederum h, 
ihre Seitenl~nge a, mit A ~ (2) werde die Anzahl der unterhalb einer Grenze X 
gelegenen Eigenwerte der Differentialgleichung L (u) @ ~ku ~ 0 be- 
zeiehnet, wobei als Randbedingung irgendeine der betrachteten genommen . 
werden kann, die Bedingung ~ ~ - =  ~u jedoch zun~chst unter der be- 

schrankenden Voraussetzung v :~ 0 Die Teilquadrate bezeichnen wit mit 
Q1, Q~,'. ", Q~, die zugeh5rigen Anzahlen der unterhalb einer Grenze 2 
gelegenen Eigenwer~e der Differentlalgleichung fiir die Randbedingung 

�9 , o~ (2), fiir die Randbedingung ~by ~ = 0 mit 

B~,(~), .. B '  ' ., Q~(~). Nach Satz 6, 8 und 9 ist wieder 

' . . .  A '  ' ~ ' . . .  ' + ( 

Nun folg~ aus Satz 11 

-PM Pm 

wenn mit P~, "'Mb~' die ~a• mit v ~), k ~i) die Minima der betreffenden sI / t  ~, 

Funktionen in dem Quadrate Q~ bezeiehnet werden und AQ,(~), Br (~) 
wie im vorigen Paragraphea die dutch die Gleiehungen (2~) gegebenen 
Armahlen der entspreehenden Eigeawer~e fiir die Differentialgleiehung 
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A u-F" 2u-~ 0 bedeuten. Denn. ersetzt man in der Differentialgleichung(5) 
p dutch ~(~) /c dutch ~(~) so wird nach Satz 11 jeder der Eigenwerte 
vergr5/~ert, oder jedenfalls nicht verkleinert, ihre AnzaM unterhalb einer 
Grenze 2 also verkleinert oder nicht .vergrSl3ert. Anderersei~s gehr d~bei 

,_(r 
die Differentialgleichung (5) in die Differentialgleichung A u -~ A 15 

FM 

fiber, deren Eigenwerte die mit zat p~S multiplizierten Eigenwerte der Diffe- 

rentialgleichung (1) sin& Das Entsprechende gilt, wenn p dutch p~), k 
dureh k~ ) ersetzt wird. 

Fetter  ist, da k und p stetige Funktionen sind, 

wobei die ZaMen I~ I, I~'l beliebig klein werden, we~ nur die ~ng- 
lithe Qua~ateinteilung hiareichend rein d.h. a hirtreichend klein g~wiihlt 
ist. Somit ergibt sieh dutch hnwen&mg yon (28) ganz elJenso wie ia w G 

wo auch [r beliebig ist, und dies ist nichts anderes als folgeade Aus-" 
sage fiber die asymptotisohe Eigenwertverteilung: 

S a t z 17. Die A nzahl A (2) der zur Di//er entialgleichung L (u)-~ 2 k u ~--: 0 
gehSrigen, unterhalb einer GYenze 2 gelegenen Eigenwerte eines Quadrat- 
gebiete8 G ist /iir jede der betrachteten Randbedingungen a.eymptotisdi 

2' ( ' ( "  k 
gldch ~-~_]_l-~dxdy, d.h. es gilt 

q 

lira A(x) 1 
x--~ dy 

Die urspriingliche Voraussetzung a ~  0 erkennt man hier genau so 
wie in w 6 als fiberfiiissig. 

Dieselben Uberlegungen flit den Raum darehgeffihrt ergeben folgendes 
Resultat: 

S a~z 18. Die Anzahl der zur Di//erentialgleichung L (u) + ~ k u ~ 0 
geh6rige~, unterhalb einer Grenze 2 ge$egenen Eigenwdrte eines Wiir/eL 
gebietes ~ ist fi~r aloe bier betravhteten Randbedingungen asym~fatisch 

i 

~ xc~yclz, 
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el. h. es gilt die Relation 

fff .;.... 
Zum SehluB sei noeh darauf hingewiesen, dab die Uberlegungen der 

beiden Ietzten Paragraphen sieh gena~ ebenso fiir einen allgemeineren 
Bereich durchffihren lassen, der aus e~dlich vielen beliebigen Rechtecl~en 
bzw. Quadern zusammengesetzt ist. 

w 

Die Gesetze der asYmp:totisehen Eigenwertverteilung fiir etnen beliebigen 
Bereieh. 

1~m die asymptotischen Spektralgesetze 4er vorangeheaden Paragraphen 
flit beliebige Bereiche zu begrfinden, miissen wit diese Bereiche durch 
Quadrate bzw. Kuben yon innen heraus ausschSp~en. Dahei werden wit 
neue Uberlegungen lediglieh anzustellen haben, urn den EinfluB des bei 
jeder Approximation iibrigbleibenden RandstreJlens abzuschgtzen. 

Zungchst setzen wit voraus, dab G ein ebener Bereich sei, dessen 
Rand iiberall stetig gekriimm% ist, und betrachten lerner nut die DiKe- 
rentialgleiehulg A u -~- 2 u == 0. 

Wir schicken eine Reihe yon Vorbemerkungen voraus, welche sieh auf 

die zu dieser Dif[erentialgleichung mud zur Randbedingung au= 0 ge- )j;; 
hSrigen Eigenwerte, bzw. die Jnzahl derselben unterhalb einer gegebenen 
Grenze f[ir gewisse ein/aehe Gehiete beziehen. 

Sei zungohst G ein reehtwinklig gleichschenkliges Dreieck mit der 
Ka~hete a. Jede Eigenfunktion des Dreieo]~s ist auch Eigenfunktion des 
dutch Spiegelung an der Hypothenuse entstehenden Quadrates liir dieselbe 

Randbedingung-~-~-~--0. Denn man erkennt ohne weiteres, dab sioh die 

Eigenfunktion in das gespiegelte Dreieck fortsetzen l~Bt, indem man 
spiegelhildlich zur Hypothenuse gelegenen Punkten denselben Funktions- 

weft zuweist; dabei wird die Randbedingung ~ == 0 auf dem ganzea 

Rande des Quadrates erfiillt. Der n-re Eigenwert des Dreiecks .ist 
also zugleich Eigenwert des Quadrates, mithin ist der n-re Eigenwer~ 
des Quadrates sioher nicht grSf~er als der des Dreieoks, oder die Anz~hl 
der unterhalb eider Grenze gelegenen Eigenwerte ~i~r das Dreiec/c bei der 

~u 
~andbedingung ~7,'~ 0 ist h6chstens gleich der entsprechenden Anzahl /@r 
daz Quadrat, d. h. der duroh Formel (28) angegebenen Zahl. 

Sei zweitens G ein beliebiges reehtwinkliges Dreieck mit den Ka- 
theten a und b, wobei b < a vorausgese~zt werde. Die Kathete a {~lle 
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in die x-Achse, die Kathete b in die y-kchse. Wit ~ransformieren dutch 
a 

die Transformation $ - - x ,  V ~ ~Y das Dreieck G in ein rechtwinklig 

gleichsehenkliges Dreieek G' mit der Kathete a. Hierbei transformier~ 
sich der Ausdmek D [q~'l in 

ffI( ~- d~dv  
(7' 

und die Nebenbedingung (15) in 

w~hrend die andern Nebenbedingnngen (23) aus w 3 bei der Transformation 
ihre Gestalt fiberhaupt nicht ~indern. Wir kSnnen also unter Weglassung 
des unwesentliehen in beiden Integralen, auftretenden konstanten Faktors 

b den n-ten Eigenwert %~ des Dreiecks G als das i~ximum-Minimum 
a 

des fiber G' erstreekten Integrales 

\O,TJ J O' 

charakterisieren, wobei im fibrigen das Maximum-Minimum ganz im ttr- 

spriingliohen Sinne z u  verstehen ist. Da nun sieherlieh wegen -~'~ 1 

d~dv  .._ ) q- dSd,1 
(7' 

gilt, so ist auch das IVla~imum-~linimum der linken Seite grSller oder gleieh 
dem der reehten Seite, d. h. dem n- ten Eigenwert flit clas rechtwinklige gleich- 
schenklige Dreieck G', also erst reeht gr5ller als der n-re Eigenwert eines 

8u 
Quadrates der Seite a. Mithin ist bd der Randbedingun~ ~ ~ 0 die 

Anzahl der unterhalb either Grenze gelegenen Eigenwerte eines ~echtwi~k- 
ligen Dreieoks mit  Katheten kleiner als a sicher nich$ gr6[3er als die en~- 
sprechende Anzahl der JEigenwerte ]i2r das Quadra$ der Seite a und also 
erst revht /i~,r ]edes gr6flere Quadrat. 

Ebenso is~ die Anzahl der Eigenwerte fi~r ein beliebiges Rechteck 
unterhalb einer Grenze sieher nieht grSs als die entsprechende An~ahl 
flit ein Quadrat, dessen Seite mindes~ens gleich der grS/~eren ReehCeeks- 
se i te  ~t, 

Aus ~esen Tatsaohen in Verbindung mit Satz 8 erhi41t man ohne 
weiteres die MSglichkeit, die Anzahl der Eigenwerte anterhalb einer ge- 
gebenen Orenze naeh oben abzuseh~tzen, wenu das betraohtete Gebiet 
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aus einer endliehen Anzahl von Rechtecken und rechtwinkligen Dreieeken 
zusammengesetzt ist. 

Diese Bemerkungen wenden wit an, um den Einflu]3 des Rand- 
strei]ens, der bei einer AussehSpfung yon G durch Quadrate iibrigbleibt, 
auf die Eigenwertvezteilung zu beurteilen. Hierzu mul3 zuezst dieser 
Randstreifen definiert werden. Wit nehmen an, es sei, nStigenfalls dutch 
mehrmalige Halbierung der SeitenJ~nge, die Quadrateinteilung der Ebene 
so fein geworden, dab bei jedem in einem der Quadrate liegenden 
Randstficke yon G die Normale sich ura weniger als einen vorgegebenel~ 
kleinen Winkel V dreht, fiber dessen Kleinheit wiz uns die Verfiigung 
vorbeht~lten. Wir kSnnen daaa, wie m d e r  Figur 2, den Rand 2~ dutch 
eine Anzahl r aneinander anschhegaudar Elementaxgebiete Ex, E.z,..., E~I 
forlgen~e~ ~ begleiten: gedes Gebiet B ist entw~er begrenzt yon zwei 
zueinander senkrechten Geraden AB,  AC der Quudrateinteilung, deren 
L~iage zwischen a und 3a liegt, mud einem Stiick BG des Randes (Fig. 3), 
oder es ist begrenzt yon einer Seite A B der Quadrateinteilaag, zwei dazu 
senkrechten Strecken AC, BD mit L~ngen zwischen a und 3a und einem 
Stiiek CD des Randes (Fig. 4). Aus r solchen Gebieten setzen wit einen Rand- 
streifen S zusammen, so da]] naeh Abtrennung desselben yon G ein Quadrat: 
polygon, bestehend aus h Quadraten Q~, Q o , . . . ,  Q~ iibrig bleibt. Die 
Anzahl r i s t  offenbar lrleiner als eine yon a unabh~ngige, wesentlich yon 
der L~nge des Randes abhiingende Konstante G dividiert durch a. 

! / ~  i r 

l 

. . . .  

B 

,C' 

,C 
5" 
C" 

A B 

Fig. 2. Fig. 3. Fig. 4~ 

.D' 
"D 

Um die Anzahl BB(~) der unterhalb einer Grenze ~ geleg~en zur 

Differentialgleichung A u - ~ , ~ u ~  0 und der Randbedingtmg -~; == 0 ge- 

hSrigen Eigenwecte eines der Gebiete E .naeh oben abzuseh~tzen, habe~ 
wit wieder ftir den n-ten Eigenwert eine untere Grenze aufzusuchen. Zu 
diesem Zwecke ziehen wit dutch einen beliebigen Punkt des krummlinigcn 
Randstiickes yon E die Tangente. Diese begrenzt zusammen rait den 
geradlinigen Randstficken yon g ein Gebiet veto Typus A B'C' (F~@ ~)~ 
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d. h. bei hinreichend kleinem fl ein reehtwinkliges Dreieok mit Katheten 
kleiner als 4a oder ein Trapez yore Typus A BC'D ' ,  bei dora ebe~_falls 
die Seiten AC' ,  BD'  kleiner a!s 4a sind (Fig. 4), je.nachdem, welehem 
Typus das Gebiet F~ angehSr~. Die Geb[ete A B ' C '  bzw. A B C ' D '  wo~lexi 
wir .mit E '  bezeichnen. Nun kann man das Gebiet E stets in das G~biet 
E '  dutch eine Transformation yon der Form (27) iiberfiihren, wie hie in 
w  be~rachtet wurde. Bei Gebieten des ersten Typus sei etwa A der 
Pol eines Polarkoordinatensystems mit den Koordinaten ~', @, und sei 
0 ~ f (v~) die Gleichung de~ krummen Linie BC, @ = g ('8) die Gleiehung 
der Ge~aderl B'Cf. Dann wird durch die Gleichungen 

, g(~) 
~9. =: #, o ' = :  @ f(.,t~,) 

die Transformation des krummlinigen D~eiecks E auf das geradlinige E '  ver- 
mittelt .Ira Falle des zweiten Typus A B C D  liege A B  in der x-Achse, 
y = g(x) sei die Gleichung der Geraden G'D' und y = f(x)  die Gleichung 
der krummen Linie C,D. Dann betraehten wit die Transformation 

x' = x, y'  " g (~) 

Wenn wit vo~aussetzen, da~ die zugrunde gele~e Streeke a hinreiehend 
klein, also auch die totale Drehung der Tangente an dem Kurvenbogen CB 
bzw. CD hinreichend klein genommen wird, so haben offenbar die bier 
betrachteten Transformationen genau die Gestalt (27), und die dort mit e 
bezeiqhnete GrSl3e wird beliebig klein, l~ach Zusatz zu Satz 13 unter- 
schei<len sieh dann aber die entsprechenden n-ten'Eigenwerte fiir die 
Gebiete E und E '  r~ur um einen fiir a l l e n  gleiehm~i~ig wens yon 1 ver- 
schiedenen Faktor. , l~ithin gilt dasselbe aueh flit die entsprechenden An- 
zahlen B s i i  ) und B~,(~) der unterhalb einer Grenze i gelegenen zur 

Randbedingung ~-~--~ 0 gehSrigen Eigenwerte. 

Da nun das Gebiet E '  entweder ein rechtwinkliges Dreieek mit Seiten 
kleiner als 4a ist, oder sieh aus einem solchen Dreieel~ und einem Recht- 
eck re_it Seiten kleiner als 3a zusammensetzt, so folgt, sobald nut a hin- 
reiehend klein genommen ist, j edenfalls flit die Anzahl BE(~) von einem 
gewissen t ab 

wo c~, % geeignet zu w~hlende numerisehe Konstanten bedeuten. 

!~unmel~ sind wit in der Lage, ~ r  das Geobiet G die asymptoVischen 
E~genwertgesetze zu beweisen; Es sei also A (~) wieder die Anzahl der 
unterha}b einer Greuze t gelegenen Eigenwerte unserer Differ~n~ialgt~iehung 
Au -~ ~u =~ 0 fi~ da~ Gebiet G und irgencteine der betraehteteu Rand- 
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bedinguugen, wobei wit .wieder zuerst gegebenenfalls die Vorausse~zung a ~ 0 
machen. Eine Quadrateinteilung der Ebene dutch Quadrate mit der 
Seitenliinge a fiihre zu einer Zerlegung des Gebietes G in h Quadrate 
Q1,  Q, . ,  �9 " ,  Q~, und r Randgebiete E~, E~, . . . ,  E~. Wie friiher bezeichnen 
wit die :4nzahlen der zu den Quadraten gehSrigen unterhalb 2 liegenden 
Eigenwerte mit A,(2) bzw. B,().), je nadhdem die Randbedingung u = 0 

oder 037 '---0 ges~ellt ist. Mit AE~(2) bzw. B~(2)  werden die entspre- 
chenden Zahlen fiir die Gebiete E~ bezeichnet; (yon den le~zteren brauchen 
wit jedoc h nut die Zahlen B~(;;)) .  

Gemi~g den Gleichuagen (28) ist 

a~cl n~eh dem Vorangehenden gilt 

wobei, wie s~ets, mit ~, O~, . . .  echte Briiehe, mit c~, e~ , . . ,  irgendwelche 
yon a und 2 unabhiingige Konstanten bezeichnet werden. 

Naeh Sa~z 6 und Satz 8, 9 ist 

A~(2) + A.,(2) + . . .  + A~(2) =< A (2) =< B~ (2)-~. . . .  + B ~ ( 2 )  
+ B ~ ( ~ ) + . . .  + B~,.(~), 

ferner is~ jeclenfalls 

a ~ ( 2 ) +  + A ~ , ( ~ ) =  ~ ' ~ ' ' ~  ':~ ;; ~():?4 ~, c3,,,~ �9 . -  ~ 4- ,~ e~ ha  1/i ::- 2 . + ~/i - ) '  

B x ( 2 ) + . . .  -1- Bh(2)-~- B~,(4) + . . .  + B ~ ( 2 )  
h a  ~ ., 

Da nun a r  < c~, also a'~r bei hinrdehend kleinem a beliebig klein ist, 
da ferner bei hinreichend kleinem a fiir jecles noch so kleine 0 gilt 

l h a " - -  fl  < ~, 
so folg~ aus diesea~ Ungleichungen unmittelbar das asymp~otisehe Gesetz 

lira -4.~A!I--)== 1. 
z=| ;~f 

Dem~ wir haben die Gr61]e a f~ei zur Verfiigung uud kSnnen, etwa indem 
wit ein festes hinreichend kleines a w~iJalen, die Faktoren yon 2 in den 
obigen Ungleichungen Iiir hiareiehend grol~e 2 beliebig nahe an den Weft 
f bringen. 4)r 
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Auch wenn wit die Voraussetzung a ~_~ 0 fallen lassen, erhalten wir 
nunmehr dasselbe asymptotische Gesetz duxch die schon mehrfach ausge- 
fiihrte Anwendung des Hilfssatzes in w 2 miCtels derselben Schliisse, wie 
sie an analoger Stelle in w 6 ahsgefiihr~ wurden. Zusammengef~l]~ ergibt 
sich also das Resultat: 

Sa~z 19. Bei allen betrachteten Bandbedingungen ist die Anzahl A ( ;~) 
der unterhalb einer Grenze 2 gelegenen Eigenwerte der Di/]erentialglei- 

~f vhung Au  +-2u=: 0 /iir das Gebiet G asymptotisch gleich 4-~, d .h .  es 
gilt 

! AA ) lira ~f 1, 
2 ~ o o  

wobei f den Fldicheninhalt des Gebietes bedeutet. 
Beim Beweise batten wir zunachst angenommen, dab der Rand R 

yon G keine Ecken besitzt. Die Uberlegungen sowie das Resultat bleiben 
jedoeh vollstandig unver~ia~dert, wenn Ecken in endlieher Anzahl zuge- 
lassen werden. Man zerlege dann das Gebiet durch gerade Linien, welche 
dutch die Ecken gehen, ohne dort die 2~s~e der Randkurve zu berfihren, und 
wende auf die Teilgebiete die Uberlegungen dieses Paragraphen unver~ndert an. 

Ebenso bleiben die vorangehenden Uberlegungen giiltig, wenn start 
der Differentialgleichung A u + ~ u  == 0 die allgemeinere Differentialglei- 
chung L ( ' u ) + 2 k u ~ O  zugrunde gelegt wird. Es ergibt sich genau in 
derselben Weise wie in w 7 als ResuItat 

S a t z 20. Die Anzahl  A (~) der zur Di]lerentialgleichung L (u) ~ 2 ]~  ~= 0 
gehdrigen, unterhalb einer Grenze 2 gelegenen Eigenwer$e des Gebietes G 
ist ]iir ~ecle der betrachteten Randbedingungen asymTto~isch gleich 

es  g i l t  

fJ  
O 

Die entspreehenden Uberlegungen, wie sie bier fiix die Ebene durch- 
gefiihr~ sind, ergeben ~iir das Eigenwertproblem im Raume die folgenden 
Resultate: 

S atz 21. Die Anzahl A (~) der zur Dif[erentialgleiehung A u -.~ ~u ,= 0 
gehdrigen, unterhalb einer Grenze ~ gelegenen E, igenwerte eines rd~mlichen 
Gebiel.es G mit  den) Volumen g i s$  ]iir alle betrachteten Randbedingu~gen 

a.~ymp$otisch gleich ~-.~.~ V, d .h .  es gilt 
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Satz 22. 

gleichung L (u) -~ ~ l~ u ~ 0 ist asymptotiseh gleich - ~  
d.h.  es gilt 

~.=| ;~. /~ -~ 

Die entsprechende Anzahl ]i~r die allgemeinere Di/]erential- 

Dabei ist v0rausgesetzt, dab G yon endlieh vielen Fl~ichenstiicken 
mit stetiger Krfimmung begrenzt ist, welehe sieh gegenseitig nicht berfihren, 
wohl abet Kanten bfidea diirfen. 

w 

Die Gesetze der asymptotischen Eigenwertverteilung Iiir die DL~erential- 
gleiehung ~ u  ~ ~.u ~-0 in verseh~lter Form. 

Unsere Theorie gibt uns die MSglichkeit, die in den obigen S~tzen 
ausgesprochenen asymptotischen Eigenwertgesetze noch welter zu pr~zisieren, 
d.h. eine Abschdtzu~g ]itr den Fehler zu finden, den wit maehen, wenn 
wir den Ausdruck A (~) dutch den gefundenen asymptotischen Wert er- 
setzen. Wir wollen die Untersuchung fiir die Differentialgleiehung,/1 u -~ 2 ~, ..~= ff 

durchffihren. 
Zu diesem Zweeke brauchen wir nut die bei der Exhaustion des 

Gebietes G dutch Elementarquadrate bzw. Wiirfel gegebenen MSglichkeitel~ 
besser auszunutzen, indem wit diese Gebiete nicht zahlreieher und kleiner 
als nStig annehmen. Sei zun~chst G ein ebenes Gebiet. Wit bauen es 
folgenderma~en auf~): Zuerst wird eine Quadrateinteilung der Ebene etwa 
mit der Seitent~nge i zugrunde gelegt. Es mSgen hiervon die h o Quadrate 
QO, Q~, . . . ,  Q~o ganz ins Inhere yon G fallen. Sodann werden s~mtliche Qua- 
drate in vier kongruente Quadrate vor~ der Seitenl~nge ~ zerlegt. Von dieseu 
Quadraten mSgen h 1 Quadrate Q~, Q~,. . . ,  Qn~ ins Innere yon G, abet 
nicht ins Innere eines der Quadrate Q0 fallen. Nunmehr wird die Quadrat- 
einteilung wiederum dutch Halbierung der Seitenl~nge verfeinert, ~md mau 

gelangt zu h~ neuen Quadraten Q~, Q~, Q~ mit der Seitenl~nge 1 

welche im Innern"von G liegen, abet keinem der frfihereu Quadrate Q~I 
oder Q~ angehSren, usw. Nach t Schritten gelangt man zu ht~ Quadi.aten 

Q~, Q~,..., Q~ der Seitenl~nge 2_1. Gemiil~ den Vorschriften des vo~ige~ 
Paragraphen riehten wit es so ein, da~ der Exhanstionsrest aus r Elemeu~ar- 

~) Ygl. zu den folgenden Aus/iihnmgen H. Weyl C 3, S. 196-200. 
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gebie~en El, E~., . . . .  E r der dort definierten Ar~ besteht~ .wobei die dort 
1 m i t a  bezeichnete Zahl gleich o~[ zu setzen ist. 

Fiir die Zahlen h~ und r gelten bei unseren Vorausse~yangen fiber 
den Rand die Beziehungen 

(3i l  h~< 2~.c, r < 2 t . c ,  

wobei c eine iron i und t unabhgngige wesentlieh dutch die L~nge des 
Randes bedingte Konstaute ist~a). 

Wit bezeichen wieder die Anzahlen der unterhalb einer Grerme 2 ge- 
legenen Eigenwer~e liir die Gebiete Q~, E~ mi~ A~ (2), A ~  (2), wenn 
die Randbedingung u == 0, mit B~ (2), B ~ ( 2 ) ,  wenn die Randbedingung 
Ou ~-~ -----0 zugrunde gelegt ist. Jederrfalls gilt naeh Satz 6, 8, 9, wenn ge- 
gebenenfalls die Funktion o in der Randbedingung niche negativist, 

(3~) ~(~)< (B~176 + . . .  + ~ , , ) +  .. .  +(B: + B~ + . . .  +Bi,) 
-+- (B~, -+- B~, @ . . .  --t -~ B~,) ,  

_ _  A 0 , ' t  (36) A(2)~(A~176 ao)-~-...f-(A~@A".@...@Ar 
Nun ist die rechte Sei~e der ersten dieser Ungleichungen zufolge der 
Gleichungen (28) and der Gleichung (33) des vorigen Paragraphen gleieh 

+ + . . .  + + ~ l v ' ~ , ,  

also folgt, da 

he+ +. . .  + ~  = f -  ~,~o~, 

ist, mi~ Rifcksich~ auf (34), daft diese rech~e Seite die Gestalt hat, 

Somit ergib~ sieh fiir diesen Ausdruck schlieNieh die bei hi~eiehend groBem 
giiltige Ungleiehang 

(37) + . . .  + . . .  + + o  

in welcher, wie immer, mit dem Buchstaben G eine yon 2 und t unab- 
hiingige Konstan~e gemein$ ist. 

W~rlen wir nun ~e  ZaM t, welche ganz in unserem Belieben ~steht, 
so, dafi die beiden Summanden in der Klammer ann~hernd gleieh w'erden, 

2~) Diese ~ngleichheiten drficken aus, dab der Gesamtumfang der Quadrate Q~ 
bzw, Qt die GrSgenordnung des Umfanges yon G~ nioht iiberst~eigt. 
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1 log n~mlich t etwa gleich der gzSBten ganzen in ~ lo-~ enthaltenen Zahl, so 
folgt aus (35) und (37) 

(3s) =< + Const log . 

Genau dieselbe Gestalt ergibt sich fiir die untere Schranke des Aus- 
druckes A (,~). 

Diese UberIegungen gelten zun~icht nut, wenn gegebenenfaIls die in 
der Randbedingung auftretende Funktion a nirgends negativ wird, well 
nut dann die Ungleiehung (3.6) gesicher~ ist. Doch zcigt genau dieselbe 
Uberlegung wie in w 6 au~ Grad~i des Hilfssatzes aus w 2, dal3 auch 
bei Verzicht a~Xf die einscl~nlrende Bediagumg die Grenzen in der 
obigea ]~orm beste]~en bleibem Wit, e~halten also allgemein das sch~rfere 
~ymptotische Gesetz. 

S atz 23. Fi~r alle betrachteten Randbeding~ngen ,~rebt die Di]]eren$ 

A 

mi$ wachsendem ~ 8icher nicht stgrker gegen oo als der Ausdruck 

V2 log 2. 

Dieselben Uberlegungen, fiir den Raum durel~gefiihrt, ergeben 
Satz 2~. Fi~r alle betrachSeten" Randbedingungen strebt bei dem 

Problem ]i~r ein r(iumliches Gebiet veto Volumen V die Differenz 

6 z  ~ 

mit wachsendem 2 ~ieh$ aSdrker gegen co als der Ausclruck 

log ~. 

w I0. 

Yektorielle Randwertaufgaben. Das Gesetz der asymptotlschen 
Eigenwertverteilu~g fiir die elektdsehen Eigenschwingungen eLnes 

Hohlraumes. 

Die in~dieser Abhandlung entwiokelten i~Iethoden lassen sich unver- 
~ndert auch auf solche Randwer~aufgaben anweaden, bei denen nicht eine 
einzelne Funktion, sondem ein System von Funktionen, etwa ein Vektor, 
bestimmt wird. Die wiehtigste dieser Aufgaben, welche urspr~inglich mit 
den Ansto• zu den Untersuchungen tiber asymptotische Eigenwertvertei- 
lung gegeben hat, ist die Randwertau]g:Lbe der Hohlraumstrahlung, d. h. 
fiir uns die Frage naeh der Vezteilung der elektrischen Eigensehwingungen 
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eines Hohlraumes. Wit wollen unsere Methode an diesem Fall durch- 
fiihren und werden dabei erkennen, dab wir das Problem nur sinngem~il~ 
in unseren Gedankenkreis einzuordnen brauchen, um ohne Miihe das 
asymptotisehe Eigenwertgesetz zu erhalten. 

Zuniichst haben wit das Problem geeignet zu formulieren. 
Es sei G ein ,,Hohlraum", d. h. ein yon einer oder mehreren ,g~- 

schl.ossenen Fliiehen begrenzter KSrper vom Vohmen V. Die Begrenzungs ~ 
fl~ichen mSgen aus endlich vielen durchweg stetig gekriimmten Stiieken 
bestehen, welche Kanten miteinander bilden diirfen, ohne sich jedoch dort 
zu beriihren. Es gelten im iibrigen dieselben Bezeichnungen wie bisher. 
Dann werden die elektrisehen Eigensehwingungen des Hohlraumes durch 
folgendes Eigenwertproblem eharakterisiert: Es ist ein Vektor e gesucht, 
der in G mit seinen ersten and zweiten Ableitungen stetig ist, in G der 
Differentialgleichung 

fiir einen geeigneten Parame~erwert 2 geniigt, der ferner in G die Bedin- 
gungen 

(40) 

und 

(41) 

dive .... 0 

f f f  e '~dxdydz  ..... 1 
( t  

befriedigt, und der endlich am Rande normal steht. 
Die LSsungen dieses Problems, welches wir einfaeh als ,,Strahlungs- 

problem" oder Problem I bezeiehnen wollen, heil3en die EigenveI~toren. 
Die zugehSrigen Eigenwerte sind ira wesentliehen die Quadrate der Eigen- 
sehwingangszahlen. 

Man verei~aeht sich bekanntlich '~) dieses Problem; indem man zu- 
niiehst die Bedingung. (40) fiir das In~ere fallen l~i3t and lediglich fiir 
den Rand /~ yon G beibeh~ilt, tIierdurch entsteht ein neues Eigenwert- 
problem, welches wit als Problem II bezeichnen wollen. Ist ~ eine 
LSsung des Problems II, so folgt unmiVtelbar fiir die GrSlle q ~ div 

Aq~-~q----O, 
d. h: entweder ist q identisch ~ull, oder q ist eine LSsung des friiher 
behandelten ,,skalaren" Eigenwertproblems: /1 q -}- 2 q --: 0 im Innern, q ~ 0 
am Raude. Im ersten Falle geniigt div ~ also iiberall in G tier Bedin- 
gang (40), d.h. ~ ist eine L5sung des Strahlungsproblems. Im zwei~en 
Fatle trifft dies nicht zu. 

~) Vgl. H. Weyl,  A, S. 470f. 
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Hat mail umgekehr~ eine LSsung q des eben betraehteten skalaren 
Eigenwer~problems, so erh~ilt man, indem man D := grad q setz~, eine 
LSsung des Problems II. Auf diese Weise ergibt sieh, da$ man die 
sgmtlichen Eigenwerte des Strahlungsproblems I erhiilt, l aden  man aus 
der Reihe der Eigenwerte des Problems II  die sicher darunter vorhan- 
denen Eigenwerte des skalaren Problems n i t  der Randbedingung q ~ 0 
fortstreieht. Da wit diese letzteren naeh w167 7 und 8 beherrsehen, so 
brauchen wit uns also nur nooh n i t  d e n  einfacheren Problem II  zu be- 
sch~ftigen: 

im Inaeren, 
normal, div ~ == 0 

am Rande R' yon G. 
Die R a n d b e d i n ~ g  der Normali t~ yon 1~ drfickt slob, wenR u, v, w 

die Komponenten yon ~ und a, fig y die Richtmngskosinus der Normale 
am Rande sind, in der 'Form aus 

we t e in ,  allgemein veto Orte abh~ngiger, P~oportionalit~tsiaktor ist. Die 
zweite Randbedingung kann man unter Beriioksichtigung der ersten in die 
Form setzen 

Normalkomponente yon (~! -- K , )  = 
2 ~  

0. 

Bierbei ist K eine auf tier Oberfl~che R besehr~nkte, bis auf endliche 
Spriinge an den Kanten stetige Funktion, n~imlich die 4oppelte mittlere 
Kr@mmung der Ober/lgche'2~ ). 

s~) Vgl. die Ausfiihrungen bei Wey l ,  C 8, S. 181. Um den Leser yon anderer 
Literatur unabhKngig zu rnachen, sei hier kurz ein Beweis gegebeu: Wit betraohten 
einen Punkt P der 0berfl~ohe /~, yon' den wir annehmen, dab er der Nullpunkt 
des Koordinatensys'tems sei und die z-Achse zur Normalen besitze, Die Neben- 

bedingung (40) lautet ausgcsohrieben ~ u + 3 v  3w Ox Oy+Oz  =0"  .In T ist u - - 0 ,  v - -0 ,  

I w ! = t t~ I = I ~ I- In einem in Richtung der x-Achse ge'egenen Naehbarpunkte ~1 
finden wit den Weft ux yon u, indem wir beriieksichtigen, dal~ auch dor~ der Vek- 
tot ~ normal steht und bis ~uf GrSl~en hSherer Ordnung denselben Betrag ]w I hat 
wie in P. Die ebene Schnittkurve der z - -x-Ebene  ni t  der Fl~che habe in _P den 
Krfim~nungsradius ~ ,  dann ergibt sich sofort ftir den Wert yon u~. im Punk~e P1 

die GrSBe w ~ ,  we d8 die his auf GriM]ea hSherer Ordnung mi~ dx iibereinstimmende 

au w L~,nge des Kurveabogens PP~ ist. An tier Stelle P wird also - ~ - ~ - = ~ .  Ent- 

ry w 
sprechend gilt ~ y = ~ ,  wenn ~ der Kriimmungsradfus der yon der z--y.Ebene 

~w Ov~ und hieraus ergib~ sieh ausgesohnitienen Ku~ve in T is~. Seh;'iel~lioh iet ~-=~ 8--~-, 

durch Addition unmittelbar die zu beweisendeTatsaohe. 
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Entspreehend den Entwieklungen yon w 1 setzen wir nun uaser Diffe- 
rentialgleichungsproblem in ein Variagionsproblem am. Wir erhalten zu- 
ngchst, indem wit die Greensohe Formel (11) auf die einzelnen Kom- 
ponenter~ der betrachteten Vektoren anwenclen und die Resultate addieren, 
folgende Tatsachen: 

Fiir zwei mit ihren Ablei~ungen in G s~e~ige Vektoren ~, m bes~eht 
die Greensehe Formel 

j J \ a x b , 2 , -  ay ay+az'a-z) d x d y d z  . . . .  ~/ Irodxdydz- -  [ ~ d o .  
O O 1r 

Denken wit uns nun, wie in w 1, die Eigenwerte in eine ansteigende Reihe 
geordnet 

und bezeichnen die entsprechenden Eigenvektoren" mit el, %,~..., wobei 
fiir i~t  k die 0rthogonalit~tsbeziehung 

gilt, "so erhalten wir genau wie in w 1 fiir den n- ten  E#genvek~or % und 
den zugeh5rigen Eigenwert p,, folgende Minimaleigenscha/t: Sei ~ irgendein 
Vektor, welcher in G stetig end mit, hdchstens an endlioh vielen, artalyti- 
schen 2FldcT~ensti~cken sprunghzt/t unstetigen, im iibrigen ~,et~e~ ersten 
Ableitungen versehen ist, welvher ]erner den Bedingungen 

ffff~dxdydz=l, f f f ~ e ~ d x d y : d z = O  (i~---1,2 ...... , n - - l )  

,end "den Randbedingungen 

( 44 ) [ normal, div ~ = 0 

au/ R geniigt, so iat 

alas Gleiahheits~eiohen gilt; d.h., das Variationsproblem, wobei ]i~ ~ -~ % 
den Ausdruclc 

R 

oder, was dew obige~ zufolge dasselbe ist, den Ausdru~k 

zum Minimum zu mac, hen, wenn [ den gestdlten Bedingungen geniig$, 
Mathemstische Zelt~chri~, VII. ~ 4 
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besitzt den n-ten Eigenvel~tor % zur .L6sung, und der Weft des M i n i m u ~  
ist gleich dem n-ten Eigenwert #,~. 

Diese Minimnmseigenschaft gestattet sofort genau wie in w 3 die Um- 
setzung in eine Maximum-  Minimums-Eigenscha/t:  

Es seien ~ ,  ~o~ . . . .  , ~,z-~ stetige oder sti~ckweise stetige Vektoren in 
G, es sei ~ sin Veletor, welcher den Bedingungen 

fff[ d dydz=l, f f f ~ , ~ d x d y d z = O  ( i =  1,2,  . . . ,  n ..... 1) 
q q 

und den Randbedingungen (44) unterwor/en wird, im i~brigen in G stetig 
und sti2ckweise stetig di//erenzierSar ist. Es sei weiter d {~1, ~e, . . . ,  ~-.  ~ } 
die untere Grenze aller Wefts, welche der Ausdruck 

a~te zuliissigen Velctoren ~ annehmen~ kann. Dann ist der n-re 
Bigenwert #~ des Problems I I  da$ Maximum aller' Wefts, welche die 
Zahl d { ~ ,  D~,.. . ,  ~0~_~} annimmt, wenn das System der n -  1 Vektoren 
~ , ~ , . . . , ~ , ~ _ ~  au~ alle denkbaren Weisen variiert wird. Dieser 
Maximum-Minimum- Weft wird angenommen [i~r ~ ~ e~ , . . . ,  ~,,_ ~ ..... en-. ~, 

Nach diesen Vorbereitungen ergeben sich die Gesetze fiir die Eigan- 
wertverteilung unseres Problems folgenderma/~en: Verseh~rfen wir zuniichst 
die Zulassungsbedingungen fiir den Vektor ~ in ~nserem Maximum-Minimum- 
Problem, indem wit verlangen, daft er in einer gegebenen, n~chher him 
reiehend sehmal zu w~hlenden, an die Oberfl~ehe angrenzenden Sehale 
identisch verschwinclet, wodurch die gestellten Randbedingungen identiseh 
erfiillt werden, so wird jedenfalls das einzelne Minimum d(o~, ~,~, ..., ~,_~ } 
steigen oder nicht fallen, mithin 

Das dutch die Versch~rfung 
fordert, den Ausdruck 

auch das Maximum-Minimum. 
entstehende Maximum-Minimum-Problem 

Dill, 
genommen flit das aus G nach Abzug der Schale entstehende Res~gebiet 
G', zu einem Maximum-Minimum ira selben Sinne wie oben zu machen, 
nut mit  dem Unterschiede, dal~ auf dem Rande yon G' fiir den Vektor 
identisches Versehwinden verlangt wird. Die LSsung dieses Problems bzw. 
des entspreehenclen Dii~erentialgleiohungsproblemes kann man nun direkt 
angeben. Ist n/imlieh u~ die n-re  Eigen~uktion des skalaren Problems 
fiir das Gebiet G' mad die Randbedingung u ' ~  0, und ist 2~ der zu- 
gehSrige Eigenwer~, so erhalten wit die Eigenvektoren des vektoriellen 
Problems als die Vektoren, deren Komponenten 

p ! t un, O,O; 0, u~ ,0 ;  ~ 0 , 0 ,  u~ 
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sin& Die zugehSrigen Eigenwerte sind ~'~, und man sieht, dab jeder dieser 
Werte dreifach auftritt. Da die Eigenwerte 2: naeb Satz 14 s~btig yon G 
abh~ingen, so erhalten wit folgendes Resultat: 

Satz  25. Die Anzahl A (2) der ~nterhalb einer Grenze 2 gelegene~z 
Eigenwerte des Problems I I  ist siaher mindeztens dreimal so grofl wie die 
en~sTrechende Anzahl fi~r das skalare Problem mit der Bandbedingwng u==0.. 

Um auch eine Grenze nach oben zu erhalten, nehmen wit zun~chst 

an, dab K durchweg grSBer oder gleieh Null ist, was jedenfalls zutriff6, 
wenn G yon einer einzigen kouvexen F1/iche begrenzt wird. Dann wird 
sieher 

[~] ~ D [~]. 

Erleichtern wit nunmehr die Zulassungsbedingungen fiir derr Vektor ~ in 
dem Variationspzoblem, indem wit sKmtl~che Randbedingungen sSreichen, 
so erkennen wir wie oben, dab die LSsung des so entstehenden Maximum- 
Minimum-Problems, bei welchem das Maximum-Minimum des Ausdruckes 

z u  bestimmen ist, einen jedenfalls nicht grSBeren Wer~ ergibt, als den 
Maximum-Minimum-Weft/x~ des uxspriingliehen Problems. Gerrau wie oben, 
erhalten wit abet die Eigenwerte des neuen Problems, indem wir die Eigen- 
werte des skalaren Problems 

A u -+. ;~ ~ = o 
im Inneren, 

ou 

am Rande, dreifaeh nehmen. Wir gelangen also zu clem Ergebnis: U~ter 
der ]iir K gemaehten Voraussetzung ist die Anzahl der unterhalb einer 
Grenze gelegenen F, igenwerte des Problems I I  nicht grSfler als die drei]ache 
Anzahl der entsprechenden Eigenwerte des skalaren Problems mit der Rand- 

art, 
bedingung ~7 ~= O. 

Da die asymptotisehen Eigenwertges~tze fiir die skalazen Probleme 
fibereinstimmend dutch den Satz 21 gegeben werden, so erhalten wit aus 
diesem Satze als asymptotisehen Ausdruek fiir die Zahl A (~) sofort 

und aus dem Satz 24 fiir den Fehler die Abseh~tzung 

3 V g  

Um nun noeh die fiber K gemaehte Voraussetzung abzustreifen, brauehen 
4* 
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.wir lediglich den Hilfssatz aus w 2 anzuwenden, welcher besagt, dal~ 
alas in dem Ausdruek ~3 [~] auftretende 0berfl~ichenintegral jedenfalls mit 
D i l l  nio t st  er Une.aliohe mer .s 
ergibt sich dutch dieselbe Schlu~weise wie in w 6, dat~ die oben gelundenen 
asymptotischen Ausdriieke bestehen bleiben, auch wenn K nieht durchweg 
positiv oder Null ist. 

Beriicksiehtigen wit nun noeh, dal~ die Eigenwerte des Strahlungs- 
problems erhalten werden, indem man aus denen des Problems I[ die 
Eigenwerte des skalaren Problems flit die Randbedingung u = 0 fort- 
streicht, und beaehten, wieder das flit diese geltende asymptotisehe Gesetz 
aus Satz 21, so gewinn~n wix ~ das Str:aMungsproblem folgendes Resultat: 

8a~z 26[ F~r ,eir~en baliebigen Hohtraur, a veto Volumen V ist .die 
A~ah~ )S~:(,2) der unterhalb einer Gren~e 2 gelegenen Eigenwerte dez 
~$r asymptotisch gleioh 

und zwar gilt liar hinreichend gro/3es ), die 8chgir/ere asymptotische Forrael 

I S ( ; , ) _  r '1 i ~ 2~ < Cl log;,, 

wobei C eine yon i unabh(ingige Tositive Konstanta isL 

A~hang. 

Die in w 1' zuder  allgemeinen Fassung der Minimaleigensohaften der 
Eigenfun~tionen ben'utzten Approximationsss bediirfen, soweit sie sich 
~nlcllt aus wohlbekannten Tatsaohen der Analysis unmittelbar ergeben, noch 
einer kurzen Begriindung. Es handelt sich dabei um Fragen, welehe gnmcl" 
s~tzlieh in. der u eine Rolle spielen und welehe darauf 
abzielen, den Bereich der zur Konkurrenz zuzulassenden Funktionen mSg- 
liehst zu ~ erweitem, ohne dab dabei die LSsung des Variationsproblems 
ge~inder~ wird. Auf die ~allg6meine Frage hoffe ieh gelegentlich an an- 
derer Stelle zuriickzukommen, ws ieh mich bier auf 4as vorliegen4e 
spezielle Problem besehr~inken witl. 

Betrachten wit das Variationsp~oblem des Satzes 1. Es haridel~ sieh 
darum, eine Funktion ~, we]ehe in G stetig ist, stiiekweise stetige erste 
und im Innern stiickweise stetige zweite Ableitungen besitzt, am Rande 
verschwindet, und den Bedingungen (14), ( 15 ), geniigt, durch eine ebensolohe 
Funktion q~' zu ersetzen, die in G ~tetige erste, im Imleren yon G stiiek- 
wesie stetige zweite Ableitungen besitzt, deren Diriehletsehes L~tegra~ 
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D [ ~ ' ]  sich von dem Dir ichle tschen Integral D [q~] am b'eliebig wenig 
un~erscheidet und fiir welche das fiber G erstreckte Integral yon ~ (~,),z 
existiert. 

�9 Derjenige Punkt, welcher dabei haupts~hlich einige Aufmerksamkd~ 
erfordert, ist die ,,Gl~ittung" der Funktion ~, d. h. die Ersetzung ~vo~ 
dutch eine in G ste~ig differenzierbare Funktion ~i- Es sei C eine solc]~e 
zungchst ganz im Inneren yon G gelegene ,,Kante" der Funktion ~, d. h. 
eine Linie ia G, Igngs deren die normalen Abldtungen yon ~ endllche 
Spriinge machen. Wir wollen zur Fixierung der Vorstellung annehmen, 
da~ C eine geradlinige Strecke und zwar ein Stfick des y-Achse isf. 
(Diese u der Geradlinigkeif yon C triiit ohnehin iiberall in 
der vorangehenden &rbeit zu und isf iiberdies iiiz die folgende Beweis- 
fiihrung ganz unerheblich.) Ferner wollen wit, was ebenfalls flit die Schreib- 
weise beqnem, aber sachlich ganz nnwesentlich ist, annehmen, da~ wit 
es mit dem Differentialausdruck L(u)-----Au and dem entspreehenden 
Ausdruck flit D [q~] zu tun haben. 

aTJ Wird der Sprung der normalen Abldtung ~ yon r beim Uberschreiten 

der Kante O yon negativem zu positivem z mit 2 v (y)bezeichnet,  dann 
besitzt die stetige Funktion 

aui C dieselbe UnstetiKkeit der normalen Ableitungen wie q~, and die 
Funktion a ~ ~ - - ~  ist nebst ihren ersten Ableitangen stetig. 

Nunmehr schlie~en wit die Streeke C dutch zwei Ku~ven G~, Cg mit 
den Gleiohungen x ~ =h h (y') ein, welche jedenfalls C in den Endpunkten 
beriihren und iiber die noch welter vefffigt werden wird. Das Gebiet zwi- 
schen diesen beiden Kurven heil~e E :  

Dana wir4 ~ dutch eine Funktion v~ ersutzt, welche au~erhalb E m i t  
fibereinstimmt und in E dutch 

gegeben ist. Oeometriseh gesproehen: es wir~t die :Fl~che der Funktion v 
gegl~ttet, indem man eine sich deformierende, normal zur Kante liegende 
Parabel in der Kante so gleiten l~i~t, daI~ sie dabei an den Grenzen des 
Gebietes B die Flgohe 4er FunkClon ~, berfil~t. 

Die Funktion h(y) wird jeden~alls stetig differenzierha~ gewi~hlt; 
dann besitzt aueh %(~,  y)  iiberaH stetige erste Ableitungen. Fern,e~ wird, 
werm man nur h (y) iiberall hinrei~head klein w~hlt, v dutch v~ gleieh- 
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m~f~ig beliebig genau approximiert. Schlie~lich kSnnen wir h(y) ffir 
jedes y so klein w~ihlen, dal~ das Integral yon 

fiber B, oder was dasselbe bedeutet, fiber G erstreckt, beliebig klein wird. 
Setzen wit ~1-----s ~-~,,  so ist ~1 eine Approximation an q~, und es wird 

beliebig klein. Da nun 

und 

ist, so wir&auch D [ ~ ]  dureh D [ ~ ]  beliebig gen~u apprqxiraiert. Diesem 
Gl~ttungsprozeB sind alle vorhandenen Kanten der t ~ k t i o a  ~ n~heLuander 
zu unterwerfen. 

Das obige Verfahren ist keineswegs an die Bedingung gekntipft, dab 
die Kanten ganz im Innern yon G verlaufen. Man kommt jedoch, wenn 
Kanten sieh his an den Rand erstrecken, mit Riicksicht aaf die Behand- 
lung der zweiten Ableitungen rasoher folgenderma~en, zum Ziele: l~ad 
grenze liings des Randes dutch einen Linienzug C eineu yon G und R 
begrenzten schmalen Streffeu S ab and 15se mit den -- bei hinreichencl 
sehmalem Streifen beliebig kleinen -- Werten, die ~p auf dem Rande yon 
S hat, als Randwerten flit S die Randwertsufgabe der Potentialtheorie. 
I s t  ~ die LSsung, dannist  bekanntlieh ~) clas D i r i eh l e t s che  Integral yon 9, 
fiber ~q erstreckt, nicht grSf~er als d~s yon ~, d. h. dieses Integral wird, 
ebenso wie die ]~hmktion 9 selbst, bei hinreiehend schmalem Streifen be- 
]iebig klein. Wit k6nnen nun anstatt  v o a d e r  Fanktion ~ yon vornherein 
yon derjenigen Funktion ~o ausgehen, welehe in S mit  9 fibereinstimmt 
und auBerhalb S in (~ mit  .q~ iclentiseh ist. Diese Ftun_ktion ~o besitzt in 
S mit  EinsehluB des Randes steiige erste und zweite Ableitungen, und 
das Integral yon L(~o) "~, fiber G erstreekt, existiert sieher. 

In  ~ihnlieher Weise kSnnen wit bei denjenigen, in endlicher Zahl zu- 
gelassenen einzelnen PunkCen in G verfahren, in denen fiber das Verh~lten 
tier ers~en Ableitungen yon ~o zuniichst gar nichts ~usg~sagt ist. Wit 
schneiden diese Pumkte dutch kleine Kreise aus G a u s ,  15sen mit  den 
Werten, die ~ auf diesen Kreisen besitzt, als Ranclwerten ffir d~s Innere 
der Kreise die Randwertaufgabe der Potentialtheorie und ersetzen darm 

im Inneren clieser Kreise dutch die betreffenden Poteatialfunktionen. 

~") Vgl. z. B. eine Abhandltmg des Verf. in Crelle~ Journal 144 (19]4) S. 190 ft. 
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Nachdem so die Gl~ttung der Funktioa ~ gesiehert ~st, macht die 
Er~etzung der gegI~itteten Funktion % dutch eine Funktion ~ ,  we~che 
anch den weiteren, flit die zweiten Ableitungen gestellten Bedingungen 
genfigt, keine Schwi~erigkeiten mehr; man braucht hierzu nut die klassi- 
schen Approximationss~tze anzuwenden. Denn wit' kSnnen ~1 fiberall i n  
G dutch eine zweimal stetig dii~arenzierbare Funktion ~.2 g l a i c ~ i g  
derart approximieren, dab dabei auoh die ersten Ableitungen yon ~o I 
gleiehm~Big approximiert warden und das Integral yon L(q~ )'~ dabei end- 
liah bleibt. Nach der oben getroffenen Wahl yon ~1 kSnnen wir hierb'ei 
~ mit ~1 in einem gewissen schmalen Streifen l~ngs des Randes als iden- 
tiseh annehmen. 

SchlieBlich haben wit zu beaohten, dab bai Ersetzung yon ~ dutch 
W~ die Nebenbedingungen (14) und (15) verlatzt werdan kSnnen, aller- 
dings; warm die Approximation yon ~ dutch ~ hinreichend ganau ist, 
nut um l~aliebig wenig. Man karm also die Erffilhng diesar Neben- 
bedJngungen wieder sichern, indem man die' Funktion ~ und ihre Ablei- 
tungan bis zur zweiten Orduung an endlieh vielen Stellen' im .Iaaeren 
be]iebig we~ig in gaeigneter Weise ~ndert. Die so entstahende Funktion 
7/ geniigt dann allen gestel.ltea Anfozderungan. 

Diese Betraehtungen gelten, gleichviel ob der Rand Ecken aufweist 
oder nioht. 

Bei den S~itzen 2, 3 werden ganau diaselben Betraahtungan angewandt, 
soweit as sich um das Gl~ttten der Funktionen handelt. Dagegen beAarf 
es noch einer kleinen Uberlagung, um z~ erkennen, da~ man tats~chlieh 
in dem Variationsproblem die Randbedingung Iortlassen daft. Batrachten 
wir etwa den Fall yon Satz 2, so handelt es sich danun, eina in G stetige und 
mit  stiickweise stetigen ersten, im Inneren mit  stfickweise stetig~n zweitan 
Ab]eitungen versehene Funktion ~, welche den Nabenbadingungen (14), (15) 
geniigt, durch eine danselben Bedingungen genfigande, mit  stetigen arstan 
und im Inneren mit  stiickweise stetigen zweiten Ableitungan versehene 
Fanktion ~' zu approximieren, derart, dab das fiber G erstreekte Integra~ 

yon L(~ ' )  ~ existiert, dab die Randbedingung ~ - - - 0  erfiillt ist und da~ 

auch D [~] dutch D [7;'] beliebig ganau approximiert wird. 

Wit kSnnen yon vornhere~n voraussetzen, da$ 7~ ~ nach den obigen 
Vorsehriften gegl~ttet ist, d. h. stetige erste Ablaitungen in G -- hSchstens 
mit  Ausnahme der endlieh vielan Eckp-nt~te des Randes -- besitzt, Sehaa 
wit zun~oh~ yea solehen Ausnahmepunktan ab, nehmen also g~ als beg~enzt 
yon durchweg statig gekriimmten Kurven an, so kSnnen wir naeh den 
bekanntaa Approximationss~tzen ~ yon vornherein dureh eine einschhe~lich 
des Randas beliebig oft, atwa dreimal stetig dii~arenzierbare Funktion 7~ 
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ersetzen, derart, dal~ dabei aueh die ersten Ableitungen yea q~ in G iiberall 
gleichm~l]ig approximiert werden. 5Tunmehr ziehen wir in G parallel oder 
anni~hernd parallel zum Rande in hinreicheud klein zu w~hlendem Abs~ande d 
eine Kurve G, welche zusammen mit R einen schmalen Strei~en S bildet, 
und definieren eine stetige Funktion g~ in G, indem wit auBerhalb des 
Streifens S ~1 .... cr se~zen, in S dagegen ~/J~ ~uf jeder Normaten zum 
Rsnde R konstante Werte beilegen. Die so entsprechende Fu~ltction q~ 
brauoht man je~zt mlr l~ngs der Kante C zu gl~gten and weiter wie 
oben zu behandeln ~ wobei ~ e  Werte in einer hinreichend e~lge~ Naeh- 
barschaft von/~ unb~riihr~ bleibeu-- ,  am zu einer alle gestellten knfor- 
derungen erfiillenden FunkVion of' zu gelaugen. 

~ a z  analog l~egt die Sache bed der R.andbcAiagtmg ~i~ 

Werte der Fanl~ion ~p~ l~ngs jeder der kons~raierten ~ormaien yea der 
iAinge d sind dann gem~B dieser Gleichtmg za de~nieren. 

Besitzt der Rand R Ecken~ oder besitzt die Funktion d Unstetig- 
keitsstellen, so kSnnen wir nicht mehr yon vornherein vorausse~zen, dai] 
~, iiberall in G einschlieltlich des Randes stetige erste ~bleitungen hat. 
Um diese Sehwierigkeit zu umgehen, denken wir uns G durch ehm yon 
der identisehen Transformation beliebig wenig verschiedenc anaiytischc~ 
Transformation -- etwa, wenn G yon einem Punkte aus konvex ist, dutch 
eine Ahnlichkeitstransformation von diesem Punkte aus -- auf ein Gebiet G' 
abgebildet, welches G ganz im Innern enth~lt. Dabei gehe der Punkt yon 
G mit den Koordinaten x, y in einen Punkt yon G' mit den Koordinaten 
x', y '  fiber. Wir ersetzen nun ,q~ (x', y') dureh ~[~o (x' ,  y ' )  ~ q) (x ,  y), we 
fiir x, y die Ausdriicke in x',  y '  einzusetzen sind; offenbar stellt e#o (x, y) 
eine in G einschliei~lich aller Randpunkte mi~ s~e~igen ersten Ableittmgen 
versehene Yunktion dar, welehe q2 beliebig genau approximier~. Feraer 
ist so,err ersichtlich -- ganz analog wie bei der entsprechenden Betraehtung 
in w 4 ~ dal~ das fiber G erstreckte Dir ieh le t sehe  Integral yon (Po sich 
yon dem der Funktion q~ um beliebig wenig unterseheidet. Nunmehr 
l~l~ sieh wie oben ~o dutch eme in G mit s~etigen Ableitu~gen bis zur 
dritten Ordnung versehene Funktion ~. gleiehm~ig approximieren, derart, 

da]~ dabei auch die Ableitungen ~g~!~, !~0 g]eichma~ig approximierr wexden. o~ ay 
Von bier ab verlaufen die Schlfisse ganz wie oben. Wir miissea dabel 

nur, stat~ eine Parallelkurve C zum Rande R i m  ~bstande d zu ziehen, 
die Kurve C (etwa einen geradlinien Linienzug) so fiihren, dal] sic in 
s~mtliehen Eekpunkten des Randes und Unstetigkeitspunk~en der F u ~ i o n  
an den Rand /~ stSl~t. C bildet mit R eine enclliche AnzahI sehmaler 
Streifen, (lie, wie wit voraussetzen diirfen, yon jeder zu dem betrefienr 
Randabschnit~ y o n / t  gehSrigen Normalen der L~nge d in einem eiazigen 
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Stiick durchschnitten werden. Wir kSnnen dann, analog wie oben, yon 
den Werten der Funktion ~01 auf C ausgehend, diese Werte dutch die 
Streifen hindurch l~ngs jeder Normalen gem~B der Randbedi~amg fort- 
setzen. Wenn wit  die so ~htstehende Funktion ~o wie oben behandeln, 
so gelangen wir zu einer Funkt ion qY, welche die gestell~en Anfordemngen 
erfiillt. 

Fib" den Fall yon  drei und mehr Dimensionen verlaufen die Be- 
trachtungen ganz analog~7)~s). 

~) Man vergleiche zu den Uberlegungen des Anhanges die Ausffihrungen bei 
L. L ieh tens te in ,  Math. Zcitsehrift 3 (1919), S. 126--160, insb. S. 134 u. S. 153. 

~s) Nach Beendigung des Druckes werde ich darauf aufmerksam gem~eht, dab 
sieh die auf S. ~ formulier~e Maximum-Minimumeigensehaft der Hauptachsen eines 
Ellipsoides sehon ebenso in einer Arbeit yon E. Fischer ,  I~onatshefte ffir Math. 
und Phys. 16, S. 24~5 ausgesprochen finder. 

(Eingegangen am 30. August 1919.) 


