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l)ber polynomische Entwickelungen. 

Von 

G E o ~  FXBER in Miinchen. 

Der Satz, dal~ eine analyiische Fun~ion F(x) ,  die in einem einfach 
zusammenh~ingenden yon einer stetigen Kurve begrenzten endlichen Ge- 
biete S der komplexen Ebene regular ist~ daselbst durch eine Reihe yon 
Polynomen dargestellt werden kann, ist schon mehrfach bewiesen worden*); 
doeh war die groSe Manni~altigkeit und Willk4ir, die bei diesen Ent- 
wickelungen noch mSglich ist, einem genaueren Studium besonderer poly- 
nomischer Reihen eher hinderlich als ~Srderlich. 

Im folgenden werde ich nun den obigen Satz auf einem andern 
Wege beweisen, indem ich yon der speziellen Annabme ausgehe, das 
Gebiet S sei ein einCach zusammenh~lgendes ganz im Endlichen gelegenes 
Kontinuum, dessen Begrenzung C aus einem einzigen regulSren analytisehen 
Zuge**) bestehe. [Inter dieser Voraussetzung zeige ich: 

Jede in S regul~ire analytische F~nktion F(x)  ~ii~t sich daselbst auf 
eine Weise dutch eine Reihe 

(1) 
0 

dar eUen; to(X), Pl(x), . . .  bedeum dabei eine unenZZiche 
yon Polynomen (P~(x) yore i ~ Grade; -Po ~- -- 1); und zwar sollen die 
Koeffiz~nten der Potenzen yon x in jenen P o l y ' ~  ausschliefllich yon dem 

*) cf. Runge ,  acta math. 6 (1885); H i l b e r t ,  GStt. Nachr. 1897. Verwand~ch~ft 
mit den oben folgenden S~zen zeigen insbesondere auch diejenigen, die Herr P a i n l e v g  
am 24. Jan. 1898 der franzSs. Akademie ohne Beweis mitgeteflt hat. 

**) Die Dentition hievon s. .u.a,  in P i ca rd ' s  t rai~ d'an. k ] I  chap. X~ 2; diesem 
Kapitel (s. bes. w167 4 u. 7) entmehme man auch den Beweis des folgenden yon Herin 
Schwarz  hen~lrenden ~ z e s ,  auf den obe~a sogleich Bezug genommen wird: Die 
Funktion ~(z), welche ein Gebiet, zu dessen Begrenzung das regut~e analy~_sche 
Kurvens~ck G gehSr~, auf einen Kreis abbildet, ist regul~ixen Yerhat~ens mad mno 
kehrbar in allen inaer~u Punkten yon C. 
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betrachteten t~egularit~tsbereiche S, dagegen die a, yon d~r besonderen Wahl 
der zu e n t w i c k e l ~  Funktion abMingen. 

Besteht das Gebiel S aus dem Innern eines Kreises mii dem Mittel- 
punkte x = a ,  so reduziert sich P.(x) auf -- (x -- a)" ; noch engere Be- 
ziehungen zwischen den Reihen (1) und der gewShnliche~ Taylorschen 
Reihe werden sich im folgenden ergeben. 

Es sei nun 

(2) z =-~(~) 

eine Funl~fion, welche das unendliche Gebiet~ der z-Ebene augerhalb C auf 
das Inhere des Einheitskreises der v-Ebene abbilde~ und zwar so, dab 
dem Punkte z-~ c~ der Punkt v = 0 entspricht. Die Funktion ~p(v) hat 
demnach einen einfachen Pol im ~ullpunkte, verh~lt sich aber sonst 
reguliir im Einheitskreise; ~p(v) l~igt sich also darstellen in der Form: 

a 
( 3 )  = = - 

wo ~(v) eine Potenzreihe yon v mit nur positiven Potenzen bedeutet~ die 
fiir t z l <  1 konvergiert. Da wir aber die Kurve C als aus einem ein- 
zigen regul~en analyCischeu Zuge bestehend vorausgesetzt haben, kann 
~(~) auf dem Einheitskreise keinen singul~en Punkt haben*); es kon- 

(0<:Q~Q1) angeben, sodag, falls 6 < 0 ist den Kreisen 

der ~-Ebene in der z-Ebene gesehlossene K~rven C~ +o ohne Doppelpunkt 
e~sp~h~n ,  die g a ~  inn~h~lb V(= V,+o) ve~1~,r~n..(Den K~is~n 
I~I--~ 1 - - ~ '  ( 0 <  ~ ' <  1) entsprechen ganz aul~erhalb C verlaufende 
Ku_rven r ~") 

Falls F(x) eine im Innern yon S regul[ire Funktion bedeutet, ist 
nach dem Cauchyschen Integmlsatze 

~J~d z ' x  dz 
C'  

i~dr jeden Punkt im Innern yon C, fails C' seinerseits wieder ganz inner- 
halb S verdure; fiir O' werde eine der obigen Kurven Q+a gew~i~lt. 
Das-In~gral auf der rechten Seite yon (4) transformier~ man, iadem man 

aad  h g ht (4) 

= 2=iJ ~@)--x #~ 

*) S. die A,~. **) p. 3S9. 
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Die Integration ist zu erstrecken in der z Ebene tiber die Peripherie des 
greises I v ] =  1- t -6  und zwar im Sinne des Uhrzeigers. 

Ehe ich auf diese Formel zuriickkomme, schalte ich eine Unter- 
suchung der in (5) unter dem Integralzeichen vorkommenden FunkCion 
v und x: 

(6) d~(~) d~ 'V,(~)-- x 

ein. Es ist dies die erzeugende Funk~ion ftir unsere Polynome, welche 
bei der Entwickelung yon (6) nach Potenzen yon v als Koeffizienten auf- 
trelen. ~p(v) wird hie gleieh x, solange, wie vorausgesetzt werden mSge, 
x innerhalb C~ (0 < co< 1 + Q) u n d l v  I <  ~ bleibt*). Im Punkte z = 0 

1 dor~ yon der ersten hat dqp(V)dv einen Pol zweit~r Ordnung~ wiihrend ~p(v)--x 

Ordnung Null wird; demnach hat der Ausch'uck (6), als Funk~ion yon v 
betrachtet einen einfachen Pol im N u l l p u n k t ~ -  und zwar mit dem 
Residuum --1  - - ,  ist aber im tibrigen regat~r mindestens in einem mit 
dem Radius e~ um den l~ultpnnk~ beschriebenen Kreise. Man hat daher 
die in diesem Kreise giltige Entwickelung: 

(7) d~ ",(~)--z---- -- 7- ~+~(~)~. 
0 

Es ist leieht zu zeigen, dab /)~ ein Polynom v ~= Grades in x ist; wenn 
nii~nlieh aUgemein $(v) ,  $~(v), ~ 2 ( v ) , - . -  nut positive Potenzen ent- 
hal~ende Potenzreihen yon v bedeu~en, so ist: 

dV(~ ) 1 ( a )) 1 
(s) a~ " ~ ( ~ ) - ~ -  - ~  + $ ~ ( v  ._~ + ~(o-~ 

,g 

1 $,(~) - =  

In dem Nenner auf der rechf~n Seite yon (8) kommt x einmal mit 
1 

multiplizier~, sonst aber nicht mehr vor; entwiekelt man daher 

nach Potenzen yon z, so enth~ilt der Koeffizient yon v~ als hSehste Po~enz 
yon x die ~ ;  mul@liziert man noeh mit aem Z~hler ~ , ( v ) -  x, so 
steig~ der nun entstehende Koef-fizient yon v~' i. e. P~+l(x) in x bis zum 
(,~ A- 1) ~ Grade an. 

Die Anwendung des Cauchysehen Koeffizienf~nsatzes auf die Reihe 

*) Es sei nochm~]s daran erinner~, da~ 0,o diejeaige Kurve der x-Eben~ bedeutet, 
welche vermSge tier Relation x ~ ~(t) demum den Nullpunkt tier t-Ebene mit dem 
Radius o beschriebenen Kreise K~ en~prieht. 
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in (7) ergibt, falls G eine bestimmte endliche Zahl bedeu~et, und die 
Bedingung 0 < co" < co < 1 + ~) efffillt ist, flit alle x innerhalb und auf C~: 

G 
(9) I ~, +~(x) 1 < ( ,)---~" 

Daraus folg~ schon, dag die Reihe auf der rechten Seite yon (7) f'dr 
alle x innerhalb und auf C~ und flir alle v, die der Bedingung 

o = < i ~ l < ~ ' < ~  
gentigen, gleichmiiflig konvergiert; hievon werden wir sparer bei Anwendung 
des Cauchyschen Integralsatzes Gebrauch machen. 

Zu einer in gewisser Hinsieht genaueren Aussage, als sie in Un- 
gleiehung (9) enthalten ist, und zugleich zu einer unteren Grenze fiir 
[P~(x)I gelan~ man folgendermaBen: 

Man betrachte in dem Gebiete It i <  i + ~, I zl < 1 + 0 die Funlr~ion 
der beiden unabh~zLgigen Variabeln t und v: 

(lo) a~(v) 

Gibt man der Variablen v einen endlichen festen Welt, dem absoluten 
Betrage naeh < 1 + p, so hat (10) Ms Funktion yon t betrachtet, im 
Punkte t ~ ~ einen einfachen Pol, w~ihrend die Ftmk~ion yon t: 

(lOb) d~(v) 1 1 
dv V(~)--qp(t)  �9 - - t  

f-fir irgend ein ~ (0 < [ v  [ <  1 -4- O) und alle [ t } <  1 -4- e regul~ren Ver- 
hal~ens ist. 

In ihrer Abhiingigkeit yon v betrach~et ist die Funktion (10b) tiberall 
regulKr auger im Nullpunkte, wo sie einen einfachen Pol wit dem 
Residuum -- 1 hat, was auch t sein mSge (0 <It} < 1 + q). Die Funktion 
der zwei Variabeln t und 

(lOd) 

es ist also 

(lOt) do (v )  1 1 1 

ist daher regu!iir in dem Kontinuum lvt < 1 + 0, It! < 1 + q*), also 
eine nur positive Potenzen enthaltende Reihe 

0 

(11) ar ~ = ~ ' + $( t ,  ~) d~ V(~) - -  V(t) ~-- t ~ 

*) Bedenken  kSnnte  n u t  noch der Pun l~  t ~ ~ ~ 0 erregen;  dieso fallen aber 
weg,  d a  bei  Funk t ionen  mehrerer  Variabler isoHer~e S ~ r i ~ t e n  n ieh t  auf t re tea  
k6nnen.  
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Setzt man ferner {t{ > l v{ voraus, so gill die Entwickelung: 

0 

(o) ~,. + ~ l- ~ ,  +:  . " .  

Substituiert man bier auf der linken Seite x fiir ~(~) ~ x ist ein 
Punkt  anBerhalb C~+ e - - ,  und vergleicht die Potenzen yon ~ in dieser 
Entwickelung mit derjenigen der oben gefundenen Formeh 

(7)  ,~, ~ ( ~ ) - x  --- 
0 

so finder man 
1 

( O < } t { < l  + 0 ;  x auBerhalb Cx+o). 

Da die FunkLion ~ ( t ,  ~) fiir a3]~ ]tl < 1 + e, t*l < i + 0 regul~en Ver- 
lmltens ist, so existier~ fiir alle t und , eines Bereiehes I', der galLZ 
innerhalb dieses Kontinuums liegt, eine endliche obere Grenze G, sodal~ 

(14) l~(t, ~){< G 
ist. 

wenn nur ~o',C 0~, ganz innerhalb T liegt. 
fizientensatze schlieBt man daher: 

Man kann T so wiihlen, dat~ das Gebiet {t{ < 1 + 0,  Iv{ < 1 + Q, 
Aus dem Cauchyschen  Keel- 

05) l'~,,(O I < 
G 

(~ +4?'  

Wenn ~ um eine endliche Zahl kleiner als 1 + 0 ist, so kann man 
sic]: 0' so gewi~hlt denken, dab auch ~ < 1 + ~ ' <  1 + Q ist, dal~ also 

co ein echter Bruch ist. Dies voransgesetzt folg~ aus Gleichung 

(1~) u~d Ung~ei~hung (15) f~r ane �9 ~ur C~- 

G G 

oder 

(17) (-~)"(1- a~.)< IP.(x){ < (~)"(1 +6~).  
W ~ l t  man nun #, so grog, dat~ Ga~' kleiner alEs ~o  wird, we ~ eine 
gegebene beliebig kleine positive Zahl bedeutet, so erhiilt man, weu~_ man 
aus den drei •liedern der Ungleichuug (17) die ~t~ Wurzel zieht u n d  die 

1 I 

fiir positive a < 1 giltigen Formeln 1 - -  ~ < ( !  -- e ) , ;  (1 + ~)~ <: 1 + a 
beachtet: 

Mathematische A ~ l e n .  L~J:L ~6 
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1 
- -  1 

d. h. aber 

(19) lira ~',--~(x)t=-~ gleichm&,ig fiir alle x auf C o ( 0 < e o < l  +~)). 
p ~ a o  

Daneben beachte man Ungleichung (9), die sofort zur folgenden Aus- 
sage f~h~: 

(20) lira ~/I P~(x)l < • f~,- irg~e ein x im I ~ n  ~on e~. 
0.3 

w 

Es folg~ nun eine Untersuehung yon Reihen 

gemein haben mul~. Ich kann reich daher beim Beweise der folgenden 
Sii~e kurz fassen, da dieselben gro•enteils nut Ubertragungen yon in der 
Theorie der Taylorschen Reihe geliufigen Schlfissen sin& 

Es kommt vor allem auf den ]~m ~ / ~  an. Erreicht oder fiber- 
schreitet derselbe den Wert 1 + Q, so li~l~t sich fiber die Konvergenz der 

Reihe ~ a , P ~ ( x )  einstweilen gar nichts aussagen. Ist derselbe aber 

gleich ~, we co < 1 + r ist, so folgr aus den Relationen (19) und (20) 
sofor~*): 

Die t~ihe ~ a,P,(x) konvergiert absolut und gleichm~flig in jedem 
Gebiete, das ganz innerhalb C o liegt und stellt also dasdbst eine analytische 
Funktion dar; auflerhalb C o aivergiert ~ a,B,(x), wahrend sich iiber, das 
Verhalten auf C o ohne spezielle Annahme iiber die a, keine Aussagen machen 
lassen (genau wie bei der gewiihnlichen Potenzreihe). 

Umgekehrt ldflt sich a~ch jede innerhalb C o regulate analytische Funk- 
tion ~'(x) in eine iteihe ~ a , i ) , ( x )  ~wie'b~. 

Znm Beweise, der miter der An~ahme e~----1 geffihr~ werden mSge, 
gehe man auf die Formel (5) p. 390 zuriick: 

(5) F(x) = ~ j  ~ _ - -  ~ 
xi+a 

0 el, Had~m~rd, 1~ a~ie do T~yloz p. 18. 

(2i) 

Die Gleichung (19) mid Ungleichung (20)zeigen schon, dab elne solehe 
Reihe die wesenffiehsten Konvergenzeigensehaften mit der Potenzreihe 
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Nach dem p. 392 Bewiesenen konvergiert ffir irgend ein x im Innern 
yon Ca+ a und ffir alle ~ yore absoluten Betrage 1 + a die Reihe 

(7) V(~)--x d~ = - - V -  
o 

gleichm~i6ig. 
Setzt man daher die Reihe auf tier rechten Seite yon (7) in  (5) ein, 

so daft man gliedweise integrieren und erh~t: 

F(x) = ~  ~,(~), 
o 

~.Kx +, 

zuniich'st ftir alle x im Innern yon C1+o; doch gilt die Entwiekelung (22) 
auch fiir alle x im Innern yon C (=  C1); denn einerseits k a n n a  beliebig 
klein gew~hlt werden, andrerseits ist der Wert des Integrals (23) ffir G 
unabhiingig davon, fiber welchen Kreis K~+o ( 0 ~ 6 ~ e ) e s  ge~ihrt wird; 
denn die Integranden shad in dem Kreisringe 1 < ] v i ~  1 q- e regul~e 
analytische Funktionen yon v. 

Ferner behaupte ich: Die innerhalb Q, (0< ~)<1 + q) giltige Ent- 
wickelung 

(2~) F(x) = ~  ~,P,(x) 
o 

ist nut auf eine Weise m6glich; d. h. besteht Gleichung (22) and gleich- 
zei~ig Gleichung: 

(~b) P(~) = ~  a,'P,(x), 
o 

so folgt 4araus 

(24) a, = G'  (~, = 0, 1, 2,.--). 

Fahrt man in (2~) ana (22b) r~r x ~e~m~ge de~ S.bs~t.tion 

X ~ ~b(t) ~--- a y + $(t) ( ~ < t t : < l + e )  
- - 1  die Variable t ein~ wodurch P,,(x) nach (13) p. 393 fibergeht in ~ q- ~,(t) ,  

so erh~t man durch Gleic-hsetzen der rechten Seit~n yon (22) and (22b) 
die Identi~t: 

0 0 

26" 
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Beachtet man noeh, dab die Reihen 

and 

a, P,(x) == a, W + ~" (t) 

im wesentlichen wie Potenzreihen, also jedenfalls ffir irgend welche t yon 
gleichem zwischen co and 1 + 0 liegenden absoluten Betrage gleichmtiflig 
konvergieren, so lehrt der Weie r s t r aBsche  Doppelreihensaiz, dab man 
die rechie und linke Seite yon (25) je in eine Lauren t sche  Reihe 

+ ~  

(26) ~ A , t "  
- - Q O  

entwickeln darf~ und da die Entwickelung in eine Lauren t sche  Reihe be- 
kanotlich nur auf eine Weise mSglich ist~ mtissen die Koeffizienten A, 
die gleichen sein, ob man nun dutch Entwickeltmg der rechten oder der 
linken Seite yon (25)zu  (26) gelangt ist. Nun ergibt aber die linke 
Seite yon (25) 

A ----~a~, die rechte dagegen 
(26b) -"  

f 

woraus die behauptete Identit~t a, = a~' folgt. 
Damus sehlieBt man weiter* 
Die d/arch die im Innern yon Q konvergente auflerhalb divergente F_mt- 

wickelung ~ a.t'~(x) dargestellte ~'unktion F(x) ]tat auf C~ mindestens 
eine singul~re Stelle. Denn w~ire dies nicht der Fall~ so w~re /7'(x) im 
In.era  einer C~ ganz umschlieBenden Kurve C~, (co'< ca) regul~ und 
kSnnte daher nach dem Satze p. 394 dutch eine innerhalb C~, konvergente 

Reihe ~ a , ' _ P , ( x )  dargestellt werden, die nach dem vorigen Satze mit 

der Reihe ~ a~l~.(x) identisch sein miiBte, was der Voraussetzung~ dab 

a,P,(x) nur im lnnern yon C~ konvergiert, widerstreitet. 

Die Ableitungen der Eunktion E(x)= ~ a~ t)~ (x) kSnnen dutch glied- 
weise .Differentiation erhalten werden : 

(27) F ' (x )  ~- ~ a,/)~'(x); F"(x) ----- ~ a.l:'."(x) usw. 

Zum Beweise beachte man, dab 

F ' ( x )  = ~ i J  ( . - x ) '  dz  = - -  ~ i j ( ~ ( ~ )  - x) ~ dr 
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ist, und dab ffir irgend ein x im Innern yon C1+ ~ und ffir aUe v auf 
K 1 +, die Reihe 

d~(~: ) 1 d /d~(v> 1 X) Z dzo'+l(x) 
d~ (V(~)--x) ~ = d-~ k d~ "V(~)-- = .  ~-~ 

gleiehmii~ig konvergiert. Man erhiilt daher fiir die Fun]~on F'(x) eine 
nach Polynomen P,/(x) fortsehreitende Reihe mi~ den Koefilzient~n a~, 
analog ffir F"(x)usw. Jedem der vorhergehenden S~itze fiber Reihen 

~a,,P,~(x) steht ein fibereinstimmender fiber Reihen 

~ a , P ~ , ' ( x ) ,  ~ a,~P,"(x, usw. 

zur Seite. 
Hiermi~ ist fibrigens die M5glichkeit yon Polynomenfolgen, die zu der- 

artigen Entwickelungen AnlaB geben, noch lange nich~ erschSpft. Bedeute~ 

(29) ~ (r) = Co + ~ r  + ~r~ + - - - ,  

eine beliebige ffir Iv i <  1 + 0 konvergierende Potenzreihe, so hiitte man 
z. B. aueh 

d~(v) 1 (30) 

als erzeugende Funktion gewisser Polynome 

(31) rr~(x) = CoA(X) + clA_l(x ) + . . .  + c,_lPl(x) + ~Po 

wiihlen kSnnen, in derselben Weise wie oben dv(~). 1 die erzeugende 

Funktion der P,~(x) war. Die Polynome H,(x) haben mi~ den P,(x) 
viele Eigenschaften gemein und sind insbesondere in gleicher Weise zur 

analytische~ Funktionen in Reihen F(x)= ~ a ~ P ~ ( x )  Entwickehng 

brauchbar; doch sind hier im allgemeinen die KoeNzienten a~ nicht ein- 
deutig bestimmt*). 

Es scheint bier vielmehr folgender Satz zu bestehen, dessen voll- 
st~ndiger Beweis mir allerdings noch nich~ gehngen ist. 

Hat ~(v) flir 0 < Iv i < 1 + 0 n Nulls~ellen mi~ den absolu~n Be- 
tr'~gen eo~, co~,---, e%, so gibt es gerade n yon einander unabh~ngige**) 

der Null in Reihen Z a~H~(x), deren Konvergenzgrenzen Entwicketungen 

rev. die [ur en %, %,---,  ind. Fane auf ale 
1 z u ~ r ~  Form ~e$~(~) ( i v i < l  + 0 )  bringen I~A~, was z.B. ffir ~ ( ~ ) =  d~p(~) 

d~ 

*) Man vergleiche dami~ die En~wickelungen und S~ze des Herrn Frobenius,  
Crelles Jonrn. 73 (1871). 

**) DeA.~ion bei Frobenius a. a. O. 
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w~e auch jetz~ die Entwiekelung ether Ftmktion F(x)  in eine Reihe 

a,l'l,(x) nut auf eine Weise m5glieh. 

Endlieh behaup~e ich 
Eine mit uff~kiirlicken Koeffizienten a,, die nut der Bedingung 

~im V i n c i  = ~ < 1 + 

haben, angeschriebene t~ihe ~ a,t),(x) hat die Kurve C~ Z~  geniZgen z u r  

natiirlichen Grenze. 
Da die mit willkiirlichen Koeffizienten angesehriebene Potenzreihe 

~ a , t - "  stets ihren Konvergenzkreis natiirliehen Grenze hat, ist z u r  

dieser Satz eine unmittelbare Konsequenz des folgenden: 
Betrachte~ man gleichzeitig die innerhalb C,~ giltige Entwickelung: 

(32) F(x)  = ~ a, P,  (x) 

und die auBerhalb K~, konvergente Potenzreihe: 

(33) r  = a,t-" 

und l~it~t man durch die Relation x-----~p(t) ~ den Kreis K~ und die Kurve 
C,~ einander punktweise entsprechen, so ist irgend ein 19unkt x o auf C~, 
dann und nur dann ein singulgrer ,flit F(x),  wenn der ibm entslorechende 
t)unkt t o ein singuli~rer fiir r ist. 

Und zwar entsprieht einem Pole n ~" Ordmmg ein ebensoleher~ einer 
wesentlich singuli~ren Stelle wieder eine wesenffich singuliire Stelle and 
einem Verzweigungspunkte n u~ oder unendlich hohe~" Ordnung wieder ein 
solcher n u~ resp. unendlieh hoher 0rdmmg. 

Der Beweis dieses Satzes ergibt sich wieder durch die Einfiihrtmg 

der Variabela t in ~ a , P , ( x )  vermSge der Substitution 
a 

~ =  -c + $(0 .  
Man erhiilt (es p. 396): 

(34) ~ a = P , ( x ) - - ~ - - ~ _ a , t - "  + ~x(t) = -- *( t )  + ~x(t), 

wo ~i(t) fiir it I <~ 1 q-O und q)(t) fiir It] > eo konvergiert. 
Liege t o auf K~, trod ist x o = ~(to) , so gilt in einem gewissen Kreise 

um den Plmk4 t ~- t  o die Entwickelung 

(35) x - Xo = ~ ( t - t o )  + ~ ( t - t o )  ~ + . . .  
(al=~0 , da die Konformitiit der kbbildung im Bereiehe der Kurve C~, 
meh~ unterbrochen ist). 

Da ~ (t) air [tl < 1 + e konvergiert~ so karm man ~x(t) jedenfalls naeh 
Pot~nzen yon (t--to) onLa~rid~reln (da ja [tol-~co< 1 + O): ~ ( t )  = !t~x(tlto). 
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ist. 

Nun lgBt 
man erhgl~: 

(37) 

Das gleiche gilt yon r  wenn der Punk~ t =  t o ein regul~irer ffir *( t )  
Es gilt~ also in letz~rem Falle (s. 34): 

F(x) ---- ~ a,P,(x) = ?~(t--to). 

sieh die Gleichung (35) naeh ( t - to)  auflSsen, wodureh 

t -  to = &(X-Xo) + + . . .  

( ) ~ -  - -  U S W .  �9 fiir eine gewisse Umgebung des P u n l ~ s  x x o fl~ = 

F~hrt man diesen W e n  yon t - - t o  in %(~--%) (36) ~in, so ~rh '~  

man ftir F ( x ) =  ~ a,P~(x) eine nach steigenden Po~nzen yon ( x - - x  o) 
for~schreitende in einem gewissen Bezirke konvergente Reihe. Man sieht 
also x = x o ist f~r F(x)  ein r e g ~ r e r  Pu~kt, fans es t =  t o ~ r  ist, 

Geht man umgekehr~ yon der Voraussetzung aus, dal~ sich F(x)  nach 
steigenden Potenzen yon (X--Xo) , also auch yon t -  t o entwickeln lgBt, so 
ergibt sich das gleiche yon r (t) = -- F(x) + ~ (t l to). 

Demnach sind die Punk~e t o ftir r  und x o fiir F(x)gleichzeitig 
regulgr oder singulgr. Ist ein ganzes Stfick des Kreises K~, regular oder 
singutgr~ so gilt das gleiche yon dem entsprechenden Stticke der Kurve C~,. 

Start wie oben geschehen anzunelnnen, dab r  sich im Punk~e 
t = t o regulgr verh~t,  hgt~ man eine Entwickelung der Form 

(38) 2 G(t--t~ oder der Form ~G( t - - to )"  oder eine Reihe Zc , ( t - - t o )  -~ 

vomussetzen kSnnen und hgt~e genau wie oben Ftir F(x)  Reihen 

gefumden und umgekehr~. Man sch!ieBt darau % dal3 nur gleiehzeitig F(x)  
in x o und r  in t o einen Pol oder einen Verzweigungspunkt n ~ Ord- 
nung oder eine wesentlich singul~e Stelle haben kSnnen. 

Falls endlich t = t o ein isolierter Verzweigungspunk~ unendlich hoher 
Ordnung ~ r  r  ist, so bleibt ffir F(x)  nur das gleiche Verhal~en an 
der Stelle x = x o iibrig. Dam lt ist der in Rede stehende Sa~z bewiesen~*), 

*) Es l~ t  sich noch zeigen, /ta,8 wenn O(t) in einem Punk~e des Konvergenz- 
kreises K~ kodvergier~, F(x) in dem entsprechenden Pnn _kt~ C~ ebenfaUs konvergier~ 
uud umgekehr~ (cf. (13) und (15)). Auch der Abelsche S~z  und (lessen yon Herin 
Sto lz  gegebene Verallgemeinerung fiber die gleichmT~ige Konvergenz his in die Grenze 
hlnein ]assen sich ohne besondere Schwierigkei~ fiber~gen (Abel, Oeuvres I p. 223; 
Stolz, SchlSmilchs Z. 29, p. 127). Ieh un~erdrficke tier Kiirze halber diese Beweise. 
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Beispiele. Wir haben Ausdrticke der Form 

wo ~p(t)= a - k  ~(v) ist, nach Potenzen yon v zu entwickeln. Der ein- 
V 

fachste Fall wi~re ~ ( v ) =  const. ~-b zu setzen; z=~p(v) ist dann eine 
lineare Fonktion yon v trod das Innere des Einheitskreises der v-Ebene 
wird auf (]as ~uBere eines Kreises K mit dem Mittelpunkte x----b der 
x-Ebene konform abgeleitet. Die auf diese Weise sich ergebende poly- 
nomische Entwickelung fiir das ]nnere yon K ist mit der Taylorschen 
Reihe identisch; es ist n~imlich: 

x - - b  

d ~2 ( v ) . 1 + _1 = _ a 

x - - b '  
a 

a l s o  

p , ( x )  = _ ( ~ - b )  ~ 
a" 

Betrachfct man dagegen den ni~chs~ einfacben Ansatz: 

= V ( v )  = ~ -  + , 

so entsl)richt dem Innern der Kreise Iv! ~ cons~ (<1)  das _~uBere yon 
konfokalen Ellipsen der z-Ebene mi~ den Brennpun~ten ~-1 und - - 1 ;  
setzt man also 

6 

so l~Bt sich jede im lnneren einer Ellipse mig den Brennpnnl~n ---t-1 
Oo 

analy~ische Funktion in eine Reihe ~ a~ P~ (x) entwickeln. Diese regul~.re 
0 

Polynome P~(x) lassen sich leicht bestimmen. Es is~ 
2 v  - -  2 x  1 1 

f ( O  = ~ - 2 x ~ + ~ = ~  ( ~ + 1 / ~ _ ~  + - ~ - ( z -  x~V~:--i- 1) 

( -  1 )~ '  ( -  I ) ' .  ~, 

~P.(x) is~ na~h De6nJtion gleich f(*-l)(~ also ( ~ -  2), ' 

P , ( x )  = - 1 - 1 

~ + V ~ = ~ ) "  + (~ - ~'V~-:-~- ~)" 
= + + 

*) In der En~wickelung yon Funk~onen, die in einer Ellipse mi~ den Brenn- 
punkte~ ._~ 1 regut~ sind, nach diesen Polynomen is~ Herr Picard ~uf anderem 
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Setzt man hierin x = cos ~0, so is~ P,(x) = -  2 cos v~0; die Gleichung 
P,(x) = 0 hat also ~ reelle Wurzeln, die s~mtlich zwischen - -1  und Jr 1 
liegen. Die Entwickelung yon P,(x) nach Potenzen yon x lautet: 

fiir gerades ~: P,(x) = ( - - 1 )  ~ 2 , 1  + E ,  ( - -~ )  + ~ (--~,~)(2~--~) + -.- 

X v + ~ ( -  ~'~) (2~-~)... ~ 2 ~-.~)), 

vq-I / I X  ~3 5 

f ~  un~er~de~ .:  ~ .(x)  = (-  1)~ e~L~- + r., ( i - * ~ ) +  ~ 0 - ~ ) ( ~ - ~ )  + '  

+ ~ 0 -*~)(~-*~)"" ~ -  ~))- 

W~hlt man dagegen als erzeugende Funl~tion (s. die Bemerkung p. 398/399): 

11 1 1 ( 1 1 i) 

so erhilt man 
0 

n,<,# = i 

wobei wieder x -  cos ~ gesetzt ist. Die Koeffizienten 
Schl6milch, Alg. An. p. 245 (2. Autt.). 

s i n  ~ ' 

H,(x) s. bei 

1 1 ist bek~.nnflich die erzeugende Die Funk~ion V 2 ~ ( ~ , ( t ) - x )  = V 1  - 2 ~ x  + ~ 

Funktion der Legendreschen Polynome, naeh denen man aueh Funk- 
tionen, die innerhalb einer der obigen konfokalen Ellipsen regul~ sind, 
entwickeln kann. ~Diese Polynome subsumieren sieh zun~ichst nicht un~r  
die vorausgeschiekb allgemeine Theorie. Inwieweit sieh dies trotzdem 
dutch Modifikation mid Erweiterung dieser Theorie erreichen l~Bt~ mSehb 
ieh einer sp~teren Untersuchung vorbehalbn. 

Ms letztes Beispiel sollen diejenigen Polynome P,(x) be|;rac-htet 
werden, die zu Lemniskaten gehSren, deren Brennpun~te wieder die Punlr~e 
x = • 1 seien; Die Rolle der Kurve CI+ r wird bier yon der Lernniskaf~ 
mi~ Doppelpunlr~ fibernommen, deren Gleiehung lautet: 

((~- i)~ + ~,) (r + i)~ + ~,) = 1. 
Die Funk~ion ~(~) ist jetzt die folgende: 

O) ~=~(~)= ~ = •  1+ + - + . . .  v 2 1 2  1 2 3  " 

Wege gelaug~, h~it~ d'an. ~. H, pag. 288; cf. auch Heine, Kugelfunkfionen, Bd. I, 
pag. 198. 
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Die Gleichung (1) nach v aufgel/is~ gibt: 
1 

(2) ~ = Y ( ~ + ~ ) ( z : ~ 5 ;  

den Kreisen }v} = const, en~sprechen also in der z-Ebene Kurven yon der 
Eigenschaf~, da$ das Produkt der Entfernungen l z, - l z  gleich einer 
Konsfanf~n ist; das sind aber die obigen Lemniskabn. 

Wit haben nun folgende Fnnl~ion nach Pobnzen yon v zu entwickeln: 
2~ 

X 

av(,) ~ + 2 = -Vi + , '  

1 
V1 + , '  

~o - v - - I  o~ - - v - - 1  

I 0 

lndem man aUe hier aufbebnden Pobn~en yon (1 + ~)~ nach der 
binomisehen Reihe ent~iekelt, trod d a ~  die Koeffizienbn gleieher P o b ~ e n  
yon ~ zusammenfag~, erhiilt man: 

(-,)) ( ) -- 2 - -1  + .  + x ~ ) - 2  - 

1 

) !)) 
) - 2  + \ -  ~ - - I 

(-(/,) + . . . + x  ~ - 2  + x  - 2  
- -  2 " /  

x~,,+l + 2 ( _ 1 ) ~ ' + ~ k + 1  (~v+l)(S,--1)i~,--~)'"(~'--s/~+8)x~,+~t_~ " 
~,,+1 ~.~! 

1 
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Zu eiafacher gebauten Ausdriicken gelangt man, wenn man yon der Be- 
merku_ug p. 398/399 Gebranch maehend als erzeugende Fun]alton die 
folgende benutzt: 

0 V ; +  ~' 

Es ergibt sich 

r r , ( x )  = x ~ + x ~ - 2  _ 2 + x , - ~  2 + . . . .  

1 2 

w  

Bisher spielte der Punkt oo a]s Polder  Polynome eine ausgezeichnete 

Rolle; durch die Substitution 1 t z kann man dieselb~ einem beliebigen 
Z ~ g  

im Endlichen gelegenen Punkte a zuerteflen; man gelangt so ohne weiteres 
zu folgender Verallgemeinerung: 

C sei eine geschlossene regul~re analytische Kurve auf der Riemann- 
schen Kugelfl~he, S e i n e s  der beiden Continua, in welche die Kugel 
(lurch C geteflt wird, a irgend ein Punkt des andern Continuums; dann 
l~l~t sich jede in S reguliire analy~isehe Funktion F(x) in eine Reihe 

entwiekeln, o 
Ferner besteht folgender Satz: 
Wenn das Gebiel S besteht aus der Kugelfl~iche mit Ausnahme yon 

zwei Continuen S 1 und S~, die yon den regul~en analytischen Kurven 
C I und C 2 begrenzt sind, mad wenn a 1 ein beliebiger Pun~t yon $1, 
a. 2 ein solcher yon S~ ist, so li~t~t sich jede in S r%o~l~re analy~ische 
Fnn~ion in der Form 

darstellen. Ein neuer Beweis is~ nicht n6tig, da nach dora Canchyschen 
Satze 

, ] z - -  x 
q 

wo die Int~grationen so zu nehmen sind, dab das Gebiet S zur linken 
dz 

bleibt; in den beiden Integralen ist nut das Differential z ~  ebenso wie 
oben zu transformieren. 

Genau die en~sprechende Ent~ickelung gilt natiirhch, wenn d_~ 
Regnlarii~tsgebiet S yon F(x) aus einem n fach zusamme_nh~,agenden 
Continuum bes~eht. 
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Eine Erweiberung tier Theorie dieses Aufsatzes nach einer anderen 
Richtung bin 1~$~ sich bewerkstelligen, indem man die bisherige wesent- 
liche Voraussetzung fallen 1Kgt, dag die Funktion ~(v) welche alas XuSere 
der gegebenen Kurve C auf das Irmere des Einheitskreises abbildet, auf 
dem letzteren keinen singul~ren Punt~ babe. 

Diese Voraussetzung war bisher eine wesentliche. Falls n~mlich - -  
um ein garm extremes Beispiel anzuffihren - -  ,p(v) sieh nicht tiber den 
Einheitskreis festseizen I~$~, w~ihrend die darzustellende Funk%ion die 
Kurve C-zur natfirliehen Grenze hat, so versagt zwar durchaus nieh~ die 
Definition der Polynome P,(x), wohl aber volls~iadig die dutch (23) 
gegebene Darsfellung der a,. Es sehein~ mir nun, da$ man dutch Kon- 
tinuit~tsbetrachtungen, indem man ,p (v) dutch passend gewiihlte Funl@ionen 
approximiert und dann zur Grenze fibergeht, auch hn allgemeinsten Falle 

wichtigslen ansgezeichncten Eigensehaften der Reihen Z a, P,(x) die 
beweisen kann. 

Doch will ich mi~ Verzieht auf diese Eigenschaften bier nut zeigen, 
da$ eine Funl~tion F(x), die in einem yon irgend einer stef/gen sieh 
selbs~ niett sehneidenden gesehlossenen Kurve C begrenzten Gebiete S 
sich regular verh~lt, in eine Reihe yon Polynomen entwiekelt werden 
kann, wdehe in jedem Gebiete, das ganz innerhalb S lieg%~ gleiehm~$ig 
gegen F(x) konvergiert. 

Man betraeh~e zu diesem Zwecke eine unendliehe Reihe gese~hlossener 
Kur-~en C~, C~,... yon folgender~ Eigenschaf~en: 

1) Jede Kurve-Q besteht aus einem einzigen regul~ren analy~ischen 
Zuge. (Das yon C~ begrenzte Gebiet mSge S~ heiSen.) 

2) C~+~ verl~iuf~ ganz augerhalb C~. 
3) = v*) .  

Die in S, gflfige Entwiekelung der in S regul~ren analytisehen Funk- 
tion F(x) laute: 

394). 
0 

*) Es is~ wolff nicht nS~ig, diese von selbst vers~ndlichr Ausdrucksweise durch 
Anschreiben einiger Ungleichungen zu pr~isieren; die Existenz tier oben verlangt~n 
Kurven O i l~i~ sich auf verschiedene Weisen einsehen; man beach~ z. B. dal3 Herr 
J o r d a n  (cours d'au. I, p. 92ff. (1893)) die Kurve C dutch ganz im Innern derselben 
verlaufende Polygone approximier~; das Innere (oder auch das XuSere) eines solchen 
Polygons kaun nun auf das Inhere des Einheif~kreises d e ~'-Ebene abgebilde~ 
werden; das Abbild eines Kreises der x'-Ebene mi$ dem Radius 1 - -  ~ gib$ nun, falls 
e geniigend klein g e w ~ t  is~, und auch das Polygon schon nahe genug an der Kurve 
U verl~uf~ eine Approximation~ der letzf~ren yon der gewfinschf~n Ark 
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Ferner sei ~1, e~,-., irgend eine Folge posit~iver der Null zustreben- 
der Zahlen; man bestimme ml, m ~ . . .  so, dab 

(1) 
mg t 

- Z ] < 
o ! 

ist fiir alle x innerhalb S~_1. Es sei 

(2) 

und 

~gt 

0 

~1 (~) = H~ (~), 
~ . ( ~ )  = H , , ( x )  - ~._,(x) 

G~(x) ist ein Polynom m. te~ Grades in x und 

(~>1); 

Oo 

(4) ~ ~(x) 
1 

ist eine in jedem Gebiete, das ganz innerha!b C liege, gleiehm~i~ig gegen 
F(x) konvergente Reihe. Denn 

(5) 
1 

= iF(x)-H.(x) I < ~. (nach (1)) 

Ftir alle x in S._x; dutch Wahl yon n kann abet sowohl erreicht werden, 
dab e~ beliebig klein wird, als dab sich S~_1 yon S beliebig wenig 
unterscheidet. 

Noch eine kleine Modifikation mSge angebracht werden: yon den 
drei Bedingungen, denen die Kurven Q zu gentigen haben, mSge die 
drit-~e dahin abgeiindert werden, daS lira Q ~-L  wird. L bedeutet dabei 
auf der Riemannsehen Kugel das SYdck (1, r der posi~iven reellen 
Achse; die Kurven C i kann man sich als sph~rische Ellipsen mit den 
Brennpunk~en 1 und ~ auf der Riemannschen Kugel-denken. 

Man sieht auf diese Weise ein, dab jede auf der l~gs  L auf- 
geschnii~enen Kugel regulKre analytische FunkCion /7'(x) sieh in eine 
Reihe yon Polynomen 

F(x) = ~  O,(x) 
1 

entwicke]n l~il~t, die in jedem endlichen Gebiete~ dessen Begrenztmg keinen 
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F(x) die Funktion 

Punkt mit L gemein hat, gleichmiit~ig konver~ert. 
1 

1 -  x gew~ihlt werden: 

1 (6) ~ _ = = ~ G,(~), 
0 

W O  

/j2~ 

(7) G.(z) = ~ ~:,)~,. 
0 

Speziell mSge fiir 

Von dieser polynomisehen Entwickelang yon i----L~ ist, wie Herr Borel*) 

gezeigt hat, nut noch ein Schritt zu folgendem Theoreme des Herrn 
Mit tag-Leff le  r**) : 

Von jedem singul~en Punkte a der durch die Taylol~che Reihe: 

% + a~x + a lx~+.  .. 

definierten Funktion F(x) mSge der geracllinige Schnitt L~, dessen Ver- 
liingerung durch den Nullpunkt gehen wiirde, ins Unendliche geffihrt 
werden; das so entstehende Continuum heiBt der zu E(x) gehSrige Stern. 
Der Satz des Herrn Mi t t ag -Lef f l e r  behauptet nun: 

F(x) kann in dem Sterne darges~el!t werden dutch die polyaomische 
Entwiekelung 

(s) F(~) = ~ g , ( x ) ,  
0 

die in jedem endlichen ganz innerhalb des Sterns gelegenen Gebiete gleich- 
miit~ig konvergiert, und zwar ist 

(9) g,, ( x ) = ~  qy(n) f/~ .~* 

0 

(Die 7 sind die gleiehen wie in (7), also yon den a~ und a vSllig un- 
abh~ngig.) 

Beweis nach Herrn Bore] (a. a. 0.): ~ach (7) gilt, sol~-ge y = 7  
auf ein endliches ganz aut~erhalb der ree]ien Achse 1 -  ~ der y-Ebene 
gelegenes Gebiet beschr~kt bleibt, 

QO 

Z 

*) A~,~, de. norm. 10 (IS99). 
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x is~ bei festem z mit der folgenden identisch: Die Voraussetzung fiber z 

(11) x mug auf ein endliches Oebiet besehr~inkt bleiben, dem kein 
Punkt der Oeraden L~ angehSr~ (auch nicht als Begrenzung). 

Ist z nicht fest~ so mug diese Bedingung fiir aUe in Bet~acht kommen- 
den L~ erffillt sein. 

Ist nun innerhalb des obigen Sterns eine geschlossene Kurve C 
gelegen, die das Gebiet S begrenzt, so soU ffir S die gleichm~i~ige Kon- 
vergenz der Entwickelung (8) bewiesen werden. Man denke sich zu dem 
Zwecke eine ganz augerhalb S, abet noch ganz innerhalb des Sterns ver- 
laufende geschlossene den ~ullpunkt umsehheSende Kurve C~ gezogen, 
sodas die Verl~ngerungen der yore Nullpunkte nach den Punk~n der C~ 
gezogenen radii vectores fiber C~ hinaus ganz augerhalb S verlaufen. 
Dann trifft die Bedingung (11) ffir alle z auf C~ und aUe x in s zu und 
es besteht ffir n ~ n" und ffir alle diese x und z die Ungleichung: 

I 2 (12) 1 G,, < ~. 
1 x 

Z 

Nun ist aber nach dem Cauchyschen Satze: 

(13) 

Hier se~t man fiir 

F(x) F(z)  dz. 
.g 

v~ 

1 
die Reihe (10) ein und ertgilt: 

X 
1 ~  

Z 

(14) . F ( x ) = ~  z) G~, (x)  dz 
1 ~.j I ~ - -  

c~ c~ 

X 
~ G ,  dz. 

1 

F(~) i yon I - - ~  auf C~ sei G, die Bogenl~i~ge yon C 2 sei L, Das Maximum 
E 

dann ist nach (12) ffir n > n': 

c~ c~ 

gleichm~Big fiir slle x in S. Beachte~ man noch~ da~ 

F F<,) (16) ~ ~+1 dz = a~, 
g 
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und setz~ diesen Weft in (15) ein, so hat man die oben behauptete in S~ 
d. i. in einem beliebigen gan~ innerhalb des Sterns gelegenen Gebiete 
gleichm~ig konvergente Entwickelung: 

W O  

P(x) = ~ g , ( x ) ,  
1 

m~ 

1 

Mfinchen, April 1902. 


