
Erl~uterungen zu den Anf~ngsgrfinden der Variat ionsrechnung.  

Von 

Hrn. PAVL DU BOlS-I~Y~OI~D in Ttibingen. 

Die Grunds~itze und Grundbegriffe der Varia~ionsrechnung sind 
durchaus nicht unbedenklich f[ir den, welcher nicht blos an der Be- 
herrschung einiger bekannter Methoden zur LSsung yon Minimums- oder 
Maximumsproblemen sich erfreuen will~ soadern der ein genaues Verst~nd- 
niss jener Lehre erstrebt. Vor ihm b'iiumen Fragen sich auf, denen 
scheinbar keine Anstrengung gewachsen isE. Die gebr~uchlichen 
Methoden waxen mir l~ngst gel'~ufig wie meine Muttersprache~ als ge- 
tegent|ieh ein mir r'~thselhaft fatsches Ergebniss reich anf die Unklar- 
heir in meinen Grundbegriffen aufmerksam machte. 

Die Yariationsrechnung l~sst sich, wie andere Theile der Integral- 
rechnung~ kaum noch gegen die Gebiete abgrenzen~ in welchen der 
neuere Functions- and Integralbegriff massgebend isL ]~ierln scheint 
mir der Grand zu liegen~ weshalb sie heute uns nicht mehr dleselbe Be- 
friedigung gew~hrt, wie unseren mathematischen Vorfahren. Was 
uns zum Bediirfniss geworden, den wiinschenswerthen oder nothwen- 
digen Umfang unserer Probleme und ihrer L5sungen zu kennen, 
kfimmerE sie nicht, und ihre Beweise entbehren der Schiirfe. So welt 
ich die Dinge kenne, treten die angedeu~eten Schwierigkeiten nicht 
allein gleieh bei den ersten Anfangsgr~inden der ReehnungsarE auf, 
sondern sie maehen sieh spiiter bei gewissen mechanischen Problemen 
(GleiehgewichE und Bewegung faden- and fliichenf'6rmiger Gebilde und 
darauf vertheilter Massen)in anderer Form wieder bemerklieh. Auf 
diese letzteren Probleme, bei denen bis jetzt noch" niche bekannte oder 
doeh niche beachtete eigenthiimliehe Paxadoxa auftreten, beabsichtige 
ich sparer einmal einzugehen. Mein gegenwiirtiger Vorwurf ist ledigleh 
die Untersuehung der elementarsten Operationen der VariaEionsreehnung 
yore StandpunkE der allgemeinen Funetionentheorie. Ich habe, um den 
Betrachtungen eine feste Richtung zu geben, sie in die Form ge- 
kleidet, dass ich die einfachste Vaxiatiofisaufgabe, weleher man an der 
Spitze der ganzen Theorie zu begegnen pflegt, das Problem der 
kiirzesten Linie zwischen zwei Punkten in roller Strenge zu 15sen 
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versuche. Und wenn mir dies, wie ich glaube, gelungen ist, so daft 
man im Nachstehenden den ersten wirklichen Beweis dafiir erblicken, 
dass unter a l l en  r e c t i f i c i r b a r e n  Linien die Gcrade die kiirzeste 
sd. Auf dem Wege zu diesem Ergebniss sammeln wir einige neue 
Siitze der lntegrabilitiitslehre. Endlich werden zum Abschluss zwei 
ebenfalls neue Beweise fiir die isoperimetrische Regel gegeben. 

1. 

Uober Sinn und Allgemoinhoit der Variation ~y ether Function y. 

Zun~ichst wird die Variation selbst sehr verschieden aufgefasst. 
Mir sagt am meisten zu die sp'~tere L a g r a n g e ' s c h e  Auffassung, nach 
welcher fly ~ ~ ist, w o ~  eine differentialische GrSsse bedeutet, und 

= 2(x) eine zun~chst dutch nichts beschri~nkte Function, so dass 
gleichsam e die Kleinheit, ~/ die Wi]lkiirlichkeit der Variation vor- 
stellt. Die Umkehrung ~dy ~ - d ~ y  ist Definition. Wenn wir ni~m- 

dy dy, 
l i c h y  und y ' ~  dx variiren in Yt und Y t ' =  ~ x '  und annehmen 

(~y ~ e~, ~y" ~-- ~h, so folgt aus y (  - -  y" ~ , ~ h  dy, dy .~_ d__y 
dx dx dx 

d ~  dy d a s s  ~ h  ~ ds~ ds~ d6y + dx dx~ ~ ist. Nun ist ~ h = ~ y ' , ~  ~ dx ' 

also, wie man es gewShnlich schreibt, ~'dy = dcSy. 

Was hat man sich nun unter der Function ~.(x) in (~y ~ e~(x) 
vorzustellen? Wie beschaffene Functionen kann )~(x) bedeuten? ~e-  
quem ist es allerdings, um Weiterungen wegeu der Bedeutung der 
Differentialquotienten yon ~y = ~)~(x) aus dem Wege zu gehen, 2(x) 
mit einer angemessenen Anzahl Differentialquotienten stetig anzunehmen. 
Aber wenn die Aufgaben der Variationsrechnung ihrem eigentlichen 
Sinne uach verstanden werden, so ist diese Annahme einfach falseh, 
insofern sie nicht mehr die ursprfingliche, sondern irgend eiue andere 
zu Gunsten der Rechnung beschr~inkte Aufgabe voraussetzt. 

Betrachten wir, um einen bestimmten Fall vor Augen zu haben, 
die Aufgabe yon der kiirzesten ebenen Linie zwischen zwei Punkten. 
Ist y = ether Function yon x die Gleichung der kiirzesten Linie~ so set 
also y + ~y ~---y q - e 2  (x) ~--- ether Function yon x die Gleichung der 
variirten also l~ngeren Linie. Die kiirzeste Linie muss die kiirzeste 
yon allen m6gllchen rectificirbaren ebenen Linien sein. Wenn wir die 
Variation ~y nur zu Gunsteu der Rechnung besehr~nken, so erhalten 
wir ein Minimum nur aus einer Gruppe yon Linien und nicht die kiirzeste 
unter a//en mSglichen Linien, welche die Endpunkte verbinden. Anderer- 
seits darf man aber aueh auf'(~y = e).(x) den allgemeinen Functions- 
begriff der neuern Mathematik nicht ohne Weiteres anwenden, eben 
well die variirte Linie eine Ldinge haben muss. (Mehrdeutigkeiten tier 
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Function 2 (x) sind durch die Forderung der kiirzesten Linie offenbar yon 
vornherein ausgeschlossen.) Es fragt sigh, wie man den Bereich der 
Function X(x) am richtigsten bestimmt, damit das Minimumsproblem 
nicht beschriinkt und auch nicht fiber seine nattirlichen Grenzen hinaus 
verallgemeiuer~ werde. Es scheint, class folgende Vorstellung diesen 
Forderungen am besten sich anpasst. 

Die variirte , ,Linie" muss aus rectificirbaren Strecken bestehen, 
so dass der Differentialquotient der Variation integrirbar sein muss. 
Wo ~(x) yon einem Werth zu einem endlich verschiedenen plStzlich 
aufspringt, miissen, der Rectificirbarkeit wegen~ die beiden Werthe 
durch eine geradlinige Strecke verbunden sein. Diese Uns~tigkeiten 
dfirfen sich nach einzelnen Punkten hin uncndlich verdichten, die sigh 
wieder nach einzelnen Punkten bin verdiehten kSnnen, u. s. f. Dies 
scheint mir die allgemeins~e Form der Variation X(x) zu sein, bei 
welcher man der variirten Linie eine Ldnge zuspreehen katm. Ich 
sage, dass diese Form mir die aIlgemeinste zu sein scheint, weil man 
solche Anschauungen nattirlich night bewelsen kann. 

Der Gegenstand ist gleichwohl so wichtig, dass wit diese unsere 
Ansicht yon tier grSssten Allgemeinheit des Begriffs einer rectificirbaren 
Linie etwas genauer durehfiihren und begriinden wollen. 

Ueber den Begriff rectifieirbarer Linien. 

2. 

Construction des Begriffs der Rectificirbarkeit. 

Der allgemein verbreitete Begriff yon der Liinge krummer Linien 
ist zwar kein eigentlich geometrischer, ist aber doch woh| der un- 
mittelbaren Naturanschauung entsprossen, indem ihn die Verbiegung 
gerader und die Streckung krummer linienfSrmiger Gegenst~inde er- 
zeugt. Der mathematisch-ideale Begriff der L~nge krummer Linien ist 
aber ein wesentlich aqzalytischer Begriff~ insofern er einen Grenztiber- 
gang enthiilt. Diese Liinge ist n~imlich die Grenze einer Summe nach 
bestimmtem Geseiz ins Unbegrenzte sich vermehrender und dabei an- 
gemessen sigh verkfirzender wirklieh vorgestellter Liingen. Sie ist also 
ein Integral. Der Grenziibergang ist es, weleher den Begriff zu einem 
analytischen macht, weil er stets den Fluss der sinnlichen Vorstellungen 
unterbricht. Aehnlieh verh~ilt es sich mit den krummlinig begrenzten 
ebenen und krummen Fl~chenriiumen und mit dem Rauminhalt. 

Hiernach m6chte die Frage nach der grgsstm6glichen Ausdehnung 
des Functionsgebiets, auf  welches der Lgngenbegriff angewendet werden 
"kann, nicht aus der gorstellung L~inge, welche wit  nut bei der gerad- 
linigen Strecke haben, sondzrn aus dem Erfolg jenes Grenziibergangs, 
ob er eine feste Grenze lieferl oder nicht, zu entscheiden sein. 
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Nur wo die Function ge~adlinige Strecken ergiebt, werden diese 
wirklichen Liingen entsprechen und unmittelbar als solche einzurechnen 
seth. Dergleichen geradlinige Strecken werden u. A. auftreten, wenn wit 
den Begriff der rectifwirbaren Functionen nicht auf stetige beschr~nken. 
Falls die Function f(x) ffir x ~ x I yon einem Werthe f ( x  i - - 0 )  zu 
einem endlich verschiedenem f ( x  I -}-0) iiberspringt, und sie ist auf 
beiden Seiten yon x 1 rectificirbar, so rechnen wit*), wo dies, wie in 
der Variationsrechnung, einen guten Sinn hat,  zur L~.nge die positiv 
genommene Strecke f ( x  1 -}- O) - -  f ( x  1 - -  O) hinzu. Wir sind dazu um 
so mehr berechtigt, ja aufgefordert, als wir eben eine wirkliche L~nge 
hinzurechnen, und wit die Analogie tier IAnge einer treppenprofilartig 
gebrochenen geraden Linie vor Augen haben, welche yon einem Ende 
zum andern eine wirkliche L~nge und keine Grenze yon Liingen ist. 

Zwischen zwei Spriingen, z. B. f~ir die Argumentwerthe x ~---x~, 
x ~ x2, verstehen wir unter L~inge der Curve (ffir Function) y ~ f(x)  
das Integral 

j '~x + f'(x)~, V1 
gl  

wenn auch z. B. ein zweiter Differentialquotient f " ( x )  gar nicht existirt. 
Dieses Integral existirt stets, wenn [" (x) eine integrirbare**) Function 

ist, d. i. vii ~ - f '  (x) ~ ist gleichzeitig mit f '  (x) eine integrirbare Func- 
tion. Denn mit f ' ( x )  ist f ' ( x )  2 integrirbar, well, wie ich gezeigt 
babe***), das Product integrirbarer Functionen ebenfalls integrirbar ist. 

Nun set in einem Intervall ~: 

f ' ( x , )  2 - -  f ' ( x 2 )  ~ = 1 -~- f ' ( x , )  ~ - -  ( l  + f (x2) 2) ---- u 

der grS~ste Werthunterschied yon yon f ' ( x )  ~. Betrachtet man aber, 

a ~ 1/1 -~- [ ' (x l )  ~, b I l l  -~- f (x2) gesetzt, die Unterschiede: 

U ~ a ~ - -  b ~ , 

v ~ a  - - b ,  

so ist u > v, wegen u ~ v (a  --}- b). Daher sind die grSssten Werth- 

unterschiede y o n / / 1  -}- f ' ( x )  '~ kleiner, wie die yon f ' ( x )  ~, also ist, wie be- 

hauptet, mit f" (x) zugleich ~/1 --[-f ' (x) "~ integrirbar. 

*) Siehe meinen Aufsatz: Ueber die s'~ungsweisen Werthdnderungen analy- 
fischer Functionen, diese Annalen Bd. u pag. 241. 

**) In einem Intervall b--a~--di.Jr$2-qr....~-$n integrirbar heisst eine dort, 
wie folgt, beschaffene Function: Bildet man ffir jede Theihtrecke dp den grfssten 
Unterzchied der darin auftretenden Fnnctionalwe.'~r und bezeichnet ihn, positiv 
gerechnet, mit A f t ,  so muss 81Afl--~8~Af2-~-...-~SnAf ~ zugleich mit sgmmt- 
lichen 8~ :Null zur Grenze haben. 

***) Borch. Journ. Bd. 79, pag. 24. 
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Man iKllt nicht sogleieh auf dieselbe Be~iehung bei der Nichtlnte- 
grirbarkeit ~on f '  (x). Falls f '(x) z. B. nut yon - -  1 zu q- 1 schwankte, 

wi~re ~/l Jr-f '(x) '~ ~ 1 / - 2 .  Ob freilich Differentialquotienten mSglich 
sind~ die nut derartige Schwankungen zeigen~ ist mindestens fraglich, 
jedenfalls abet wiirden wit nicht ohne Weiteres behaupten diirfen, dass 

die Nichtintegrirbarkeit yon f ' ( x )  diejenige yon//i--L~F(x) ~- bedingt. 
Aus diesem Grunde lassen wires bei der Integrirbarkeit yon//t I -[- f" (x) ~ 
als der mSglich allgemeinsten Bedingung fiir die Rectificirbarkeit 
yon f ( x )  bewenden. 

Doch gestattet der Begriff der Rectificirbarkeit noch dlese erheb- 
liche Verallgemeinerung, dass wit die Anzahl der Sprungstellen nlcht 
endlich anzunehmen brauchen. Es bezeichne x~ allgemein einen solchen 
Argumentwerth, fiir welchen f ( x ) spr ing t ,  so ist nut erforderlich, dass 
die Summe: 

n,o  r(x,-o)), 
fiber alle Sprun~o~stellen erstreckt ~ir~l/~ei. Nur Tantachisch*) vertheilte 
Spriinge vertriigt der Begriff de~ Rectificirbarkeit auch nicht im 
kleinsten [ntervall~ well es alsdann dort keinen Differentialquotienten 
giebt. Die Sprungstellen kSnnen sich nach einzelnen Punkten ins Un- 
begrenzte verdichten, indem die Sprungh5he in solchem Masse ab- 
nimmt, dass die Summen der unendlichen Reihen, welche die Sprung- 
h5hen bilden~ convergent sind. Die Verdichtungspunkte /. Ordnung 
k5nnen sich wieder nach einzelnen Punkten zu unbegrenzt verdiehten, 
u. s. f. Charakteristisch fiir diese Ar t  t)unktvertheilu~g ist, dass man 
stets dutch eine endliche Anzahl Strecken des betrac]#eten Iatervalls, die 
zusammengefiigt eine beliebig kleine Strecke geben~ so viel Sprungstellen 
ausschliessen kann, dass der )Rest eine endliche Anzahl bildet. 

Somit gelangen wit zu folgender Definition der t~ectif'~'rbarkeit 
einer Furxtion f(x): 

Die Function muss in dem I~tervall, in welchem sie rectif~-irbar 
sein soll, stets endlich sein. Sie darf  sprungweise Werthiinderungen 
erleiden in einer endlichen Anzahl _Punkte otter in _Punkten, die Ver- 
dichtungszvunkte endlicher Ordnung bilden. Die Summe ihrer positiv 
genommenen S priinge muss endlieh sein. Zwischen je zwei benachbarten 

SlYrungstellen muss die _Function ]/1-Jr- f" (x) 7 integrirbar sein. 

*) Ich nenne pantaehische Vertheilun9 einer Punktart in einem Intervall eine 
solche Ver~heilung, bei der in jeder kleinsten Strecke des Intervalls Punkte, die 
zu jener Punktart gehSren, a~agetroffen werden. 
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Polygonale und mit allen Differentialquotienten stetige Linien, als 
deren Grenze eine rectificirbare Linie angesehen werden kann. 

An solche Function schliesst sieh alsdann stets eine aus geradlinigen 
Strecken bestehende gebrochene Linie q~(x) an, die mit ihr in den 
Eekpunkten iibereinstimmt, und ihr in der L~inge beliebig nahe kommt. 
Dies l~isst sich~ wie folgt, einsehen. 

Wir schliessert zunfichst durch geradlinige Streeken, welche Punkte 
yon f(x) verbinden, die Verdichtungspunkte der Sprungstellen aus. Die 
Summe dieser Strecken sei s 1, und dies sj l~sst sich durch Verktirzung 
der Strecken beliebig verkleinern. Es bleibt also nur noch eine end- 
liche Anzahl Sprungstellen iibrig. Die Spr~inge lassen wit zu (p(x) 
gehSren~ ihre Summe sei s~, und dieses s 2 gehSrt sowohl zu f(x) als 
zu of(x). Endlich bleiben die stetigen Strecken yon f(x) fibrig~ uad 
yon diesen ist es bekannt~ dass man sie dutch polygonale Linien sa 

ersetzen kann, deren L~inge vou fdx F ' i - ~ f ' ~  -~ beliebig wenig ab- 
weicht, und deren Eckpunktemi t  f(x) ~ibereinkommen. Also wird es 
sich nur um die Vergleichang der Strecken s I mit den entsprechenden 
Liingen yon f(x) handeln kSnnen. Doch auch diese miissen mit den 
si zugleich beliebig klein sein. Denn sie zerfallen in zwei Theile: in 
die in ihnen enthaltenen stetigen Strecken, die offenbar beliebig klein 
sind, und in die in ihnen enthaltenen Spriinge. Auch diese miissen 
zusammengerechnet etwas beliebig Kleines ergeben. Es reicht aus, dies 
art einem Verdichtungspunkt erster Ordnung zu best~tigen. Sind x~, 
x p + l , - . ,  die sich ihm n~hernden Sprungstellen, so muss die l~eihe 
21:rood [f(xp--[-0) - -  f(xp--O)] convergent sein. Die Strecke, welche 
den -Verdichtungspunkt ausschneidet, enth~lt den Rest dieser Reihe, 
den man ihrer Convergenz wegen beliebig verkleinern kann. Da also 
die Strecken s~ and die ausgeschnittenen entsprechenden Curventheile 
f(x) beliebig klein sind, die Strecken s~ sowohl f(x) wie ep(x) ange- 
h5ren, und der fibrige Theil der Liinge yon q0(x) der LSnge von f(x) 
beliebig nahe gebraeht werden kann,  so gilt das Gleiche yon der 
Gesammtl~nge yon r und f (x) .  

Was im gewShnliehen Sinne die Rectificirbarkeit kennzeiehne~, das~ 
man z. B. den Kreisumfang als Grenze einer Reihe ein- oder um- 
schriebener Polygone auffasst~ gilt, wie aus dem ebeu Gesagten folgt, 
auch ftir im allgemeinsten Sinne rectificirbare Linien: Man kann der 
Liinge yon ](x) sich mit L~ingen polygonaler Linien r so niihern, 
dass die Liinge yon f(x) die Grenze der Liingen yon q~ (x) ist~ wdhrend 
allerw~irts der Unterschied f(x) - -  r (x) unler jede Grenze sinkt. 

Man kann fibrigens~ wie ieh kurz berfihren will, noch welter 
gehen und zeigen, dass wit jeder polygonalen Linie r mit einer 
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anderen (1)(x), die mit ihren siimmtlichen Differentialquotienten ste~ig 
ist, uns in derselben Weise n~hern kSnnen. Wi t  brauchen nur die 
Ecken der polygonalen Linien in geeigneter Weise durch kurze B5gen 
zu ersetzen*). Weiter unten werden wir Veranlassung haben etwas 
Aehnliches wie diese Abrundung durchzui~dhren, woraus das Verfahren, 
wie sic zu bewirken ist, einleuchten wird, so dass ich darauf nicht 
weiter eingehe. Ieh nehme also an, dieser Punkt  sei erledigt, und dass 
wir schliesslich das Ergebniss haben: 

Man kann stets zu einer zwiscJ~en den Grenzen x -~- a und x ~ b 
reetificirbaren T'unction f (x )  andere zwischen denselben Grenzen mit 
allen ihren Differentialquotienten stelige Funetionen (1)(x) f~nden, der 
Art ,  dass die L~ingen yon f(x)  und r (x) zwischen den Grenzen a und b 
sich beliebig wenig unterscheiden, und dass der Unterschied f ( x ) -  r 
im ganzen Intervall unter einer beliebig kleinen Grenze sich befindet. 

Das Problem yon der kiirzesten ebenen Linie zwisehen zwei 

Punkten. 

4. 

Das Problem der kfirzesten rectifioirbaren Linie wird auf ~das der 
kfirzesten rectificirbaren und stetigen Linie zuriickgefiihrt. 

Die Aufgabe wird also, wie oben verlangt, so ausgesprochen und 
gelSst werden miissen: 

~Es soll unter allen m6glichen reetificirbaren _Functionen, welche 
zwischen den 1)unkten Pl ~tnd 19.2 gegeben sein k5nnen, die kiirzeste an- 
gegeben werden. 

Die Methode L a g r a n g e ' s  zur LSsung solcher Aufgaben beginnt 
nun,  wie folgt. Man nimmt an, die gesuchte Function existire und 
sei y ~ f(x).  Wenn wir mit Sab die Liinge der Linie (ftir Function) 
yon f(x)  bezeichnen, mit S~b die irgend einer anderen Linie ~ / ~  ~p(x), 
so muss also S ~  > S~b sein. Abet,  den Grundsi~tzen der Theorie der 
Maxima und Minima gemi~ss, wird die Linie ~p(x) dahin beschr~inkt, 
dass ihr Unterschied yon f(x.)l~ngs des Intervalles eine gewisse GrSsse 
nich~ iiberschreiten daft. Um diese Bedingung gleich auch formal zu 

*) Es kann ~ibrigens auf sehr mannigfaltige Weise eine solche Function (l)(x) 
bestimmt werden. Man verbinde z. B. die Endpunkte yon ~ (x) durch eine nicht 
in der Ebene yon r (x) gelegene Linie, so dass man im Ganzen eine geschlossene 
Linie erh'~lt. Die ~iveaulinie der dutch diese geschlossene Linie gelegten Minimal- 
fl'~che n~hert sich in der verlangten Weise der Linie rp(x), als einex Grenzfigur. 

Ein Abrundungsverfahren, wie das im Text gemeinte, babe ieh aueh sehon 
durchgeffihrt bei Gelegenheit der Functionen, deren F o u r i e r'sche En~wiekelung 
nicht convergirt (Abh. d. Mfmeh. Akad. IL C1. XII. Bd. II. Abth. Unters. fiber die 
Convergenz and Divergenz etc. Art. 42 sqq.). 

Mathematische Annalen, XV. 19 
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erfiillen, setzt man, wie oben bemerkt, ~(x) = f(x) -I- ~ (x ) ,  wo ~ die 
kleine GrSsse. 

Hier aber fangen schon die Schwierigkeiten an, wenn man naeh 
den fiblichen Regeln die Aufgabe in ihrer ganzen Allgemeinheit in 
Formeln kleiden will, um die Bedingungen zu finden, aus denen f(x) 
bestimmt werden kann. 

Wenn wir f(x) nicht durchweg stetig voraussetzen, so besteht 
die L~nge S~b aus den Integra]en 

j ' d x  1/1 + f ' ( x )  V , 

zwischen deren Grenzen f(x) stetig und V'l-~-f '(x) ~ integrixbar ist, 
und den Strecken 

2: mod [f(xp -J- O) -- f (xp -- 0)], 

und wenn man nun die analogen Aggregate fiir die variirte Function 
~p(x) aufstellte und beide vergleichen wollte, so w~ire dies auf dem 
Wege der gewShnlichen Variationsrechnung night mSglich wegen der 
Summen, die zu den Integralen treten~ und wegen der Zerf~llang des 
Integrals yon a his b in die unbestimmte, ja unbegrenzte Zahl Theil- 
integrale yon a bis /3. 

ttier muss also irgend ein Kunstgriffhelfen, sonst w~en wir so- 
gleieh gezwungen die Bedingungen der Aufgabe einzuschriinken, und 
blos nach der ktirzesten stetigen Linie zu fragen. 

Ich babe mix Mfihe gegeben ein allgemeines analytisches Veffahren 
auszusinnen, um den bekannten Methoden der Variationsreehnung die 
volle Allgemeinheit zu ertheilen, ohne jedoch zum Ziele zu gelangen. 
Mein Ziel war, unter Benu~zung des Satzes am Sehlusse des vorigen 
Artikels die GrSsscn unter dem Integral in geeigneter Weise in einen 
stetigen und einen zu vernachliissigenden unstetigen Theil zu zerlegen. 
Es scheint dies 'abet sehwierig zu sein. Allein ieh wurde flit diese 
Misserfolge einigermassen schadlos gehalten dureh die Bemerkung, d~s 
es nieht allein bei dem Problem der ktirzesten Linie, sondern auch 
bei zahlreichen andern Aufgaben der Variationsrechnung dutch ein 
blosses Raisoaaement, abet mit ttilfe jenes Satze% gelingt, den Fall 
der Unstetigkeit auf den der Stetigkeit zuriickzuftihren. Der Sehluss 
lautet so: 

WIX suchen zuers~ die kfirzeste unter allen stetigen Linien. Ieh 
nenne sie L. Dann suehen wir die kfirzeste unter allen rectificirbarcn 
Linien iiberhaupt. Sie heisse /~1 und sei stetig oder unstetig. Ist sie 
stetig, so ka~m es keine andere als L sein~ da sie auch die kfirzeste 
unter den Stetigen sein muss. Ist sie unstetig, so sei L -  L t ~ -~ .  
Alsdann kann man nach dem Satz am Schluss des vorigen Artikels 
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stets eine stetige Linie L 1' finden, welche L I in der Liinge beliebig 
nahe kommt, alto sieh yon L~ nm weniger als ~ unterscheidet. Sie 
mfisste klelner als L sein gegen die Voraussetzung, also giebt es keine 
solche unstetige Linie, die kfirzer ist als die kfirzeste stetige Linie. 
Nun ist dutch diesen Gedankengang noch nicht ausgeschlossen~ dass 
es n~ehrere kilrzeste (gleich lange) stetige oder unstetige Linien geben 
kann. Dass es nut eine s~etige giebt, wird der Calc~il zu beweisen 
haben. Dann kSnnte es abet noeh, uud dies ist das logische Residuum~ 
unstetige kfirzeste Linien geben, die gleich lang w~ren wie (tie k~irzeste 
stetige. Diese letzte MSglichkeit widerlegen wit so. Der Calctfi ergiebt 
die Gerade als k[irzeste stetige Linie. Also sind in der hypothetisehen 
kfirzesten unstetigen Linie alle stetigen Strecken, die nicht gerade slnd, 
durch gerade zu ersetzen. Dann wird sie eine polygonale, aus geraden 
Streeken zusammengesetzte Linie, und yon einer solchen lehrt die 
Elementargeometri% dass sie keine kfirzeste Linie ist, wenn ihre Winkel 
nicht alle zwei Reehte betragen. 

So ist denn das Problem vollst~ndig auf die stetigen Functionen 
zurfickgefilhrt. Verfolgen wir nun die Methode weiter. 

. 

Die Mothodo vsrlangt abermals oine Boschr~nkung der Fu~ctionen, aus 
welcher die der kiirzesten L~ngo gesueht wird, jedoch ergiebt sich 

wieder, dass diose Beschr~nkung das Rosultat nicht beschr~nkt. 

Wir nehmen also die hypothetlsche kfirzeste Linie y - ~  f(x) und 
eine andere beliebige, mit der sie verglichen werden sell, ~-~-f(x)-~-~2~ (x), 
stetig an, und es so]] 

X i  X~ 

j (I) x g i  +( f ' (x )  +e~'(x))" - -  dx l /1  + f ' ( x )  ~ > 0 

sein. Wonaeh wir streben is~ ,l(x) nleh~ weiger zu besehr'~ken~ als 
dureh die Bedingung der Reetifieirbarkeit yon f(x) + e,l(x). 

Hier aber erheb~ sieh eia neues Bedenken. Wenn n~mlieh 
nicht beschr~nkt wird, so kann allerdings f ( x ) - ~ - ~ ( x )  jede nahe 

und ferne Linie vorstellen. Wenn f(x)--~ e,~(x) z. B. gleich ~(x) 
sein sell, und f(x) -- ~(x) ist darc'hweg klein, so kSnnen wir eine 
nach dem Parameter ~ variable Curvenschaar f(x) -~-~(x)annehmen, 
we ~ . ( x ) ~  ~(x ) - f (x )  und sl den grSssten Unterschied zwischen 

f(x) und r vorstellt. Dann gehSrt cp(x) in der That zu dieser 
Sehaar. Abet wenn, wie es die analytisehe Methode heischt, ffir 
eine Grenze besteht, die yon der Beschaffenheit yon ~.(x) abhlingt~ 
so ist dadarch wieder ein Theil Functionen cp(x) ausgesehlossen, und 

19" 
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wir erhal~en wieder zunichst nut  ein partielles Minimum. ]ndessen 
hilff folgende Erw.agung fiber diese Schwierigkeit hinweg: 

Wir erhalten eine Bedingung fiir das partielle Minimum f ( x ) ,  
welcher auch das wirkliche genigen muss, denn wenn die ihm ent- 
sprechende Function bekannt und von vornherein eingesetzt w'are, so 
kSnnte dutch die weitere Unterstellung~ dass sie auch einem partrellen 
Minimum entspricht, was ja  doeh auch zutrifft, nichts Falsches heraus- 
kommen. Das wirkliche Minimum muss also ebenfalls der Bedingung 
geni igen .  Finder sich sodann nur eine Function, die der Bedingung 
gen ig t ,  so muss sie mit der wirklichen Minimumsfunction identisch 
sein. So dass also auch diese neue Einschrgnkung der Fanctionen, 
unter  denen die kfirzeste Linie zu suchen ist, die Allgemeinheit des 
Resultats nicht beeintriichtigk 

Eine ]etzte Einschrgnkung, die jedoch eben wahrscheinlich keine 
ist, lisst sich aber nicht vermeiden. Es ist die, dass wit f ' ( x )  und 
2'(x) integrirbar annehmen, und die Integrirbarkeit also nicht blos 

yon 7/1 q- ( f ' ( x )  --~ e~ ' (x ) ) "  voraussetzen. Denn dutch die Anwendung 

der Methode erhalten wit die erste Potenz yon f '  (x) und ~' (x) unter 
dem Integral. 

6. 

DiB Gleichung, aus der die Vaxiationsrechnung die Differentialgleiehungen 
fiir die unbekannte Function mit Hflfe par t id le r  Integration sckliesslich 

findet, wird auch bier nach Beseitigung einiger Bedenken erhalten. 

Nun also wird unsere Bedingung (I) des vor. Ar t ,  wenn wir darin 
das Differential des ersten Integrals (nicht das Integral selbst*)) nach 
P~tenzen yon ~ mit dem L a g r a n g e ' s c h e n  Rest entwickeln: 

~1 x t  

"Ix lq + ~'(=~= 0 +(f(=) + =, z(=))q t > o, o<=j < =. (II) z'(x)/~(~) __}_ d x  = = 

Es giebt ohne Zweifel ffir jede Function Z'(x) ein hinreichend 
kleines ~, damit das erste Glied das gorzeiehen bestimme. Schreiben 
wir die vorstehende Formel einen Augenblick ~ A - { - ~ ' ~  > 0, so 
braucht nur (~]~)+-< A 2 zu sein. Dies wird stattfinden, wenn dem 
numerischen Werthe nach: 

*) Weft man, wenn man das Integral selbst nach ~ entwickeln wollte, erst 
seine Differenzirbarkeit untersuchea mfisste, was bei lntegralen nur iategrirbar 
angenommener D~'erentiale nicht einfach ist. Der Unterschied bei den Opera. 
tionen that sich darin kund, dass ej bei Entwickelung des Integrals yon den 
Int%m'ationsvariabeln unabhgngig wird, was bei Eutwickelung des Differentials 
nicht der Fall ist. 
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j :  ~f d z" (x) f" (x) dxZ'(x)  ~" < x VV~+t'(x)* 
xo  x o  

ist. Es muss also wirklieh fiir jede Function Z(x) sein: 
x l  

;t" (x) f' (x) 
(hi) . "dx -f ~ +  r'~-~ = o. 

Doeh wit haben etwas versiiumt. Wenn wir ein Integral eiaer 
integrirbaren Function zerlegen, mfissen wir erst zeigen, dass jedes yon 
ihnen fiir sich integrirbar ist. Wit hubert: 

x t  x~ acl 

X.c ~'o Xo 
XL . ./ -~ -Fz d x -~ e A ~- e 2 B . 

[I -4- (f' (x) -]- 
xo 

Das erste Integral rechts hat ein integrirbares Differential. Wenn 
man bei dem dritten die - - ~  Potenz vor das Integral nimmt, so ist 

ar 

deren Mittelwerth < 1, und in das Integral f d x i ' ( x )  ~ multiplicir~, 
] 

welches ein integrirbares Differential hat. Es ist gleichgliltig, ob der 
Factor dieses Integrals unbestimmt ist. Es reicht aus, dass er kleiner 
als Eins ist. Zun~chst muss eA -~ z21~ zusammen bestimmt sein, weil 
der fibrige Theil der Gleichung es ist. Dann muss aber sowohl A wie 
/~ bestimmt sein, denn da sowohl A wie eB  endlich sind, also, falls 
sie unbestimmt w~ren, zwischen endliehen Grenzen schwanken mtissten, 
so kSnnte die gleichzeitige Unbestimmtheit yon ~B diejenige yon A 
nicht aufheben, well ja ~B dutch Verkleinerung yon ~ gegen A be- 
liebig klein gemaeht werden kann, so dass also doch eA-~-e2B un- 
bestimmt w~re. Dieser Beweis ffir die Integrirbarkeit der Function 
unter dem Integral A l~sst sich auf andere iihnliche F~lle ausdehnen. 
Uebrigens kann man die Integrirbarkeit dieser besonderen Function 
aueh direct beweisen, was bei einer sp~teren Gelegenheit (Art. 14) 
geschehen wird. 

Nun endlieh kann u_us die Gleiehung 

f z'(z)f'(x) -~ 0 (III) dx  ~ + f' (x)* 
z ,  

nieht mehr streitig gemaeht werdon. Wir haben sie in ihrer vollen 
Allgemeinheit gltieklich durch aUe Klippen geffihrt. 
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. 

Die 61eichung (III) und die aus ihr mit Hiilfo partieller Integration 
erhaltone werden discutirt. Wir kiinnen yon nun an die Allgemeinheit 
nicht mohr wahren, sondern miissen einschr~nkende Voraussetzungen 
machen. Indessen kann das allgemeine Resultat auf andorem Wege 

erhalten werden. Ein Satz dor Variationsrechnung. 

Aber was ist nun mi~ der Gleiehung (III) anzufangen? Sie steht 
da, allein die partielle Integration, zu der man nun wetter seine Zu- 
flucht nehmen sell, hier diirfen wit sie nicht anwenden, wenn wir 
nicht die Allgemeinheit unserer Voraussetzungen, die wir bisher so 
sorglich geschiitzt, plStzlich zum besten Theile preisgeben wollen. 

Der Umfang,  in welchem die gewShnliche Formel fiir partielle 
Integration angewendet werden kann, wurde yon mir bestimmt, wie 
folgt: *) 

_Falls im Intervall a �9 �9 �9 b yon x f (x )  und 9S (x) nicht in denselben 
.Punkten und nut  so unendlich werden, class die Integrale convergent 
sind, und iibrigens diese 12unctionen die Bedingung der Integrirbarkeit 
er['iillen, w~ihrend ~(x)  stetig sr muss, hat man: 

b a 

a ~ ( a ) f ( a ) = c p ( b  ~/afCa) flf(fl)- 

f (x )  und ~'(x) den Functionen In unserer Formel entsprechen ]/y__f,(x)2 

r und f (x )  in dieser. 

W'~ren jene Bedingangen der Formel ftir paxtielle Integration 
erfiillt, so hiitte man: 

x l  

" x Z'~x)f(x) __ z(x~)f'(xt) 
j d  yi+7'(T,~-- Yi+f'(~,) ,  
Xo 

und wenn zudem f'(x) 
l / l + f '  (xy 

x ~  

,t(xo)f'(xo) j ' d x , ~ ' '  d f'(x) 
1/1 --l-f ' (xo)2 ) dx J/l -t-f' (x)~ ' 

nur darin die Bedingungen nicht erffillte, 

dass sie einzelne Sprungstellen hiitte fiir die Punkte x~, so k'~me noch 

f (x)  gesetzt) rechts der Term (der Kiirze halber F ( x ) ~  Fl+f , (x )  ~ 

ZZ (x~) [2~(x, + 0) - -  ~(x~ --0)] 
hinzu. 

*) Abh. d. K. baler. Acad. d. Wissensch. II. C1. XII. Bd., I. Abth., Beweis 
dass die Coefficienten etc. Art. 1"~. Mittheilungen des Hrn. Thomi~ in Schl6milchs 
Zeitschrift. 
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Wenn wit an unser Problem der ktirzesten Linie zwischen zwei 
Punkten und an unsere bisherige Uatersuchung denken, so hat Z(x) 
folgende Bedingungen zu erftillen: 

1. Es ist Z(Xo) =-  o ,  z ( x , )  = o ,  

2. Z' (x) ist im Intervalle yon x o his x integrirbar, und ~t (x) stetig. 
Wie wit Z(x)diesen Bedingungen g e m . s  auch bestimmen mSgen, 

stets ist Formel (I[I) richtig, wenn nur ](x) die oben besprochene 
Minimalfunction ist. 

Die Bedingungen flit die partielle Integration sind yon Z (x) jeden- 

f'(x) -besehr~nkt die Gruppe falls erfiillt. Abet die Stetigkeit yon / / ~ T  (x) ----~ 

der rectificirbaren Function bedeu~end. 

Um so effreulicher ist es, dass es dooh noch einen Weg giebt 
auf dem man. wenigstens im Falle der k~irzesten Linie die Allgemein- 
heir aus dieser letzten und bedenklichsten Gefahr unverktimmert retten 
kann. Ich werde ihn weiter unten (Art. 14.) mittheilen. 

ZuvSrderst will ich die gewShnliehe Methode verfolgen, und ihren 
Schltissen die grSsste Allgemeinheit und Strenge zu ertheilen suchen, 
wobei sich neue S~tze der Integrabilitiitslehre ergeben werden. 

Wir nehmen zu diesem Zwecke an, wir h~itten unsere Voraus- 
setzungen den Bedingungen der Formel itir partielle Integration gem~iss 
beschr~nkt, und wollen die dutch partielle Integration umgeformte 
Gleichung (III) so schreiben: 

z (x,) ~(x,)  - z (x0) F(x0) + ~z  (x~) [F(x~ + o) - F ( x ~ -  o)] 

+ f xz (x) (x) = o, 
xo 

indem wit vorerst vereinzelte Sprfinge yon ~'(x) zulassen. Ich babe 
um die Formel in ihrer Vollstlindigkeit zu geben ~t(x,) und ~(x0) , die 
bei der kfirzesten Linie eigentlich Null sind, noch nicht unterdrtickt. 

Nun ist ~ (x) blos rectificirbar anzunehmen. Wit werden also, ieh 
werde alsbald zeigen, wie dergleichen Functionen analytisch darzu- 
stellen sind, ,~ (x) Null annehmen dfirfen ausserin Strecken xp--  ~.. .  xp -~- ~, 
in denen sic yon Null verschieden ist, und zwar so, dass 2(xo) dennoch 
dutch das ganze Intervall x o trod x I stetig bleibt. 

Se~en wir noch ~ t ( x l ) ~ 0  , X ( x 0 ) ~ 0 ,  so redueir~ sieh der 
Ausdruck auf: 

xp-d 
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Wir  kSnnen ihn noch weiter ktirzen, indem wit alle ~t(xp) bis 
auf eines, A (x,), Null annehmen: 

(x~) [F(x~ + o) - F(xp-- o)] + ] ' d x Z  (x) ~ '  (x) = O. 
x r - - ~  

Den Werth des Integrals kSnnen wit durch in unserem Belieben 
stehende Zusammenziehung der Grenzen verkleinern, bis es kleiner 
wie der von Null verschieden gedachte Werth yon ~ (x t ) [  ] wird. 
Also kann dieser Werth nieht wirklich yon Null verschieden sein, also 
kann F ( x )  keine einzelnen Unstetigkeiten haben, wenn sie sonst stetig 
angenommen wird. 

Es ergiebt sieh hieraus ein Satz der Variationsrechmmg:*) 

Wenn in 
xl  

] ( )F (  ) dx~" x x ~ 0  
t 
xo 

A'(x) den integrirbaren Differentialquotienten einer stetigen Function 
darstellt, die beliebig ist bis au[ die J~ndwerthe ~(Xo) und Z(xj) ,  die ge- 
geben und zwar der JEinfachheit halber ~ 0 angenon~men werden, und 
wenn man yon ~ (x )  weiss, dass sie eine his auf einzelne S~rungsteZlen 
stetige Function ist, so sind auch diese einzelnen Spr,~ngstellen nicht 
vorhanden, und _F(x) ist im ganzen Intervall x o �9 �9 �9 x I stetig. 

Hiernach bleibt yon der transformirten Gleichung (III) fibrig: 

XL 

(IV) f dx z (x) F '  (x) -~ o 
@ = ]  

und wir haben nun zu untersuchen, was aus der Willktirlichkeit yon 
Z(x) in Betreff.der Function E ' ( x )  folgt, die, da wi t  yon F ( x )  nichts 
als die Stetigkeit wissen, nu t  i n t e g r i r b a r  zu sein braucht. 

*) Was diese Annalen Bd. II, pag. 190 yon Hrn. Heine er~lL~ert wird, lint 
zwax die Richtung obigen Satzes, erreicht lhn jedoch nicht ganz, da wit yon 
~"(x) nut die Integrirbarkeit brauchen, 1. c. abet F'(x)-~ 0 zu Grtmde gelegt 
wird. 
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Ueber den Hauptgrundsatz der Variationsreehnung. 

8. 
Besondere Bostimmung dor Variation ;t(x) und Formulirung des Haupt- 
grundsatzes im Fallo die Function /~'(x) Stotigkeitseigenschaften hat. 

Wir diirfen nicht, wie in der Variationsrechnung geschieht, aus 

/ - i  

(Iv) . ]  dx Z (x) F ' (x )  = 0 
x o  

sogleich schliessen ~ '  ( x ) ~  0. Man kann dies ohne Zweifel ihren 
Hau2tgrundsatz nennen, es mfissen jedoch die Bedingungen seiner Gfiltig- 
keit sorg'Fs untersucht werden. Wir setzen zuerst Stetigkeitseigen- 
schaften der Function F '  (x) voraus. 

Um die Formel (IV) alsdann discutiren zu kSnnen, ist es zweck- 
m'Xssig, in besonderer Weise fiber die Variation 2@) zu verf~igen. 

Ich babe schon yon einer solchen Bestimmungsweise der willkiir- 
lichen Function 2(x)Gebrauch gemacht, bei der sic bin auf gewisse 
Strecken Null und dennoch stetig ist. Dergleichen Functionen lassen 
sich auf mannigfache Art construiren. Zwei solche Constructions- 
methoden werde ich bier mittheilen, deren erste eine so beschaffene Func- 
tion ergiebt, dass sie mit einer beliebigen Anzahl Differentialquotienten 
stetig ist, w~hrend die zweite Functionen liefert, die mit alien ihren 
Differentialquotienten stetig sind, und die, well sic sich beliebig nahe 
an polygonale Liniea anschliessen, in allen Theilen der Variations- 
rechnung sich gut verwenden lassen, indem man sic namentlich auch 
leicht als Fl~chenvariationen darstellen kann. 

Nach der ersten Constructionsmethode nehmen wir zwei Argument- 
werthe a und /~ an, die der Ungleichheit 

a < a < f l < b  
genfigen, und bestimmen Z(x) so: 

ffir a ~ x < a  ist /t (x) ---~ 0, 
f ~  1 6 < x < b  ist ~ ( x ) ~ - 0 ,  
f'tir a < x <  16 ist 2~(x)~[(x--a)(b--x)]  ~+'. 

Alsdann ist ~t (x) im Intervall a und b nirgends negativ und sammt 
seinen n ersten Differentialquotienten steiig. 

Die Gleichung 

x x ( x ) / ~ ' ( x )  = 0 
~rv 

ergiebt also: 
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1 

0 = -F' ( i )Jz(x)dx ,  ~ <_ ~ < [~, 

oder 2"(~)~---O, a ~ ~ _< ft. Lassen wir a und fl einem Argument x' 
bis auf beliebig kleine Untersehiede sieh niihern, so ist lira -F' (~)~- O. 
Der Werth -F'(~) ist irgend ein unbekannter Werth, der zwischen dem 
grSssten und dem kleinsten Werth liegt, den die Function -F'(x) im 
Intervall a < x < fl erhiilt. Wird nun eine GrSsse ~ alle Zahlen von 
einer gewissen an durchlaufend unbegrenzt klein, und werden es m i t e  
zugleich entweder -F'(x') - -  iX'(x " -  t) oder -F'(x') - -  2" (x '4 -  ~), oder 
diese beiden Unterschiede zugleich, so ist nothwendigerweise 2"  (x')~-0. 
Wenn also 2"(x)  flit x ~ x' nach links oder nach rechts oder naeh 
beiden Seiten stetig ist, so folgt immer /;" (x) ~-- 0, und da der Punkt 
x" irgendwo liegen kann, so ist die .Function 2 ' ' (x)  allerw~irts, wo sie 
die angegebenen Stetigkeitseigenschaflen hat, s 

. 

Die Anwondung des Hauptgrundsatzes auf das Problem der kiirzesten 
Linie, und die Probleme der Variationsrechnung iiberhaupt, wr lang t  
eino neue Einschr~nkung der Allgemeinhoit der Voraussetzungen. Der 
ganze Inbogri~ rectificirbarer Linien wird durch sio sehr verk~nmert, 
und man erh~lt die kiirzesto Linie nur yon einem beschr~nkten Th6il 

rectificirbaror Linien. 

In der Beclingung fiir die kiirzeste Linie 
~ t  j 'dx~'(x  d f'(x) ~--- 0 

) dx J/i-+f'(x)* 
xo 

a f'(x) keineswegs Stetigkeit wird, wie gesagt, yon F ' (x )  ~ dx yi-§ 

verlangt, 2''(x) braucht entschieden nur integrirbar zu sein, nur so 
welt waren wir behufs Anwendung der iiblichen Regeln der Variations- 
rechnung gezwungen yon der Allgemeinheit unserer Ausgangsannahmen 
nachzulassen. Wenn wir also aus 

x t  

f dx (x) (x) F '  

xo 
den Schluss ziehen 

F ' ( x )  = o ,  
so kSnnen wit dies nur auf Grund einer neuen Einschrs thun. 
Wir greifen eben aus dem Inbegriff der rectificirfachen Functionen 
einen noch engeren Inbegriff heraus. Die erste wirkliche Einschr~nkung 

f ( x )  voraussetzen mussten, war, dass wir die Stetigkeit yon F ( z )  ~ ]/1 ~-f'(x) 2 

also wohl die Ste~igkeit yon f ' ( x ) ,  nachdem wir schon frfiher f ( x )  
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selbst batten stetig annehmen miissen, allerdings ohne dabei die Allge- 
meinheit der LSsung zu beschriinken. Nun also wiirde 

F '  (x) = Z'(x)  

(1 + f ' (~?)~ 
auch stetig sein sollen, also gewiss f"(x). Wenn mithin die Variations- 

I �9 o "  rechnung auf die Glelchun~, 

F' (x)  I = 0 
F '  (x) (1 + f ( x ? )  ~- - -  ~ 

d. i. f"(x)---~ 0 der kfirzes~en Linie ffihrt, so gelangt sie dahin nut" 
durch folgende Beschriinkung der natfirlich sich d.arbietenden u 
setzungen: 

.Die Variationsrechnung sc]diesst aus, um zum t~esultat zu gelangen, 
yon dem Inbegriff aller _Functionen, die den ]3egriff der Liinge zulassen~ 
alle solche Functionen, die nicht sammt ihren ersten und zweiten Differen- 
tialquotienten stetig sind.*) 

Jene Methode bring~ es also nut zu einem sehr verkiimmerten 
Ergebniss, und es is~ durchaus falsch, wenn man ihr nachriihmt~ sie 
liefere den Beweis, dass die Gerade die kiirzeste Linie ist. Wie an- 
gekfindigt~ werden wit den Beweis dafiir wirklich fiihren~ allein dutch 
ein ausserhalb der Methode sich bewegendes Verfahren. Dieser Beweis 
erscheint yore Standpunkt der allgemeinen Raumtheorie aus keineswegs 
iiberflfissig, abgesehen davon, dass man es der Mathematik doch nieht 
gern vorhalten lassen will, sie sei noch nicht im Stande solche An- 
schauungswahrheiten zu beweisen. 

Zun~chst aber wenden wit uns im Anschluss an das Vorstehencle 
zu einer Untersuchung, welche auch der Integrabilit'~fstheorie zu Gute 
kommt. Es werde also ~ ' (x)  nich~ mehr stetig vorausgese~zt, und 

f -  

Neuem die Bedingung t d x Z ( x ) F ' ( x )  betrachte& Wit schreiben y o n  
t J  
x o  

sie behufs dieser allgemeinen Untersuchung etwas anders, und stellen 
uns zuerst die Frage: 

Wenn iiber A (x) und f(x)  nichts als die Integrirbarkeit voraus- 
gesetzt ist und ~ (x) ist eine sonst willki~'rliche _Function~ was 
folgt aus der G~eichung 

b 

f d x  (x) f(x) 
ct 

in .Bezug auf f(x)? 
�9 ) Durch unsere RichSigstellung des Hauptgrundsatzes (Art. 12,,I. Sat~) wird 

die Beschr~akung, daas f"(x) stetig sein mfisse, auf die Bedingung der Integrir- 
barkeit herabgesetzt. 
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10. 

Einl~ihrung der begronzten mit allen ihren Difforentialquotienten 
stetigen Variationon. 

Als bequemes Instrument ffir diese Untersuchung wollen wir jetz~ 
nach der zweiten der (Art. 8.) angekiindigten Constructionsweisen eine 
Function ~(x) angeben, die his aaf eine oder mehrere beliebig lange 
Strecken Null ist. Sie hat vor der ersten im Art. 8. angegebenen 
voraus, erstens, dass sie in den Strecken, in denen sie nicht Null ist, 
bis auf beliebig zu verkleinernde Intervalle an den Enden der Strecken 
constant ist, und zweitens, dass sie im ganzen Intervall a �9 �9 �9 b m i t  
allen ihren Differentialquotienten stetig ist. Dies kSnnen freilich alge- 
braische Functionen nicht leisten, und wir werden eine Exponential- 
function zu Hfilfe nehmen mfissen. 

Wit  theilen das Intervall a �9 �9 �9 b in fiinf Theile wie folgt: 

a . . . a . . . a ' . . . ~ ' . . . ~ . . . b  
und verffigen fiber ~ so, dass diese Function Null ist in den Strecken 

a < x < a ,  ~ < x < b  
und Eins in der Strecke 

d<x<f l ' .  
In den fibrigbleibenden Strecken a < x < a', fl' < x < fl soll sie so 
bestimmt werden, dass sie yon a bis a' stetig yon 0 bis 1 w'~chst, yon 
fl' bis fl stetig yon 1 bis 0 abnimmt, und dass in a, d, fl', fl ihre 
s~mmtlichen Differentialquotienten stetig sind. Es geniigt, dies ffir die 
Strecke a - . .  a' einzurichten. 

Wir setzen zu diesem Zweck: 

und: 
1 

q ( x )  = ( x  - -  - ~ + '~" ') e ( ~ -  ~) ( " ' -  ~) 
2 , ,  

Das Minimum des Exponenten f~llt auf x ~ a+a_____~" W~hrend daher 
2 

x yon a + 0  bis a ' - - 0  w~chs~ steigt nur zunehmend O(x) yon 

- - ~  bis + ~  und der arctg @(x) yon - -  y bis + -~-, und ~(x) 

yon 0 bis 1. 
Welter ist: 

zl t ' (x)  ---~ 1 -4-r ~' (1A-e~) ~ + 1 +-r  etc. 

Die Differentialquotienten bestehen aus Brtichen, deren Z~hler eine 
niedere Potenz der Exponen~ialfunction enthiilt als der Nenner,  und 
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welche differenzirt immer ~hnlich zusammengesetzfe Brfiche ergeben. 
Sic sind Producte rationaler Functionen in Briiche der Form: 

errs. 

(1 + Ue2t~) n 

1 we t~ ~ ix--a)(d--x) '  und r < 2n .  Der Differentialqubtien~ ist: 

, e(r +2)/z ~. g, erp, 
- - n ( u ' + 2 u t , )  (l+ue~)~+ L + (t+ud-~)~" 

Im ersten Bruch steht im Ziihler die r + 2t~ im Nenner die 2 n + 2  t~ 
Potenz der Exponentialfunction. Also werden in der That siimmtliehe 
Differentialquotienten yon ~(x) bei Ann~herung an a und a' Null. 
Wenn man daher Z(x) im Intervall / ] ' - . .  fl [ihnlich bestimmt, wie 
im Intervall a . . .  a', so ha~ diese Function die verlang~en Eigen- 
schaften im ganzen Intervall a . . .  b. 

Der Verlauf der Function Z(x) ist etwa dieser: 
:Fig. I. 

a aa' ~'~ b 

und da die Strecken aa' und ~'fl beliebig kurz im Verhiiltniss zu 
aft gemacht werden kSnnen, 
verschieden yon dieser: 

so ist die Function Z (x) beliebig wenig 

:Fig. 2. 

in dem Sinne, dass die Unterschiede der Integrale, in welchen die Func- 
tion Z (x), und deter, in welchen die letztere unstetige auftri~t, beliebig 
verringert werden kSnnen. Dabei ist aber ~(x) stets mit allen Dif- 
ferentialquotienten stetig. Die in diesem Artikel construirte Form der 
Variation sell begrenzte Variation genannt werden. 

11. 

Anwondung der mit allen Differentialquotienten stetigen b e g r e n z t e n  
Variationen um unstetige Variationen durch stetige zu ersetzen. 

Fiihren wir die Function ~t(x) in unserem Integral 
b 

0 -=fdxZ (x)f(x) 
a 

ein, so folgt zuniichst, well Z(x) ausserhalb des Intervalls a . . .  fl 
Null, im Intervall a ' . . - f l '  Eins is~: 
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0 ~-l f j . (x)dx -{- J dx(X(x)-- 1)f(x)q- x(~(x) - -  1)f(x). 

Da in den beiden letzteren ]ntegralen ; t ( x ) -  1 nur w~ichst oder nur 
abnimmt, so kSnnen sie, unter der Voraussetzung, dass j'f(x)dx 
zwisehen keinen innerhalb a und b gelegenen Grenzen eine gewisse 
GrSsse iiberschreitet, auf Grund meines Mittelwerthsatzes beliebig klein 
angenommen werden. Setzt man daher: 

f f (x) dx ~ / dx(1- -  ~(x)) ~ -J-J  dx(1--  ~(x))f(x) , 

so kann die reehte Seite dureh Verkleinerung der Unterschiede aa', 
tiff' beliebig klein gemacht werden. Sic enthiilt aber die GrSssen a'fl' 
gar nicht, well die ]inke sie nicht enthi~lt, also muss sie so klein sein, 
wie eine GrSsse iiberhaupt sein kann, d.i.  Null. 

12. 

Die mit der Variationsrechnung in Zusammenhang stehenden allge- 
meinen S~tze der Integrabilit~tstheorie. 

Hieraus ergiebt sich: 
I. Wcnn das Integral 

b 

f dx (x) f(x) 
a 

Null ist, wclche Function mit stetigen Differentialquotienten 
man auch an die Stelle yon 2(x) setzen m6ge, so ist f(x) einc 
solche integrirbarc Function, deren Integral zwischen beliebigen 
dem Intervall a .  �9 �9 b angeh6rigcn Grenzcn Null ist. 

Es hat Interesse, festzustellen, ob nicht mchr fiber die Function 
f(x) folg~. Zu diesem Zweck wollen wit den umgekehrten Satz, jedoch 
in dieser allgemeineren Form beweisen: 

II. Wenn die Function f(x) integrirbar ist und ihr Integral, 
genommcn zwischen dem Inter'vail a . . .  b angch6rigen Grenzen, 
stets Null ist~ so ist auch 

b 

j 'dx (x) f(x) 
a 

Null~ wenn die Function )~(x) ebenfaUs i ntegrirbar ist. 1)er 
.Einfachheit halber werden beide Functioncn ;~(x) und f(x) 
endlich ange~o~nmen. 

/~ewe/s. Wenn f(x) im Intervall a - . -  b integrirbar ist~ und wit 
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in einem Theilintervall ~p mit fop, f~v den grSssten und kleinsten Werth 
yon f(x) bezeichnen, so ist nach dem Begriff der ]nteg~cirbarkeit: 

wo die ~v in jeder der Summen rechts beliebig sind~ und in der einen 
Summe anders wie in der andern angenommen werden dfirfen. 

Falls welter . f f (x)dx-~-0 ist, so muss in einem Intervall ~p, wo 
der kleinste und gr5sste Werth nicht verschiedenes Vorzeichen haben, 
entweder der kleinste oder der grSsste Werth Null sein, wobei ich 
um Einwendungen v o r z u b e n g e n -  ausdriicklich betonen will, dass ich 
25cht behaupte, die gr'6ssten und kleinsten Werthe wfirden yon den 
Functionalwerthen wirklich erreicht. 

Da demnach in 2:f~ v dv die GrSssen fup Null oder negativ, in 
2~fo~ d~o die GrSssen for Null oder positiv sind, so wird, wenn man 
die positiven Werthe der Function f(x) dutch Null ersetzt, und die 
so definir~e Function f2(x) nennt, f f 2 ( x ) d x  Null sein. Desgleichen 
muss, wenn man die negativen Werthe yon f(x) durch Null ersetzt, 
und die so entstandene Function /'1 (x) nennt,  f f l ( x ) d x  Null sein. 
Auch ist fl (x) -'b f2 (x) = f(x). 

Sodann setze man: 

f dx~(x) f (z) = f dx~, (x)f(x), 
wo ;~1 (x) ~ X (x) q- c positiv sei. Endlich zerlege man: 

Beide Integrale rechts sind Null, wie sich ergiebt, wenn man mittlere 
Werthe yon ~l(x) herausnimmt. Es fragt sich aber, was diese Her- 
leitung in Bezug auf l (x )  ffir Forderungen stellt. Offenbar nur, class 
~.(x)f(x), X(x)f~(x)und X(x)f2(x ) integrirbare Functionen scien. Nun 
babe ich aber gezeigt, dass das Product zweier integrirbarer Functionen 
wieder eine integrirbare Function ist. Also braucht l (x)  nut eine 
integrirbare Function zu sein, muss es abet andererseits sein, wenn 
nichts fiber f(x) als die Integrirbarkeit und das Nullsein ihres Integrals 
vorausgesetzt ist. Q. e. d. 

Nun nehmen wir an, ffir irgend eine Functionengruppe ~.(x), die 
der Gruppe der integrirbaren Functionen angeh5rt, sei stets 

x x x ~---0~ 

wobei fiber die Function f(x) nichts als die Integrirbarkeit vorausgesetzt 
wird, und es folge r zun~chst alas Nullsein des Integrals f f ( x )dx .  
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Wenn noeh mehr in Betreff der Function f(x) daraus folgen soll, so 
muss es eine jener Gruppe angehSrige Function ~*(x) und eine Function 
f*(x) geben, der Art, ds 

f dxit* (x)f*(x) 
nicht Null ist, auch wean f*(x) die Bedingung der Integrirbarkeis und 
des Nullseins seines Integrals erftillt. Es ergiebt sich aber aus dem 
umgekehrten Satze, dass dann immer )('dxit*(x')f*(x)~ 0 sein muss, 
also kann aus der Willkfirlichkeit yon it (x) fiber f(x) auch nichts welter 
geschlossen werden, wie deren Integrirbarkeit und das Nullsein ihres 
Integrals, auch wenn man die Willkiirlichkeit yon ~(x) bis zur blos 
integrirbaren Function erweitert. 

Hiermit sind die allgemeinen S~itze der Integrabilit~tstheorie, auf 
welche die Variationsrechnung f'tihrt, im Reinen. 

Ich bemerke noch, dass die Function f(x) in einzelnen Punkten 
unendlich werden daft mit den iiblichen Einschr~nkungen, auf welche 
niiheren Ausffihrungen ich indessen nicht eingehen will. 

Beide S~itze, der Satz I. und der Satz II., haben gleichsam ent- 
gegengesetzte Ziele. Bet Satz I. besteht das Interesse darin, wie sehr 
man die Function it(x) beschr~nken duff, ohne dass ein anderes Er- 
gebniss fiber f(x) als das in ihm behauptete hervorgeht. Wir werden 
wohl mit der Bedingung, dass die Function it(x) sammt allen ihren 
Difierentialquotienten stetig set, hart an die Grenze streifen. Bet Satz II. 
handelt es sich darum, wie wenig it(x) zu beschr~nken set, damit aus 
dem Nullsein des Integrals der integrirbaren Function f(x) das Null- 
sein des Integrals fdxit(x)f(x) folge. Hier haben wit mit der Inte- 
grirbarkeit yon it(x) die Grenze wirklich erreicht. 

Unterwirft man it(x) grSsseren Beschr~nkungen, setzt z. B. it(x) 
~---(x--71)(x--7~)...  (x--7~), so ergeben sich in Bezug auf f(x) 
Folgerungen, welche diese Function in dem Masse, wi~ die Function 
it(x), mehr und mehr beschriinken. Man hat dana hicht mehr den 
Vortheil die Function it (x) in einer Strecke gleich Eins, im iibrigen 
Theil des Integrationsintervalls Null setzen zu kSnnen, und muss viel- 
mehr den Umstand benutzen, dass ein Integral mit nicht negativem 
Differential Null sein kann, nut wean sein Differential es ebenfalls ist. 
Der Variationsrechnung ist mit der weiteren Verfolgung dieser Frage 
kaum gedlent, w~hrend in der Integralrechnung sonst wohl Fiille vor- 
kommen, in denen willkiirliche ganze rationale Functionen unter dem 
Integralzeichen eine ~hnliche Rolle wie Variationen spielen. 
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13. 

Anwendung dieser allgemeinen Principien auf die Variationsrechnung. 

Aus dem Obigen folgt zuniichst, dass die Function f ( x )  zwar, wie 
bereits gezeigt, Null ist, wo ffir einen Punkt x" entweder an der Seite 
x ' - - 0  oder an der Seite x'-~-0 oder an beiden die Stetigkeitsbedingung 
erfiillt ist. Es ist aber nicht ausgeschlossen, dass f (x)  in unziihligen 
Punkten yon Null verschieden ist. Wenn bei den gew5hnliehen Pro- 
blemen der Variationsrechnung die allgemeine Folgerung, dass nur das 
Integral f f ( x )  dx  Null zu sein braucht, durch die einfachere, dass f (x )  
selbst Null is~, ersetzt z~ werden pflegt, und sich auch Irrthiimer 
daraus nicht ergeben haben, so ist es doch m5glich, dass bei tiefer 
liegenden Aufgaben auf die allgemeine und correcte Bedingung wird 
Riicksicht genommen werden miissen. Uebrigens auch bei den ge- 
wShnlichen Aufgaben k5nnen ,,durch Ab~nderung einzelner Functions- 
werthe hebbare" Unstetigkeiten der sonst iiberall verschwindenden 
Function f (x )  auffre~n, deren Unsch~dlichkeit fiir die Aufstellung der 
Differentialgleichung hiermit dargethan ist. 

l~ehmen wir, um noch den gewShnliehen bei der Variation der Inte- 
grale betrachteten Fall besonders zu erwiihnen~ an, dass es sich um das 

b 

yon . j V d x  handele, wo V yon x, y, y' , . . ,  y(~) Maximum oder Minimum 
a 

abhiingt. Es hat sich also ergeben (wenn man nur auf das dutch 
partielle Integration erhaltene Integral Riicksicht nimmt), dass die 
.Bedingung des Nullseins yon: 

b 

x ~ y  ~y dx ~y" - [ - ' ' "  

fiir alas Maximum oder Minimum unter Voraussetzung einer dergestalt 
unbeschr~inkten Variation dy ,  dass sie nur eine integrirbare ~unction 
zu sein braucht, stets erfiillt ist, wenn das Integral 

d x  ~V d ~V 
~y dx ~y" ~ ' ' "  

zwischen Grenzen, die dem Intervall a �9 �9 �9 b angeh6ren, immer 2r ist. 
Und wenn diese Bedingung durch 

0 ~ ~v d ~v d ~ Ov 
~y dx ~y ~ ' j - ' ' ' - Q - - d x , ,  ~y(*) 

ersetzt wird, so kommt dies mit der Annahme iiberein~ dass die Mini- 
malfunction y und die Functionenclasse, aus der sie ausgesucht werden 
soll, besehr~inkt wird durch die Vorschrift, dass sie sammt ihren 2 n  
ersten Differentialquotienten stetig sei, welcher Vorschrift auch die 

Math~mxtSR~he Annxl~n. XV.  2 0  
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Variation gentigen muss, da sie zur Klasse, aus welcher das Minimum 
bestimmt werden soll~ gehSrt. Nur vereinzelte Sprungstellen beider 
2n to" Ableitung sehliesst die Methode nicht aus. 

Was endllch unsere Einftihrung auf eine beliebige begrenzte Strecke 
beziiglieher Variationen anlangt, in welcher sie bis auf die unmittelbare 
N~he der Enden eonstant~ and ausserha]b deren sie Null sind, so 
erleiehtert sie in der That manche Untersuchungen ungemein, und ist 
auch sofort auf Fliichen etc. zu iibertragen. 

Der Vortheil besteht darin, class man yon der kurzen Strecke oder 
dem klelnen Goblet, in welchem die Variation yon Null zu einem 
anderen Worth stetig ansteigt, in praxi absehen kann. Man kann, 
was bequemer ist~ sie sich plStzlich, sprungweise yon Null aus ihren 
anderen Worth annehmend denken, well man ja in der Idee die un- 
stetige Function durch stetige ohne Weiteres ersetzen kann. 

Wit kSnnen z. B. in dem Oberfl~ichenintegral f d O ~ N U  das ~_N 
Null annehmen bis auf ein Oberfi~chenstfick 0, wo d2( einen con- 
stanten Worth hat. Man hat sigh dies wohl schon immer so gedacht, 
wenigstens ich bekenne es. Allein ich habe das Bewusstsein mit einer 
legitimen Vorstellung zu operiren, erst seitdem ich die Functio~ ~t(x) 
mir bereit zu halten gewohn~ bin, um meinen Schliissen erforderlichen 
Falles sogleich volle Strenge ertheilen zu kSnnen. 

Das Problem iiber die kiirzeste Linie. 

14. 

Vergleichung tier Willkiirlichkoit dot Variationen selbst mit derjenigen 
der Differentialquotienten der Variation. Der Bowels dafiir, dass die 
gerade Linie die kiirzsste Verbinaungslinie zweier Punkte ist, wird 

nach einem ersten Verfahren zu Ende gefdhrt. 

Wir betrachteten bis jetzt mSgliehst unbesehr~nkte Variationen 
und wollen zum Abschluss dieser Erl'~uterungen auch mit einigen Be- 
schr~nkungen der Willktirlichkeit der Variationen uns beschiiftigen. 

Deren einfachste wurde zuerst verkannt und man fand darin 
kurz nach L a g r a n g e ' s  VerSffentlichung in den Trainer M6moiren 
einen Einwand gegen die Allgemeingiiltigkeit seiner Methode, welcher 
freilich bald genug entkriiftet wurde. Es handelt sigh datum, dass 
wenn die Variation ~y als voUkommen willkfirlich (innerhalb der 
Grenzen der Integrale)angenommen wird, die Variationen dy', ~y", . . .  
es dor~ nich~ zu sein brauchen, falls n~iznlieh die Variation dy in gewissen 
.Punkten, z. B. an den Grenzen der Integrale, gewisse Bedingungen 
erf/illen muss. Also tun umst~ndlichere Auseinandersetzungen zu ver- 
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meiden, kehren wir zu unserem Problem yon der kiirzesten Linie, die 
zwei Punkte verbindet, zuriiek. Wenn man f ( x )  aus: 

jf ~ f{x) 
0 -~ d x , V ( x ) F ( x ) ,  .F(x) -~- Y i W f ( x ) ~ '  

zu bestimmen hat, so untersagt es die Methode den Coefficiens yon 
Z'(x), also F(x)  Null zu setzen, sondern erst rrmss eben dureh 
partielle Integration ),' (x) dutch it(x) ersetzt worden seth, und dann 
isfi der Coefficient yon it(x) gleich Null zu setzen. 

Man hat in der That:  
5r 

j ' d x Z  (x) = z(x) - Z(xo). 
zo 

Nehmen wir nun fiir Z'(x) etwas Willkiirliches an, z. B. eine begrenzte 
Variat ion,  welche in der Strecke a . . .  fl gleich einer yon Null ver- 
sehiedenen Function 7(x)  ist, ausserhalb, also in den Streeken a �9 �9 �9 a, 
f l . . - b ,  Null, so hat man: 

t~ 

( x , )  - (xo) = j ' d x r  (x). 

Fiir 7(x) k5nnen wit entweder ( ( x - a ) ( f l - - x ) )  ~+~, oder die Function 

{aretg O(x)-1- ,~} des Art. 10., oder einfaeh eine Constante, jedenfalls, 

um den Mittelwerthsatz anwenden zu kSnnen, nut  eine positive GrSsse 
setzen. Dann kSnnen die Variationen • (xi) , it (x0) nieht, wie die Aufgabe 
verlangt, Null sein. Umgekehrt, wenn man Z(x) willkiirlieh annimmt, 
und diese GrSsse so bestimmt, dass sie yon a bis a und yon fl bis b 
Null ist, yon a bis /~ positiv, so ist it'(x) im Intervall a . . .  fl ent- 
weder durehweg Null oder wechselt dort sein Zeiehen, so dass auf 
das Integral mR it'(x) der Mittelwerthsatz nieht angewendet werden 
kann, und dass also aueh nieht bewiesen werden kann, dass der Coef- 
ficient yon 6y' versehwindet, was eben aueh night tier Fall ist. 

Nehmen wit aber die Aufgabe der kiirzesten Linie so gestellt an, 
dass sie die kiirzeste Verbindung zwisehen den zwei auf den Abscissen 
x =  a ,  x ~  b erriehteten Ordinaten sei, so liegen die Dinge ganz 
anders. AIsdann sind die Variationen Z(xl)  , it(xo) ganz willkiirlieh, 
da die ~nd_punkte der kiirzesten Linie  a u f  den Geraden x = xo, x ~--- x 1 
bdiebig verschoben werden k6nnen. Hier also ist auch ~' (x) ganz will- 
kiirlich, und somit setzen wit nach der Regel der Variationsrechnung 

f (x) -~ 0, 

20 * 
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woraus folg4 f ' ( x ) ~  O, welches demnaeh aueh die riehtige LSsung 
der Aufgabe ist. 

Nun endlieh kSnnen wir das allgemeine Problem der kiirzesten 
Linie 15sen. 

Wir  behandeln zuerst die Aufgabe der kfirzesten rectifieirbaren 
LiMe zwisehen den zwei Geraden.x ~ xo, x ~ x 1. Es muss also Null 
sein das In~gra l  

f f'(x) dxZ' (x)  V i+f"  (x)* ' 

wenn 2'(x) eine willktirliehe endliehe integrirbare Function, und aueh 
f '  (x) eine integrirbare Function ist. 

Ich bemerke zun~iehst, dass wenn in einem Intervall x o . . . x  ~ 
eine Function q~(x) integrirbar und >1  ist, so ist im n~mlichen Intervall 

1 integrirbar*). Denn es seien cp0 und cp~ der grSsste und kleinste 

Werth yon r  in der Theilstrecke 6, so ist 

1 1 epo - -  (P~ 

cP u cPo cP u cPo 

jedenfalls nieht grSsser als % - -  ~0,,~ und jede andere Differenz 1 1 
CpO' ---  cp u ~ 

ist afort ior i  nieht grSsser. Da also ~ / l d - f ' ( x )  "~ integrirbar ist, so ist 

es auch 1 Weiter setzen wit 
Yi-+f" ~x)~ 

~' (~1 ~ A ( x ) -  
Y l + f" (x? 

Alsdann ist in 
X~ 

j ' d x ^  ( x ) / ' ( x )  

Xo 

h(x) nicht minder willkiirlich als Z'(x) und ist integrirbar. 
tblgt aber aus dem allgemeinen Satze Art. 12.: 

f f" (x) dx  = 0 

D a n n  

zwischen irgend welchen dem Intervall x o . . . x  f angehSrigen Grenzen: 
d. h. f (x)  ist im ganzen tntervall x o . . . x  j Constant, so dass wir hier 
in der That  auf die horizontale Gerade fallen. 

Das weitere Raisonnement ist sehr einfach. Die Gerade ist also 
die kiirzeste Verbindungslinie zwischen den beiden Geraden x ~ x 0, 
x - ~ - x l ,  also jedenfalls zwischen ihren eigenen Endpunkten,  denn 
kSnnte man zwischen diesen eine kiirzere Verblndung herstellen~ so 
w~ire sie es ja auch zwischen den Geraden x ~ xo, x --~ x I. Von der 
Lage der Ptmkte ist aber die Eigenschaft der kiirzesten Verbindung 

*) W e n n  ~p(x)>  als eine bel iebig kleine positive Gr6sse is t ,  kann man sie 
s tets  mi t  e iner  GrSsse mult ipl ic iren,  dass sie ~_ 1 ist. 
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unabh-~ngig, was aus den Symme~ieeigensehai%en des Raumes folg% 
also wird man dureh je zwei Punkte zwei auf ihrer Verbindungslinie 
senkrechte Gerade legen k5nnen, und durch unsere bisherigea'Be- 
frachtungen beweisen kSnnen, dass sie die kiirzeste ist. Q .e .d .  

15. 

Die isoperimetrischen Probleme. 

Man kann noch auf einem anderen Wege bei Problemen wie das 
der kfirzesten Linie die le~z~e Differentiation unter dem In~egraheichen 
umgehen, indem man sie n~mlich ats isop~i~trische Probleme auf- 
fasst. Bevor ich dies zeige, will ich einige Bemerkungen iiber die 
isoperimetrischen Probleme voranstellen. 

Es sind Probleme der Variationsrechnung~ bei denen die Will- 
kfirlichkeit der VariaLionen eine allgemeinere Art Beschr~nkung erFs 
als die im vorigen Artikel erSr~erte. Die isoperimetrische Beschrs 
besteht darin, dass die Vafiationen 6y, 6 / , . . .  einer Bedingung ffir 
ihren ganze~ Verlauf: 

b b ~v 
+ = o  

a a 

b 

j 'Udx zu zu genfigen haben, um ein Integral einem Maximum oder 
t~ 

Minimum zu maehen, so dass gleiehzeitig: 
b b 

+ +...}-= o 
~t ct 

is~. 
Die isoperimetrische Regel, dass alsdann das Integral 

b 

a 

zu variiren und so zu behandeln is% als ob die Variation 6y unbe- 
schr~nkt w'~re, die Constante a aber so bestimmt werden muss, dass 

b 
,fVdx_ den gegebenen Werth erh~l~, diese Regel ist da~aus ent- 
a 

standen, dass bei der ~lteren vor-Euler ' sehen und der Euler ' sehen  
Behandlung der isoperlmetrisehen Probleme die Bedingungen f~r die 
Variation wirklieh auf Eliminationen f~hrfen, die dann durch Ein- 
fiihrung soleher Multipliea~oren geleis~et wurden. Sei~ L a g r a n g e  
flndet man die Regel meist so begr~mdet, dass man sa~ ,  wegen 
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f ~  V d x  ~- 0 stehe es nieht in Widersprueh mit fo" U d x  = O, wenn 
man f ( 6  U +  a6 V ) d x - ~  0 setze, wiihrend eben a dazu dient, nach- 
tr~glieh f V d x  ~ seinem gegebenen Werth zu machen. 

Wenn dies nun auch richtig seheint, so behiilt man doch das 
Gefiihl, dass eine genauere Begriindung der [4egel nicht fiberflfissig ist. 

Ich kelme solcher Beweise Manche, die hier und da milgetheilt 
sind. Zwei weitere habe ich aber noch nieht gedruckt gesehen,, und 
so mSgen sie hier noch ihre Stelle finden. Der erstere ist die An- 
wendung auf den gewShnlichen Fall eines Gedankens des Hrn. 
lZ. R e i f f * ) ~  den anderen erlaube ieh mir vorzulegen. 

16. 

Erster Bowels fiir die isoporimetrischo Rsg61. 
b b 

Es sei f U d x  ein Maximum oder Minimum, w '~hrend t  ~  Vdx  

einen vorgesehriebenen Werth behalten soll, so dass also 
b b +j" U "  dx U -~ 0 
i 

s  gt 

ist, w~hrend die Variation (~y die Bedingung: 
b b 

'V"  xV" ~ 0  
[ 

a 

erffillen muss. 
Wit  nehmen U", V" an den Grenzen Null an, und setzen 6y Null 

ausser in zwei gleichen, kleinen Streeken n o - . .  rio, a t " ' "  ill, wo (~y 
constant sei und resp. gleieh (~Y0 und dyj. Aus der ersten Gleichung folgt: 

 Voj'dx V" + j(tx U'=o, 
coo 

und hieraus folgn~ wegen flo - -  ao ~ fll -- al :  

~Yo Uo" + dy, U , ' =  0, 
wo, wenn man f l o -  ao unendlich klein annimmt, [7 o' und Ut', die 
urspriinglieh Mittelwerthe waren, den Werthen xo ~--- ao ~ flo, xt = at = i l l  
zugehSren. Ebenso folg~ aus der Variation ~ f  Vdx,  

Vo' + v , ' =  o, 
was beweist, dass uasere Annahme fiber die Variation ~y erlaubt war, 
da die Bedingungsgleichung erffillt werden kalm. 

*) Inaugural-Dissertation iiber den t~influss de, CapiIlarkrtifte auf die ~'orm 
der Oberfliiche einer bewegten Fliissigkeit, Tiibingen, 1879~ pa~'. 8. 
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Aus beiden Relationen folgt abet: 

Uo" V( --  U( Yo' = O. 

Denken wir uns nun den Punkt x 0 lest, den Punkt x I beweglich, 

Uo' ergieb~ sich: den wir sodann x nennen, und setzen noch-V~-~-----a, so 

U ' + o V ' ~ - O  

entsprechend der h y ~ s c h e n  Regel. 
Wenn die Variation t~fdx U verschwinden soll, wiihrend ~y die 

zwei Bedingungen 

~ f d x V = O ,  ~ f d x W = O ,  
zu erfiillen hat, so ist tier Beweis ebenso einfach. 

Man se~zt dy  ~ 0, ausser in den drei gleichen~ unendlich kleinen 
S t r eckenao - . .  rio, a~ . . .  fl~, a2 . . .  f12, in welchen (~y die constanten 
Werthe ~Yo, SYL, dY2 erhalten mSge. So erhiilt man die drei Glei- 
chungen : 

@0 ro' + ~'y, L '  + ,~v~ ~ '  = o, 
~yo Wo' + ~Yl W(  + ~Y2 W2" = O. 

Eliminirt man 8Yo, 8Yl, ~Y2, nimmt die Punkte x o ~ % ~ f l o  , 
x ~ a 1 ~ f l i  fest an, und den Punkt x ~ - u  2 ~ f l ~  beweglich und 
l~sst den Index 2 fort, so ergiebt sieh wieder 

U' + a~ V' + a.2W" = 0 ,  

wo die a 1 und a 2 nur yon den festen Punkten x 0 und x I abh~ingen, 
welches wiefler die isoperimetrisehe Bedjngung ist, die man so auf 
eine unbegrenzte Zahl Integrale ausdehnen kann. 

17. 

Zweiter Beweis fiir die isoperimetrische Regel. 

Der zwei~e Beweis is~ dieser: 
Es soll sein: 

0-~ gdx--~ dx(  ~g t ~V -D- 

wo wieder die zweite Gleichung die Bedingungsgleichtmg ftir die dy 
vorstell~. 

Nun seien ~tY und d,y zwei unbeschr~nkte Variationea, die man 
sich also yon vornherein be liebig aussuchen kann. 
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Stets l'asst sich in 

~y ~ 81 y q- C~2 y 
C so bestimmen, dass die Bedingung erfiillt ist. Denn aus 

- f d x t  a v  (+,y+C+~y)+ av 0--], ~ ~y~ ~ (~IY"I -C~2y ' )  q-  " . "} 

folgt: 
t~ ' ~V 

/ d=lav ov ~- +"Y+W- +,y'+l 
Diese Form der Variation c~y fihren wir in f~ Udx ~ 0 uad 

fd Vdx ~ 0 ein, und erhalten: 

�9 a U  a U  , ,  , o : j a ~  l ~  +,~+ ~+,~ ~ ..I +~j~xl~+.:,, +~+++...1, 
o:jlx   , +++,'+I. 1+-+,++'+~+,~ +"I  + 1~ +~++'+~'~ a 

Durch Elimination yon C folgt: 

o : j ; :  I ~  c ~ +  + ,~ +, +, + ~. ~ ~+  ~ ,'> +, ~' +... 1 : f+x+,  ~ ~++,+ 
WO 

d + ~ u  

bV 

yon ~1 Y unabhBngig ist, ~j y aber eine unbesehrankte Variation vorstellt. 
Dies seheint die beste Begrindung der isoperimetrisehen Regel zu 

sein~ weil sie in keiner Beziehung unserer Verfigung tiber die Natur 
der Variationen und der Funetionen U und V ,  ob wir sie blos inte- 
grirbar, oder stetig, oder wie sonst annehmen wollen, vorgreift. Es 
wird ohne irgend welehe EinsehrBnkung das relative in ein absolutes 
Maximums= oder Minimumsproblem fibergefihrt. Dagegen ist die im 
vorigen Art. mitgetheilte Reiff ' sehe Ableitung der Regel dienlieh, um 
die isoperime~risehe BesehrBnkung der Variation sehnell in die geehnung 
einzuffihren, falls, wie bei physikalischen Aufgaben, die Stetigkeit der 
zu variirenden IPunctionen nicht in Frage steht. 

18. 

Die kirzest~ Linie aas isoporimBtrisches Problem. 

Wit sahen, dass in der Bedingung: 
xl 

'd l" (x) ~ 0 
�9 xZ(oO YT/(=)~ 
xo 
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die Willk~irlichkeit yon X'(x) durch die vorgeschriebenen Werthe 
~t(xl) ~--0, 2(Xo)~--0 beschrilnkt wird, so dass man nlcht den Coef- 
ficienten von Z'(x) Null setzen dare Dies veranlasst zu prfifen, ob 
man die Besehr~inkung yon i '(x) nicht als isoperimetrisehe auffassen, 
und die Aufgabe nach der isoperimetrischen Regel behandela kSnne. 

In der That muss: 

z ' (x)dx  - =  Z ( x , )  - -  Z (Xo)  = 0 

sein. Damit ist jedenfalls ein Theil tier Beschritnkung in die ent- 
sprechende Form gebraeht. Nun soil noeh ausserdem ~L(Xo) oder Z(xl) 
fiir sich Null sein. Hieraus kann aber eine weitere Besehriinkung yon 
Z'(x) nieht entspringen, denn, wie ~'(x) auch besehaffen sdn mag, ein 
Functionalwerth der zu Z'(x) geld~rigen Function Z(x) ist stets will- 
kiirlich, so dass also wirklich ,die Bedingung 

~t 

d x  = Q 

x~ 

die ganze Beschr~inkung darstell~ welche die Bedingungen l(xl)== 0~ 
Z(Xo) ~ 0 dem i'(x) auferlegen. 

Nach der isoperimetrischen Regel ist daher in 

ZflxX'(x) ~ f'(x._.___) + (i~ 
Vi + /" (x)~ t J  

Z'(x) eine unbeschriinkte Variation. Wenn nun aueh, um hieraus 

f'(x) -{- a ~ 0 folgern zu kSnnen, die Stetigkeit yon f ' (x) voraus- 
Vi-+ f'~x)r 

gesetzt werden muss, und fiir die LSsung des Problems der ktirzesten 
Linie also" nich~ dieselbe Allgemeinheit wie dutch den Kunstgriff des 
Art. 14. erreicht wird, so setzt dies Verfahren doeh die Beschr~nkungen 
der allgemeinen Methode herab~ indem der zweite Differengialquotient 
aus dem Spiele bleibt. Ich habe diese Bemerkung, weil sie unter 
Umstiinden niitzlich sein kann, nicht unterdriieken wollen. 

19. 

Schluss der Untersuchung des Problems fiber die kiirzeste Linie. 

Unser Hauptzweek war, wie in der Einleitung angegeben, nicht 
die LSsung des Problems der kiirzesten Linie, sondern dies Problem 
diente uns als leitender Faden dutch das Labyrinth der Sehliisse~ aus 
denen die Methode der Variationsreehnung zusammengesetzt ist. 

Handelt es sich aber nur um den Nachweis, dass die Gerade die 
ktirzeste Linie ist, so empfiehlt es sich den geometrischen Beweis und 
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den analytischen mSglich yon einander zu trennen. Der geometrisehe 
ist offenbar schon in dem Satze enfhalten, dass man der rectificirbaren 
Strecke sich mit einer geradlinig-polygonalen be]iebig n~hern kann. 

Denn es sei eine andere Linie L zwischen zwei Punkten k~irzer 
als die Gerade, so giebt es also eine an L sieh anschliessende Poly- 
gonale A, die L beliebig nahe verl~uft, und an L~nge ihr beliebig 
nahe kommt. Diese m~isste mithin bei hinreichender Ann~herung yon 
L kfirzer als die Gerade werden. Nun setzen wit den elementaren 
Satz voraus, dass zwischen zwei Punkten die Gerade die kfirzeste aus 
geradlinigen Streeken bestehende Linie sei. Daraus folgt dann, dass 
eine solche Linie L, die kfirzer als die Gerade ist, nicht existiren kann. 

Unter Voraussetzung dieses letzteren Satzes kSnnen wir auch die 
analytische LSsung des Problems der k~irzesten Linie yon dem Satze 
betreffend die unbegrenzte Ann~herung geradlinig-polygonaler Linien 
an stetig gekr~immte Linien unabh~ngig machen. Allerdings gew~hrt 
dieser Satz, sowie seine welteste Consequenz (am Schluss des Art. 3.) 
den grossen Vortheil, dass man dureh ganz iihnIiche Schlfisse, wie die 
am Ende des Ar~. 4. mitge~heilten, die Art. 7. und 9. gerfigte Be- 
schriinkung der Voraussetzungen, welche durch die M e ,  ode der 
Variationsrecbnung gefordert wird, in vielen Fiillen unsch~dlieh machen 
kann. ~l:an wird es aber bei einer rein analytischen Frage vorziehen, 
yon den S~tzen Art. 3., wenn mSglieh, keinen Gebraueh zu machen, 
well sie auf Anschauung beruhen, theilweise casuistiseher Natur 
sind, und folglich nux sehr mfihsam rein analytisch sich beweisen 
1assert w~irden. 

Bei dem t~roblem der kfirzesten Linie kSnnen wir die Benutzung 
dieser S~tze wie fotgt umgehen. Wir suchen zuerst die kfirzeste unter 
allen stetigen rectificirbaren Linien, und finden nach dem Obigen rein 
analytisch die Gerade. Wfirde nun eine unstetige Linie kfirzer sein, 
so mfisste sie jedenfalls aus lauter geradlinigen Strecken bestehen, 
denn eine stetig gekrfimmte Strecke ist ja bewiesenermassen durch 
eine ktirzere geradlinige zu ersetzen. Nun braucht man nur noch den 
oben schon benutzten elementaren Satz, dass die Gerade die kfirzeste 
geradlinig-polygonale Verbindungslinie zwisehen zwei Punkten ist, 
womit auch das analytische Problem, wie jch glaube, auf das Be- 
friedigendste gelsst ist. 

T t i b i n g e n  im M~rz 1879. 


